
1. Введение

Под дробным анализом будем понимать обоб�
щение «обычного» анализа на случай производных
и интегралов любого вещественного порядка, как
целочисленного, так и нецелочисленного.

Строить дробный анализ, можно используя раз�
личные подходы, многие из которых описаны в ли�
тературе [1].

Один из наиболее простых способов построения
дробного анализа предложил Адамар с помощью
введённого им оператора дробного дифференциро�
вания степенных рядов [2]. Подход Адамара, наз�
ванный программой Адамара, не получил развития,
хотя он представляется более естественным и инту�
итивно понятным, чем многие другие подходы.

Оператор Адамара можно использовать для по�
лучения, как производных, так и интегралов любого
конечного вещественного порядка и действует над
некоторым классом функций. Более того, простота
и логичность подхода Адамара даёт основание пред�
полагать, что в нём заложен большой потенциал для
построения самодостаточных направлений дробно�
го анализа, таких же полноценного, как и тради�
ционный анализ. Причём, возможных направлений
в дробном анализе, которые можно развивать, бес�
конечное множество (мощности континуума), сре�
ди которых «обычный» анализ является лишь част�
ным, вырожденным случаем, что делает его одним
из самых простых вариантов дробного анализа.

2. Оператор Адамара

Определение. Оператор d sx порядка s, s∈R будем
называть оператором Адамара порядка s, действую�
щим над множеством степенных функций xq, s, x,
q∈R, s, q=const [2]

(1)

Величину будем называть коэффи�

циентом оператора Адамара, в котором Г(...) гам�
ма�функция Эйлера [3].

Такие операторы обычно называют оператора�
ми дробного интегрирования или дробного диффе�
ренцирования. Операторы Адамара тоже являются

операторами дробного интегрирования или дроб�
ного дифференцирования в зависимости от значе�
ния порядка s∈R.

Случаи s<0 соответствует операторам дробного
дифференцирования порядка s, которые будем
обозначать, как d –sx;

Для s>0, будут операторы дробного интегриро�
вания порядка s, которые будем обозначать, как
d+sx или d sx.

В дальнейшем под дробными порядками диф�
ференцирования и интегрирования будем пони�
мать любые вещественные порядки s∈R.

Определение. Операторы дифференцирования
d–sx и интегрирования dqx будем называть обратны�
ми друг другу, если модули их порядков равны,
|s|=|q|, а сами порядки имеют противоположные
знаки, s=–q.

Из пары обратных операторов один является
оператором дифференцирования, а другой опера�
тором интегрирования.

Очевидно, что оператор нулевого порядка d 0x
является обратным для самого себя, или самооб�
ратным.

В частности справедливо равенство
d–sx·dsx=d0x=1.

Рассмотрим важные частные случаи операторов
Адамара, в зависимости от s.

В задачах с дробными операторами могут уча�
ствовать операторы с различными сочетаниями по�
рядков операторов Адамара.

Определение. Если в рассматриваемых задачах
дробного анализа участвует только обратные опе�
раторы порядков s и –s, или хотя бы один из них, то
будем говорить о ветви дробного анализа порядка s.

Определение. Задачи, в которых имеют место
несколько различных ветвей ψ>1 дробного анали�
за, тогда будем говорить о смешанном дробном ана�
лизе с ψ ветвями.

Кратко рассмотрим некоторые важные ветви
дробного анализа.

Ветвь дробного анализа с оператором нулевого
порядка s=0, представляет вырожденный случай,
когда имеет место только единичный оператор 1,
переводящий функции сами в себя d 0x: xq=1.xq=xq.
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Очевидно, что порядки операторов Адамара мо�
гут иметь как целочисленные, так и нецелочислен�
ные значения, которые, в свою очередь могут быть
рациональными и иррациональными.

Определение. Если порядки дифференцирова�
ния и интегрирования в рассматриваемой ветви
дробного анализа будут принадлежать только мно�
жеству натуральных чисел s∈R, то такой анализ бу�
дем называть целочисленным дробным анализом, ве�
тви которого могут принимать чётные и нечётные
значения порядков.

Важный частным случаем целочисленного
дробного анализа является анализ с единичным
порядком интегрирования и дифференцирования,
s=±1, т. е. традиционный анализ.

В этом случае из оператора Адамара получают�
ся формулы дифференцирования и интегрирова�
ния степенных функций традиционного анализа:
d–1x: xq=qxq–1, d1x: xq=(q+1)–1.xq+1.

Случай, когда степень функции равна –1, а по�
рядок оператора 1, определяется, как обычно d 1x:
x–1=ln x+const.

Другие целочисленные ветви дробного анализа
является ветвями целочисленных порядков опера�
тора Адамара s=±2, ±3, ±4,... Данные ветви анализа
аналогичны случаю традиционного анализа (s=±1),
но не тождественны ему.

В этом случае, используя формулу
Г(q+n)=q(q+1)(q+2)...(q+n–1)Г(q), q∈R, n∈N, по�
лучим формулу для интегрирования

Формулу дифференцирования легко получить, ис�
пользуя формулу Г(q–n)=Г(q)(q(q–1)(q–2)...(q–n))–1,
тогда получим

Важными случаями дробного анализа являются
ветви с рациональными порядками s∈Q.

Определение. Операторы Адамара d sx, у которых
порядки являются рациональными числами, s∈Q,
называются рациональными дробными операторами.

Определение. Если порядки дифференцирова�
ния и интегрирования в рассматриваемой ветви
дробного анализа будут принадлежать только мно�
жеству рациональных чисел Q, то такой анализ бу�
дем называть рациональным дробным анализом.

Интересными и наиболее простыми случаями
рационального анализа представляются ветви, в
которых порядки операторов обратно пропорцио�
нальны натуральным числам s=1/λ, λ∈N. В дан�
ном случае знаменатели λ значений порядков опе�
раторов является основным параметром данных
ветвей дробного анализа.

Общими и более сложными случаями рацио�
нального анализа являются ветви, в которых по�
рядки операторов можно представить как отноше�
ние натуральных чисел s=χ/λ, χ, λ∈N.

Наибольшее количество ветвей дробного ана�
лиза будет в случае иррациональных порядков опе�
ратора Адамара s.

Определение. Операторы Адамара d sx, у которых
порядки s являются иррациональными числами, на�
зываются иррациональными дробными операторами.

Определение. Операторы Адамара, в котором
действуют иррациональные дробные операторы,
будем называть иррациональным дробным анализом.

Иррациональные ветви дробного анализа пред�
ставляются наиболее сложными для исследований.

Важно так же рассматривать отдельно модули
порядков операторов, а именно, больше или мень�
ше единицы |s|>1 или |s|<1.

Определение. Два оператора порядков s и 1/q на�
зываются обратными по порядку, если произведе�
ние их порядков даёт единицу sq–1=1.

Каждый оператор порядка s имеет обратный по
порядку оператор со значением порядка 1/s.

Операторы традиционного анализа d ±1x (s=±1)
являются обратными по порядку сами для себя.

Любая пара взаимно обратных по порядку опе�
раторов являются одновременно операторами диф�
ференцирования или операторами интегрирования.

Определение. Для оператора d sx имеется проти�
воположный – d sx, такой, что в сумме они дают ну�
левой оператор

d sx+(–d sx)=d sx–d sx=0.

3. Свойства оператора Адамара

Производная дробного порядка от константы. В
общем случае в дробном анализе производная кон�
станты не равна нулю. Константу можно предста�
вить как полином нулевой степени, или как сте�
пенную функцию, с порядком равным нулю Cx0,
где C вещественное число (C∈R), тогда производ�
ная константы будет

Заметим, что дробная производная константы,
в общем случае, не равна нулю.

Производная дробного порядка от степенной
функции. Рассмотрим некоторые важные случаи
соотношений значений порядков операторов и
степенных функций, когда при дробном диффе�
ренцировании получаются константы.

В случае, когда порядок оператора дифферен�
цирования и показатель степени функции равны и
имеет порядок α, α∈R

Интеграл дробного порядка от константы и инте"
гральные полиномы

Здесь введены функции Cs(x)≠0, которые по�
являются как слагаемые при интегрировании

0 1: ( Ã( )) ( ).s s
sd x Cx C s s x C x−= +

: Ã( ) const.d x xα α α α− = =

0 1: ( Ã( )) .s sd x Cx C s s x− − −= − −

: ( 1)( 2) ... ( ) .n q q nd x x q q q q n x− −= − − −

1: (( 1)( 2) ... ( )) .n q q nd x x q q q n x− += + + +
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функций и являются обобщением констант инте�
грирования стандартного анализа.

Определение. Функции Cs(x) будем называть ин�
тегральным полиномом порядка s для пары обратных
операторов d sx и d–sx.

Основным свойством интегральных полиномов
Cs(x) должно быть то, что при действии на них опе�
ратором дифференцирования d–sx должен получа�
ться ноль

d–sx: Cs(x)=0.

Используя это равенство, найдём степени чле�
нов интегрального полинома Cs(x) произвольного
вещественного порядка s

Выполнение этого равенства возможно при со�
блюдении двух условий

Г(q+1)≠0 и Г(q+1– s)=∞.

Первое выполняется при q≠–1, –2, –3, –4 ...

Для выполнения второго условия необходимо,
чтобы выполнялось равенство

q+1–s=0, –1, –2, –3, –4 ...

Тогда получим q=–1+s, –2+s, –3+s, –4+s ...=–n+s.

Окончательно интегральный полином Cs(x) для
произвольных вещественных порядков s будет

У полиномов дробного интегрирования Cs(x)
бесконечное счётное множество констант интегри�
рования a1, a2, a3, ..., которые, в общем случае, яв�
ляются вещественными (или комплексными) чи�
слами.

Для произвольных целочисленных порядков
операторов дифференцирования m=1, 2, 3, ... и це�
лочисленных показателей степеней степенных
функций с показателями k≥0 и k=0, 1, 2, 3, ..., по�
линомы интегрирования Cm(x) будут

Выполнение этого равенства возможно при со�
блюдении двух условий.

Первое условие Г(k+1)≠0 выполняется при
k≠–1, –2, –3, –4 ...

Для выполнения второго условия Г(k+1–m)=∞
необходимо, чтобы выполнялось равенство
k+1–m=0, –1, –2, –3, –4 ..., которое можно пере�
писать так k=–1+m, –2+m, –3+m, –4+m ...

В случае, когда выполняется условие k+1–m≤0
или когда k≤m–1, тогда значения переменной в этих
точках соответствуют полюсам гамма�функции, и
поэтому она обращается в бесконечность. Это зна�
чит, что для случаев целочисленных порядков пока�
зателей операторов дифференцирования и полино�

мы интегрирования будут обрываться в случае, когда
k≤m–1, а степени будут ограничиваться целочислен�
ными значениями при k≤m–1, m–2, m–3, ... 2, 1, 0.

Окончательно получим, что для любого операто�
ра целочисленного порядка d –mx полиномы инте�
грирования Cm(x) будут иметь конечное число m сла�
гаемых, равное порядку оператора интегрирования

Здесь даны m констант интегрирования a0, a1, a2,
... am–2, am–1∈R.

В случае традиционного анализа, для оператора
дифференцирования d –1x равенство выполняется
для случая k=0. Тогда полином интегрирования бу�
дет константой C1(x)=a0=const, a0∈R.

В полиномах интегрирования с нецелым поряд�
ком необходимо задавать бесконечное счётное
множество констант интегрирования, которые в
различных зачах необходимо находить или зада�
вать. Ряд Cs(x) может быть расходящимся или схо�
дящими, а скорости сходимости и расходимости
могут быть разными. Чем быстрей сходимость, то в
зависимости от условий задачи, можно ограни�
читься несколькими первыми членами ряда Cs(x).

В случае нецелочисленных порядков s члены
ряда Cs(x) могут обращаться в бесконечность в точ�
ке x=0.

Интегральным полиномом для оператора нуле�
вого порядка (единичного или самообратного опе�
ратора) d 0x является ноль.

В полиномах интегрирования Cs(x) и Cm(x) со�
седние слагаемые имеют показатели степеней, ко�
торые отличаются на единицу (с шагом 1).

Неопределённый интеграл дробного порядка 
Из всего вышеизложенного можно ввести по�

нятие неопределённого интеграла любого веще�
ственного порядка от функции f(x)

d sx:f(x)=F(s)(x)+Cs(x).

Здесь F(s)(x) – первообразная порядка s функции
f(x).

4. Экспоненты дробных операторов

Представляется очень важным, для построения
полноценного дробного анализа наличие функций
имеющих при дробном интегрировании и дробном
дифференцировании такие же свойства, как и эк�
споненты в традиционном анализе.

Традиционная экспонента, для дробных поряд�
ков оператора Адамара уже теряет своё главное
свойство – не меняться при воздействии оператора
дифференцирования или интегрирования (с точ�
ностью до сложения с полиномом интегрирова�
ния). В этом легко убедиться, например, продиф�
ференцировав экспоненту expx оператором Адама�
ра порядка 1/2, т. е., d–1/2x: exp x≠exp x.

0

2 3 2 1
0 1 2 3 2 1
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Из данного примера можно сделать важный вы�
вод, что дробный анализ, если его развивать, как
полноценную математическую теорию должен
иметь свои экспоненты для всех пар обратных друг
другу операторов Адамара.

Прежде, чем получить экспоненты для операто�
ров Адамара любого порядка, обратим внимание на
свойства традиционной экспоненты exp x.

Свойство членов ряда ai(x) экспоненты exp x
при обычном дифференцировании и интегрирова�
нии (порядки операторов s=±1) имеют следующие
свойства:

При интегрировании каждый член ряда перево�
дится в последующий d 1x: ai(x)=ai+1(x).

При дифференцировании все члены ряда, кро�
ме первого, переводятся в предыдущий d–1x:
ai+1(x)=ai(x), i≠1.

Производная первого члена ряда экспоненты
равна нулю d �1x: a1(x)=0, что легко получить, распи�
сав это более подробно

Последнее свойство говорит о том, что первый
член ряда экспоненты пропорционален первому
члену полинома интегрирования. Но ввиду того,
что в традиционном анализе полиномом интегри�
рования является константа, то тогда первый член
ряда пропорционален константе. Данной констан�
той должна быть единица, чтобы обеспечить ра�
венство d 1x: a1(x)=a2(x).

Для задания экспоненты достаточно задать пер�
вый член ряда и последовательно интегрируя, по�
лучим при каждом интегрировании последующий
член ряда. Описанным способом получим тради�
ционную экспоненту

Распространим аналогичные свойства на эк�
споненты любого вещественного порядка s, кото�
рые в дальнейшем будем обозначать как expsx.

В степенном ряде экспоненты expsx для пары об�
ратных дробных операторов Адамара d ±sx, между со�
седними членами имеют место соотношение при
дробном интегрировании d sx: ai(x)=ai+1(x). Первым
членом ряда является ненулевая функция
a1(x)=Г–1(s)x–1+s, которая пропорциональна первому
члену ряда полинома интегрирования Cs(x), при дей�
ствии на который оператора дифференцирования
порядка s d–sx, должно выполняться равенство, спра�
ведливое для традиционной экспоненты, а именно

Используя определение экспоненты любого ве�
щественного порядка s≠0 можно получить, исполь�
зуя первый член разложения интегрального поли�
нома Cs(x), т. е. функцию Г–1(s)x –1+s, которую назо�
вём стартовой функцией.

Найдём экспоненты expsx для всех пар обратных
операторов d ±sx любого вещественного порядка s≠0

Здесь введён символ (d sx)n≡d sx:d sx:d sx:...d sx:d sx,
который обозначает последовательное действие n
операторов дробного интегрирования на одну
функцию.

После почленного дробного интегрирования
получим ряд для экспоненты expsx

Определение. Экспоненту expsx будем называть
дробной экспонентой.

Дробная экспонента, по сути, представляет бес�
конечное множество экспонент любого конечного
вещественного порядка s. Мощность этого множе�
ства равна мощности множества всех возможных
порядков оператора Адамара, или мощность кон�
тинуума.

Определение. Для конкретных вещественных
порядков s дробную экспоненту будем называть
частными экспонентами порядка s.

С помощью дробной экспоненты можно полу�
чить экспоненту любого вещественного порядка
для любой пары обратных операторов, подставив
вместо s конкретное значение модуля их порядков
|s| обратных операторов.

Теорема. Для каждой пары обратных операторов
Адамара d ±sx имеется своя частная экспонента
expsx, причём единственная и, отличная от экспо�
нент других пар обратных операторов, или
expsx=expqx, s=q и expsx≠expqx, s≠q.

Интеграл порядка s от экспоненты expsx будет
d–sx:expsx=expsx+Cs(x).

Дифференцируя правую часть оператором d–sx,
получим d–sx:(expsx+Cs(x))=expsx, и в частности
d–sx:expsx=expsx.

Рассмотрим свойства дробной экспоненты.

Теорема. Ряд дробной экспонента expsx c поряд�
ками s≥1 является сходящимся, с радиусом сходи�
мости R равным бесконечности (R=∞).
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Теорема. Ряд дробной экспоненты expsx c поряд�
ками s<1 имеют особую точку x=0, в которой ряд
расходится, а в остальных точках являются сходя�
щимися рядом, с радиусом сходимости R, равным
бесконечности (R=∞).

Заметим, что все степенные ряды с положитель�
ными целочисленными степенями в точке x=0
всегда сходятся [4].

На основе дробной экспоненты можно вводить
функции, которые являются обобщением функций
используемых в традиционном анализе. Простым
примером могут служить тригонометрические и
гиперболические функций, которые можно обоб�
щить для любых конечных вещественных порядков
дробного анализа s. Это можно сделать разными
способами. В частности тригонометрические
функции можно ввести следующим образом

Здесь даны обозначения тригонометрических
функций порядка s: cossx, sinsx, tgsx, ctgsx, secsx,
cosecsx соответственно косинус, синус, тангенс, ко�
тангенс, секанс, косеканс.

Гиперболические функции можно ввести так

Здесь гиперболические функции порядка s: chsx,
shsx, thsx, cthsx, schsx, cschsx, соответственно косинус,
синус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс.

Определение. Функции cossx, sinsx, tgsx, ctgsx, secsx,
cosecsx будем называть дробными тригонометриче�
скими функциями, а chsx, shsx, thsx, cthsx, schsx, cschsx –
дробными гиперболическими функциями порядка s.

При таком определении дробные тригономе�
трические и гиперболические функции в частном
случае, когда порядок их s=1, дают соответствую�
щие традиционные тригонометрические и гипер�
болические функциям.
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