
При сильной неэквипотенциальности (более 70 %)
величина электромагнитных возмущений превы�
шает нормируемое значение в 13 и более раз.

Заключение

Предложены итерационные методы расчёта па�
раметров электробезопасности эквипотенциальных

и неэквипотенциальных заземляющих устройств.
Выявлено, что значения потенциалов на металле, в
грунте и напряжения «до прикосновения» могут в
значительной степени зависеть от схемы измере�
ния, магнитного влияния токовой линии, нелиней�
ности внутреннего продольного сопротивления, а
также от частоты тока в заземляющих устройствах.
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В общем случае, для точного расчета распреде�
ления зарядов проводников требуется строгое ре�
шение соответствующей электростатической зада�
чи. Сложность аналитического решения большин�
ства электростатических задач обусловила появле�
ние и развитие ряда приближенных методов расче�
та. Один из наиболее существенных недостатков
этих методов заключается в том, что их можно при�
менить при решении узкого круга задач. Предлага�
емый метод позволяет найти распределение заря�
дов на поверхности проводника при любом осе�
симметричном внешнем поле.

Если поместить проводящую пластину во вне�
шнее электростатическое поле [1, 2], то на поверх�
ности проводника происходит перераспределение
зарядов. Возникшее распределение зарядов ком�
пенсирует (гасит) влияние внешнего поля. Для
тонкой пластины соотношение между распределе�
нием зарядов на пластине, потенциалом пластины
и потенциалом внешнего электростатического по�
ля запишутся следующим образом [3, 4]:

(1)

где U 0(r0) – потенциал внешнего поля, U0 – потен�
циал проводника, σ(r) – распределение зарядов на
проводнике, ε0 – диэлектрическая проницаемость
окружающей среды, x, y, z – система декартовых
координат, x0, y0, z0 – координаты расположения за�
ряда, r, r0 – радиус�вектора, D – область определе�
ния потенциала электростатического поля.

Интегральное уравнение (1) позволяет найти
распределение потенциалов при известном ра�
спределении зарядов на проводнике – это прямая
задача. Гораздо сложнее и интереснее обратная
задача. Чаще известен потенциал результирую�
щего поля –U0(r0)+U0, и для того, что бы найти ра�
спределение зарядов нужно решить интегральное
уравнение Фредгольма первого рода (1) относи�
тельно σ(r).
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Решается задача определения распределения зарядов на поверхности плоских и сферических пластин с отверстием и без него
через потенциал пластины при отсутствии и наличии внешнего поля. Уравнение, описывающее связь между распределением за�
рядов и потенциалом пластины, является интегральным. Получены полиномы, позволяющие свести сложное интегральное ура�
внение к алгебраическим уравнениям. Приводятся примеры расчета распределения зарядов на поверхности сплошного диска и
диска с отверстием, пластины в виде сплошного сферического сегмента.



Цель работы заключается в том, что бы заме�
нить сложное интегральное уравнение (1) алгебра�
ическим, т. е. получить аналитические соотноше�
ния, связывающие потенциал результирующего
поля и распределения зарядов на проводнике.

Будем предполагать, что внешнее поле обладает
симметрией вращения относительно оси симме�
трии диска. Тогда уравнение (1) может быть пере�
писано в виде:

(2)

Здесь U(ρ)=–U 0(ρ)+U0 – результирующий по�
тенциал, ρ – расстояние переменной точки на дис�
ке от оси диска, ρ' – расстояние фиксированной
точки, в которой определен внешний потенциал,
до оси диска.

Последнее выражение можно переписать с ис�
пользованием эллиптического интеграла 

тогда соотношение (2) преобразуется:

(3)

Учитывая преобразование Ландена [3], можно
получить следующее свойство эллиптического ин�
теграла:

где s=y.sin(θ–θ').

Полученное свойство позволяет записать неиз�
вестную подынтегральную функцию σ(ρ) через из�
вестный потенциал U(ρ):

(4)

Определим распределение зарядов, порожден�
ное потенциалом вида

(5)

После подстановки (5) в (4) получаем выраже�
ния для распределения зарядов в виде полиномов
при нечетных (6) и четных (7) m соответственно.

(6)

(7)

Здесь

Сведем в табл. 1 выражения для U(ρ)~ρ m и σ(ρ)
различных значений m с точностью до мультипли�
кативной постоянной, равной 4ε0/π.

Используя табличные соотношения, можно
определить любое интересующее нас распределе�
ние зарядов при известном распределении потен�
циала. Для этого необходимо представить распре�
деление потенциалов поля в виде разложения по
многочленам

(6)

Коэффициенты разложения ряда (6) легко
определить, используя метод наименьших квадра�
тов. Распределение зарядов при этом определяется
соотношением:

(7)

Вид полиномов ряда (7) определяется выраже�
ниями из табл. 1.

Рассмотрим несколько примеров использова�
ния алгоритма.

Пример 1. Определим свободное распределение
зарядов на диске, радиусом R=10–3 м, если потенциал
диска равен U(ρ)=1 В. В соответствии с табличными
данными получаем распределение зарядов:

Кл/м2.

Пример 2. Определим распределение зарядов на
диске радиуса R=10–3 м, если диск помещен во вне�
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шнее поле точечного заряда, расположенного на
оси диска на расстоянии h=4.10–3 м от поверхности
диска (см. рис. 1, а). В соответствии с законом Ку�
лона получаем распределение потенциала

Представим потенциал поля U(ρ) в виде ряда

Коэффициенты разложения ряда A={A1A2A3...AN}T

определим, используя метод наименьших квадра�
тов. В нашем случае они определяются с помощью
выражения

(8)

где C={C1C2C3...CN}T – матрица�столбец размерно�
стью 1×N; В – квадратная матрица размерностью
N×N; элементы матриц определяются выражениями:

(9)

Рис. 1. Конфигурация электродов. Заряд над поверхностью
диска: а) сплошного; б) с отверстием

Задача восстановления распределения зарядов
по поверхности проводника является обратной не�
корректной задачей [5, 6]. Матрица является плохо
обусловленной матрицей. Ошибка появляется при
вычислении коэффициентов разложения за счет
проявления ложной высокочастотной составляю�
щей, для подавления которой необходимо осуще�
ствить слабый спектральный сдвиг в выражении (8):

(10)

где E – единичная матрица; λ– параметр регуляриза�
ции, сглаживающее решение и его величина опреде�
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Таблица 1. Полиномы при разных степенях m

ρm σ(ρ)

Для четных степеней m

1

ρ2

ρ4

ρ6

ρ8

ρ10

Для нечетных степеней m

ρ

ρ3

ρ5

ρ7

ρ9

ρ11

11 8 3 10 4 7 9 2 6 5
10693 128 1155 3465 264 176 462 3465
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ляются уровнем ошибки в исходных данных. В нашем
случае параметр регуляризации был выбран λ=10–9.
Коэффициенты A, рассчитанные по выражению (10)
(в относительных единицах), сведены в табл. 2.

Графическое представление результатов приве�
дено на рис. 2.

Пример 3. Определим распределение зарядов на
плоскости с круговым отверстием r=0,25.10–3 м,
если диск помещен во внешнее поле точечного за�
ряда, расположенного на оси диска на расстоянии
h=4.10–3 м от поверхности диска (рис. 1, б). Примем
внешний радиус диска R=4.10–3 м.

В соответствии с законом Кулона получаем ра�
спределение потенциала:

Перепишем выражение для определения потен�
циала (3):

В этом случае нет необходимости рассчитывать
новые полиномы разложения. Достаточно осуще�
ствить необходимое преобразование системы коор�
динат, заключающееся в проецировании внешней
области круга на внутреннюю. Для этого необходимо
свести внешнюю задачу к внутренней, используя по�
нятие о сопряженных точках, рис. 2. (Точка A' вне�
шнего круга заменяется точкой A внутреннего круга).

Выполним замену: 

В результате получим интегральное выражение
с новыми пределами интегрирования:

(11)

Рис. 3. Проекция внешней области круга на внутреннюю

Упрощая выражение (11), получаем

(12)

или

где

Представим потенциал поля U1(t) в виде ряда

Определяем коэффициенты разложения
A={A1A2A3...AN}T, матрицу и C={C1C2C3...CN}T, ис�
пользуя вышеописанную технологию с параметром
регуляризации λ=10–6. Используя выражение (7),
получаем распределение зарядов σ1(t) по поверх�
ности проводника, рис. 4.

Выражая из (12) распределение зарядов

получаем: Используя замену
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Таблица 2. Коэффициенты разложения А ряда U(ρ)

Рис. 2. Профиль и пространственное распределение зарядов пластины σ(ρ)

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A 0,199 0,013 –0,803 1,028 0,783 –2,615 1,017 1,656 –0,898 –1,277 1,305 –0,335



переменной в виде перепишем выражение

для распределения заряда:

Рис. 4. Восстановленное распределение зарядов σ1(t)

Полученное распределение зарядов σ(ρ) по по�
верхности проводника приведено на рис. 5.

Рис. 5. Пространственное распределение зарядов пластины σ(ρ)

Пример 4. Для пластины в виде сферического
сегмента (рис. 6) решением интегрального уравне�
ния (2), при известном потенциале сегмента U(s),
будет выражение:

(13)

Рис. 6. Геометрические параметры сферического сегмента

После замены переменных в (13)

можно получить выражение:

После необходимых сокращений получаем
окончательное выражение для определения ра�
спределения зарядов на поверхности пластины при
наличии внешнего поля

где

Таким образом, задача сведена к известному
интегральному соотношению (5), которое решает�
ся с помощью полиномиального разложения, по�
лученного авторами.

Определим распределение заряда и емкость
пластины в виде сферического сегмента, находя�
щегося в пределах телесного угла α=π/3, θ={0,π}.
Потенциал пластины U(x)=U0=1 В, радиус сферы
R=1 мм.

Для решения задачи разложим потенциал сфе�
рического сегмента по степеням:

Коэффициенты разложения ряда A={A1A2A3...AN}T

вычислим, используя метод наименьших квадратов.

Число коэффициентов разложения определяет�
ся точностью разложения раскладываемой функ�
ции. Технология определения коэффициентов та�
кая же, как и прежде (9), (10).

В нашем случае достаточно пяти членов разло�
жения. Результаты вычислений приведены в табл. 3.

Таблица 3. Коэффициенты разложения С, А

После определения коэффициентов разложения
находим распределения зарядов, используя табл. 1:

Результат восстановления приведен на рис. 7.
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Рис. 7. Пространственное распределение зарядов и про�
филь функции

В данной работе описан аналитический способ
расчета распределения зарядов плоских круговых
дисков и дисков в виде сферических сегментов,
расположенных во внешнем электростатическом
поле. Получены две группы взаимно сопряженных

полиномов, позволяющих сводить интегральное
уравнение обратного проецирования в алгебраиче�
ское уравнение. Распределение потенциалов на по�
верхности пластины представляется в виде разло�
жения по одной группе полиномов, тогда как со�
пряженная группа представляет распределения за�
рядов на поверхности электродов с теми же коэф�
фициентами разложения. С помощью полученных
полиномов решаются как прямая, так и обратная
задача уравнения обратного проецирования. Важ�
ным моментом данной работы является то, что по�
лученные полиномы позволяют представлять пря�
мое и обратное решение в аналитическом виде.

В качестве подтверждения правильности работы
алгоритма приведены решения модельных задач вос�
становления зарядов по распределению потенциалов.
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Расчет распределения зарядов на поверхности
плоскости при отсутствии симметрии требует при�
влечения методов, учитывающих кроме радиаль�
ной зависимости еще и угловую (азимутальную) за�
висимость. Одним из возможных методов решения
двумерного интегрального уравнения Фредгольма
является метод, позволяющий находить решение в
виде разложения по собственным функциям инте�
грального оператора Фредгольма.

При воздействии внешнего поля возникает пе�
рераспределение зарядов, результирующее поле
является суперпозицией полей создаваемого заря�

дами на поверхности электродов и внешним источ�
ником. Этот факт выражается в виде интегрально�
го уравнения Фредгольма первого рода [1, 2].

(1)

Принятые обозначения соответствуют [1].

Перепишем уравнение (1) в цилиндрических
координатах и учтем, что уравнение должно быть
записано для поверхности электрода z=0 (2) из [1].
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Предлагается алгоритм расчета распределения зарядов по поверхности проводника неканонической формы при наличии про�
извольного внешнего поля. Алгоритм позволяет находить решение интегрального уравнения Фредгольма первого рода в виде
разложения по собственным функциям интегрального оператора Фредгольма, что существенно упрощает решение сложной не�
корректной задачи. Алгоритм включает синтез собственного базиса физической системы с учетом того, что эта система может
находиться лишь в состояниях, формируемых линейной комбинацией ее собственных функций. В этом случае уравнения, опи�
сывающие состояние системы, упрощаются, и от интегральных уравнений можно перейти к системе алгебраических уравнений.


