
1. Введение

Непрерывные и дискретные пропорционально�
интегрально�дифференциальные регуляторы
(ПИД�регуляторы) получили широкое примене�
ние в промышленности. При правильной настрой�
ке эти регуляторы обеспечивают хорошее качество
управления для большинства промышленных
объектов. Поэтому эти регуляторы остаются объек�
том многочисленных исследований.

В последние годы большое внимание уделено
проблеме построения множества всех ПИД�регу�
ляторов, стабилизирующих заданный объект. Про�
блема рассматривалась как для непрерывных [1, 2],
так и для дискретных [3–5] ПИД�регуляторов. Как
справедливо отмечено в [6], знание этого множе�
ства «предоставляет разработчику исчерпывающую
информацию о том, в какой области пространства
настраиваемых параметров регулятора ему можно
маневрировать».

Построение области устойчивости, оставаясь
важным этапом, не исчерпывает задачу синтеза ре�
гулятора. Представляют интерес методы построения
в области устойчивости подмножеств параметров
регулятора, для всех точек которого удовлетворяют�
ся заданные требования к качеству управления. В
работе [6], например, при построении такого под�
множества параметров непрерывного ПИД�регуля�
тора используются частотные запасы устойчивости
по усилению и по фазе. Для дискретного ПИД�регу�
лятора в [7] приведены результаты решения подоб�
ной задачи для конкретного примера. Однако метод
построения такого подмножества не описан.

В данной статье, в отличие от указанных выше
работ, требования к качеству управления в дискрет�
ной системе формируются непосредственно во вре�
менной области и реализуются путем соответствую�
щего размещения доминирующих и недоминирую�
щих полюсов замкнутой системы. Для выделения
подмножества параметров, удовлетворяющих за�
данным требованиям к размещению полюсов зам�
кнутой системы, используется модифицированный
метод D�разбиения [8, 9]. Далее формируется инте�
гральный критерий сближения временных характе�
ристик [10], и с помощью численных методов поис�
ка в найденном подмножестве определяются опти�
мальные значения параметров регулятора.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная дискретная система
автоматического управления, состоящая из одно�
мерного по входу и выходу объекта управления и
дискретного ПИД�регулятора. Передаточная функ�
ция дискретного ПИД�регулятора, полученная по�
сле замены операций интегрирования и дифферен�
цирования их дискретными аналогами, имеет вид

Соотношения между коэффициентами переда�
точных функций непрерывного и дискретного ре�
гуляторов зависят от используемого способа дис�
кретного интегрирования [11]. Необходимо отме�
тить, что идеальное дифференцирование, предпо�
лагаемое при реализации непрерывного регулято�
ра, в дискретном регуляторе заменяется реализуе�
мой операцией взятия разности.

Будем полагать, что объект управления описы�
вается передаточной функцией

Тогда замкнутая система имеет передаточную
функцию

Значения параметров k0, k1 и k2 регулятора опре�
деляют значения нулей и полюсов замкнутой дис�
кретной системы, а следовательно, и её свойства.
Из общего числа m+2 полюсов при помощи пара�
метров регулятора можно желаемым образом раз�
местить три полюса замкнутой системы. Однако
очевидный способ синтеза параметров регулятора,
обеспечивающего желаемое размещение всех трех
полюсов системы, малопригоден для решения
практических задач, поскольку только удачное за�
дание этих трех полюсов гарантирует быстрое и
приемлемое решение задачи.

Задачу данной работы сформулируем следую�
щим образом. Необходимо найти значения коэф�
фициентов k0, k1 и k2 регулятора, при которых два
доминирующих полюса замкнутой системы прини�
мают предписанные значения z1 и z2, а остальные m
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Предлагается алгоритм синтеза дискретных систем с ПИД�регулятором, основанный на сочетании модальных и частотных мето�
дов. На первом этапе с помощью модифицированной версии D�разбиения определяется интервал изменения одного из трех па�
раметров регулятора, для всех точек которого гарантируется желаемое размещение полюсов системы. На втором этапе реали�
зуется поиск значений параметров регулятора, обеспечивающих минимум квадратичного критерия сближения процессов в эта�
лонной и синтезируемой системах. Приведены примеры.



недоминирующих полюсов произвольным образом
располагаются в заданной области, охватывающей
начало координат. Доминирующими полюсами бу�
дем называть корни алгебраического уравнения

(1)

для которых выполняются условия

(2)

В этом случае задача синтеза параметров регуля�
тора распадается на два этапа. На первом этапе вы�
деляется подмножество параметров регулятора, для
всех точек которого выполняются условия, нало�
женные на расположение доминирующих и недо�
минирующих полюсов системы. На втором этапе в
найденном подмножестве осуществляется поиск
оптимальных значений параметров регулятора. В
качестве критерия оптимальности предлагается ис�
пользовать квадратичный критерий сближения [10].

3. Алгоритм синтеза дискретного ПИДNрегулятора

Для начала синтеза параметров ПИД�регулятора
согласно предлагаемому алгоритму необходимо
сформировать требования к размещению полюсов
замкнутой системы. Рекомендации по выбору доми�
нирующих полюсов, оказывающих решающее влия�
ние на поведение системы в переходных режимах,
приведены в [11–13]. В случае двух доминирующих
полюсов рекомендуется выбирать их комплексно�
сопряженными. В частности, в [13] имеются соот�
ношения, непосредственно связывающие значения
доминирующих полюсов с прямыми показателями
переходной функции системы. Недоминирующие
полюсы системы рекомендуется располагать доста�
точно близко к началу координат комплексной
z�плоскости [13]. На рис. 1 показаны варианты обла�
стей локализации недоминирующих полюсов.

Параметрическое уравнение их границы имеет вид

(3)

при изменении θ от 0 до π. В простейшем случае
граница размещения недоминирующих полюсов
системы может быть определена в виде окружности
с центром в начале координат и радиусом ρ<1
(рис. 1, а). Варианты размещения, представленные
на рис. 1, б и в, учитывают ограничения на колеба�
тельность.

Синтез параметров ПИД�регулятора проводит�
ся в два этапа.

Этап 1. Определение интервалов изменения 

параметров регулятора

Параметры регулятора входят в характеристи�
ческое уравнение замкнутой системы линейно, по�
этому его можно записать в следующем виде:

(4)

Для определения интервала изменения свобод�
ного параметра используем метод D�разбиения,
модифицированный условиями на размещение по�
люсов системы [8, 9]. Подставив в характеристиче�
ское уравнение поочередно значения двух домини�
рующих полюсов z1, z2 системы и третьего полюса,
дрейфующего по границе локализации недомини�
рующих полюсов при изменении θ от –π до π, со�
ставим систему уравнений:

(5)

Разрешив данную систему уравнений относи�
тельно одного из параметров, который назовем
свободным, получим параметрическое уравнение
кривой, являющейся отображением границы раз�
мещения недоминирующих полюсов на плоскость
свободного параметра. По своему смыслу эта кри�
вая представляет собой границу D�разбиения. Если
в качестве свободного параметра выбран коэффи�
циент передачи k0, то из системы (5) найдем

(6)

где Δ(ρ,ξ,θ) – главный определитель системы ура�
внений (5), Δ0(ρ,ξ,θ) – определитель, полученный
заменой столбца коэффициентов при k0 столбцом
[–G(z1), –G(z2), –G(ρ,ξ,θ)]T. Полученное выраже�
ние является параметрическим уравнением грани�
цы локализации недоминирующих полюсов систе�
мы на комплексной плоскости параметра k0.

Порядок определения интервала изменения ко�
эффициента k0 такой же, как при построении с по�
мощью метода D�разбиения области устойчивости
в плоскости одного (комплексного) параметра.
Сначала по выражению (6) на плоскости параметра
k0 строится кривая при изменении θ от 0 до π. За�
тем с помощью штриховки этой границы опреде�
ляется область�претендент и осуществляется про�
верка выполнения условий задачи.
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Рис. 1. Области расположения недоминирующих полюсов системы при: а) ρ=ρ0, ξ=0; б) ρ=1, ξ=ξ0; в) ρ=ρ0, ξ=ξ0



С математической точки зрения все параметры
регулятора равноценны, и при выборе того или
другого параметра в качестве свободного можно
руководствоваться только особенностями объекта
управления. Если в качестве свободных параме�
тров выбраны параметры k1 или k2 регулятора, па�
раметрические уравнения границы недоминирую�
щих полюсов на плоскости этих параметров соот�
ветственно записывается в виде

При всех значениях свободного параметра, ле�
жащих на вещественной оси выделенной области,
выполняются заданные условия на размещение по�
люсов замкнутой системы.

Значения двух других параметров регулятора
при выбранном значении свободного параметра
являются решением системы уравнений

(7)

Этап 2. Определение оптимальных значений 

параметров регулятора

Для того чтобы оценить, как влияют недомини�
рующие полюсы на процессы в синтезируемой си�
стеме, и выбрать значения параметров регулятора,
при которых это влияние будет минимальным, це�
лесообразно использовать интегральный квадра�
тичный критерий сближения временных характе�
ристик [10] синтезируемой системы и эталонной
модели. В качестве эталонной модели будем ис�
пользовать систему второго порядка, полюсы кото�
рой равны доминирующим полюсам синтезируе�
мой системы. Для дискретных систем этот крите�
рий принимает вид

где w(n) и wэ(n) – соответственно временные харак�
теристик (например, импульсные переходные или
переходные) характеристики синтезируемой систе�
мы и эталонной модели.

Определение параметров регулятора, таким об�
разом, сводится к решению следующей задачи оп�
тимизации:

при ограничениях, заданных в виде системы ура�
внений (7).

Поиск оптимальных значений параметров регу�
лятора, при которых критерий сближения прини�
мает минимальное значение, может быть выпол�
нен с помощью численных процедур одномерной
оптимизации, относящихся к методам нулевого
порядка (перебора, дихотомии, золотого сечения,

Фибоначчи и др. [14]). Ограничение методами ну�
левого порядка объясняется тем, что целевая функ�
ция J=J(k0,k1,k2) определена не в виде аналитиче�
ского выражения, а в виде численного алгоритма.

4. Примеры

Пример 1. Пусть объект управления описывает�
ся передаточной функцией

(8)

Для системы управления объектом, описывае�
мым передаточной функцией (8), в работе [5] по�
строены области стабилизации (устойчивости) в
пространстве трех параметров дискретного
ПИД�регулятора.

Найдем значения параметров k0,k1,k2 ПИД�ре�
гулятора при условии, что:

1) доминирующие полюсы замкнутой системы
равны z1=0,7+j0,4 и z2=0,7–j0,4, а остальные по�
люсы системы расположены в области, ограни�
ченной кривой

2) квадратичный критерий сближения импульс�
ных переходных характеристик синтезируемой
системы и эталонной модели с полюсами z1 и z2

при изменении свободного параметра регулято�
ра принимает минимальное значение.

Для рассматриваемой системы полиномы, входя�
щие в характеристическое уравнение (4), имеют вид:

С помощью полученных выше соотношений ото�
бразим границу локализации недоминирующих по�
люсов системы на плоскость параметра k0 регулято�
ра, считая его комплексным и свободным. На
рис. 2, а, представлена граница, полученная в резуль�
тате отображения. После нанесения штриховки
определим искомый интервал изменения параметра:

Параметр k0 может выбираться из этого интер�
вала, а два других параметра регулятора необходи�
мо найти, решив систему уравнений (7), которая
принимает вид:

Считая параметры регулятора k1 и k2, в свою
очередь, свободными, можно построить аналогич�
ные области и для этих параметров (рис. 2, б и в).
Условия задачи выполняются, если:
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На рис. 3 показано расположение доминирую�
щих полюсов z1, z2 и траектория недоминирующих
полюсов z3, z4 при изменении свободного параме�
тра k0 в найденном интервале.

Рис. 3. Расположение полюсов замкнутой системы, рассма�
триваемой в Примере 1

Поиск оптимальных значений параметров регу�
лятора, при которых критерий сближения прини�
мает минимальное значение, выполнен с помощью
алгоритма дихотомии. Найдены следующие опти�
мальные значения параметров регулятора:
k0=0,0942; k1=–0,33158 и k2=0,27771. Полюсы зам�
кнутой системы при этом принимают значения:
z1=0,7+j0,4; z2=0,7–j0,4; z3=0,25585; z4=0,56644.

Пример 2. Рассмотрим микропроцессорную си�
стему управления промышленным объектом, кото�
рый описывается передаточной функцией

где K0=1; T1=25 с; T2=5 с. Пусть период дискретиза�
ции равен T=1 с. Дискретная передаточная функ�
ция объекта управления, полученная с помощью
стандартных правил [11], имеет вид

С учетом расположения нулей и полюсов
объекта управления потребуем, чтобы доминирую�
щие полюсы замкнутой системы располагались в
точках z1=0,95+j0,1 и z2=0,95–j0,1 комплексной
плоскости, а остальные полюсы системы – в обла�
сти, граница которой определяется выражением

При помощи описанного выше метода были
определены интервалы изменения параметров ре�
гулятора:

Оптимальные значения параметров k0,k1,k2

ПИД�регулятора найдем, используя квадратичный
критерий сближения переходных характеристик
эталонной и синтезируемой систем. Квадратичный
критерий сближения этих характеристик принима�
ет минимальное значение при следующих значе�
ниях параметров регулятора: k0=10,558; k1=–24,536
и k2=14,19. Полюсы замкнутой системы принима�
ют значения z1=0,95+j0,1; z2=0,95–j0,1; z3=0,80787;
z4=0,9, z5=–0,14163.

Легко заметить, что условия доминирования (2)
для полученных значений полюсов в рассматрива�
емом примере не выполняются. Однако огибаю�
щая переходной характеристики синтезированной
системы с ПИД�регулятором, имеющим рассчи�
танные оптимальные значения параметров, отли�
чается от соответствующей характеристики эта�
лонной модели незначительно, рис. 4.

Рис. 4. Огибающие переходных характеристик: 1) эталон�
ной; 2) синтезированной системы

Данный пример подтверждает возможность ис�
пользования предлагаемого алгоритма синтеза
ПИД�регулятора и в том случае, когда условия до�
минирования для полюсов системы выполнить не
удается.

Заключение

Предложен алгоритм синтеза дискретных си�
стем с ПИД�регулятором. Требуемое качество про�
цесса обеспечивается размещением доминирую�
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Рис. 2. Области допустимых изменений параметров регулятора для: а) k0, б) k1, в) k2



щих и недоминирующих полюсов замкнутой си�
стемы. В основу алгоритма положен метод постро�
ения границ D�разбиения с учетом ограничений на
расположение доминирующих полюсов системы в
заданных точках комплексной плоскости.

Достоинством метода является возможность
организации диалоговых процедур проектирова�

ния дискретных систем автоматического управле�
ния. Этапы построения подмножеств в плоскости
параметров регулятора и последующая их оптими�
зация могут быть реализованы в системе програм�
мирования MathCAD, имеющей в своем составе
средства решения систем линейных алгебраиче�
ских уравнений и процедур оптимизации.
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Одной из разновидностей адаптивных систем ре�
гулирования являются системы со стабилизацией ча�
стотных характеристик. Наиболее простой в реализа�
ции является система автоматического регулирования
со стабилизацией значений амплитудно�частотной
характеристики (АЧХ) на определенных частотах.

При создании таких систем возникают две про�
блемы, одна из которых связана с трудностью изме�
рения фазы, особенно в присутствии помех, а вто�

рая с тем, что изменение параметров линейных
управляющих устройств, приводит к одновременно�
му изменению как АЧХ, так и фазочастотной харак�
теристики (ФЧХ). Поэтому обеспечить в линейных
системах одновременно требуемые значения дан�
ных характеристик не представляется возможным.

Самым распространенным методом целенапра�
вленного изменения частотных характеристик регу�
лирующего устройства является метод на основе из�
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Предложено адаптивное псевдолинейное двухканальное корректирующее устройство динамических свойств систем автомати�
ческого регулирования. Проведено исследование свойств систем автоматического регулирования с адаптивным псевдолиней�
ным двухканальным корректирующим устройством. Показана эффективность предложенного корректора в системах автомати�
ческого регулирования с нестационарными параметрами. 




