
Для решения задачи линейного программиро�
вания традиционно используют симплекс�метод
Данцига, в основе которого лежит одна из форм
преобразования Гаусса�Жордана [1]. Предлагаемая
нами процедура решения задачи обеспечивает бо�
лее высокую устойчивость вычислений по сравне�
нию с преобразованием Гаусса�Жордана и позволя�
ет в рамках единой процедуры учесть наличие огра�
ничений�равенств и вырожденность матрицы
ограничений неравенств, повышает точность полу�
чаемого решения и, кроме того, существенно со�
кращает объем вычислений.

Постановка задачи

Найти минимум функции:

(1)

где g – заданный, а x – подлежащий определению
векторы, А – матрица известных коэффициентов
системы ограничений, b – вектор правых частей
системы неравенств.

Стратегия поиска

Если в исходной задаче определены ограниче�
ния�равенства вида A1x=b1, то для их учета можно
воспользоваться методом, описанным в [1].

Условия Куна�Таккера для задачи (1) имеют вид:

(2)

где x* – решение задачи, λ – вектор неположитель�
ных коэффициентов (коэффициентов Лагранжа),
ai – строки матрицы ограничений А. Как известно,
эти условия необходимы и достаточны для суще�
ствования экстремума в точке x* [2].

Множество значений х, удовлетворяющих огра�
ничениям из (1), составляет многогранник М. Бу�
дем полагать, что А – матрица полного столбцово�
го ранга. В противном случае, применив процедуру
выбора из матрицы А базисного набора столбцов

максимального объема [3], получим матрицу пол�
ного ранга. Обозначим m – ранг матрицы А.

Для обоснования алгоритма получения опорно�
го решения докажем два утверждения:

Утверждение 1. Если x0 – начальная точка, а бли�
жайшая к ней плоскость многогранника М имеет
направляющим вектором ai, то x1 – проекция на�
чальной точки на эту плоскость определяется как:

(3)

Доказательство. Преобразуем (3) к виду:

(4)

Так как – скаляр, то направление из

x0 на точку x1 совпадает с направляющим вектором
плоскости ai, т. е. нормально к этой плоскости. Ум�
ножим обе части (3) слева на ai

T:

(5)

т. е. x1 принадлежит плоскости, заданной напра�
вляющим вектором ai.

Утверждение 2. Если точка xk принадлежит пере�
сечению k плоскостей, заданных направляющими
векторами aj|j=1...k, то ее проекция на пересечение
плоскости, заданной строкой ai, с пересечением
плоскостей, заданных строками aj|j=1...k, соста�
вляющими матрицу Ak, есть:

(6)

где Ω=(I–Ak
.Ak

+) – проектор на пространство, пер�
пендикулярное пространству, натянутому на стро�
ки матрицы Ak, а Ak

+ – матрица, псевдообратная к
матрице Ak, I – единичная матрица.

Доказательство. 
1. Преобразуем (6) к виду:
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Так как – скаляр, то направление из

точки xk на xk+1 перпендикулярно подпространству,
натянутому на строки матрицы Ak.

2. Умножим обе части (6) слева на ai
T:

Следовательно, точка xk+1 принадлежит плоско�
сти с направляющим вектором ai.

3. Умножая (6) на матрицу Аk слева, получим:

т. к. Ω.ai по определению принадлежит подпро�
странству, перпендикулярному пересечению пло�
скостей, задаваемых строками матрицы Аk, то
Ak

.Ω.ai=0.

Утверждения 1 и 2 обосновывают процесс полу�
чения опорного решения задачи линейного про�
граммирования, т. е. получения точки, принадлежа�
щей вершине многогранника М. Выбрав произволь�
ную начальную точку x0, выполнив (3), перейдем к
следующей точке на плоскости, ближайшей к x0, а
затем выполним последовательно (6) для тех i, для 

которых yi=bi–ai
.xk≤0, а – минимален. В

результате получим точку, для которой y i≤0|i=1...n,
т. е. являющуюся вершиной многогранника М.

Получение оптимального решения связано с пе�
ремещением рабочей точки из этой вершины в ту, для
которой значение целевой функции оптимально. Для
шага перемещения необходимо из набора k ограни�
чений�неравенств (строк матрицы Аk), которые обра�
щаются в равенства в этой вершине, исключить одно
неравенство и добавить другое. Соответственно,
необходимо пересчитать новую матрицу Аk

+. Для пе�
ресчета можно использовать процедуру рекуррентно�
го псевдообращения [4]. Обозначим Ck матрицу, со�
держащую k столбцов, а ck – добавляемый столбец.

Тогда [4]:

где

А также [5]:

где dk=hk
T/hk

.hk
T.

Вычислим коэффициенты Лагранжа λ=(Ak
T)+.g.

Обозначим J – множество индексов соответствую�
щих неравенствам, включенным в Аk

+. Для выбора
неравенства ai, исключаемого из J на первом шаге,
нужно взять максимальное среди положительных
значений коэффициентов Лагранжа.

Номер неравенства, включение которого в J со�
ответствует новой вершине, соответствует мини�
мальному положительному значению коэффици�
ентов Лагранжа:

Решению задачи соответствует точка x*, для ко�
торой все коэффициенты Лагранжа λ≤0.

Продемонстрируем предложенный метод на
следующем численном примере.

Пример. Требуется найти минимум функции

при ограничениях:

A.x=b и A
¯
.x≤b

¯

,

где:

Решение задачи поиска экстремума разбивается
на три подзадачи:

1. Учет ограничений равенств.

2. Определение ранга матрицы, полученной пре�
образованием матрицы коэффициентов.

3. Поиск экстремума преобразованной задачи.

Для учета ограничений�равенств выполним
следующие шаги:

1. Выберем столбцы матрицы А, образующие ба�
зисный набор. Это столбцы: 2, 4, 5. Ранг матри�
цы А равен трем: (a1

T.R3
.a1)≤1.10–5.

2. Найдем матрицу, псевдообратную к выделен�
ным столбцам:
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3. Умножим ее справа на ограничения�равенства:

4. Минимизируемая форма преобразуется к виду:

а ограничения�неравенства примут вид A
¯

'.x≤b
¯

', где

Матрица A
¯

' – полного столбцового ранга
(rkA

¯

'=2).

Для поиска экстремума преобразованной зада�
чи (4, 5) выполняем следующие шаги:

1. Нумеруем неравенства, определенные в (5), в
порядке 0, 1, 2, ..., 7.

2. Берем начальную точку x0=(2; –8)T.

3. Вычисляем y=b–A.x0.

4. На основании значений y из неравенств, опре�
деленных в (5), находим неравенство, ближай�
шее к точке x0. Это неравенство с номером 3.

5. Вычисляем проекцию на линию, определен�
ную неравенством с номером 3. Это точка
x1=(2,219; –7,797)T.

6. Вычисляем для новой точки y=b–A.x1:

7. Точка x1 лежит на прямой, определенной нера�
венством с номером 3, а минимальное положи�
тельное значение соответствует неравенству с
номером 0.

8. Вычисляем точку пересечения линий, определен�
ных неравенствами с номерами 0 и 3: x2=(2; 0,0)T.

9. Вычисляем для новой точки y=b–A.x2:

Номера неравенств: 1, 0, 4, 5, 2, 7; исключено
3�е неравенство.

10. По вычисленным значениям определяем, что
точка x3 принадлежит двум прямым, определен�
ным неравенствами с номерами 0 и 1. Наличие
положительных значений в y указывает, что
опорное решение не достигнуто. Минимальное
положительное значение (единственное) соот�
ветствует неравенству с номером 4.

11. Вычисляем точку пересечения линий, опреде�
ленных неравенствами с номерами 4 и 1:
x3=(2,5510204; 1,4693878)T.

12. Вычисляем для новой точки y=b–A.x3

Номера неравенств: 1, 4, 5, 2, 7; исключено 0�е
неравенство.

13. Точка принадлежит прямым, определенным не�
равенствами с номерами 4 и 1. Среди элементов
y нет положительных, т. е. опорное решение до�
стигнуто. Проверим, является ли опорное ре�
шение оптимальным?

14. Вычисляем коэффициенты Лагранжа:
λ=(–0,245; 0,347)T. Решение не оптимально,
т. к. имеется положительное значение, соответ�
ствующее неравенству номер 4.

15. Исключаем неравенство с номером 4.

16. Определяем неравенство для включения – это
неравенство номер 7.

17. Определяем точку пересечения 7 и 1: x4=(2,9; 2,4)T.

18. Вычисляем коэффициенты Лагранжа: λ=(0,05;
–1,7)T. Положительное значение соответствует
неравенству номер 1.

19. Исключаем неравенство номер 1.

20. Вычисляем y=(–0,000  –13,299   –0,504)T.

21. Номера неравенств: 7, 2, 5.

22. Включаем неравенство 6. Точка пересечения:
x5=(2,61; 3,545)T.

23. Вычисляем коэффициенты Лагранжа:
λ=(–1,545; –0,568)T . Решение оптимальное.

Таким образом, предлагаемый метод позволяет
существенно сократить размерность решаемой зада�
чи путем учета ограничений равенств, а также вы�
рожденности матрицы ограничений�неравенств. Ис�
пользование псевдообратной матрицы повышает
точность вычисления коэффициентов Лагранжа и
координат вычисляемой вершины многогранника.
Применение операторов�проекторов гарантирует по�
падание из начальной точки в одну из вершин много�
гранника ограничений�неравенств, а затем удержа�
ние последовательности рабочих точек на поверхно�
сти этого многогранника. Приведенный численный
пример подтверждает работоспособность метода.

(0,000 0,000 0,820 15,509 1,163) .T= − − −y
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В современных технологиях широко применя�
ют низкоэнергетические сильноточные электрон�
ные пучки, как уникальные источники энергии.
Для эффективного использования энергии, запас�
аемой в электронных пучках, требуется оптимиза�
ция их параметров и, следовательно, условий фор�
мирования и транспортировки на мишень. Для до�
стижения этой цели из�за сложности физических
процессов и дорогостоящих экспериментов боль�
шую роль приобретает численное моделирование и
разработка новых математических методов [1, 2].

В данной работе предлагается новый метод для
решения электродинамических задач. Апробация и
тестирование этого метода проводится на примере
решения проблемы транспортировки пучков к ми�
шени в газе низкого давления.

Обычно подобного рода задачи решаются в па�
кете Matlab, если другие пакеты с готовыми встро�
енными алгоритмами (например, Comsol) не могут
справиться с поставленной задачей из�за расходи�
мости вычислений. Matlab имеет достаточно боль�
шой набор солверов, основанных на различных чи�
сленных методах для решения систем обыкновен�
ных дифференциальных уравнений. Для решения
жестких систем с высокой точностью подходит
солвер, основанный на многошаговом методе Гира,
который допускает изменение порядка точности
[3]. При вычислении производных в Matlab ис�

пользуют сплайны. Для повышения скорости вы�
числений предложен метод, который работает бы�
стрее, чем стандартные функции сплайн�интерпо�
ляции Matlab на относительно небольшом количе�
стве узлов сетки. При этом большего увеличения
скорости вычислений можно достичь, решая дан�
ную задачу на кластере.

Исходная задача математически представлена
системой нелинейных уравнений в частных произ�
водных:

(1)

где Az(r,t) – векторный потенциал поля, ni(r,t) –
плотность ионов, ne(r,t) – плотность плазмы, r0 –
классический радиус электрона, υef(r,t) – частота
соударений электронов и ионов плазмы, Ki(r,t) –
коэффициент ионизации, ng(r,t) – плотность газа,
nb(r,t) – плотность пучка, vb – скорость пучка, e –
заряд электрона, σi – сечение ионизации.

Эти нелинейные уравнения связаны через
сложную зависимость приведенных выше параме�
тров от Az(r,t) и ni(r,t) [1].
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МЕТОД СПЛАЙНОВОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ВЕКТОРНОГО ПОТЕНЦИАЛА

В ЗАДАЧЕ ТРАНСПОРТИРОВКИ ЭЛЕКТРОННЫХ ПУЧКОВ

В.П. Григорьев, И.Л. Звигинцев, А.В. Козловских

Томский политехнический университет

E�mail: 8b20@sibmail.com

Предложен метод сплайновой аппроксимации второй производной в узлах дискретной сетки по пространственной координате
для решения уравнений векторного потенциала в электродинамических задачах при переходе от систем уравнений в частных
производных к системам обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. Показано, что разработанный метод
сплайновой аппроксимации для такого рода задач работает на треть быстрее встроенных в Matlab стандартных функций сплай�
нов при относительно небольшом количестве узлов на сетке и равной погрешности.

Ключевые слова:
Сплайн�интерполяция, сплайновая аппроксимация, уравнения векторного потенциала, математическое моделирование.
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