
Введение

Многочисленные дендрохронологические ис�
следования основываются на измерении ширины
годичных колец дерев, формирование которой про�
исходит под воздействием постоянно изменяющих�
ся параметров окружающей среды. Формирование
годичных колец обусловлено ростом трахеид и фор�
мированием уникальной клеточной структуры.
Трахеиды хвойных деревьев модифицируются,
адаптируясь к изменениям окружающей среды в
процессе вегетации. Использование для анализа ха�
рактеристик годичных колец математических мето�
дов и построение математических моделей измен�
чивости прироста деревьев в связи с динамикой
внешних условий обеспечивает на современном
этапе развитие дендрохронологии как науки [1].

Взаимосвязь между параметрами годичного
кольца и параметрами окружающей среды предпо�
лагает наличие некоторой количественной зависи�

мости, интегрально учитывающей неоднородность
внешних параметров окружающей среды. Работа
по выделению подобной зависимости является на�
иболее актуальной для более точного восстановле�
ния климатоэкологических данных. Решение дан�
ной задачи основано на построении математиче�
ской модели, соответствующей микроструктуре го�
дичного кольца, позволяющей производить оценку
сезонных изменений роста.

Основные уравнения и оценка модели

При исследовании структуры древесины как
физического объекта параметры трахеид измеря�
ются микроскопическими методами. На макроу�
ровне измеримым параметром является размер го�
дичного кольца, который фиксируется детектором
как некоторая функция, видоизмененная относи�
тельно среднего размера трахеид, образовавшихся
за сезон роста [2]. Микрофотография поперечного
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Рис. 1. Моделирование сезонного изменения трахеид годичного кольца: а – микрофотография поперечного сечения трахеид,
б – графическое представление модели поперечного сечения трахеид; в – модель плотности вещества вдоль ряда тра�
хеид, где С(х) – распределение плотности вещества вдоль ряда трахеид, b(x) – функция, связанная с толщиной клеточ�
ной стенки, φ(x) – фаза, R(x) – распределение вещества в радиальном сечении годичного кольца



среза, представленная на рис. 1, а, характеризует
изменение оптической плотности вдоль ряда тра�
хеид. Наблюдаемое распределение вещества вдоль
годичного слоя (рис. 1, а) напоминает процессы,
происходящие в системах с отрицательной обрат�
ной связью. Обратная связь в биологических
объектах, например, в дереве, может служить си�
стемой биологического регулирования процессов
роста трахеид. Применительно к сигналу, соответ�
ствующему изменению оптической плотности в
ряде трахеид (рис. 1, а, б), обратная связь будет яв�
ляться стабилизирующим фактором протекания
процессов [3].

При построении математической модели вход�
ной сигнал примет вид 1–b(x), а передаточная
функция expiφ(x), тогда модель микроструктуры
годичного кольца, характеризующую изменение
оптической плотности в ряде трахеид, можно пред�
ставить в следующем виде:

(1)

где С(х) – функция представляющая распределение
плотности вещества вдоль ряда трахеид, b(x) –
функция связанная с толщиной клеточной стенки,
которая уменьшается с ростом b(x) в интервале
(0, 1), φ(x) – фаза, являющаяся монотонной функ�
цией и определяющая радиальный размер трахеиды.
При возрастании фазы размер трахеид уменьшается.

Из рис. 1, б, видно, что основные структуры
трахеид воспроизводятся моделью (1) адекватно
натуральному изображению, рис. 1, а.

Из выражения (1) следует, что параметры тра�
хеид контролируются входными воздействиями
b(x) и φ(x) – в обычных условиях гладкими функ�
циями, описывающими процесс модуляции [4, 5].

Информация о состоянии окружающей среды и
о внутренних процессах в дереве включена в эти
входные воздействия. В рамках модели они явля�
ются независимыми величинами, но их взаимо�
связь возникает вне модели, как результат оптими�
зации проводящей и опорной функций ствола [6].

Под воздействием входных функций знакопе�
ременное колебание b(x)exp iφ(x) может обеспечи�
вать переключение процессов роста, что соответ�
ствует переходу от формирования ранней к фор�
мированию поздней древесины, характеризующе�
муся изменением радиального размера клеток и
толщины клеточной стенки [1, 6]. Подобные
функциональные изменения, запрограммирован�
ные в росте дерева, отражает функция фазы φ(x)
(рис. 1, а), преобразованная в функцию φ'(x)
(рис. 1, б) путем вычитания линейной зависимости
L(x), проведенной через начальную и конечную
точки функции φ(x). На границе, характеризую�
щей сезонные изменения роста, производная
функции φ'(x) изменяет знак.

Пусть радиальный размер трахеид достаточно
мал, такой, что в пределах трахеиды φ(x)=2πnx, где
n=1,2..., а b(x)=bn=const. При этих условиях полу�
чено аналитическое выражение для количества ве�
щества в радиальном сечении трахеид:

(3)

Экспериментально наблюдается сглаженное
распределение вещества в радиальном сечении го�
дичного кольца R(x) (рис. 1, б), высокочастотные
составляющие функции C(x) подавляются сверт�
кой с апертурой детектора Ω(x), в результате чего
выражение (3) примет следующий вид:
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Рис. 2. Анализ сезонных изменений роста: а – функция фазы φ(x), отражающая функциональные отклонения, запрограмми�
рованные в сезонных изменениях роста дерева, от равномерного формирования трахеид L(x), б – функция φ'(x) отсле�
живания сезонных изменений роста и перехода от ранней (зона I) к поздней (зона II) древесине



(4)

Рис. 3. Оценка среднеквадратической ошибки восстановле�
ния нормированной функции R(x) при изменении
количества трахеид в годичном кольце K от 20 до 100

В замкнутом численном эксперименте было
установлено, что при изменении числа трахеид в
годичном кольце K от 20 до 100, соотношение (4)
выполняется с погрешностью меньше 0,004
(рис. 3). Выборочный ансамбль для данного экспе�
римента состоял из 10 разных реализаций модель�
ного сигнала с индивидуальной для каждого сигна�
ла фазой. Для этих сигналов изменялось число пе�
риодов, соответствующих изменению количества
трахеид в годичном слое от 20 до 100 с шагом 20.
Оценка нормированной среднеквадратической
ошибки восстановления вычислялась по формуле:

(5)

где Ri – восстановленная и Rei – исходная функции,
n – количество сигналов.

Таким образом, выражение (4) достаточно точ�
но определяет распределение вещества по сечению
годичного кольца и связывает это распределение с
функцией b(x), которая управляет толщиной стен�
ки трахеиды. Этот результат соответствует извест�
ным экспериментальным данным [1. С. 49].

Для оценки статистической устойчивости мате�
матической модели (1) проведен замкнутый числен�
ный эксперимент, для реализации которого был по�
строен модельный сигнал, соответствующий ряду
трахеид (рис. 1, в). На модельный сигнал наклады�
вался равномерный аддитивный шум. Восстанавли�
ваемой составляющей модели являлась фаза колеба�
ния, определяющая динамику роста клеток.

Выборочный ансамбль состоял для всех экспе�
риментов из 10 разных реализаций сигналов для
каждого уровня шума. Оценка среднеквадратиче�
ской ошибки восстановления фазы рассчитывалась
в соответствии с выражением (5) при изменении от�
ношения шума к сигналу от 0,1 до 0,5 с шагом 0,1.

Отдельные контрольные эксперименты с боль�
шим объемом выборки (более 100 разных реализа�
ций сигналов) показали, что среднее и дисперсия,
полученных оценок остаются неизменными, что
было расценено как наличие статистической
устойчивости. При данном объеме выборки в силу
центральной предельной теоремы среднее арифме�
тическое значение будет распределено по закону,
близкому к нормальному. Для статистического экс�
перимента представляют интерес случаи с малым
среднеквадратичным отклонением, что означает
устойчивость алгоритма оценивания к входным па�
раметрам, вследствие этого среднее арифметиче�
ское как оценка ошибки ε будет близко к оценке
максимального правдоподобия.

Рис. 4. Оценка среднеквадратической ошибки восстановле�
ния нормированной функции фазы φ(x) при измене�
нии уровня аддитивного шума, T

Эксперимент показал, что при демодуляции в
условиях действия равномерного шума со среднек�
вадратичным отклонением 0,5 функция фазы вос�
станавливается с погрешностью менее 0,01 (рис. 4).

Модельные условия, созданные в замкнутом
численном эксперименте, и его результаты позво�
ляют говорить о возможности использования мо�
дели (1) для изучения особенностей формирования
рядов трахеид за вегетационный период, а также
применимости модели для разработки на ее основе
численных алгоритмов, позволяющих производить
восстановление параметров роста трахеид из на�
турных образцов.

Практическая значимость математической мо�
дели основывается на формализме составляющих
модель функций и существующих взаимосвязях,
позволяющих определять физический или биоло�
гический смысл подтверждаемый эксперименталь�
но. В представленной модели (1) таковыми явля�
ются функции b(x) и φ(x). В силу своей гладкости и
распределённости по всему сезону роста они более
удобны для экспериментального исследования и
несут больший объем полезной информации [2],
нежели традиционные микроскопические дис�
кретные параметры клеток. Однако функция φ(x)
недоступна для изучения на уровне годичного
кольца, как это следует из (4), поэтому полный экс�
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перимент должен включать микроденситометри�
рование срезов трахеид для получения распределе�
ния их вещества, с последующей демодуляцией по�
лученных данных в соответствии с выражением (1).

Натурный эксперимент

В натурном эксперименте обрабатывались ми�
крофотографий трахеид сосны (Larix sibirica Lеdeb.),
соответствовавшие годичным слоям разных лет и
разных деревьев. Общий объем выборки натурных
сигналов состоял из 60 различных рядов трахеид.

В результате реализации алгоритма восстано�
вления исследуемых функции по натурным образ�
цам выделялся исходный сигнал, соответствующий
оптической плотности вещества трахеид, подверга�
емый фильтрации и вычислению основных частот�
ных составляющих сигнала, соответствующих пе�
риодичности колебанию плотности в ряде трахеид.
Функции фазы φ(x) и амплитуды b(x) вычислялись,
как составляющие математической модели (1), в
соответствии с известным математическим аппара�
том [6]. По восстановленным функциям b(x) и φ(x)

определялась плотность С(х) (рис. 5, б), которая, в
свою очередь, сравнивалась с исходной экспери�
ментальной плотностью. Совпадение исходной и
восстановленной функций оценивалось коэффи�
циентом корреляции.

Заключение

Полученные результаты (рис. 5, а) отражают на�
личие закономерности формирования функции
φ(x) и b(x) для всей выборки натурных сигналов.
Низкий уровень дисперсии полученных функции
относительно средних оценок подтверждает устой�
чивость и применимость модели (1) к работе с на�
турными образцами.

Наименьшее значение коэффициента корреля�
ции, равное 0,76, для всего выборочного ансамбля
характеризует разработанную математическую мо�
дель, как достаточно точно описывающую наблю�
даемый биоиндикационный объект, что позволяет
говорить о применимости составляющих модель
функций для более точного формального описания
биоиндикационных процессов.
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Рис. 5. Анализ микрофотографий трахеид: а – восстановленные функции: амплитуда b(x), фаза φ(x), б – экспериментальная
плотность вещества трахеид (серый тон), восстановленная плотность вещества трахеид С(х) (пунктир)
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