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Поведение горных пород под действием нагруз�
ки определяется структурой, минеральным соста�
вом, а также условиями нагружения. В условиях
сдвига их деформация часто сопровождается объе�
мными изменениями и сильно зависит от давле�
ния. В случае плотной среды рост среднего давле�
ния влечет увеличение эффективной прочности.
Образованию крупных трещин, как правило, пред�
шествует разрыхление, рассеянное накопление ми�
кротрещин с увеличением объема и локализация
деформации [1–3]. В высокопористой среде, после
достижения давлением порогового уровня проч�
ность снижается, начинают разрушаться зерна, а
деформирование сопровождается уплотнением
[3, 4]. При больших давлениях возможен переход к
дислокационному механизму пластичности.

Для описания поведения горных пород за пре�
делом упругости чаще всего используются моди�
фикации моделей Кулона�Мора и Друккера�Пра�
гера [1, 2, 5]. Процесс уплотнения высокопористых
материалов осуществляют на основе моделей с
предельными поверхностями замкнутого типа,
имеющими форму «шапки» при давлении, превы�
шающем некоторую величину [6, 7].

В данной работе для описания процесса дефор�
мации за пределом упругости используется модель
с неассоциированным законом течения и параме�
трами, зависящими от величины давления и нако�

пленной неупругой деформации [8–11]. В области,
где сдвиговая деформация сопровождается разрых�
лением материала, поведение среды описывается в
рамках модели Друккера�Прагера�Николаевского
[1, 2]. При давлении, превышающем пороговую ве�
личину, когда пористый материал начинает уплот�
няться, использована модель с эллиптической пре�
дельной поверхностью [6, 7]. Рассмотрено дефор�
мирование образцов горной породы с малой и вы�
сокой пористостью под действием жесткого штам�
па.

1. Математическое описание процесса деформации

Для моделирования процесса деформации чи�
сленно решается система уравнений механики,
включающая уравнения:

• неразрывности

• движения

Здесь ρ – плотность материала; ui – компонен�
ты вектора скорости; σij – компоненты тензора на�
пряжений Коши; Fi – массовые силы; точка сверху
означает производную по времени, индекс после
запятой означает производную по соответствую�
щей координате.
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Система уравнений замыкается определяющи�
ми соотношениями, которые конкретизируют по�
ведение среды при деформировании. При записи
определяющих соотношений используется разло�
жение тензора напряжений на шаровую и девиа�
торную части:

где σ=–σkk/3 – среднее давление; sij – компоненты
девиатора тензора напряжений, δij – символ Кро�
некера. До наступления пластического состояния
скорости изменений напряжений и деформаций
связаны гипоупругим законом:

где K и μ – модули сжатия и сдвига, соответствен�
но. Компоненты тензора скорости деформаций ε.ij и
компоненты тензора скоростей вращения ω. ij опре�
деляются из соотношений:

Принято, что деформация состоит из упругой e
и пластической p частей. Для скорости деформа�
ции это разложение записывают в виде:

Пластическая деформация определяется в соот�
ветствии с уравнением предельной поверхности и
пластическим потенциалом:

где f – уравнение поверхности (функции) нагруже�
ния; g – пластический потенциал; dλ определяется
в ходе деформирования из условия пластичности;
εij

p – компоненты пластической (неупругой) де�
формации.

Предельная поверхность (рис. 1) в области
сдвиговой деформации на интервале давлений
σt≤σ≤σ0 описывается уравнением

и при давлениях σ>σ0 – уравнением

Здесь α=α(ep,σ), c=c(ep,σ) – коэффициенты
внутреннего трения и сцепления, τ=(sijsij/2)1/2 – вто�
рой инвариант девиатора напряжений, σt – проч�
ность на отрыв, σ0 – пороговое давление, при кото�
ром начинается уплотнение материала, a=σ1–σ0,
b=c+ασ0.

Нормаль к пластическому потенциалу g=τ–Λσ
определяет направление приращений пластиче�

ской деформации, где Λ – коэффициент дилатан�
сии.

Принято, что в ходе развития неупругой дефор�
мации происходит изменение поверхности пре�
дельного состояния, а также накопление повреж�
дений, которое макроскопически проявляется в
изменении объема, т. е. в дилатансии среды.
Упрочнение среды описывается соотношением

где h – коэффициент упрочнения,
dγ p=2((deij)

p(deij)
p/2)1/2 интенсивность сдвиговой

пластической деформации, γ * – критическая де�
формация, после достижения которой преобладает
деградация материала. Для учета упрочнения ис�
пользуется линейная зависимость Aγ(γ p)=2γ p/γ и
квадратичная – для учета разупрочнения (накопле�
ния повреждений)

Влияние давления на предельную деформацию,
которую материал выдерживает до начала разу�
прочнения, учитывается выражением:

где γ0
* – пластическая деформация начала разруше�

ния при отсутствии обжимающего (сдерживающе�
го) давления; w и σ * – параметры. Такой способ по�
зволил описать переход от хрупкого к «вязкому» ха�
рактеру поведения с ростом давления [8].

Рассматриваются процессы деформирования в
двумерной постановке для условий плоской дефор�
мации, когда uz=0, ε.xz=ε

.
yz=ε

.
zz=0.

Для моделирования процесса деформации гор�
ной породы использован подход [10], который ос�
нован на решении уравнений динамики упруго�
пластической среды по явной численной схеме
[12].

Рис. 1. Вид поверхности предельного состояния горных пород

Основная сложность описания деформации за
пределом упругости заключается в том, что пре�
дельная поверхность не является фиксированной,
она меняется в ходе деформирования. На диаграм�
мах нагружения наблюдают участок упрочнения,
где приращение пластической деформации проис�
ходит с ростом напряжений, за которым следует
сброс напряжений, происходит разрушение. В ходе
деформирования меняется не только предельная
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поверхность, но и соотношение между прираще�
ниями сдвиговой и объемной частей пластической
деформации, т. е. направление вектора пластиче�
ской деформации. Таким образом, параметры,
описывающие поведение породы за пределом
упругости, становятся функциями от накопленной
пластической деформации и давления.

Следует отметить, что участок упрочнения на
диаграмме нагружения в таких средах трактовать
очень сложно. Формально прочность описывается
двумя параметрами: сцеплением и внутренним тре�
нием. Однако в эффективное упрочнение вносят
вклад геометрические причины. Дилатансионное
упрочнение [1, 2] особо проявляется в стесненных
условиях деформирования, когда увеличение объе�
ма приводит к росту давления. Это явление имеет
особое значение в геомеханических процессах. В
[13] было показано, что рост эффективной прочно�
сти образца может наблюдаться даже при некото�
ром снижении величины сцепления.

2. Результаты расчетов

Воздействие жестким штампом приводит к
формированию зоны пластичности, которая разви�
вается от края нагруженного участка в глубь образ�
ца и выходит на свободную поверхность. В зависи�
мости от геометрии задачи, близости боковых гра�
ниц и условий на них направление и форма полос
локализации будут различны. В работе [10] показа�
но, что при численном моделировании характер
деформирования, направление и глубина прони�
кновения пластической деформации, определяется
свойствами породы, т. е. выбором модели и ее па�
раметров. На рис. 2 представлены результаты чи�
сленного моделирования процесса деформации
толстого слоя упругопластического материала при
вдавливании жесткого штампа при различных па�
раметрах модели. В зависимости от коэффициен�
тов, которые отражают свойства исследуемого ма�
териала, аналогичные условия нагружения приво�
дят к принципиально различным картинам дефор�
мирования. Например, результат, представленный
на рис. 2, а, получен с использованием модели
Прандтля�Рейса с условием текучести Мизеса
(α=Λ=0). Это наиболее распространенная модель,
дающая хорошие результаты при описании пла�
стичных материалов (металлов и сплавов). Однако
она не учитывает влияния давления на прочность и
объемные изменения, связанные с пластической
деформацией. Такая картина деформирования мо�
жет соответствовать поведению влажной глины.

Для описания неупругого поведения горных
пород более адекватные результаты позволяют по�
лучить модели, учитывающие внутреннее трение и
дилатансию. При малых значениях этих параме�
тров картина деформирования остается похожей на
первую (рис. 2, б). Вариация коэффициентов (что
соответствует рассмотрению различных материа�
лов) показывает, что при определенных значениях
коэффициентов порода становится склонной к

множественному образованию полос локализован�
ной деформации. В хрупкопластичной породе рас�
пространение полос локализации происходит пре�
имущественно в глубину (рис. 2, в, 3, 4) и лишь при
наличии кинематических ограничений на боковых
границах с ростом нагрузки полосы разворачива�
ются к свободной поверхности (рис. 4, в). Выход
полос на поверхность происходит на заметном рас�
стоянии от области нагружения и зависит в том чи�
сле от удаленности фиксированных боковых гра�
ниц. В хрупком материале с боков от области воз�
действия, а также под краем штампа, где возника�
ют горизонтальные растягивающие напряжения,
наблюдается формирование разрушенной области.
Происходит рост трещин, расходящихся от краев
нагруженной области.

Таким образом, в зависимости от выбора моде�
ли и значений параметров для описания поведения
породы могут быть получены существенно различ�
ные картины деформирования, что подчеркивает
сложность задачи моделирования поведения гор�
ных пород.

Рис. 2. Локализация деформации при вдавливании жестко$
го штампа в идеальную упругопластическую среду
для разных значений коэффициентов внутреннего
трения и дилатансии: а) α=Λ=0; б) α=0,25, Λ=0,15;
в) α=0,546, Λ=0,12

В случае, когда воздействие осуществляется на
участке, примыкающем к боковой границе образ�
ца, полоса локализации распространяется в глубь и
выходит к боковой поверхности. Кроме того, ра�
звитие сдвиговой деформации сопровождается ди�
латансией материала, что в данных условиях при�
водит к появлению расклинивающей силы. Возни�
кающие растягивающие напряжения могут приве�
сти к росту трещин вдоль свободной боковой гра�
ницы [8]. Подобный эффект расклинивания образ�
ца может иметь место и при нагружении по всей
грани, когда в квазистатических условиях должны
отсутствовать растягивающие напряжения. Шеро�
ховатости поверхностей выполняют функцию кон�
центраторов напряжений и очагов зарождения
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пластической деформации. В результате развития
пластической деформации, сопровождающейся
дилатансией породы, возможно возникновения ра�
склинивающего эффекта.

На рис. 3–5 хорошо видно различие характера
разрушения в плотной и пористой горной породе.
Механические свойства рассматриваемых горных
пород: ρ=2,2 г/см3, К =12,8 ГПа, μ=5,34 ГПа,
с0=9 МПа, α0=0,55, Λ0=0,12. Различие между плот�
ной и пористой горной породой проявляется в зна�
чениях величин σ0, σ1: 40, 90 МПа – у пористой и
400, 900 МПа – у плотной. В случае плотной поро�
ды (рис. 3, 4) развитие деформации за пределом
упругости сопровождается дилатансией. Материал
под штампом остается мало деформированным, а
от краев штампа в глубь среды распространяются
полосы локализованного сдвига, рис. 3, а. Форми�
руются достаточно крупные фрагменты материала,
сопоставимые по размеру с длиной участка воздей�
ствия. В полосах локализации происходит разрых�
ление материала, в них образуется множество пор и
трещин. При отсутствии боковых ограничений,
т. е. при свободных боковых границах, полосы ло�
кализованной деформации могут проникнуть до
нижнего основания образца, рис. 3, б, в результате
чего происходит раскалывание образца. Выход по�
лос локализованной деформации на верхнюю по�
верхность с образованием лунки происходит при
ограничении боковой деформации образца, рис. 4.

В пористой породе разрушение протекает в двух
режимах (рис. 5). Под штампом, где среднее давле�
ние выше, возникает зона уплотнения, в которой
имеет место разрушение зерен, скелета породы. В
этой зоне материал мелко раздроблен, рис. 5, а. От
краев штампа, аналогично тому, как это происхо�
дит в плотном материале, распространяются поло�
сы локализованного сдвига с разуплотнением по�
роды, трещины. Глубина распространения полос
локализации в пористой породе существенно ме�
ньше, рис. 5, б.

Увеличение давления в плотной породе приве�
дет к росту эффективной прочности и величины
предельной деформации до начала разупрочнения.
Однако при этом уменьшится раскрытие микро�
трещин в ходе сдвига, т. е. коэффициент дилатан�
сии уменьшится. Расчеты показывают, что сниже�
ние коэффициента дилатансии приводит к более
быстрому формированию полос локализованного
сдвига. Кроме того, с увеличением глубины/давле�
ния расстояние между полосами локализации воз�
растает с соответствующим увеличением в них де�
формации [14]. Таким образом, при значительном
увеличении давления можно ожидать, что локали�
зация деформации и разрушение произойдет при
более интенсивном воздействии, при этом будут
формироваться более крупные осколки материала.
В высокопористых материалах высокое давление
может облегчить разрушение. Область разрушения
будет сосредоточена непосредственно под зоной
воздействия. В полосах локализованного сдвига

разуплотнение будет незначительным.

Рис. 3. Формирование полос локализованной деформации
в плотной породе

Рис. 4. Формирование полос локализованной деформации
в плотной горной породе при ограничении боковой
деформации

Рис. 5. Формирование зон локализованной деформации в
пористой породе. Распределение объемной пласти$
ческой деформации

Моделирование поведения горных пород вы�
полнено для условий плоской деформации. Оче�
видно, что в реальной ситуации трехмерного де�
формирования картина распределения деформа�
ции будет несколько иной. В отношении предста�
вленных результатов отличия будут касаться в пер�
вую очередь глубины проникновения полос лока�
лизованной деформации. Поэтому, например, для
плотных горных пород наиболее реалистичной бу�
дет картина, представленная на рис. 4.

Приведенные результаты получены для сухой по�
роды. Эффективная прочность горных пород, со�
гласно уравнению предельной поверхности, опреде�
ляется как: τ=c+ασ. Для насыщенных пород при
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расчете прочности учитывают эффективное давле�
ние, которое определяется как σ–=σ–P, где P – поро�
вое давление. Фактически предельная поверхность
(рис. 1) сместится вправо на значение порового да�
вления. Кроме того, наличие смазки оказывает влия�
ние и на коэффициент трения на поверхностях ми�
кротрещин, между частицами породы. С учетом то�
го, что при высоком давлении прочность, обусло�
вленная внутренним трением, может значительно
превышать когезию, изменение коэффициента вну�
треннего трения может заметно сказаться на эффек�
тивной прочности горной породы. Таким образом,
при давлении ниже σ0 наличие флюида приведет к
существенному снижению эффективной прочности,
что облегчит разрушение материала. В пористой гор�
ной породе при большом давлении влияние флюида
становится менее однозначным. Наличие жидкости
затруднит уплотнение и «смещение» предельной по�
верхности на величину порового давления приведет
к некоторому увеличению эффективной прочности.
Уплотнение будет сопровождаться выдавливанием
жидкости из порового пространства. При большой
скорости этого процесса возможно формирование
зон растяжения вне очага уплотнения. Это обеспе�
чит расширение области разрушения.

Заключение

При изучении поведения геологических материа�
лов обычно рассматривают процессы, связанные
только с разрыхлением, уплотнением или образова�
нием трещин, в соответствии с типом исследуемого
материала и диапазоном нагрузки. Неоднородная
структура горных пород, наличие пор и трещин раз�
личного масштаба приводит к сложному, неоднород�
ному напряженно�деформированному состоянию,
при котором характер разрушения может не соответ�
ствовать типу нагружения. Поэтому в горных поро�
дах под действием нагрузки возможно одновремен�
ное протекание неупругой деформации в различных
режимах. В отдельных областях могут формировать�
ся зоны сдвига, разрыхления и уплотнения.

Под действием жесткого штампа в плотной гор�
ной породе формируется сеть полос локализован�
ного сдвига, разбивающая материал на отдельные
фрагменты, сопоставимые по размеру с длиной
участка воздействия. В пористой породе наряду с
полосами локализации под зоной воздействия фор�
мируется область уплотнения. В этом случае глуби�
на проникновения полос локализованного сдвига
существенно меньше, чем в плотном материале.

Технология и техника геологоразведочных работ
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