
В данной статье рассматривается следующая за�
дача экономической динамики, обобщающая зада�
чу из работы [1] на случай двух критериев, которую
назовем моделью эффективного экономического
развития системы «производитель – налоговый
центр», или, согласно [2], моделью А. Производи�
тель (предприятие) имеет начальный капитал (сво�
бодные денежные средства). У него существует воз�
можность организовать производство n видов про�
дукции, пользующейся спросом, купив или арен�
довав активные основные производственные фон�
ды (ОПФ) – станки, оборудование и т. п. n произ�
водственных подразделений (направлений эконо�
мической деятельности). Необходимо определить
оптимальные суммы, выделяемые на приобретение
ОПФ, а также выручку от реализации продукции
каждого вида в заданные моменты времени и объем
инвестиций, при которых чистые дисконтирован�
ные денежные потоки производителя и налогового
центра за горизонт планирования T являются наи�
большими.

Предполагается, что выполнены следующие ос�
новные предпосылки: 1) учитываются налоги, со�
ставляющие большую часть затрат предприятия:
налог на добавленную стоимость (НДС), налог на
прибыль (НП), налог на имущество (НИ) и отчи�
сления в фонд оплаты труда (ФОТ); 2) предприятие
имеет достаточные запасы сырья; 3) срок T дей�
ствия инвестиционного проекта (ИП) меньше сро�
ков Tk службы единицы ОПФ каждого типа: T<Tk

(k=1,...,n); 4) на ОПФ каждого типа производится
лишь один вид продукции. С учетом приведенных
предпосылок математическая постановка сформу�
лированной задачи описывается в классе много�
критериальных многошаговых задач линейного
программирования (ММЗЛП): найти такие векто�
ры u(t) и x(t), что справедливы условия

(1)

(2)

В дальнейшем для описания многошаговых за�
дач используются обозначения, предлложенные в
работе [3]. Здесь u(t) и x(t) – фазовый вектор и век�
тор управляющих переменных, где uk(t), un+k(t)
(k=1,...,n), u2n+1(t), u2n+2(t) – соответственно стои�
мость приобретаемых ОПФ k�ого вида, выручка от
реализации по k�ому виду продукции, внешние и
внутренние инвестиции, а xk(t) (k=1,...,n), xn+1(t),
xn+2(t), xn+3(t) – накопленная стоимость всех ОПФ k�
ого вида, остаточная стоимость всех ОПФ, текущие
денежные средства предприятия и накопленные
суммы внешних инвестиций в момент t=0,...,T, n –
количество видов продукции; a – вектор начально�
го состояния; А(t), B(t), C(t), D(t) – матрицы коэф�
фициентов уравнений движения и ограничений;
ai(t), bi(t), s(t), h(t) – векторы коэффициентов целе�
вых функций, уравнений движения и ограничений;
T, N – количество шагов и критериев соответствен�
но, t – номер шага (дискретное время). Конкрет�
ный вид перечисленных исходных матриц и векто�
ров задачи (1), (2) для модели A представлен в отме�
ченной выше работе [2].

Рассмотрим далее ряды

(j=1,...,2n+2;k=1,...,n+3); Uj(z),
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трактуются аналогично соответствующим пере�
менным исходной модели А с добавлением слово�
сочетания «дисконтированная сумма» при z=1+r,
где r – ставка дисконтирования. Как указано в ра�
боте [4], нахождение управляющего и фазового
векторов, соответствующих Парето�оптимуму
ММЗЛП (1), (2), равносильно решению однокри�
териальной задачи (1) с условием

(3)

где вектор параметров

Поскольку для модели A число критериев N=2,
то обозначим μ1=μ; μ2=1–μ. Рассмотрим вариант
этой модели, когда момент начала производства
T2=1. Тогда, полагая T→∞ и учитывая, что Tk→∞
(k=1,...,n) в силу предпосылки 3), применим к зада�
че (1), (3) (эквивалентной модели А в смысле Паре�
то�оптимальности) z�преобразование. Принимая
во внимание свойство z(x(t+1))=z(X(z)–x(0)), полу�
чим, согласно [2], однокритериальную статиче�
скую задачу линейного программирования (ЗЛП):

(4)

где

μ1=μ; μ2=1–μ. В задаче (4) θ=(1–α3)α2, 

γ=(1–α3)(1–β), δk=PkVk/ck,

(k=1,...,n), ρ=(1–β)α3, где αi (i=1,...,3) – ставки

НДС, НИ и НП соответственно; β – доля выручки
от реализации, выделяемая на ФОТ; qk(t+1)
(t=1,...,T–1),Vk, Tk, ck и Pk – соответственно прог�
нозный спрос в стоимостном выражении для мо�
мента t+1, производительность, срок службы, сто�
имость единицы ОПФ и стоимость единицы про�
дукции k�го типа; I0, K0 – суммы внешних и вну�
тренних инвестиций, выделяемых на весь срок
действия ИП. Полагаем для простоты, что α1=0,
так как НДС включается в цену продукции и фак�
тически выплачивается потребителем. При α1>0
модели A и ZA анализируются аналогично.

Отметим, что в силу (3) однокритериальная ста�
тическая задача (4) равносильна двухкритериаль�
ной ЗЛП при тех же ограничениях и условии
J
–

(z)={J
–

1(z),J
–

2(z)}→max, которую, следуя [2], назо�
вем агрегированной моделью эффективного эко�
номического развития (системы «производитель –
налоговый центр») на бесконечном интервале, или
моделью ZA.

Дадим содержательную трактовку ограничений
и целевых критериев задачи (4). Ее равенства, в от�
личие от уравнений динамики в задаче (1), (2),
представляют собой балансовые (статические!)
уравнения соответственно дисконтированных
сумм стоимостей ОПФ всех производственных по�
дразделений, суммарной остаточной стоимости
ОПФ, всех денежных средств и накопленных
внешних инвестиций предприятия за весь беско�
нечный срок действия ИП. 1�е и 2�е неравенства
означают неотрицательность дисконтированных
сумм денежных средств и чистой прибыли всех
производственных подразделений на всем беско�
нечном горизонте планирования. 3�е и 4�е нера�
венства в ZA задают ограничения на дисконтиро�
ванную сумму объема продаж продукции, произве�
денной k�м ОПФ (подразделением), соответствен�
но суммарным дисконтированным спросом и ди�
сконтированной суммой выпуска по k�му виду
продукции. 5�е неравенство в (4) является ограни�
чением на дисконтированные суммы внешних, а
6�е – внутренних инвестиций, выделяемых на реа�
лизацию ИП; 7�е условие означает неотрицатель�
ность дисконтированных сумм соответствующих
переменных модели A.

Обозначим «*» оптимальные значения сверток
критериев. Для модели А справедливы теоремы
1–3, доказанные в [2], и используемые в дальней�
шем.

Теорема 1. В задаче А существует решение на ко�
нечном интервале времени.

Теорема 2. Если выполняются условия:

q–k<+∞(k=1,...,n); T→∞; r>0; T2=1,          (5)

где q%k – максимальный спрос за весь период
производства по k�ому виду продукции, то задача А
имеет решение. При этом оптимальные значения
сверток критериев
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на конечном и бесконечном интервалах в проекте,
описываемом указанной задачей, неотрицательны:

Теорема 3. Cвертка JT
*(μ) в проекте, описываемом

моделью A, есть неубывающая функция от параме�
тров T,n,T 1,γ,δ,δk,qk(t+1) (k∈{1,...,n};t∈{T2+1,...T–1});
I0,K0 и невозрастающая от показателей T2,θ и r
(T,n,T1,T2∈{1,2,...}) при неизменных значениях
остальных параметров и μ∈[0;1].

Из теоремы 2 следует: ИП с отрицательной
сверткой заведомо неоптимален. Кроме того, так
как свертка критериев JT

*(μ) в задаче A является не�
возрастающей функцией по параметру T2, то из
теоремы 3 следует справедливость теоремы 2 для
произвольных значений этого параметра.

Исключая Xk(z) (k=1,...,n+3) из статической за�
дачи (4), получим статическую ЗЛП:

(6)

где

В силу соотношения (3) однокритериальная
ЗЛП (6) эквивалентна двухкритериальной с теми
же ограничениями и условием

где

Из 4�го и 7�го неравенств (для k=n+1,...,2n) за�
дачи (6) следует 7�ое условие для k=1,...,n, которое
исключим как избыточное. Рассматривая пока
U2n+1(z)∈[0;I0], U2n+2(z)∈[0;K0] как параметры, опу�
ская для краткости z и переставив 1�е и 2�е условия
на 3�е и 4�е место соответственно, запишем задачу,
двойственную к указанной ЗЛП (при этом неогра�
ниченным по знаку переменным в прямой задаче
соответствуют равенства в двойственной):

(7)

где 

Выражая λn+k (k=1,...,n) из равенств задачи (7),
применяя принцип нетривиальности решения, т. е.
находя ненулевые компоненты ее решения

(8)

где «*» обозначены оптимальные значения перемен�
ных и критериев, n1∈{0,...,n} – количество таких
компонент, и учитывая, что в ЗЛП оптимум достига�
ется лишь на границе, перейдем к следующей задаче:

(9)

Здесь

ϕk=[1–2μ]θ+[μγ+(1–μ)ρ]δk (k=1,...,n), а символ «*»
для простоты опущен.
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Лемма 1. Неравенство

(10)

равносильно условиям

Лемма 2. Если ϕk>0 (k∈{n1+1,...,n}), то справед�
ливо условие:

Заметим, что условие (10) возможно лишь при
μ∈(0,5;1], поскольку иначе ϕk>0 (k=1,...,n).

Легко видеть, что если δk1
=δk2

при k1≠k2, т. е. в
модели ZA существуют различные виды ОПФ с оди%
наковыми максимальными фондоотдачами, то со�
ответствующие им первые неравенства в (9) совпа�
дают, а значит, одно из них (любое!) можно исклю�
чить как избыточное, уменьшив соответственно n и
n1. Поэтому в дальнейшем, не ограничивая общно�
сти анализа, полагаем, что

(11)

Обозначим lj (j=0,...,n–n1) – прямые, задавае�
мые на плоскости переменных λ–m
(m=2n+1,2n+2) уравнениями

(12)

соответствующие 1�му (j=k�n1) и 2�му (j=0;δ0) нера�
венству (9). Решив систему из двух неэквивалент�
ных (по условию (11)) уравнений относительно
двух неизвестных λ

–
2n+1, λ

–
2n+2 вида (12) для

j=j1,j2∈{0,...,n–n1}; j1≠j2, найдем единственную точку
пересечения прямых lj с координатами

где χ0=μγr+(1–μ)[(θ+r)ρ+γθ]. Отметим, что

Уравнения (11) представим формально как ура�

внение в отрезках (j=0,...,n�n1),

где функции α0(δ)=ϕ(δ)/(θr–γδ); β0(δ)=ϕ(δ)/(θ–γδ),
причем δ=δj+n1

(j=1,...,n–n1) и δ=0 (j=0). Учитывая,
что эти функции возрастают по δ, сведем анализ за�
дачи (9) к двум вариантам:

(13)

(14)

где 

В частности, при k=k0 из леммы 2 получим:

(15)

В силу леммы 1 при μ∈(0,5;1] 1�е и 2�е ограни�
чения ЗЛП (9) можно убрать как избыточные, т. е.
ее решение тривиально. Поэтому полагаем ϕk>0
(k=n1+1,...,n), что равносильно совокупности 

из последних двух соотношений которой получим
условие (14).

Рассмотрим далее, в соответствии с условиями
(13) и (14), 2 альтернативы.

1) Если справедливо соотношение (13), то ЗЛП (9)
равносильна задаче

Здесь ϕ–=ϕ–(δ–).

2) Если верно условие (14), то ЗЛП (9) эквивалент�
на задаче, отличающейся от последней ЗЛП от�
сутствием избыточного условия λ–2n+1≥0.

Будем искать однозначное решение ZA, а, следо�
вательно, и ЗЛП (9) в критериальном простран�
стве, т. е. с точностью до угловых оптимальных то�
чек, в которых достигаются различные оптималь�
ные значения критерия. При этом угловые точки
оптимума в задачах, отмеченных в пунктах 1) и 2),
принадлежат прямой lk0

, т. е. справедливо равенство

с учетом которого имеем:

Поскольку справедливо неравенство в (8), усло�
вие (15), λ

–
2n+2≥0, r>0, γ>0, χ0>0∀μ∈(0;1),

δk>0∀k=1,...,n по содержательному смыслу, то из
последней формулы следует лемма.

Лемма 3. В задаче (7) выполняется условие:

Учитывая, что

а также леммы 1–3, и, упорядочивая δk (k=1,...,n)
по возрастанию, после анализа ЗЛП из пунктов 1)
и 2) получим теорему.

Теорема 4. Значение свертки критериев J
–*(μ,z) в

задаче ZA определяется формулами:

* *
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(16)

где

В частности, при k0=n, так как ρi=0 (i=1,...,4);
η2=0, из формул (16) имеем:

Это совпадает с результатами анализа модели
ZB1 (частного случая задачи ZA, когда спрос на
продукцию неограничен, т. е. 1�е условие (5) нару�
шено), полученных из условий Куна–Таккера
(см. [2], гл. 3). Справедливость формул (16) также
подтверждена численно.

Так как по построению и теореме 3 для сверток
критериев JT(μ) и J

–*(μ,z) задач A и ZA справедливо
неравенство (см. [2]):

(17)

то из теоремы 4 следует теорема 5.

Теорема 5. Свертка критериев JT(μ) в ИП, опи�
сываемом моделью A, не превосходит значений
функции J

–*(μ,z), заданной формулами (16), где
последовательность δk (k=1,...,n) возрастает.

Заметим, что по теореме 4 (либо теореме 5), вы�
бирая в качестве δk0

текущее δk, удовлетворяющее
условию (15), не более, чем за n+1 шагов (поскольку
k0∈{0,...,n}) найдем такой номер k0, при котором вы�
полняется система неравенств в указанных форму�
лах, задающих область определения функции
J
–*(μ,z), а значит, получим и соответствующее им
значение этой функции в модели ZA (его оценку
сверху для модели A). При этом по формулам (16)
упомянутая функция определяется однозначно в си�
лу единственности показателя, δ–. При численной
реализации расчетов по указанным формулам удоб�
но выразить ρi (i=1,...,4) и η2 через вспомогательные 

суммы для

которых имеют место рекуррентные соотношения:
s1(j)=s1(j+1)+Qj+1/δj+1; s2(j)=s2(j+1)+Qj+1 (j=n–1,...,0),
причем si(n)=0 (i=1;2).

Отметим, что если верно 1�ое из условий (5), то
Qk(z) (k=1,...,n), а значит, ρi (i=1,...,4) и η2 конечны,
откуда в силу (16) имеем: J

–
(μ,z)<∞. Тогда из (17)

следует, что J
–

(μ) ограничена сверху. Поскольку ну�
левое управление в задаче A допустимо, т. е. множе�
ство управлений непусто, то из (5) вытекает разре�
шимость указанной ММЗЛП на бесконечном ин�
тервале времени, или 1�ое утверждение теоремы 2.

Так как свертка критериев JT
*(μ) в задаче A явля�

ется неубывающей по параметру T и невозрастаю�
щей по T2 в силу теоремы 3, то теорема 5 имеет место
не только на бесконечном, но и на конечном гори�
зонте планирования, причем для любых значений T2.

Выводы

На основе принципа нетривиальности решения
модели эффективного экономического развития
системы «производитель – налоговый центр» на
бесконечном интервале времени найдены выраже�
ния оптимального значения свертки критериев ее
экономических агентов, что позволяет оценивать
фронт ее Парето�множества в критериальном про�
странстве. Показано, что эти выражения справед�
ливы как на бесконечном, так и на конечном вре�
менном интервале. Полученные формулы дают
возможность оценить инвестиционную привлека�
тельность реализуемого по указанной модели про�
екта с учетом целей каждого участника (произво�
дителя и налогового центра) для выработки ком�
промиссных инвестиционных решений.

Работа выполнена при финансовой поддержке АВЦП «Ра%
звитие научного потенциала высшей школы» (НИР 2.1.1/2710).
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Математическая модель изменения капитала фонда

Под некоммерческим фондом понимается ор�
ганизация, созданная для сбора и распределения
денежных средств без получения прибыли. К не�
коммерческим фондам могут быть отнесены, в
частности, все государственные внебюджетные
фонды РФ. Построению и исследованию моделей
некоммерческих фондов посвящены, например,
работы [1–4]. В упомянутых работах исследование
характеристик деятельности фонда проводилось в
предположении, что управление капиталом фонда
является релейным. В настоящей работе рассма�
тривается более общий случай, когда управление
капиталом фонда является гистерезисным.

Основной характеристикой состояния фонда
является его капитал S(t) в момент времени t. В ра�
боте предполагается, что с капиталом S(t) могут
происходить следующие изменения:

1. В фонд поступают денежные средства. Будем
считать, что моменты поступления денежных
средств образуют пуассоновский поток с интен�
сивностью λ. Поступающие денежные суммы
(премии) являются независимыми одинаково
распределенными величинами с плотностью
распределения ϕ(x), средним значением
M{x}=a и вторым моментом M{x2}=a2.

2. Фонд расходует поступившие денежные сред�
ства. Будем считать, что расходование денеж�

ных средств происходит непрерывно во време�
ни со скоростью b(s), так что за время Δt выпла�
та составляет b(s)Δt. Предполагается, что упра�
вление расходованием денежных средств опре�
деляется следующим образом. Устанавливаются
два пороговых значения капитала S1 и S2, при�
чем S1<S2. В области S(t)<S1 b(s)=b0, в области
S(t)>S2 b(s)=b1. Так как фонд не имеет целью по�
лучение прибыли, то естественно считать, что

(1)

Таким образом, при S<S0 фонд расходует в сред�
нем меньше средств, чем собирает, а при S>S0 расхо�
дует в среднем больше средств, чем него поступает.

Что касается области S1≤S≤S2, то здесь устана�
вливается b(s)=b0 или b(s)=b1 в зависимости от того,
как процесс S(t) вошел в эту область. Если он во�
шел в нее через порог S1 снизу вверх, то остается
b(s)=b0; если же он вошел в эту область через порог
S2 сверху вниз, то остается b(s)=b1. Таким образом,
значение b(s)=b1 устанавливается при достижении
капиталом S(t) значения S2 и оканчивается при
уменьшении капитала до значения S1. Область
S1≤S≤S2 и представляет собой область гистерезиса в
управлении капиталом.

Наконец, будем считать, что при S<0 фонд не пре�
кращает своей деятельности, но наступает период не�
платежеспособности фонда, обязательства фонда вы�
полняются по мере поступления денежных средств.

0 1, .b a b aλ λ< >
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