
Необходимость перспективных расчетов общей
численности и возрастно�полового состава населе�
ния делает задачу построения научно обоснован�
ных демографических прогнозов особенно акту�
альной. К современным методам демографическо�
го прогнозирования относится построение матема�
тических моделей.

В работе предлагается применить модели и ме�
тоды теории массового обслуживания для анализа
процессов изменения демографической ситуации,
учитывая специфику демографических процессов.

В качестве математической модели процесса
изменения численности населения, например, на�
селения Российской Федерации, рассматривается
функционирование автономной системы массово�
го обслуживания с двумя типами заявок и неогра�
ниченным числом приборов, рис. 1.

Рис. 1. Система массового обслуживания с двумя типами за�
явок и неограниченным числом приборов

Определим процесс функционирования систе�
мы массового обслуживания в терминах теории
массового обслуживания, а также дадим демогра�
фическую интерпретацию основных элементов
данной модели.

В системе различают два типа заявок: заявки
первого типа и заявки второго типа. Определим
процесс обслуживания заявок первого типа. Каж�
дая заявка первого типа в момент поступления в
систему занимает свободный прибор и находится
на нем в течение всего времени обслуживания.
Продолжительность обслуживания τ заявки перво�
го типа складывается из трех фаз i, т. е.

Все τi – независимые и экспоненциально ра�
спределенные случайные величины с параметрами
μi, характеризующими продолжительности фаз об�
служивания. Будем считать, что для них на 2�й фа�
зе возможно генерирование новых требований с
интенсивностью b(t). Тогда вероятность того, что
заявка от момента t за бесконечно малый интервал
времени продолжительности Δt сгенерирует новое
требование составляет b(t)Δt+o(Δt), а вероятность
генерирования двух и более заявок является беско�
нечно малой величиной более высокого порядка
чем Δt. Поскольку случайные величины τi распре�
делены экспоненциально, то средняя продолжи�
тельность 2�й фазы составляет 1/μ2. Тогда интен�
сивность репродукции на 2�й фазе запишем в виде

где b
–

(t) – суммарный коэффициент рождаемости в
момент t [1]. Считаем, что с вероятностью r генери�
руется заявка первого типа и пополняет соответ�
ствующую численность заявок первой фазы обслу�
живания, а с вероятностью 1–r генерируется заявка
второго типа и соответственно попадает в един�
ственную группу заявок второго типа. Интенсив�
ность генерирования новых требований для заявок
первого типа на 1�й и 3�й фазах будем считать рав�
ной нулю. Обслуживание каждой новой заявки на�
чинается на 1�й фазе. Заявка, завершив обслужива�
ние на i�й фазе, с вероятностью qi переходит к об�
служиванию на i+1�ю фазу, а с вероятностью 1–qi

завершает свое обслуживание и покидает систему,
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i=1,2. С вероятностью 1 после 3�й фазы завершает�
ся полное обслуживание заявки.

Для заявок второго типа продолжительность
обслуживания определяется величиной τ4, которая
распределена экспоненциально с параметрами μ4.
Заявка второго типа, завершив обслуживания на
единственной фазе, также покидает систему.

Поскольку в рассматриваемой системе массо�
вого обслуживания отсутствует внешний источник
заявок, так как все новые заявки генерируются за�
явками, находящимися на обслуживании, а время
обслуживания заявок состоит из фаз, то такую си�
стему будем называть автономной системой с фазо%
вым распределением.

В терминах демографии под заявкой первого
типа подразумевается женщина, а под заявкой вто�
рого типа – мужчина, репродуктивная 2�я фаза –
репродуктивный возраст женщины [1], а время об�
служивания в системе – продолжительность жизни
человека.

Состояние автономной системы в момент вре�
мени t определяется четырехмерным вектором

где ni(t) – число заявок первого типа, обслуживае�
мых на i�й фазе в момент времени t, а m(t) – число
заявок второго типа, обслуживаемых в системе в
момент времени t. Очевидно, что n(t) – четырех�
мерная цепь Маркова с непрерывным временем. В
терминах демографии ni(t) определяет численность
женщин на i�й фазе, i=1–3 (в i�й возрастной груп�
пе), а m(t) – численность мужчин. Задача исследо�
вания данной математической модели состоит в
нахождении распределения вероятностей

либо ее наиболее важных числовых характеристик.

Для этого распределения запишем систему
дифференциальных уравнений Колмогорова [2]

(1)

Обозначим характеристическую функцию чи�
сла обслуживаемых заявок в системе массового об�

служивания с двумя типами заявок в момент вре�
мени t в виде

где j=√
⎯
–1 – мнимая единица, а u={u1,u2,u3,u4}

T – че�
тырехмерный вектор.

Характеристическая функция H(u,t) является
функцией векторного аргумента u и скалярного ар�
гумента t.

Умножим (1) на exp{j(u1n1+u2n2+u3n3+u4m)} и
просуммируем по n1, n2, n3 и m. Получим уравнение
для характеристической функции H(u,t)

(2)

Очевидно, что в явном виде не удается записать
решение этого уравнения. Поэтому для нахожде�
ния характеристик такой системы массового об�
служивания применим метод моментов [2].

Известно, что производная k�го порядка в нуле
от характеристической функции равна начальному
моменту k�го порядка, умноженному на k�ю сте�
пень мнимой единицы [3].

Используя этот факт, найдем моменты первого
и второго порядков для числа обслуживаемых зая�
вок в рассматриваемой системе массового обслу�
живания.

Подставим в ур. (2) его решение и продиффе�
ренцируем полученное тождество поочередно по
u1, u2, u3, u4. Обозначив

получим следующую систему четырех обыкновен�
ных дифференциальных уравнений, определяю�
щую компоненты zi(t)

(3)

вектора z(t)={z1(t),z2(t),z3(t),z4(t)}T.
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Функция z(t) в терминах теории массового об�
служивания определяет среднее значение числа за�
явок первого и второго типов, обслуживаемых в си�
стеме в момент времени t, а в терминах демографии
имеет смысл среднего значения численности муж�
ского и женского населения.

Положим b(t)=b, то есть интенсивность генери�
рования новых заявок принимаем постоянной в
любой момент времени t. Система (3) является ли�
нейной системой с постоянными коэффициентами
[4]. Особенность этой системы уравнений заклю�
чается в том, что она распадается на три подсисте�
мы, которые надо решать последовательно. Запи�
шем общее решение

(4)

(5)

(6)

(7)

где характеристические корни λ1 и λ2 определяются как

а произвольные постоянные C1 и C2 имеют вид

где z1(0), z2(0), z3(0) известные начальные условия.

Тогда, решением системы (3) является вектор
z(t)={z1(t), z2(t), z3(t), z4(t)}T, компоненты, которого
определяются равенствами (4)–(7).

Для нахождения моментов второго порядка
продифференцируем второй раз поочередно по u1,
u2, u3, u4 равенство (2) и, обозначая

где di(t) – второй начальный момент величины ni(t),
i=1–3, d4(t) – второй начальный момент величины
m(t), dij(t) – второй смешанный начальный момент
величин ni(t) и nj(t), i=1–3, j=1–3 и величин ni(t) и
m(t) соответственно при j=4, нетрудно получить
систему дифференциальных уравнений

(8)

Очевидно, что dij(t)=dji(t), i=1–4, j=1–4.

Система дифференциальных уравнений первого
порядка (8) является линейной системой с постоян�
ными коэффициентами [4]. Отметим, что эта система
обладает особенностью аналогичной особенности си�
стемы (3), и распадается на шесть подсистем, которые
можно решать последовательно. При b(t)=b ее реше�
ние не представляет затруднений. Общее решение
приводить не будем по причине его громоздкости.

Результатом решения системы (8) являются ана�
литические решения d1(t), d2(t), d3(t), d4(t), d12(t), d13(t),
d14(t), d23(t), d24(t), d34(t), определяющие вторые на�
чальные моменты числа обслуживаемых заявок в
рассматриваемой системы массового обслуживания.

Применим предложенную математическую мо�
дель в виде автономной системы с распределением
фазового типа времени обслуживания и получен�
ные результаты к исследованию демографической
ситуации в Российской Федерации.
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Предположим, что продолжительность жизни
женщины условно можно разделить на три фазы:
средняя продолжительность первой фазы 15 лет,
второй и третьей фаз – по 30 лет. Поскольку про�
должительности фаз τi – независимые и экспонен�
циально распределенные случайные величины с
параметрами μi, то

Вторая фаза жизни представляет собой репро�
дуктивный возраст женщины.

Начальной точкой будем считать 2005 г. Исходя из
предположений относительно динамики суммарного
коэффициента рождаемости и считая, что продолжи�
тельность жизни не будет существенно изменяться,
можно сделать прогнозную оценку демографической
ситуации. Согласно данным [5] суммарный коэффи�
циент рождаемости в 2005 г. составлял 1,287. В послед�
ние годы по причине активно проводимой социаль�
ной политики ожидается его повышение до значения
2,2. Для построения сценария положим значение сум�
марного коэффициента рождаемости 2,2 на всем ин�
тервале прогнозирования от 2005 до 2105 гг. Тогда ин�
тенсивность репродукции на 2�й фазе составляет

Мужчины образуют одну группу, продолжитель�
ность их нахождения в системе определяется про�
должительностью фазы τ4 с параметром μ4 таким, что

Положим q1=q2=1. Вероятность рождения де�
вочки будем считать равной r=0,488, мальчика
1–r=0,512 соответственно.

Согласно [5] в начальный момент времени
t2005=0 известны следующие начальные условия:

где mi(t) – численность женщин соответствующей
возрастной группы i=1–3 (млн чел.), а численность
мужчин

Используя возможности пакета MathCAD и
формулы (4)–(6) построен сценарий изменения
численности женщин в каждой возрастной группе,
а по формуле (7) спрогнозирована динамика общей
численности мужчин на долгосрочную перспекти�
ву (до 2105 г.), рис. 2.

Рис. 2. Динамика суммарной численности

Заметим, что, используя решение системы (8)
могут быть найдены вторые начальные моменты в
долгосрочной перспективе до 2105 г.

Как видно из рис. 2, при таком предположении
о суммарном коэффициенте рождаемости числен�
ность населения России возрастает. Это означает,
что в России необходимо развитие на федеральном
и региональном уровнях комплексных мероприя�
тий, направленных на увеличение суммарного ко�
эффициента рождаемости.

Выводы

1. Предложена математическая модель процесса
изменения демографической ситуации в виде
автономной системы массового обслуживания с
двумя типами заявок и неограниченным числом
приборов.

2. Математическая модель достаточно адекватно
моделирует процесс изменения возрастной
структуры населения и представляет широкие
возможности к обобщению и модификации.
При использовании модели возможен учет
большого числа фаз и зависимости интенсив�
ности генерации новых заявок от номера фазы
обслуживания.

3. Полученные результаты могут быть использова�
ны для анализа и прогноза демографической
ситуации и управления общественными про�
цессами.
Работа выполнена при поддержке АВЦП «Развитие науч%

ного потенциала высшей школы (2009–2010 гг.)» Федерально%
го агентства по образованию РФ по проекту «Разработка ме%
тодов исследования немарковских систем массового обслужи%
вания и их применения к сложным экономическим системам и
компьютерным сетям связи». 
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