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Объектом исследования являются модули сдвига и Юнга ГЦК-

металлов при изменении температуры. 

Целью работы является получение температурных зависимостей 

модулей сдвига чистых ГЦК-металлов. Достижение указанной цели позволит 

предсказывать поведение ГЦК-металлов в условиях изменяющейся 

температуры, без необходимости проведения экспериментов. 

Для моделирования температурной зависимости были использованы 

программные комплексы Wolfram Mathematica и Excel. Моделирование 

проводилось для следующих ГЦК-металлов: медь, никель, алюминий, золото, 

серебро, свинец, платина, торий и иридий. 

В результате были получены температурные зависимости ГЦК-

металлов, были подобраны коэффициенты соответствующих уравнений и 

оценены погрешности данной модели.  
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Введение 

Перспективы развития материаловедения как правило связаны с 

созданием новых конструкционных материалов, допускающих эксплуатацию 

наиболее важных элементов конструкций в условиях наличия 

деформационных воздействий более интенсивных, чем ранее или таких, 

которые до определённого момента отсутствовали на практике. Направленный 

поиск этих материалов предполагает наличие математической модели, 

позволяющей прогнозировать поведение нового материала в условиях 

различных деформационных воздействий, изменяющих внутреннюю 

структуру материала. Поэтому на протяжении длительного времени остаётся 

актуальным создание новых математических моделей и их модификация для 

изучения различных видов деформационных воздействий. Любая 

математическая модель может содержать в себе различные физические, 

статистические и геометрические параметры. 

Все конструкционные материалы ядерных установок подвергаются 

радиационному воздействию, что приводит к изменению механических 

свойств сталей и сплавов (диаграммы деформирования, модуля упругости, 

предела текучести, пределов прочности, ползучести и длительной прочности), 

а это в свою очередь приводит к изменению поведения конструкций из них. 

То есть под влиянием ионизирующего излучения происходит изменение 

напряженно-деформированного состояния нагруженных элементов 

конструкций, приводящее к сокращению их сроков службы. 

Для прогнозирования поведения конструкционных материалов с целью 

обеспечения продления сроков эксплуатации ядерных установок необходимо 

иметь модели поведения сталей и сплавов под действием радиации. 

Наиболее важными параметрами, характеризующими напряжённое 

состояние материала, являются упругие модули. Ввиду большого 

многообразия новых возможных материалов, нецелесообразно проводить 

экспериментальные исследования каждого из них. Значительно ускорить 

определение упругих модулей и других параметров модели может наличие 



методов, позволяющих вычислить параметры модели исходя из уже известных 

экспериментальных данных. Металлические материалы в виде 

монокристаллов, поликристаллов и различных типов сплавов применяются в 

большинстве современных и перспективных разработок. Наиболее часто 

используемыми в математических моделях параметрами являются модуль 

сдвига и модуль Юнга, определяющие способность металла сопротивляться 

сдвиговой и упругой деформации. Хорошо известны методы 

экспериментального определения упругих постоянных для монокристаллов 

[1, 2, 11], однако ввиду сложностей в изготовлении монокристаллов новых 

сплавов продолжается исследования для создания методов их теоретического 

расчёта. Кроме того, использование монокристаллов ограничено их 

размерами, чаще всего недостаточными для нужд промышленности, поэтому 

в качестве конструкционных материалов используются преимущественно 

поликристаллы различных металлов и сплавов. Несмотря на то, что 

разработаны экспериментальные методики определения модулей Юнга и 

сдвига уже созданных материалов [15, 16], остаётся актуальной задача 

определения этих, а также и других необходимых физических параметров 

математической модели ещё до создания материала с целью экономии средств. 

Теоретические методы определения модулей сдвига и Юнга позволяют 

установить их значения лишь с некоторой точностью, различной для каждого 

метода.  

Цель работы - разработка модели, которая позволяет получить 

температурные зависимости модуля Юнга и сдвига для выбранного ГЦК-

металла. 

Задачами данной работы являются: 

 Обзор литературных источников для поиска исходных данных по 

модулю Юнга и сдвига для чистых ГЦК металлов и моделей температурных 

зависимостей упругих модулей. 

 Построение усредненных температурных зависимостей  модулей Юнга 

поликристаллов по данным для упругих модулей монокристаллов. 



 Построение моделей температурной зависимости модуля Юнга. 

 Расчет температурной зависимости модуля сдвига с учетом его 

взаимосвязи с модулем Юнга.  

   



1. Обзор литературы 

1.1 Упругие постоянные 

Начальной точкой в теории упругости является постулирование закона 

Гука, который гласит о том, что для малых деформаций компоненты тензора 

деформации линейно связаны с компонентами тензора напряжений. Для 

анизотропной среды (монокристаллов, текстур) это может быть представлено 

в виде: 

 𝜎𝑖 = ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑘𝑚
3

𝑘,𝑚−1
 при (𝑖, 𝑘 = 1,2,3), (1.1) 

или 

 𝜀𝑖 = ∑ 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑚𝜎𝑘𝑚
3

𝑘,𝑚−1
 при (𝑖, 𝑘 = 1,2,3). (1.2) 

Константа 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚  называется постоянной упругой жесткости, а 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑚 – 

постоянная упругой податливости. Эта величина имеет размерность силы на 

единицу площади. В общем случае уравнения (1.1) и (1.2), несут в себе 81 

коэффициент. Но в силу симметрии матрицы их количество сокращается до 

36. Столько постоянных имеет твердое анизотропное тело без какой-либо 

симметрии. 

В общей форме закон Гука представляется в виде: 
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𝐶41 𝐶42 𝐶43 𝐶44 𝐶45 𝐶46
𝐶51 𝐶52 𝐶53 𝐶54 𝐶55 𝐶56
𝐶61 𝐶62 𝐶63 𝐶64 𝐶65 𝐶66)

 
 
 

(

 
 
 

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑧𝑧
𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑧𝑥
𝜀𝑥𝑦)

 
 
 

.

 (1.3) 

Аналогично для системы (1.3). Все 36 постоянных независимы. Однако 

в связи с различной симметрией у кристаллов их может быть гораздо меньше. 

Так, матрица кубического кристалла имеет форму: 



 

(
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.

 (1.4) 

И получается всего три постоянных упругой жесткости - 𝐶11, 𝐶12, 𝐶44 и 

податливости 𝑆11, 𝑆12, 𝑆44. Упругие постоянные жесткости и податливости 

взаимосвязаны, потому что они связывают компоненты тензора напряжений и 

деформации, в результате чего получаются следующие соотношения: 

 S11 =
C11+C12

(C11−C12)(C11+2C12)
,

 (1.5) 

 S12 =
−C12

(C11−C12)(C11+2C12)
,

 (1.6) 

 S44 =
1

C44
,

 (1.7) 

 C11 =
S11+S12

(S11−S12)(S11+2S12)
,

 (1.8) 

 C12 =
−S12

(S11−S12)(S11+2S12)
,

 (1.9) 

 C44 =
1

S44
.

 (1.10) 

1.2. Модуль сдвига  

Модуль сдвига – величина, характеризующая способность металла 

сопротивляться деформации, которая происходит в результате приложения 

силы параллельно одной плоскости объекта, в то время как параллельная ей 

другая плоскость остаётся неподвижной. 



Когда объект длинной L и поперечным сечением A подвергается 

приложению силы F параллельно одной из его плоскостей, эта плоскость 

сместится на дистанцию Δx. Тогда сдвиговое напряжение будет определяться 

величиной силы отнесенной к единице поперечного сечения сдвигающейся 

плоскости 
F

A
. Сдвиговая деформация определяется как 

Δx

L
. И в общем случае 

модуль сдвига G может быть определен как отношение сдвигового 

напряжения к сдвиговой деформации: 

G =
Сдвиговое напряжение

Сдвиговая деформация
=

F

A
∆x

L

=
FL

A∆x
, [Па]

 (1.11) 

Чем больше модуль сдвига материала, тем более жестким он является, 

так как для смещения плоскости на одну и ту же длину требуется гораздо 

большая сила. По этой причине этот модуль иногда называют модулем 

жесткости. 

   

Рисунок 1.1. Модуль сдвига 

В первом приближении при таких деформациях объем остается 

неизменным. Плоскости атомов просто скользят друг по другу. По этой 

причине поперечное сечение А является очень важной величиной. [4] 

Существует несколько методов определения модулей сдвига, как 

практических, так и теоретических. 

Наиболее часто встречающимся практическим методом определения 

модуля сдвига является метод крутильных колебаний. 



Из теоретических методом наиболее известными являются методы 

Фойгта-Реусса-Хилла, и Штрикмана-Хашина, которые позволяют рассчитать 

модули сдвига поликристалла в определенных диапазонах исходя из данных 

для упругих постоянных монокристаллов. Менее известны методами расчета 

модулей сдвига на данный момент являются методы Целлера, Кренера и 

Мидду. 

1.2.1  Метод Фойгта-Реусса-Хилла  

Метод Фойгта-Реусса позволяет определить модуль сдвига 

поликристалла через упругие постоянные для монокристалла по следующим 

формулам: 

 GV =
X−Y+3Z

5
 ,

 (1.12) 

где X = C11; Y = C12; Z = C44. 

 GR =
5

4X′−4Y′+3Z′
 ,

 (1.13) 

где X′ = S11 =
C12+C11

−2C12
2 +C11

2 +C12C11
; Y′ = S12 =

C12

−2C12
2 +C11

2 +C12C11
; Z′ = S44 =

1

C44
. 

В результате расчета модуля сдвига по формулам (1) и (2) получается 

значение   в интервале GV ≥ G ≥ GR, Хилл предложил арифметически 

усреднить интервал для получения непосредственного значения модуля 

сдвига G: 

 GVRH =
GV+GR

2
 .

 (1.14) 

1.2.2  Метод Хашина-Штрикмана 

Модуль сдвигам методом Хашина-Штрикмана определяется 

следующими уравнениями: 



 GS = G1 + 3(
5

G2−G1
− 4 ∗ (

−3(B+2G1)

5G1∗(3B+4G1)
))

−1

,

 (1.15) 

 GH = G2 + 2(
5

G1−G2
− 6 ∗ (

−3(B+2G2)

5G2∗(3B+4G2)
))

−1

,

 (1.16) 

где G1 =
C11−C12

2
; G2 = C44; B =

C11+2C12

3
. 

Аналогично предыдущему методу получается интервал GH ≥ G ≥ GS. 

Аналогично методу Хилла (3) усредняем полученные величины: 

 GHSA =
GH+GS

2
 .

 (1.17) 

 

Рисунок 1.2. 1, 2, 3 - методы Фойгта-Реусса-Хилла; 4, 5 - метод Хашина-

Штрикмана; 6, 7 - метод Целлера; 8 - экспериментальное значение 

Наиболее известными и точными методами на данный момент 

являются метод Фойгта-Реусса-Хилла[2] и Хашина-Штрикмана[3], не смотря 

на то что получаемые значения дают лишь интервал, внутри которого может 



лежать искомая величина, усреднение интервала даёт достаточно хорошую 

сопоставимость с экспериментальными данными.  

1.3 Модуль Юнга 

Все твердые тела под действием сил деформируются, т.е. изменяют 

объем и форму. Различаются деформации растяжения (сжатия), сдвига, 

изгиба, кручения (последние две сводятся к первым). 

Если деформации исчезают после прекращения действия приложенных 

сил, то они называются упругими. Деформации, частично сохраняющиеся 

после снятия нагрузки, называются пластическими. Разделение деформаций 

на упругие и пластические условно. Строго говоря, после любой нагрузки, 

сохраняются остаточные деформации. Но если они пренебрежимо малы, то 

деформации считаются упругими. 

Если вызывающая деформацию сила не слишком велика, то 

выполняется закон Гука: относительная деформация в пределах упругости 

пропорционально вызывающему ее усилию. Каждый вид деформации 

характеризуется своим коэффициентом, или модулем (величиной, обратной 

коэффициенту). Так как видов деформации может быть много, то столько же 

будет коэффициентов и модулей. Однако в теории упругости показано, что 

различные коэффициенты (модули) связаны между собой определенными 

соотношениями. При этом число соотношений на два меньше числа 

коэффициентов. Это значит, что любое тело всегда имеет два независимых 

коэффициента, характеризующих его упругие свойства. Физически это 

объясняется следующим образом. Всякая деформация представляет собой 

смещение молекул тела, а всякое движение может быть сведено к 

поступательному и вращательному движению. Так как два эти движения 

независимы, то и деформации, связанные с ними, например, удлинение и 

кручение, будут независимы. Все остальные деформации можно будет свести 

к этим двум.  



Для упругих тел между действующими силами и вызванными ими 

деформациями существует однозначная зависимость (при пластических 

деформациях такой однозначности нет).  

Рассмотрим деформацию растяжения на примере одного изотропного 

образца, например, проволоки. Пусть верхний конец проволоки закреплен, а к 

нижнему подвешиваются различные грузы P mg . В качестве меры 

деформации растяжения используют абсолютное удлинение 0l l l    или 

относительное удлинение 0l l   , где 0l  – начальная длина проволоки, а l  – 

ее длина при нагрузке. Относительное удлинение   рассчитывается на 

единицу начальной длины и поэтому, в отличие от абсолютного удлинения l

, от длины проволоки не зависит. 

Выделим мысленно произвольный элемент проволоки (рис. 1.3). Из 

условия равновесия следует, что со стороны соседних частей проволоки на 

концы рассматриваемого участка действуют равные по величине, но 

противоположно направленные силы F . Это силы упругости, возникшие в 

проволоке в результате ее деформации. Если деформация однородная, то 

каждая из сил равномерно распределена по поверхности поперечного сечения 

проволоки S . Величина 

 F S  , (1.18) 

определяет упругую силу, действующую на единицу площадки, 

перпендикулярной направлению силы. Она называется нормальным 

напряжением. При однородной деформации нормальное напряжение 

одинаково в любом поперечном сечении образца. При неоднородной 

деформации для определения нормального напряжения 

 d dF S  , (1.19) 

площадку dS , перпендикулярную к силе dF , следует выбирать элементарно 

малой, в пределах которой деформацию можно приближенно считать 

однородной. В разных точках неоднородно деформированного образца 

напряжение   разное. 



 

 

Рис. 1.3. Элемент проволоки с действующими на него силами 

В пределах упругих деформаций нормальное напряжение прямо 

пропорционально относительному удлинению (закон Гука для деформации 

растяжения): 

 E   , (1.20) 

где E  – коэффициент пропорциональности, называемый модулем продольной 

упругости (модулем Юнга) материала образца. Модуль продольной упругости 

численно равен нормальному напряжению, которое возникло бы в теле при 

его относительном удлинении, равном единице, если бы деформация 

оставалась упругой. 

Удлинение проволоки прямо пропорционально растягивающей силе, 

первоначальной длине l  и обратно пропорционально площади ее поперечного 

сечения S : 

 
F

l k l
S

  , (1.21) 

где  l  – удлинение,  

k  – постоянная величина (коэффициент упругости), зависящая от 

материала проволоки. Обычно в формулу вводят не k , а величину, обратную 

ей: 1/E k . Величина E  носит название модуля упругости (модуля Юнга). 

Подставляя в уравнение (1) вместо k  величину E , получим  
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откуда  
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
 , (1.22) 

и величина /P F S  носит название усилия и характеризует величину упругих 

сил, развивающихся в деформируемом материале (напряжение). 

 


