
Введение

Среди промышленных систем автоматического
управления существуют такие (прокатные станы,
бумагоделательные машины, антенные установки
и т. д.), в которых по технологии функционирова�
ния необходимо обеспечивать апериодический ха�
рактер переходных процессов. В качестве регулято�
ров в указанных системах обычно используются
промышленные ПИ� или ПИД�регуляторы. Глав�
ной их задачей является уменьшение колебатель�
ности и перерегулирования в системе, приводящее
переходные процессы к апериодическому виду.

Объекты управления указанных систем, как
правило, имеют характерную особенность, кото�
рую необходимо учитывать при параметрическом
синтезе регуляторов. Речь идет о наличии у объек�
та управления интервально�определенных параме�
тров, значения которых точно неизвестны или из�
меняются в определенных пределах по заранее не�
известным законам в процессе функционирования
системы.

В связи с этим актуальна разработка процедур
определения настроек ПИ� и ПИД�регуляторов,
придающих системе свойство робастной аперио�
дичности [1]. Оно заключается в обеспечении в си�
стеме апериодического характера переходных про�
цессов при любых значениях интервально�опреде�
ленных параметров объекта управления.

1. Постановка задачи

Для параметрического синтеза линейных ро�
бастных регуляторов указанных типов предлагает�
ся использовать подход, основанный на желаемом
расположении областей локализации корней ха�
рактеристического уравнения системы [2, 3]. Из�
вестно, что условием апериодического переходно�
го процесса для стационарной системы является
такое расположение корней, при котором ближай�

шим к мнимой оси является вещественный корень
и выполняется условие его доминирования по от�
ношению ко всем остальным корням [6]. Заметим,
что указанный подход хорошо разработан для па�
раметрического синтеза линейных регуляторов
стационарных систем. В частности, существуют
методики [4, 5] определения параметров регулято�
ра пониженного порядка, обеспечивающих требу�
емое расположение доминирующих (предписан�
ных) и остальных (свободных) корней уравнения.
В качестве доминирующих могут быть заданы как
комплексно�сопряженные, так и вещественные
корни.

При наличии в объекте управления интерваль�
но�определенных параметров каждый корень ха�
рактеристического уравнения может мигрировать
по комплексной плоскости, образуя свою область
локализации. Очевидно, что в таком случае для
обеспечения в системе апериодического переход�
ного процесса достаточно, чтобы мигрирующий в
отрезке вещественный корень оставался домини�
рующим при любых значениях интервально�опре�
деленных параметров системы.

Согласно [6–8], для анализа и синтеза систем с
интервально�определенными параметрами можно
применять метод корневого годографа. При этом
предлагается использовать разработанные в [9, 10]
методики, основанные на отображении некоторых
проверочных вершин параметрического много�
гранника полинома на плоскость корней и позво�
ляющие по образам этих вершин находить пре�
дельные корневые показатели качества системы
(минимальную степень устойчивости и максималь�
ную степень колебательности).

Непосредственно для определения параметров
регулятора, обеспечивающих выполнение требова�
ний к расположению областей локализации кор�
ней интервального уравнения, предлагается ис�
пользовать метод робастного D�разбиения. На его
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основе в работе [11] при параметрическом синтезе
регулятора для системы с интервально�определен�
ными параметрами проводится построение границ
искомой параметрической области по четырем
вершинам, соответствующим четырем полиномам
Харитонова. В нашем случае для повышения точ�
ности при параметрическом синтезе линейного ре�
гулятора предлагается применять D�разбиение не
для четырех, а для всех проверочных вершин мно�
гогранника полинома, определяющих корневые
показатели качества системы. Методика выбора та�
ких вершин приведена в [10].

Таким образом, для параметрического синтеза
ПИ� и ПИД�регуляторов, гарантирующих аперио�
дический характер переходных процессов в систе�
ме при интервальной определенности параметров
объекта управления, необходимо разработать про�
цедуры на основе комбинирования метода D�раз�
биения и вершинного анализа определения границ
областей локализации корней интервального ура�
внения. При этом предлагается разделять параме�
тры регулятора на 2 группы. Параметры первой
группы должны гарантировать желаемое располо�
жение отрезка доминирующего вещественного
корня, а параметры второй группы – обеспечивать
расположение остальных корней характеристиче�
ского уравнения в заданной области.

2. Прообразы границ отрезка доминирующего 
вещественного корня

Пусть характеристическое уравнение системы
имеет вид:

(1)

где –ci�ci�c–i ;–ci – минимальное значение i�го коэффи�
циента; c–i – его максимальное значение. Допустим,
что в коэффициенты ci, i=0,n

�
линейно входят пара�

метры регулятора и интервально�определенные па�
раметры объекта. При этом ci образуют параметриче�
ский многогранник P, вершины которого определя�
ются крайними значениями коэффициентов. Дан�
ный многогранник отображается на плоскость кор�
ней в виде областей их локализации. Пусть для обес�
печения апериодического переходного процесса гра�
ницы областей локализации корней интервального
уравнения имеют вид, показанный на рис. 1.

Рис. 1. Границы областей локализации корней

Из рис. 1 видно, что доминирующий веще�
ственный корень s* должен быть локализован на
заданном отрезке [s1, s2] вещественной оси, а
остальные свободные корни локализованы в опре�
деленной области Г. Границы этой области задают
максимально допустимую степень колебательно�
сти и обеспечивают выполнение принципа доми�
нирования. Для параметрического синтеза регуля�
тора представляется целесообразным найти соот�
ношения, связывающие его параметры с граница�
ми отрезка корня s*. Для этого установлено, что
если областью локализации одного из корней ин�
тервального уравнения является отрезок веще�
ственной оси и правее него нет других веществен�
ных корней, то правая граница отрезка является
отображением вершины с коэффициентами
c
–0c

–
1c–2c

–
3..., а левая границa – отображением вершины

с коэффициентами c–0c–1c
–

2c–3...

3. Основные соотношения для определения 
настроек ПИ)регулятора

Пусть линейный регулятор описывается пере�
даточной функцией ПИ�регулятора

где k1, k2 – параметры регулятора, а передаточная
функция объекта управления имеет вид:

где

Тогда интервальный характеристический поли�
ном системы может быть записан в виде

(2)

Пусть набору коэффициентов b
–0b

–
1b–2b

–
3... соответ�

ствует вершина V1. При данных пределах интер�
вальных коэффициентов имеем вершинный поли�
ном BV1(s). Приравняв (2) к нулю и подставив зна�
чение вещественного корня s1 (рис. 1) и координа�
ты V1, получим соотношение

(3)

связывающее настраиваемые параметры ПИ�регу�
лятора с задаваемым корнем s1. Разделим параме�
тры регулятора на зависимый k1 и свободный k2 и
на основании (3) выразим k1 через k2

(4)

Подставляя (4) в (2), получаем характеристиче�
ский полином с одним варьируемым параметром k2

(5)

Далее на основе (5), применяя метод D�разбие�
ния в плоскости параметра k2, необходимо обеспе�
чить размещение областей локализации свободных
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корней уравнения (1) в желаемой области Г для
всех проверочных вершин многогранника P. С
этой целью в (5) делаем подстановку границы обла�
сти локализации свободных корней s=–
(�)+j� и
пределов интервальных коэффициентов полинома
B(s), соответствующих координатам проверочной
вершины Vi. В результате получаем функции k2

Vi(�),
задающие границы D�разбиения в плоскости пара�
метра k2 для каждой проверочной вершины. Заме�
тим, что для определения координат вершин Vi сле�
дует воспользоваться методикой [10, 12].

После получения в результате D�разбиения для
каждой вершины Vi интервалов параметра k2 нахо�
дится область их пересечения. Из этой области вы�
бирается искомое значение свободного параметра
k2 и далее по выражению (4) рассчитывается значе�
ние зависимого параметра k1.

4. Основные соотношения 
для определения настроек ПИД)регулятора

Пусть в системе используется ПИД�регулятор с
передаточной функцией

где k1, k2, k3 – параметры регулятора. Тогда интер�
вальный характеристический полином системы
имеет вид

(6)

Пусть левая граница s2 заданного доминирую�
щего отрезка [s1, s2] вещественного корня есть про�
образ вершины V2, координатами которой, соглас�
но доказанному выше утверждению, являются ко�
эффициенты c–0c–1c

–
2c–3... При данных пределах коэф�

фициентов имеем вершинный полином BV2(s).
Подставляя в (4) сначала значение корня s1 и соот�
ветствующие ему координаты V1, а затем значение
корня s2 и координаты V2 в (6), запишем следующие
соотношения

(7)

(8)

Данные соотношения связывают настройки
ПИД�регулятора с задаваемыми границами отрез�
ка вещественного корня и интервалом допустимой
степени устойчивости. Разделим параметры регу�
лятора на зависимые k1, k2 и свободный k3 и выпол�
ним следующие преобразования. Выразим пара�
метр k1 из (7) и (8):

(9)

(10)

Исключим из рассмотрения k1, для чего прирав�
няем правые части выражений (9) и (10). Из полу�
ченного в результате выражения легко определить
зависимость k2(k3). Далее, подставляя выражение
k2(k3) в (7) или (8), получаем зависимость k1(k3).

Конечной целью проводимых преобразований
является получение характеристического полино�
ма с одним варьируемым параметром k3. Для этого
в (5) следует подставить полученные выражения
k1(k3) и k2(k3). Дальнейшее определение свободного
параметра k3 проводится по аналогии с рассмо�
тренным выше нахождением параметра k2 для
ПИ�регулятора по всем проверочным вершинам
многогранника характеристического полинома.
После выбора k3 по выражениям k1(k3) и k2(k3) рас�
считываются значения зависимых параметров k1 и
k2 ПИД�регулятора.

5. Параметрический синтез ПИД)регулятора 
с гарантированным апериодическим видом 
переходного процесса

Рассмотрим в качестве примера передаточную
функцию разомкнутой системы стабилизации с
единичной отрицательной обратной связью:

где k1, k2, k3 – настраиваемые параметры ПИД�ре�
гулятора; k0=1 – постоянный коэффициент пере�
дачи объекта управления; b3, b2, b1, b0 – интерваль�
но�определенные параметры объекта управления;
b3=[0,00002;0,00013]; b2=[0,03;0,034]; b1=[0,1;0,2];
b0=[1;4].

Необходимо определить настройки ПИД�регу�
лятора, гарантирующие апериодический переход�
ный процесс с доминирующим вещественным кор�
нем, находящимся в интервале от s1=–4 до s2=–6, и
остальными корнями, лежащими в области, огра�
ниченной минимальной степенью устойчивости
s3=–14 и максимальной степенью колебательности
�=30°.

Приведем характеристическое уравнение дан�
ной системы к виду:

где c4=b3; c3=b2; c1=b1+k3; c1=b0+k2; c0=k1.
На основании вышеописанной методики про�

веден параметрический синтез регулятора и полу�
чены следующие настройки регулятора:
k1=64,0391; k2=15,9586; k3=1,0299. Области локали�
зации корней интервального характеристического
уравнения с найденными настройками ПИД�регу�
лятора представлены на рис 2.

Построим на одной плоскости координат гра�
фики переходных процессов замкнутой системы
стабилизации при единичном входном воздей�
ствии в каждой из вершин многогранника P, ото�
бражающихся на границу областей локализации V

�
Г,

рис. 3.
Как видно из рис. 2 и 3, графики переходных

процессов замкнутой системы в граничных верши�
нах многогранника P носят желаемый характер, а
корни характеристического уравнения локализова�
ны в заданной области Г.
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Рис. 2. Области локализации корней системы с интерваль"
но"определенными параметрами с полученными на"
стройками ПИД"регулятора

Рис. 3. Переходные процессы в проверочных вершинах V
�

Г

Заключение

Разработанная процедура параметрического
синтеза ПИ� и ПИД�регуляторов позволяет опре�
делять их настройки, гарантирующие апериодиче�
ский характер переходных процессов в системе с
интервально�определенными параметрами. По�
скольку интервально�определенные параметры
объекта могут содержаться как в знаменателе, так и
в числителе его передаточной функции, то коэф�
фициенты характеристического полинома могут
зависеть от нескольких интервально�определен�
ных параметров объекта. В этом случае характери�
стический полином имеет аффинную неопреде�
ленность, и его следует привести к интервальному
типу на основе правил интервальной арифметики.
При этом делается допущение: одни и те же интер�
вально�определенные параметры объекта, входя�
щие в различные коэффициенты, могут изменять�
ся независимо. В результате для дальнейшего пара�
метрического синтеза регуляторов также можно
использовать многогранник полинома с вершина�
ми, образованными минимальными или макси�
мальными значениями его коэффициентов.

Для практического применения полученных
результатов в пакете MatLab разработаны програм�
мы параметрического синтеза ПИ� и ПИД�регуля�
торов. Решены числовые примеры определения
настроек рассматриваемых типов регуляторов,
обеспечивающих апериодический характер пере�
ходных процессов в системах с интервальными
объектами управления.
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