
Существует несколько основных подходов к
анализу и синтезу систем автоматического упра�
вления [1–3]. Все они имеют свои достоинства и
недостатки. Однако следует выделить подход, ос�
нованный на исследовании расположения нулей и
полюсов системы. Преимуществом данного подхо�
да является возможность оценки динамических
свойств системы на этапе ее синтеза. Наряду с его
преимуществами он имеет серьезный недостаток:
проблема заключается в том, что он не позволяет
получить точную информацию о прямых показа�
телях качества систем на основе их косвенных по�
казателей.

Существуют соотношения, предложенные в ра�
боте [4], позволяющие получать приближенные
прямые показатели качества на основе корневых
оценок:

(1)

(2)

Согласно формулам (1) и (2) прямые показате�
ли качества будут определять корень s1, ближайший
к мнимой оси, и комплексный корень с наиболь�
шим значением tg�, где � – угол между веществен�
ной осью и лучом, проведенным от начала коорди�
нат к полюсу. Однако если система содержит нули,
то при применении формул (1), (2) погрешность
значительно увеличивается.

Для пояснения данного замечания рассмотрим
передаточную функцию (ПФ).

(3)

ПФ (3) имеет один нуль N1=–14,8 и три полюса
s1=–20, s2=–15, s3,4=–5±250j.

Согласно [4] доминирующими являются полю�
са s3,4=–5±250j. Тогда на основании формул (1) и (2)
можно найти перерегулирование и время регули�
рования

На рис. 1 представлен график переходной ха�
рактеристики для ПФ (3) и влияние каждого из по�
люсов системы на результирующий график пере�
ходной характеристики.

Рис. 1. Графики составляющих переходной характеристики:
составляющая от 1) полюса s1; 2) полюса s2; 3) полю�
сов s3,4; 4) W(0); 5) результирующий график пере�
ходного процесса системы (3)

Из представленных на рис. 1 графиков следует,
что доминирующим полюсом является s1=–20, пе�
ререгулирование – 1,73 %, а время регулирова�
ния – 0,18 с.

Таким образом, выбор доминирующих полюсов
s3,4 системы на начальном этапе анализа сделан не
верно, что привело к ошибочным оценкам прямых
показателей качества.

Очевидно, что для более точного определения
значений показателей необходимо решать задачу
определения доминирующих полюсов системы.
Для этого можно производить оценку влияния всех
составляющих переходной характеристики на ее
показатели качества. Переходную функцию всей
системы можно представить в виде:
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(4)

Составляющая Aiesit переходной функции в фор�
муле (4), называется ��доминирующей составляю�
щей на интервале времени t1	t	t2, если выполняет�

ся неравенство

В работе [5] получены достаточные условия
��доминирования составляющей переходной
функции:

(5)

(6)

где s
 – действительные полюсы; s�,�+1=��,�+1±
�,�+1j –
комплексно�сопряженные полюсы; A – амплитуда
составляющей переходной функции, время прини�
мает значения из интервала t1	t	t2.

Выполнение условий (5) или (6) для претендую�
щей на ��доминирование составляющей переход�
ной функции является критерием точности суще�
ствующих оценок показателей качества процесса
регулирования, найденных на основании располо�
жения полюсов и нулей передаточной функции.

При выполнении условия (5), время затухания
апериодической составляющей до заданного зна�

чения � составляет

При выполнении условия (6), время убывания
амплитуды колебательной составляющей до задан�

ного значения � составляет

С учетом формул (4)–(6), значения � для полю�
сов ПФ (3) составили: для s1–�=0,87, для
s2–�=22,15, для s3,4–�=1,66. Согласно [5], при �>1
составляющая не может считаться доминирующей
на заданном интервале времени. Таким образом,
согласно значениям � установлено, что s1=–20 –
доминирующий полюс.

Влияние полюса s2=–15 на результирующий
график переходного процесса системы с ПФ (3)
оказалось незначительным, так как полюс ском�
пенсирован близко расположенным нулем, что по�
казывает необходимость также учитывать и распо�
ложение нулей ПФ.

Влияние нулей системы на качество 
переходного процесса

Рассмотрим ПФ

(7)

(8)

Системы с ПФ (7) и (8) имеют одинаковые по�
люса s1,2=–0,2±1,5j, s3=–0,5, однако система с ПФ
(7) имеет нули N1,2=–0,4±0,6j, а система с ПФ (8)
нулей не имеет. На основании выражений (1) и (2)
для них определено перерегулирование �=e–0,2/1,5.100
%=87,52 % и время регулирования tp=3/0,2=15 с.
Наличие нулей в этом случае не учитывается.

Однако для системы с передаточной функцией
(7) реальное перерегулирование составило �=58,6 %,
а время регулирования tp=16 с. В свою очередь для
ПФ (8) – �=5,09 %, tp=9,69 с.

Очевидно, что для получения более точных по�
казателей качества, необходимо учитывать все по�
люсы и нули системы.

Существует формула определения выброса ко�
лебательной системы [4]:

(9)

где s1=�1+
1j – доминирующий полюс, �k – угол,
образованный доминирующим полюсом и другим
полюсом, Фj – угол, образованный доминирую�
щим полюсом и нулем,

По значению выброса � можно найти перерегу�
лирование системы:

(10)

где Aуст – установившееся значение.

Согласно формулам (9) и (10) перерегулирова�
ние для системы с передаточной функцией (7) со�
ставило 58 %, а для системы с ПФ (8) – 4 %. Полу�
ченные значения наиболее приближены к реальным
значениям показателей качества для данных ПФ.

Проблемы корневого синтеза

Рассмотрим систему автоматического управле�
ния со структурой, представленной на рис. 2.
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Рис. 2. Структура системы автоматического управления

Идеальный ПИД�регулятор описывается пере�
даточной функцией

где kП, kИ, kД – коэффициенты пропорционально�
сти, интегрирования и дифференциирования.

Регулятор имеет два нуля и полюс, располагаю�
щийся в начале координат корневой плоскости.
Расположение нулей регулятора N1 и N2 определяет
траекторию движения полюсов замкнутой систе�
мы, а коэффициент K – расположение полюсов
замкнутой системы на этой траектории (рис. 3).
При изменении K от 0 до +$ полюса замкнутой си�
стемы двигаются от полюсов разомкнутой системы
к ее нулям.

Рис. 3. Различные корневые годографы системы

Задача синтеза регулятора заключается в полу�
чении его настроек, обеспечивающих требуемые
показатели качества замкнутой системы за счет
расположения нулей регулятора и полюсов зам�
кнутой системы на корневой плоскости. При ис�
пользовании корневых методов синтеза, как пра�
вило, осуществляется работа с характеристическим
полиномом системы, и результатом является жела�
емое расположение полюсов замкнутой системы.
При этом не учитывают нули регулятора, которые

обеспечивают данное расположение полюсов.
В таком случае могут быть не обеспечены требуе�
мые показатели качества, не смотря на то, что по�
люса замкнутой системы располагаются в желае�
мых областях, либо произойдет компенсация до�
минирующих полюсов нулями.

Рассмотрим объект управления с передаточной
функцией

(11)

Замкнутая система (без регулятора) имеет пере�
даточную функцию

Перерегулирование данной системы составляет
�=50,39 %, а время регулирования tp=1,02 с.

Для повышения качества управления объектом
используется ПИД�регулятор (рис. 2). Для его на�
стройки необходимо сформировать требования к
системе, которые должен обеспечивать регулятор.
Пусть в качестве требований к системе выступают
показатели качества: время регулирования – 2,5 с и
перерегулирование – 5 %.

На рис. 4 представлена корневая плоскость, на
которой показано размещение полюсов замкнутой
s1, s2, s3 и разомкнутой s1', s2', s3' систем, нулей регу�
лятора N1, N2 и объекта N3.

Рис. 4. Размещение нулей и полюсов системы

Нули и полюсы системы (рис. 4) обеспечивают
перерегулирование 5 % и время регулирования
2,22 с. Вариантов настроек регулятора, обеспечи�
вающих требуемые показатели качества, достаточ�
но много, но необходимо учитывать расположение
как полюсов, так и нулей системы.
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Взаимовлияние полюсов и нулей системы

Очевидно, что для уменьшения перерегулиро�
вания замкнутой системы ее полюсы необходимо
разместить ближе к действительной оси. Однако
при этом нули системы будут расположены еще
ближе к мнимой оси, чем ее полюсы (рис. 5). Это
не желательно, так как такая система будет обла�
дать выраженными дифференцирующими свой�
ствами.

Рис. 5. Расположение нулей и полюсов системы с диффе�
ренцирующими свойствами

Второй недостаток – близкое расположение до�
минирующих полюсов и нулей регулятора, за счет
чего возможна компенсация одних другими. В та�
ком случае заданные полюса не будут являться до�
минирующими.

Также компенсация доминирующих полюсов
нулями возможна при попытке отодвинуть остав�
шиеся полюса как можно левее от доминирующих.
При этом увеличивается коэффициент передачи
разомкнутой системы, а значит, полюса замкнутой
системы приближаются к её нулям.

Перерегулирование

Перерегулирование системы определяется не
только расположением доминирующих полюсов,
но и оставшимися полюсами и нулями системы.
При изменении значений и коэффициента переда�
чи можно добиться требуемого перерегулирования
системы. На рис. 6 представлены различные вари�
анты расположения полюсов и нулей системы,
обеспечивающие перерегулирование 5 %.

В первом случае N1,2=–1±7j, K=20,8, во вто�
ром – N1,2=–1±10j, K=10,52, в третьем –
N1,2=–4±8j, K=44,6.

Все три представленных варианта настроек ре�
гулятора обеспечивают перерегулирование 5 %.
Однако в первом варианте расстояние между нуля�
ми регулятора и полюсами замкнутой системы ме�
ньше, чем в двух других предложенных вариантах,
соответственно, вероятна компенсация полюсов
нулями. Наибольшим запасом устойчивости, а зна�
чит, и быстродействием обладает система, показан�
ная на рис. 6, в.

Время регулирования

Оценка времени регулирования осуществляется
по расстоянию между мнимой осью и ближайшим
к ней полюсом. Однако такая оценка также являет�
ся приближенной.
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Рис. 6. Варианты расположения нулей и полюсов системы, обеспечивающих �=5 %



Рассмотрим пример. Пусть ПФ объекта имеет
вид

Используя ПИД�регулятор, необходимо обес�
печить время регулирования системы 1 с. Структу�
ра системы представлена на рис. 2.

На рис. 7 представлены два варианта настроек
ПИД�регулятора, обеспечивающих время регули�
рования 1 с.

В первом случае значения нулей регулятора и
коэффициента передачи разомкнутой системы со�
ставляют N1,2=–6,5±2j, K=4,92, во втором –
N1,2=–10±6j, K=31,8. Из расположения полюсов
замкнутой системы следует, что формула (2) не да�
ет точной оценки времени регулирования ни в пер�
вом, ни во втором случае.

Для повышения точности оценки времени регу�
лирования при анализе и синтезе систем автомати�
ческого управления в работе [5] предлагается ис�
пользовать выражение

(12)

для колебательной системы и

(13)

для апериодической системы.

В состав формул (12) и (13) входит амплитуда от
доминирующего полюса, либо от пары комплекс�
но�сопряженных полюсов. В свою очередь при
расчете значения A1 учитываются значения и нулей
и полюсов замкнутой системы, что и позволяет по�
лучить значение времени регулирования, наиболее
приближенное к реальному.

Выводы

1. Исследована проблема получения прямых по�
казателей качества на основе расположения ну�
лей и полюсов системы.

2. Показана необходимость определения домини�
рующих полюсов системы на основании крите�
рия ��доминирования составляющих её пере�
ходной функции.

3. Совмещение критерия ��доминирования с вы�
ражениями для определения показателей каче�
ства, перерегулирования и времени регулирова�
ния, учет расположения нулей и полюсов пере�
даточной функции системы позволил получить
точные показатели качества на основе корне�
вых оценок.

1
ð

1

3 ln=
Re( )

At
s

�

1
ð

1

3 ln2=
Re( )

At
s

�

3 2

40( 5)( ) .
10 42 208

sW s
s s s

�
�

� � �

Известия Томского политехнического университета. 2010. Т. 316. № 5

20

Рис. 7. Варианты расположения нулей и полюсов системы, обеспечивающих tp=1 с
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