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Известная теоретико�множественная теорема
Кантора–Шрёдера–Бернштейна явилась источником
постановки аналогичных задач в различных областях
математики, в том числе и в теории абелевых групп.

Две группы, каждая из которых изоморфна под�
группе другой группы, называются почти изоморф�
ными [1]. Две группы называются почти изоморф�
ными по подгруппам с некоторым свойством, если
каждая из них изоморфна подгруппе другой груп�
пы, обладающей этим свойством. В частности,
группы A и B – почти изоморфны по сервантным
подгруппам, если каждая из них изоморфна сер�
вантной подгруппе другой группы.

Естественно возникает вопрос, будет ли из поч�
ти изоморфизма групп следовать их изоморфизм.
Эта задача привлекала внимание многих алгебраи�
стов [2–6].

При выяснении, будет ли верен аналог теорети�
ко�множественной теоремы Кантора–Шрёде�
ра–Бернштейна для абелевых групп, удобен под�
ход, когда одна из групп фиксируется, а другая про�
бегает весь класс абелевых групп.

Группа A называется корректной, если для лю�
бой группы B из того, что A и B – почти изоморф�
ны, следует A�B. Группа A называется сервантно
корректной (f.i.�корректной), если для любой груп�
пы B из того, что A и B – почти изоморфны по сер�
вантным (вполне характеристическим) подгруп�
пам, следует A�B [7. С. 65].

Корректные и сервантно корректные абелевы
группы выделяются в [8–10]. В [7], [11] и [12] опи�
сываются классы абелевых групп, являющихся
f.i.�корректными.

Приведём используемые в работе понятия.
Всякая последовательность v=(v1,v2,...), состоя�

щая из целых неотрицательных чисел и символов
�, называется характеристикой. Характеристики
v=(v1,v2,...) и u=(u1,u2,...) называются эквивалентны�
ми, если vi�ui имеет место лишь для конечного чи�
сла номеров i и только тогда, когда vi и ui конечны.
Класс эквивалентности в множестве характеристик
называется типом [13. С. 130].

Если A – группа без кручения и a�A, то харак�
теристика элемента a, обозначаемая �(a), – это та�
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кая характеристика v=(v1,v2,...), в которой каждое
vi – это pi�высота элемента a (pi – i�е простое чи�
сло). Тип элемента a, обозначаемый t(a), – это тип,
которому принадлежит �(a) [13. С. 129].

Группа без кручения A называется однородной
типа t, если любой ненулевой элемент этой группы
имеет тип t [13. С. 131].

Группа без кручения A называется вполне разло�
жимой, если она является прямой суммой групп
ранга 1 [13. С. 131].

Будем говорить, что вполне разложимая группа
A корректна в классе вполне разложимых групп, если
для любой вполне разложимой группы B из того,
что A и B – почти изоморфны, следует A�B.

Через r(A) обозначается ранг группы A.
Докажем следующие два вспомогательных

утверждения.
Лемма 1. Если для любой сервантной подгруппы B

группы A из того, что A изоморфна некоторой сер�
вантной подгруппе C группы B, следует A�B, то
группа A является сервантно корректной.

Доказательство.
Рассмотрим группу A' такую, что A и A' – почти

изоморфны по сервантным подгруппам. Тогда
A�B', A'�B, где B' и B – сервантные подгруппы
групп A' и A соответственно. Пусть � – изоморфное
отображение A' на B и �(B')=C. Так как B' – сер�
вантная подгруппа группы A', C – сервантная под�
группа группы C. Имеем A�B'��(B')=C, то есть
A�C. Используя условие леммы, получаем, что
A�B. Но B�A', откуда следует, что A�A'. Таким об�
разом, группа A является сервантно корректной.

Лемма доказана.
Лемма 2. Если для любой подгруппы B группы A из

того, что A изоморфна некоторой подгруппе C груп�
пы B, следует A�B, то группа A является коррект�
ной.

Доказательство аналогично доказательству лем�
мы 1.

Основными результатами работы являются сле�
дующие теоремы.

Теорема 3. Однородная вполне разложимая группа
корректна тогда и только тогда, когда она имеет
конечный ранг или является свободной группой.

Доказательство.
1. Пусть A – однородная вполне разложимая

группа, не являющаяся свободной и имеющая бес�
конечный ранг. Тогда группа A имеет ненулевой
тип и её можно представить в следующем виде:
A=A*�A', где A' имеет ранг 1 и A*�A. Пусть a�A' и
B'=<a>. Обозначим через B группу A*�B'. Так как
A�A*, группы A и B являются почти изоморфными.
Поскольку B' имеет нулевой тип, а A* – ненулевой,
группа B не является однородной, следовательно, A
и B – не изоморфные группы. Получаем, что груп�
па A не является корректной.

2. Пусть A – свободная группа или имеет конеч�
ный ранг; B – подгруппа группы A; C – подгруппа
группы B и A�C. Покажем, что A�B. Тогда соглас�
но лемме 2 этим будет доказано, что группа A явля�
ется корректной.

Имеем C	B	A, следовательно, r(C)
r(B)
r(A).
Но r(A)=r(C), так как A�C, откуда получаем, что
r(A)=r(B).

Если группа A является свободной группой, то
B – также свободная группа, так как подгруппы
свободных групп свободны. Получаем, что A и B –
свободные группы, имеющие один и тот же ранг,
следовательно, A�B.

Рассмотрим теперь случай, когда группа A имеет
конечный ранг. Обозначим через t тип группы A.

Покажем, что группа B является однородной
типа t. Обозначим через a1,a2,...,ak – максимальную
линейно независимую систему элементов группы
C. Типом этих элементов в группе C является t, так
как A�C. C – подгруппа группы B, следовательно,
тип этих элементов в группе B больше или равен t.
Но с другой стороны B – подгруппа группы A, от�
куда получаем, что их тип в группе B меньше или
равен t. Таким образом, элементы a1,a2,...,ak имеют
в группе B тип t. Так как r(C)=r(B), то a1,a2,...,ak яв�
ляется максимальной линейно независимой систе�
мой элементов и в группе B, то есть любой элемент
из группы B линейно зависит от системы элемен�
тов a1,a2,...,ak. Из этого следует, что тип любого эл�
емента из группы B равен t, то есть группа B явля�
ется однородной типа t.

Итак, B – однородная подгруппа группы A,
имеющая тот же тип, что и группа A. Тогда из
[13. Теорема 86.6. С. 136] следует, что B – вполне
разложимая группа. Получаем, что группы A и B –
однородные вполне разложимые группы, имеющие
один и тот же тип и ранг, следовательно, A�B.

Теорема доказана.
Следствие 4. Делимая группа без кручения кор�

ректна тогда и только тогда, когда она имеет ко�
нечный ранг.

Доказательство.
Так как делимая группа без кручения является

однородной вполне разложимой группой и не яв�
ляется свободной, то из теоремы 3 следует, что она
корректна тогда и только тогда, когда имеет конеч�
ный ранг.

Следствие доказано.
Так как при доказательстве теоремы 3 для того,

чтобы показать, что группа A не является коррект�
ной, строились вполне разложимые группы B, поч�
ти изоморфные группе A, но не изоморфные ей, то
имеет место следующее утверждение.

Теорема 5. Однородная вполне разложимая группа
корректна тогда и только тогда, когда она коррект�
на в классе вполне разложимых групп.

Теорема 6. Однородная вполне разложимая группа
сервантно корректна.

Доказательство.
Пусть A – однородная вполне разложимая груп�

па; B – сервантная подгруппа группы A; C – сер�
вантная подгруппа группы B и A�C. Покажем, что
A�B. Тогда согласно лемме 1 этим будет доказано,
что группа A является сервантно корректной.

Аналогично доказательству теоремы 3 получа�
ем, что r(A)=r(B).

Математика и механика. Физика
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Так как B – сервантная подгруппа группы A, тип
любого элемента b�B в этой группе такой же, как и
в группе A. Таким образом, B – однородная подгруп�
па группы A, имеющая такой же тип, что и группа A.
Тогда из [13. Теорема 86.6. С. 136] следует, что B –
вполне разложимая группа. Получаем, что A и B –
однородные вполне разложимые группы, имеющие
один и тот же тип и ранг, следовательно, A�B.

Теорема доказана.
Отметим, что однородная вполне разложимая

группа является также f.i.�корректной [7. След�
ствие 18. С. 76].

Работа поддержана ФЦП «Научные и научно�педагогиче�
ские кадры инновационной России на 2009–2013 годы», Госу�
дарственный контракт П 937 от 20 августа 2009 г.
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При моделировании реальных процессов широ�
ко используется аппарат обыкновенных диффе�
ренциальных уравнений (ОДУ). При этом практи�
ка показывает, что начальная задача (задача Коши)
для систем ОДУ может быть отнесена к следующим
типам: мягкая, жесткая, плохо обусловленная и
быстро осциллирующая. Каждый тип предъявляет
специфические требования к методам интегриро�
вания. К жестким системам относятся задачи хи�
мической кинетики [1, 2], нестационарные про�
цессы в сложных электрических цепях [3, 4], систе�
мы, возникающие при решении уравнений тепло�

проводности и диффузии [5], движения небесных
тел, искусственных спутников [6], физики пла�
стичности [7] и многие другие.

При численном решении систем ОДУ возника�
ют сложности, связанные с тем, что при описании
сложного физического процесса скорости локаль�
ных процессов могут быть существенно различны�
ми, а переменные системы могут быть разнопоряд�
ковыми величинами и/или изменяться на интерва�
ле интегрирования на порядки величины [7].

Кроме этого при проведении физических экс�
периментов может наблюдаться пограничный
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