
Введение
В нефтегазовой промышленности в различных

технологиях добычи нефти и газа в настоящее вре�
мя все больше находят свое применение микроме�
ханические акселерометры при стандартном стати�
ческом контроле скважин с целью оценить и карто�
графировать существующую скважину сразу после
бурения или по прошествии времени. Кроме того,
они активно применяются в динамическом напра�
вленном бурении, когда требуется достичь боль�
ших подземных участков с локальной платформы
(например, с океанской платформы) или подвести к
стволу скважины большую часть резервуара (на�
пример, горизонтальное бурение через продуктив�
ный горизонт). При измерении во время бурения,
которое выполняется в жестких условиях окружа�
ющей среды и при котором требуется направлять
бурильную головку в заданный район. Для этих из�
мерений требуются прочные, высокоточные и стой�
кие к высокой температуре датчики. В качестве

конкретных примеров таких разработок можно
привести системы динамической стабилизации по�
движных объектов, инерциальные средства кон�
троля пространственной ориентации скважин и
скважинных объектов. Поэтому в последние деся�
тилетия наиболее интенсивно и динамично разви�
вающимся направлением была признана микроси�
стемная техника [1–5], в состав которой входят ми�
ниатюрные датчики инерциальной и внешней ин�
формации, микродвигатели и преобразователи. Та�
ким образом, чрезвычайно важен вопрос изучения
новых эффектов, связанных с точностью и надеж�
ностью работы приборов, в частности микромеха�
нических акселерометров [6–8]. Последние могут
быть описаны с помощью математической модели
двух пластин, между которыми имеется набор ре�
бер жесткости в виде параллельных балок и малые
зазоры между элементами [9–13]. Наличие малых
зазоров между пластинами и балкой при динамиче�
ском воздействии различной природы вызывает ха�
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Актуальность исследования обусловлена необходимостью разработки алгоритмических методов повышения надежности и
точности работы гироскопических приборов, которые находят свое применение в нефтегазовой промышленности, так как проч&
ность, точность и стойкость к высокой температуре датчиков чрезвычайно важна во время бурения для контроля пространствен&
ной ориентации скважин и скважинных объектов.
Цель работы заключается в построении математической модели вынужденных колебаний и контактного взаимодействия струк&
туры, состоящей из двух пластин с внутренним набором ребер и зазорами между элементами, которая найдет свое применение
в теории гироскопов. Для исследования подобных конструктивно&нелинейных задач применены методы качественной теории
дифференциальных уравнений, вейвлет&анализ, три метода (Вольфа, Розенштейна, Канца) для анализа знака старшего показа&
теля Ляпунова, численное моделирование с использованием программного пакета MATLAB. Решение проведено методом Буб&
нова–Галеркина в высших приближениях по пространственной координате и методом Рунге–Кутты 4&го порядка точности по
времени.
Результаты. Изучено влияние количества ребер между пластинами на характер их колебаний и контактное взаимодействие при
продольном нагружении на верхнюю пластину. В ходе проведенных исследований выявлены сценарии перехода системы из
гармонического в хаотическое состояние. Рассмотрены две задачи: 1) внутренний набор ребер состоит из двух балок, 2) внутрен&
ний набор ребер состоит из трех балок. Выявлено, что при хаотическом режиме в обеих задачах наблюдается явление переме&
жаемости частот, то есть смена интервалов времени с разными частотами и разными характерами колебаний. Достоверность ре&
шения обеспечена применением различных методов определения старшего показателя Ляпунова, сравнением результатов, по&
лученных методом Бубнова–Галеркина и методом конечных разностей.
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отические колебания, которые могут привести к
быстрому износу и разрушению элементов кон�
струкции приборов. Анализ характера колебаний
приведет к возможности управлять ими [14]. Тем
самым важен вопрос влияния контактного взаимо�
действия слоев и количества подкрепляющих ребер
на характер сложных колебаний системы и, как
следствие, на точность показания датчиков. Целью
данной работы является изучение условий, при ко�
торых возможно возникновение хаотических коле�
баний подобных систем. Актуальность работ связа�
на с необходимостью решения целого ряда задач
для нефтегазовой и железнодорожной отраслей, 
аэрокосмической, автомобильной промышленно�
сти, медицины, робототехники, гироскопических
приборов и т. д.

1. Постановка задачи
В работе построена математическая модель вы�

нужденных колебаний и контактного взаимодей�
ствия трехслойной структуры, состоящей из двух
параллельных пластин с внутренним набором ло�
кальных ребер. Этот набор ребер представляет со�
бой в общем случае n параллельных балок, распо�
ложенных на симметричном расстоянии от центра
пластин. Уравнения для пластин и балок рассма�
триваются геометрически линейные, пластины
подчиняются кинематической модели Кирхго�
фа–Лява, балки – Эйлера–Бернулли. Между бал�
ками и пластинами имеются малые зазоры hk. На�
личие зазора между элементами механической
структуры обуславливает необходимость учиты�
вать контактное взаимодействие между ними, то
есть решать конструктивно нелинейную задачу по
классификации П.А. Лукаша [15]. Контактное
взаимодействие учитывается по модели Винклера,
предложенной Б.Я. Кантором [16]. Материал ба�
лок и пластин упругий и изотропный. 

(1)

где l=

1,n


, l – номер балки,

Соотношения qk1l, qk2l представляют собой кон�
тактное давление между слоями. Если w1>wl+hk

есть контакт между верхней пластиной и балкой с

номером l, то 1l=1, иначе 1l=0. Если w1>w2+hk

есть контакт между нижней пластиной и балкой,
то 2l=1, иначе 2l=0. 

4 – бигармонический опе�
ратор; w1, w2 – функции прогибов пластины; wl –
функция прогибов балок; K – коэффициент же�
сткости трансверсального обжатия структуры в зо�
не контакта; hk – зазор между слоями; t – время;
 – коэффициент затухания;  – коэффициент Пу�
ассона; Px(y,t)=p0sin(pt) – продольная нагрузка,
действующая на верхнюю пластину, приложенная
вдоль подкрепляющих ребер.

Система уравнений (1) приведена к безразмер�
ному виду следующим образом:

где a, b – размеры пластин по x и y соответственно,
a – длина балок, 2h – толщина пластин, g – ускоре�
ние силы тяжести, E – модуль упругости, 
 – удельный вес материала. Для простоты записи
черточки над безразмерными параметрами в систе�
ме уравнений (1) опущены.

2. Методы решения
К исходным уравнениям (1) присоединены гра�

ничные условия и начальные условия. К этим
условиям следует добавить условия непроникнове�
ния одной системы в тело другой. Полученные си�
стемы конструктивно нелинейных дифферен�
циальных уравнений в частных производных сво�
дятся к системе обыкновенных дифференциаль�
ных уравнений второго порядка методом Бубно�
ва–Галеркина в высших приближениях. Функции
w1, w2, wl (l=


1,n


), являющиеся решениями, прибли�
женно аппроксимируем выражением в виде произ�
ведения функций, зависящих от времени и коор�
динат:

(2)

Для решения задачи Коши применены методы
Рунге–Кутты 4�го, 6�го, 8�го порядка точности по
временной координате. Предпочтение отдаем ме�
тоду Рунге–Кутты 4�го порядка точности в силу
быстроты вычислений. Вопрос о подтверждении
достоверности результатов рассмотрен в статье
[17, 18].

Далее анализ получаемых результатов прово�
дится с помощью методов нелинейной динамики и
качественной теории дифференциальных уравне�
ний: для каждого элемента механической структу�
ры строятся сигналы, фазовые портреты, спектры
мощности Фурье, применяются различные вей�
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влет�преобразования. Для анализа знака старшего
показателя Ляпунова применяются три метода:
Вольфа [19], Розенштейна [20], Канца [21].

3. Численный эксперимент
В работе в качестве примера рассмотрены двe

задачи:
1) трехслойная механическая структура, состоя�

щая из двух параллельных пластин, между ко�
торыми присутствуют две параллельные балки;

2) трехслойная механическая структура, состоя�
щая из двух параллельных пластин, между ко�
торыми присутствуют три параллельные балки.
В обеих задачах изучается хаотическая дина�

мика этих структур и их контактное взаимодей�
ствие при наличии зазоров между элементами
hk=0,1. Исследования проводятся при выборе в ка�
честве граничных условий пластины, шарнирно
опирающиеся по контуру, и балки, шарнирно
опертые на концах:

(3)

Присоединены начальные нулевые условия:
(4)

Для граничных условий (3) аппроксимирую�
щие функции примут вид

Изучим характер поведения такой многослой�
ной системы под действием внешней продольной
нагрузки Px(y,t)=p0sin(pt), приложенной на верх�

нюю пластину, при этом будем учитывать контакт�
ное взаимодействие слоев. Частота внешнего воз�
действия p=5 выбрана близкой к частоте соб�
ственных колебаний пластины, =1, =0,3. Зада�
дим значение прогиба верхней пластины в началь�
ный момент времени: w1=0,001.

3.1. Параметрические колебания многослойной системы,
состоящей из двух пластин, между которыми 
имеются две балки

Исследуем характер сложных колебаний мно�
гослойного пакета, состоящего из двух параллель�
ных пластин, между которыми находятся две па�
раллельные балки, расположенные на симметрич�
ном расстоянии от центра пластин (y=0,35 и
y=0,65) (рис. 1).

Приложим продольную нагрузку с амплитудой
p0=0,1, в этом случае верхняя пластина совершает
гармонические колебания на частоте p=5 и не ка�
сается подкрепляющих балок. Балки и нижняя
пластина находятся в состоянии покоя.

При интенсивности продольной нагрузки, на�
чиная с p0=0,10145, верхняя пластина и обе балки
вступают в контактное взаимодействие. При такой
нагрузке происходит первое касание, обе балки со�
вершают непродолжительные по времени зату�
хающие колебания на собственной частоте 0=2,8.
Характер колебаний верхней пластины по�преж�
нему гармонический. Нижняя пластина находит�
ся в состоянии покоя.

Увеличим продольную нагрузку до p0=0,21.
В этом случае происходит контактное взаимодей�
ствие верхней пластины с обеими балками. Нижняя
пластина находится в состоянии покоя. Характер
колебаний верхней пластины и балок хаотический
на доминирующей частоте внешнего возбуждения
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Рис. 1. Расчетная схема многослойной системы, состоящей из двух пластин, между которыми находятся две балки

Fig. 1. Design scheme of a multilayer system consisting of two plates with two beams between them



p=5. Спектры мощности Фурье представляют со�
бой сплошной пьедестал (рис. 2, a), фазовые портре�
ты – странные аттракторы (рис. 2, b). Однако на гра�
фиках 2D вейвлет�спектров Морле наблюдаются зо�
ны перемежаемости частот (рис. 2, c).

В ходе исследований были посчитаны старшие
показатели Ляпунова для каждого элемента струк�
туры. С целью избежать численной погрешности
анализ был проведен по трем методам: Вольфа, Ро�
зенштейна, Канца. В случае воздействия нагрузки
интенсивности p0=0,21 старший показатель для
первой балки (y=0,35) по методу Вольфа равен
0,01844, по методу Розенштейна – 0,06297, по ме�
тоду Канца – 0,01844. Для верхней пластины стар�
ший показатель Ляпунова по трем методам соот�
ветственно равен 0,01047, 0,02376, 0,01786. Поло�
жительный знак старшего показателя Ляпунова
характеризует хаотическое состояние системы.

При увеличении интенсивности нагрузки до
p0=0,38 в контактное взаимодействие вступают все
элементы трехслойной структуры. Характер коле�
баний элементов хаотический, но при этом проис�
ходит бифуркация Хопфа: p/2=2,5 и p=5
(рис. 3, b). 2D вейвлет�спектры Морле свидетель�
ствуют о наличии перемежаемости частот (рис. 3, c).
Таким образом, хаос происходит на бифуркации
Хопфа.

3.2. Параметрические колебания многослойной системы,
состоящей из двух пластин, между которыми имеются 
три балки

Исследуем характер сложных колебаний мно�
гослойного пакета, состоящего из двух параллель�
ных пластин, между которыми находятся три па�
раллельные балки, расположенные на симметрич�
ном расстоянии от центра пластин (y=0,25, y=0,5 и
y=0,75) (рис. 4).

При действии продольной нагрузки амплиту�
дой p0=0,1 верхняя пластина совершает гармони�
ческие колебания на частоте p=5 и не касается
подкрепляющих балок. Балки и нижняя пластина
находятся в состоянии покоя.

При интенсивности продольной нагрузки
p0=0,10141 происходит первое касание верхней
пластины и трех балок, последние совершают не�
продолжительные по времени затухающие колеба�
ния на частоте собственных колебаний 0=2,8. Ха�
рактер колебаний верхней пластины гармониче�
ский. Нижняя пластина находится в состоянии по�
коя.

Увеличим продольную нагрузку до p0=0,13.
В этом случае происходит контактное взаимодей�
ствие верхней пластины с балками. Нижняя пла�
стина находится в состоянии покоя. Верхняя пла�
стина и балки совершают хаотические колебания с

Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2016. Т. 327. № 10. 107–115
Яковлева Т.В., Крысько А.В., Кружилин В.С. Вынужденные колебания и контактное взаимодействие структуры, состоящей из ...

110

Рис. 2. Фазовый портрет (a), спектр мощности Фурье (b), 2D вейвлет&спектр (c) первой балки (y=0,35) при амплитуде нагруз&
ки p0=0,21

Fig. 2. Phase portrait (a), FFT spectrum (b), 2D wavelet&spectrum (c) of the first beam (y=0,35) for p0=0,21

Рис. 3. Фазовый портрет (a), спектр мощности Фурье (b), 2D вейвлет&спектр (c) верхней пластины при амплитуде нагрузки
p0=0,38

Fig. 3. Phase portrait (a), FFT spectrum (b), 2D wavelet&spectrum (c) of the upper plate for p0=0,38

 
a b c 

a b c 



утроением периода: p/3=1,66, 2p/3=3,33 и p=5
(рис. 5, b1, b2). Колебания крайних балок
(y=0,25 и y=0,75) – синхронные. На графиках 2D
вейвлет�спектров Морле наблюдаются зоны вклю�
чения/выключения частот (рис. 5, с1, с2). Фазо�
вые портреты элементов системы представляют со�
бой странные аттракторы (рис. 5, a1, a2). Старший
показатель для верхней пластины по методу Воль�
фа равен 0,00090, по методу Розенштейна –
0,06404, по методу Канца – 0,02046. Для первой
балки старший показатель Ляпунова по трем мето�

дам соответственно равен 0,01095, 0,05240,
0,00546. Таким образом, все характеристики ука�
зывают на хаотическое состояние системы.

При амплитуде продольной нагрузки p0=0,17 в
контактное взаимодействие вступают все элемен�
ты системы. Характер колебаний верхней и ни�
жней пластин и первой балки (y=0,25) – хаотиче�
ский. Для пластин доминирующей частотой явля�
ется p=5, на 2D вейвлет�спектре для первой балки
наблюдается весь спектр частот. Вторая (y=0,5) и
третья (y=0,75) балки совершают непродолжи�
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Рис. 4. Расчетная схема многослойной системы, состоящей из двух пластин, между которыми находятся три балки

Fig. 4. Design scheme of a multilayer system consisting of two plates with three beams between them

Рис. 5. Фазовый портрет (a1, a2), спектр мощности Фурье (b1, b2), 2D вейвлет&спектр (c1, c2) верхней пластины и первой бал&
ки (y=0,25) соответственно при амплитуде нагрузки p0=0,13

Fig. 5. Phase portrait (a1, a2), FFT spectrum (b1, b2), 2D wavelet&spectrum (c1, c2) of the upper plate and the first beam (y=0,25) for
p0=0,13
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тельные по времени затухающие колебания на ча�
стоте 0=2,8.

При дальнейшем увеличении интенсивности
продольной нагрузки колебания всех элементов
носят хаотический характер. Спектры мощности
представляют собой сплошной пьедестал на доми�
нирующей частоте p=5.

Заключение
Построена математическая модель вынужден�

ных колебаний и контактного взаимодействия
структуры, состоящей из двух пластин с внутрен�
ним набором ребер в виде n параллельных балок и
зазорами между элементами. В ходе исследований
удалось установить, что количество подкрепляю�
щих балок между пластинами существенно влияет
на контактное взаимодействие и сценарий перехо�
да от гармонических колебаний к хаотическим.
При контактном взаимодействии системы из двух
пластин и двух балок (при их первом касании) сра�
зу же происходят хаотические колебания на доми�
нирующей частоте p=5, а при дальнейшем увели�

чении нагрузки появляется бифуркация Хопфа.
При контактном взаимодействии системы из двух
пластин и трех балок сразу же происходят хаоти�
ческие колебания с утроением периода. А при уве�
личении амплитуды нагрузки хаотические колеба�
ния происходят на доминирующей частоте вне�
шней нагрузки p=5. При хаотическом режиме в
обеих задачах наблюдается явление перемежаемо�
сти частот. На отдельных интервалах времени хаос
одного типа, а на других интервалах времени –
другого типа, т. е. происходит смена интервалов
времени с разными частотами и разными характе�
рами колебаний. Результаты достоверны, так как
получены с помощью различных методов опреде�
ления показателя Ляпунова, и все остальные ха�
рактеристики подтверждают наличие хаотическо�
го состояния.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
Президента Российской Федерации МК�5609.2016.8 (в ча�
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The relevance of the study is caused by the need to develop algorithmic methods for improving the reliability and accuracy of gyrosco&
pic devices, which are used in oil and gas industry. Strength, accuracy and resistance to high temperature of the sensors are extremely
important while drilling, to control spatial orientation of wells and downhole objects.
The aim of the work is to construct a mathematical model of the constrained oscillations and contact interaction of the structure con&
sisting of two plates with the internal set of ribs and gaps between the elements, which will be used in the gyroscopes theory. To study
such structural and nonlinear problems the authors have applied the methods of qualitative theory of differential equations, wavelet
analysis, three methods (Wolf, Rosenstein, Kantz) for analyzing the sign of the highest Lyapunov exponent, numerical simulation using
MATLAB software package. The solution was obtained by the Bubnov–Galerkin method in higher approximations in space coordinate
and by the Runge–Kutta method of the 4th order of accuracy in time.
Results. The authors studied the effect of the number of ribs between the plates on character of their oscillations and contact interac&
tion with longitudinal loading on the top plate, and identified the scenarios of transition of the system from harmonic into a chaotic state.
The paper deals with two tasks: 1) the inner set of ribs consists of two beams, 2) the inner set of ribs consists of three beams. It was re&
vealed that in chaotic regime in both tasks the frequency intermittency phenomenon is observed, that is changing time intervals with dif&
ferent frequencies and different oscillation modes. The reliability of the solution is provided by application of different methods for de&
termining the highest Lyapunov exponent, by comparing the results obtained by the Bubnov–Galerkin method and the finite difference
method.
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Distributed mechanical structures, contact interaction, small gaps, wavelet analysis, parametric oscillation, Lyapunov exponents.
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