
Введение
Дуговой режим реализуется во многих газовых

средах в разнообразных плазменных конфигура�
циях и используется в многочисленных техниче�
ских устройствах [1]. В частности, низковольтный
дуговой разряд в Cs используется в термоэмисси�
онном преобразователе энергии (ТЭП), который
генерирует электрическую энергию непосред�
ственно из тепловой. Для этого используются ТЭП
как с плоскопараллельными, так и с цилиндриче�
скими электродами [2]. При изучении процессов в
плазме в первую очередь необходимо знать распре�
деление плотности и температуры составляющих
её частиц.

Задачу о распределении плотности плазмы в
положительном столбе в радиальном направлении,
перпендикулярном разряду, впервые поставил и
решил В. Шоттки [3]. Он показал, что для нулевых
граничных условий первого рода и учёте иониза�
ции в зазоре решение представляется в виде функ�
ции Бесселя. Решение подобной задачи для одно�
мерного случая в декартовой системе координат
(плоскопараллельные электроды) выражается че�
рез тригонометрические функции. Температура
электронов определяется из уравнения горения ду�
ги для собственных значений задачи о распределе�
ния плотности плазмы в зазоре. В [4] данная задача
решалась для моделирования параметров плазмы и
расчета вольтамперных характеристик разряда в
трубках с ионизованным газом. Для низковольтной
дуги в Cs и плоскопараллельными электродами за�
дача, аналогичная [4], решена в [2]. В [5, 6] получе�
но общее выражение для условия горения дуги в Cs
с произвольными граничными условиями и любо�
го выделенного плазменного слоя в межэлектрод�
ном зазоре.

Для больших межэлектродных расстояний ТЭП
при зажигании и гашении дуги в зазоре возникают
плазменные неоднородности в виде светящейся
пленки на электродах или светящейся сферы в за�

зоре. Эта сфера в иностранной литературе получи�
ла название ball of fire (огненный шар). Подобные
явления возникают и в других газовых средах [1].
Появление пространственных неоднородностей
объясняют различными причинами. Например, в
[2] сферическую плазменную форму объясняют
поверхностной энергией. В настоящей статье рас�
сматривается другая причина: взаимовлияние фор�
мы плазменного образования (геометрического
фактора) и температуры горения дуги. С этой це�
лью ставятся и решаются задачи распределения
плотности плазмы в зазоре для различных про�
странственных образований плазмы. Одновремен�
но с этим анализируются условия горения дуги, ко�
торые позволяют получить соответствующую тем�
пературу.

Постановки краевых задач 
для определения плотности плазмы
При математическом описании стационарного

распределения плотности плазмы в плазменном
слое предполагаются следующие допущения. Плаз�
ма слабоионизована и состоит из атомов, электро�
нов и однократно заряженных ионов. Внешние по�
ля отсутствуют. Имеется существенная объемная
ионизация, а рекомбинационные процессы в объе�
ме пренебрежительно малы. В этом случае диффу�
зионное уменьшение плотности плазмы компенси�
руется генерацией заряженных частиц в объеме. Та�
кое стационарное состояние плазмы описывается
уравнением амбиполярной диффузии

(1)

где n – плотность плазмы; Da – коэффициент амби�
полярной диффузии; �ion – частота ионизации в
объеме плазмы; � – оператор Лапласа. Предпола�
гается, что коэффициенты ур. (1) не зависят от
пространственных переменных и находится в удо�
влетворительном согласии с экспериментальными
данными [1, 2, 4].
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Для полной постановки задачи необходимо за�
дать краевые условия – условия на границе плазма�
электрод или на границе плазменного образова�
ния. Для токонесущей плазмы в общем случае, кра�
евые условия представляют сложную функцию от
плотности плазмы и её производных [2, 5, 6]

где Г – функция, описывающая границу плазмен�
ного образования в пространстве. В [7] показано,
что без потери общности для моделирования пове�
дения плотности плазмы можно задавать однород�
ные краевые условия первого рода на экстраполи�
рованной границе

(2)

где Гe – функция, описывающая экстраполирован�
ную границу, на которой плотность плазмы равна
нулю.

Рассмотрим несколько постановок краевых за�
дач, в которые трансформируется задача (1, 2) при
задании расположения электродов и формы обла�
сти, заполненной плазмой.

Задача 1. Плазменное образование имеет вид
параллелепипеда, размеры которого по осям x, y и
z соответственно равны xL, yL и zL. Плоские прямоу�
гольные электроды ТЭП могут быть ориентирова�
ны по осям одним из трех способов. Для опреде�
ленности положим, что электроды имеют размеры
yL, zL и перпендикулярны оси x, т. е. межэлектрод�
ное расстояние равно xL. Задача распределения
плотности плазмы в этом случае, с учетом предста�
вления оператора Лапласа в (1) в декартовых коор�
динатах, имеет вид

(3)

(4)

Задача 2. Плазма находится между двумя диско�
образными электродами, радиус которых RС; рас�
стояние между ними zL. Плазменное образование
имеет форму цилиндра также радиуса RC и высотой
zL. Предполагается, что по азимутальной перемен�
ной � плазма однородна. Тогда, с учетом предста�
вления оператора Лапласа в (1) в цилиндрических
координатах, задача распределения плотности
плазмы имеет вид

(5)

(6)

Заметим, что, исключая тривиальное реше�
ние – равенство плотности плазмы во всем объеме
нулю и то, что плотность плазмы величина поло�
жительная, неявно в краевых условиях (6) присут�

ствует условие II рода: Оно показывает,

что распределение плотности плазмы вдоль коор�
динаты r имеет экстремум (максимум) при r=0.

Задача 3. Плазма заключена между соосными
цилиндрическими электродами. Радиус эмиттера
равен rE, коллектора rC. Как и во второй задаче, вы�
сота цилиндров равна zL; плазма по азимуту одно�
родна. Тогда, с учетом представления оператора
Лапласа в (1) в цилиндрических координатах, зада�
ча распределения плотности плазмы между двумя
цилиндрическими электродами имеет вид

(7)

(8)

Задача 4. Плазменное образование принимает
форму шара с радиусом RS. В этой задаче на вид
электродов ограничения не накладываются. Счи�
тается, что межэлектродное расстояние гораздо
больше RS, а по переменным � и � плазма однород�
на. Тогда, с учетом представления оператора Ла�
пласа в (1) в сферических координатах, задача ра�
спределения плотности плазмы в шаровом образо�
вании имеет вид

(9)

(10)

В задачах 3 и 4, как и в задаче 2 неявно задается
однородное условие II рода.

Решения краевых задач для плотности плазмы 
и их анализ
Все приведенные выше задачи являются линей�

ными и однородными: правые части дифферен�
циальных уравнений и краевые условия I рода рав�
ны нулю. Для их решения целесообразно использо�
вать метод Фурье [8]. Представим основные выклад�
ки решения первой задачи. Для остальных задач
приведем только решение в окончательном виде.

Представим решение ур. (3) в виде
(11)

где nA – максимальное значение плотности плазмы в
области определения. Подставляя (11) в (3), получим

(12)

Разделив все слагаемые в правой части (12) на
функцию DanAnX(x)nY(y)nZ(z)�0, окончательно получим
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(13)

Проводя аналогичные действия с (4), краевые
условия для ур. (13) запишем в виде

(14)

Три первых члена в (14) зависят от разных пере�
менных, но каждый член – только от одной: x, y, z,
соответственно. В свою очередь четвертый член
правой части ур. (13) – положительная константа.
Поэтому ур. (13) имеет решение тогда, когда каж�
дый из трех первых членов равен своей константе

(15)

а для суммы этих констант выполняется равенство

(16)

Решая каждое из ур. (15), получим

(17)
Чтобы решения вида (17) удовлетворяли крае�

вым условиям (14), необходимо выполнение ра�
венств

(18)

Тогда решение краевой задачи (3), (4) оконча�
тельно запишем в виде

(19)

а из (16) с учетом (18) получаем уравнение горения
дуги для задачи 1

(20)

Величины �x, �y, �z называют собственными зна�
чениями, а соответствующие им функции (17) –
собственными функциями. Легко получить реше�
ние задачи 1 с меньшим числом переменных, на�
пример для x и y. В этом случае из решения (19) от�
брасывается собственная функция nZ(z)=sin((�/zL)z),
а из ур. (20) – третий член в правой части.

Решение задачи 2, ур. (5), (6), имеет вид

(21)

где J0(..), �1 – функция Бесселя нулевого порядка и
значение её первого корня. Уравнение горения ду�
ги для плазмы, находящейся между двумя дискооб�
разными электродами, имеет вид

(22)

Решение задачи 3, ур. (7), (8), записывается в виде

(23)

а уравнение горения дуги для плазмы, находящей�
ся между двумя цилиндрическими электродами,
запишется как

(24)

Наконец, решение задачи 4, ур. (9), (10), пред�
ставляется в виде

(25)

и уравнение горения дуги для шаровой плазменной
области принимает вид

(26)

В лабораторных исследованиях используются
ТЭП как с плоскопараллельными, так и с цилин�
дрическими электродами [2, 9]. Для промышлен�
ных прототипов термоэмиссионных элементов в
большинстве случаев применяют цилиндрические
электроды. Но при моделировании характеристик
прототипов используют в основном характеристи�
ки, полученные для ТЭП с плоскопараллельными
электродами. Оценим изменение температуры го�
рения дуги при переходе от плоскопараллельной
геометрии электродов преобразователя к цилин�
дрической.

Термоэмиссионное преобразование энергии
наиболее эффективно при межэлектродных рас�
стояниях d порядка долей мм. Тогда при yL, zL>>d
можно ограничиться одномерным рассмотрением
плазменных процессов в межэлектродном зазоре.
В этом случае для плоскопараллельных электродов
условие горения дуги с учетом (20) запишется как

(26)

а для цилиндрических электродов с учетом (24) – в
виде

(27)

�1=2,405.
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Частота ступенчатой ионизации в Cs равна [9]

(28)

где na – плотность атомов цезия в плазме; v–e(Te) –
тепловая скорость электронов с температурой го�
рения дуги Te; �0(Te)=1,44·10–12·exp(–eE0/kTe) – се�
чение ступенчатой ионизации; e – заряд электро�
на; k – постоянная Больцмана; E0=3,21 эВ.

Температура горения дуги определяет затраты
на ионообразование. Чем меньше температура, тем
характеристики преобразователя больше прибли�
жаются к идеальным [8]. Из (28) следует, что  v–e(Te)
и �ion~exp(–eE0/kTe), но вторая зависимость более
сильная и следует учитывать только её. Давление
насыщенных паров цезия в преобразователях с раз�
личными типами электродов полагаем равным и
учтем, что d=xL=rC–rE. Делим ур. (27) на (26) с уче�
том (28) и, выполнив ряд преобразований, получим
зависимость

(29)

где TeX – температуры горения дуги для ТЭП с пло�
скопараллельными электродами; �TeR=TeR–TeX –
приращения температуры горения дуги для преоб�
разователя с цилиндрическими электродами. Для
характерных температур горения дуги в цезии 
TeX=2000 и 2500 K [9] приращение температуры �TeR

составляет 95 и 151 K соответственно, т. е. порядка
5...6 %.

Таким образом, принимая во внимание темпе�
ратуру горения дуги, при прочих равных условиях,
ТЭП с плоскопараллельными электродами более
эффективен, чем с цилиндрическими.

Проведем анализ задачи конкуренции формооб�
разования: каким образом зависит температура го�
рения дуги от геометрических факторов плазменно�
го образования. Данная задача решается аналогич�
ным образом, как и предыдущая. Для этого полу�
чим оценки температуры горения дуги для равноо�
бъемных плазменных образований задач 1, 2, 4.
Указанные в задачах плазменные образования возь�
мем в виде шара, цилиндра, у которого диаметр ра�
вен высоте, и куба. Объем каждого из этих образо�
ваний равен V=4,189 см2, а их геометрические раз�
меры RS=1 см, zL=2RC=1,747 см, xL=yL=zL=1,612 см.

Если задавать температуру горения дуги для об�
разования в виде шара, то, используя (20), (22) и
(26), для образований в виде куба и цилиндра мож�
но получить формулы, аналогичные (29). Положим
для плазменного образования в виде шара темпера�
туру горения TeS=2500 K. Тогда приращение темпе�
ратуры горения дуги для плазменного тела в виде
цилиндра равно 15 K. Приращение температуры
горения дуги для плазменного тела в виде куба на
25 K, т. е. оба приращения порядка 1 %. Различие
температур горения дуги для указанных форм плаз�
менных тел мало для того, чтобы одна из форм по�
лучила при их физическом формировании преиму�
щество перед другими. По�видимому, на конкурен�

цию форм влияют и другие геометрические факто�
ры. Излучение плазменного тела существенно за�
висит от площади его поверхности. Так, для вы�
бранных выше параметров, отношение поверхно�
сти плазменного тела к его объему для шара, ци�
линдра и куба равны 3,0:3,4:3,7. И для этого факто�
ра наблюдается такая же упорядоченность, как и
для температуры горения дуги. Эти два фактора
уже выявляют преимущество шаровидного плаз�
менного образования. Возможно, что существен�
ную роль на форму образований оказывают форма
электродов и величина межэлектродного расстоя�
ния.

Для задач идентификации и диагностики важ�
ную роль играют характерные особенности распре�
деления параметров плазмы, в частности, плотно�
сти плазмы. Из анализа задач 1–4 и полученных ре�
шений (19), (21), (23), (25) можно заключить, что
для рассмотренных форм плазменных образований
имеются три характерные собственные функции:
nX'(x)=sin(�x/xL), nR'(r)=J0(�1r/RC) и
nS'(r)=sin(�r/RS)/(�r/RS), нормированные на nA. На
рис. 1 изображены данные функции (1 – nX'(x),
2 – nR'(r), 3 – nS'(r)) для параметров, xL=1 см,
RC=RS=0,5 см. Для удобства сравнения функций за�
висимость nX'(x) сдвигалась влево на xL/2, что не ме�
няло её характерное поведение. На рис. 2 предста�
влены первые производные этих функций.

Рис. 1. Характерные собственные функции, описывающие
плотность плазмы в дуговом разряде

Если поведение функций различается мало, то
их дифференциальные характеристики имеют су�
щественное различие в приграничных областях
(рис. 2). При значениях |r|>0,35, что соответствует
области изменения плотности плазмы n/nA<0,4,
имеется немонотонное поведение производных
собственных функций nR'(r) и nS'(r).

Область значений n/nA<0,4 реализуется при ма�
лых и средних токах, проходящих через термоэмис�
сионный преобразователь [9]. Поэтому производ�
ные указанных функций могут быть использованы
для диагностики параметров экспериментального
распределения плотности плазмы, в том числе
формы плазменного образования.
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Рис. 2. Производные характерных собственных функций
плотности плазмы в дуговом разряде

Выводы
1. Получены решения краевых задач о распреде�

лении плотности плазмы различных простран�
ственных форм и уравнения горения дуги, по�
зволяющие определить ее температуру. Реше�

ния представляют произведения собственных
функций; уравнения горения дуги – компози�
цию собственных значений.
Плотность плазмы формируют три характерные
собственные функции. Две из них, связанные с
цилиндрической и сферической системами ко�
ординат, имеют области немонотонного поведе�
ния первых производных. Это можно использо�
вать для идентификации и диагностики параме�
тров плазмы.

2. Исследовано влияние формы электродов и
плазменных образований на температуру горе�
ния дуги в Cs:
• Для термоэмиссионного преобразователя с

цилиндрическими электродами по сравне�
нию с плоскопараллельными температура
горения дуги выше на 90...150 K.

• Отличие по температуре горения для плаз�
менных образований различной формы не
превышает 1 %. На конфигурацию плазмен�
ных образований существенно влияют гео�
метрия и близость расположения электро�
дов.
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