
Введение

Для моделирования реальных процессов наибо�
лее часто используются уравнения математической
физики (уравнения в частных производных).
Прежде всего – это уравнения второго порядка: па�
раболического, гиперболического и эллиптическо�
го типов, которые описывают соответственно про�
цессы теплопроводности (диффузии), распростра�
нение волн и стационарное распределение различ�
ных физических величин. Моделирование слож�
ных процессов требует использование системы та�
ких уравнений и приводит к мультифизическим
постановкам задач. Для корректной математиче�
ской постановки задач, использующей эти уравне�
ния, задаются краевые условия: набор граничных
и начальных условий; последние необходимы для
решения эволюционных задач.

Анализ решения краевой задачи теплопровод�
ности с тривиальными (однородными) и линейны�
ми граничными условиями не представляет особо�
го труда. Он значительно усложняется, если гра�
ничные условия нелинейные [1] или заданы в виде
некоторых уравнений баланса [2, 3]. В этих случаях
необходимо проводить дополнительный анализ
граничных условий. Так как граничные условия
в общем виде можно представить как функцию
от искомых величин и их производных, то для та�
кого анализа предлагается использовать фазовые
плоскости температура – градиент температуры
(T,∂T/∂x) и температура – плотность теплового по�
тока (T,q). В физической интерпретации коорди�
натами последней плоскости являются обобщен�
ные потенциал и поток [4].

Ранее фазовая плоскость плотность плазмы –
плотность ионного тока использовалась для анали�
за стационарного уравнения диффузии плотности
плазмы и нелинейных граничных условий. В [5]
получено точное уравнение горения дугового раз�
ряда в Cs, а в [6] эта плоскость использовалась для
построения алгоритма численного решения нели�
нейной краевой задачи.

В данной статье развивается метод изображения
и анализа на фазовых плоскостях как линейных,
так и нелинейных граничных условий для одно�
мерного уравнения теплопроводности.

Изображение и анализ линейных 

граничных условий на фазовых плоскостях

Для уравнения теплопроводности имеются четы�
ре вида (рода) граничных условий [7]. Выберем для
отображения температуры абсолютную шкалу. Такой
выбор шкалы позволяет рассматривать только пра�
вую полуплоскость фазовой плоскости (T,∂T/∂x).

Если для граничного условия I рода температу�
ра поверхности тела T на границе (x=x0) в течение
теплообмена не меняется, то

T (t, x=x0)=T0=const.

На фазовой плоскости это условие изображается
в виде вертикальной прямой (рис. 1, линия 1). В об�
щем случае T0=T0(t) вертикальная прямая будет па�
раллельно перемещаться с течением времени.

Рис. 1. Изображение на фазовой плоскости (T,∂T/∂x) ли#
нейных граничных условий: 1) I; 2) II; 3) III; 4, 5) IV ро#
да

Запишем граничное условие II рода с учетом за�
кона Фурье для постоянной плотности теплового
потока q0
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где λ – коэффициент теплопроводности. На фазо�
вой плоскости данное граничное условие изобра�
жается в виде горизонтальной линии 2 (рис. 1).

Граничное условие III рода с учетом закона Нь�
ютона имеет вид

где α – коэффициент теплообмена; TС – темпера�
тура среды. Знак плюс берется в случае охлаждения
тела (T>TС), минус – его нагрева (TС>T). Данное
граничное условие представляется в виде прямой,
которая может иметь различный коэффициент на�
клона (рис. 1, линия 3).

На границе двух сред с различными коэффици�
ентами теплопроводности (λ1≠λ2) и равными тем�
пературами T1=T2 ставиться граничное условие IV
рода

Представление данного граничного условия
на фазовой плоскости дано на рис. 1, линия 4. Это
вертикальная линия, на которой производная тем�
пературы по пространственной переменной имеет
разрыв, т. к. λ1≠λ2. Причем этот разрыв увеличива�
ется при возрастании по абсолютной величине
этой производной. На рис. 1 (линия 4) это обстоя�
тельство показано в виде символа «+» для меньших
производных температуры и символа «Δ» – для
больших. Цифры у символов означают индекс
у переменной T.

В принципе могут возникать скачки не только
для пространственной производной температуры,
но и для самой температуры T1≠T2. Например, ког�
да между двумя телами имеется тонкий слой воз�
душной или иной среды. Граничное условие IV ро�
да на фазовой плоскости будет представляться
в виде кривой 5 (рис. 1).

При анализе и решении краевых задач тепло�
проводности удобно отображать граничные усло�
вия не только на плоскости (T,∂T/∂x), но и на фа�
зовой плоскости температура – поток тепловой
энергии (T,q). Изображение граничного условия
I рода на плоскости (T,q) аналогично его изобра�
жению на плоскости (T,∂T/∂x). Изображение гра�
ничного условия II рода на плоскости (T,q) меняет
знак, по сравнению с изображением на плоскости
(T,∂T/∂x), а изображение граничного условия
III рода – знак и величину наклона прямой. Изо�
бражение граничного условия IV рода на плоско�
сти (T,q) для переменной q будет непрерывным.

С помощью представления граничных условий
на фазовых плоскостях удобно анализировать
область допустимых решений краевой задачи. На�
пример, если для краевой задачи на границах
отрезка задаются условия I рода, то область допу�
стимых решений на фазовой плоскости вертикаль�
ная полоса, а для условия II рода – горизонтальная
полоса. Накладывая ограничения на изменение
производной температуры в первом случае и на из�

менение температуры во втором, получим область
допустимых решений в виде прямоугольника. Рас�
суждая аналогичным образом, получим область до�
пустимых решений задачи для граничных условий
III рода в виде некоторого сектора.

Построение и визуализация области допусти�
мых решений краевой задачи на фазовых плоско�
стях является важным при создании численных ал�
горитмов решения краевых задач. Такой анализ
необходим, когда дифференциальный оператор
краевой задачи имеет особые точки типа седла [5].

Изображение и анализ нелинейных граничных 

условий на фазовых плоскостях

Для нелинейных граничных условий I и II рода
можно обобщить изображение и анализ на фазо�
вых плоскостях. Такие граничные условия содер�
жат только нелинейные зависимости (заданные яв�
ным или неявным образом) соответственно от тем�
пературы или от её пространственной производ�
ной. Вид этих граничных условий на плоскости
(T,∂T/∂x) остается таким же, как и в линейном слу�
чае (рис. 1, линии 1, 2), но появляются дополни�
тельные математические ограничения на область
допустимых решений нелинейных уравнений.

Нелинейные граничные условия III и IV рода
необходимо анализировать и визуализировать для
каждой конкретной задачи. Рассмотрим две такие
задачи. Первая связана с математическим модели�
рованием температурных полей кабельных изде�
лий при их вулканизации [1], вторая – с моделиро�
вание процессов в низкотемпературной цезиевой
плазме термоэмиссионного преобразователя энер�
гии (ТЭП) [2–6].

Наложение изоляции (оболочки) кабеля, имею�
щего медную жилу, сухим методом происходит
в вулканизационных печах. Краевая задача тепло�
проводности в одномерной цилиндрической гео�
метрии имеет граничные условия II, III и IV рода:

где r – радиус изделия; r1=2·10–3 м, r2=3·10–3 м – ра�
диусы жилы и оболочки; Т1, Т2 – температуры жилы
и оболочки; TВ=500 K – температура вулканиза�
ционной печи; λ1=400 Вт/(м·К), λ2=0,16 Вт/(м·К) –
коэффициенты теплопроводности медной жилы
и оболочки; α=1 Вт/(м2·К) – коэффициент тепло�
обмена с окружающей средой; σ=5,67·10–8 Вт/(м2·К4)
– постоянная Стефана – Больцмана, εпр=0,5 – при�
веденная степень черноты.

На рис. 2 представлены изображения нелиней�
ных граничных условий задачи на плоскостях
(T,∂T/∂x) и (T,q). Анализ рис. 2, а, показывает, что
учет нелинейного члена излучения приводит к рос�
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ту градиента температуры на порядок, практически
во всем диапазоне температур 293…500 K.

Рис. 2. Изображение нелинейных граничных условий зада#
чи вулканизации кабеля на фазовой плоскости: а –
(T,∂T/∂x); б – (T,q); 1, 2) теплообмен с учетом и без
учета излучения

Медная жила имеет значительный коэффици�
ент теплопроводности и небольшой диаметр, поэ�
тому градиент температуры в ней будет минималь�
ным. На фазовой плоскости (T,∂T/∂x) распределе�
ние температур в жиле будет представлять собой
небольшой отрезок вертикальной прямой, распо�
ложенный вблизи оси абсцисс. Большое различие
в коэффициентах теплопроводности жилы и обо�
лочки λ1/λ2=2,5·103 вызывает значительный темпе�
ратурный градиент в оболочке. Граничное условие
IV рода приводит к разрыву производной на верти�
кальной прямой, пропорциональному λ1/λ2. Про�
цессы полимеризации в тонкой оболочке слабо
влияют на её температурное поле [1], поэтому рост
температуры близок к линейному закону, а гради�
ент температуры практически равен постоянной
величине.

На фазовой плоскости (T,∂T/∂x) распределение
температур в оболочке будет представлять собой
отрезок горизонтальной прямой, расположенный
вблизи нелинейного граничного условия. Числен�
ное решение задачи распределения температуры
в жиле и в оболочке [1] позволяет вычислить гра�

диент температуры в оболочке. Он приблизитель�
но равен 104 K/м. Поэтому для T1=324 K градиент
температуры в жиле будет равен 104/(λ1/λ2)=4 K/м.
Фактически, решение задачи на плоскости
(T,∂T/∂x) находится на оси абсцисс и на кривых
граничных условий. На плоскости (T,q) (рис. 2, б)
это решение будет непрерывным, представляю�
щим практически вертикальную линию, проходя�
щую через точку на оси абсцисс с координатой
T1=324 K.

Плотность потока кинетической энергии
у эмиттера qe0 и коллектора qed ТЭП имеют различ�
ные выражения в зависимости от полярности при�
электродных потенциальных барьеров [5]:

(1)

(2)

(3)

(4)

где e, k – заряд электрона и постоянная Больцма�
на; JEe, JCe – плотность эмиссионного электронного
тока с эмиттера и коллектора; Je0, Jed – плотность
электронного тока у эмиттера (x=0) и у коллектора
(x=d); d – межэлектродный зазор; Te0, Ted – темпе�
ратуры электронов в приэлектродных областях; VE,
VC – приэлектродный потенциальный барьер
у эмиттера и коллектора. Потенциальный при�
электродный барьер (VE или VC) считается ускоряю�
щим (<0) или тормозящим (>0), если он ускоряет
(или тормозит) электроны, идущие от эмиттера к
коллектору.

Выражение стационарной плотности потока
кинетической энергии электронов в плазме учиты�
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(5)

где Te – температура электронов плазмы; λe=2knDe

– коэффициент теплопроводности электронного
газа; n – плотность плазмы; De – коэффициент
диффузии электронов в плазме.

В дуговом режиме работы ТЭП, когда в меж�
электродном зазоре реализуется потенциальная
яма для электронов (VE<0 и VC>0), эксперимен�
тальными методами получают распределения
по зазору плотности плазмы n=n(x), температуры
электронов Te=Te(x) и потенциала пространства,
занятого плазмой V=V(x) [2, 3]. С помощью фазо�
вых плоскостей (T,∂T/∂x) и (Te,qe) можно провести
сравнение экспериментальных [3. С. 332] и мо�
дельных распределений параметров плазмы. По�
следние получаем из граничных условий (1–4) 

и выражений для полученных из

(5), в заданном диапазоне изменения температуры
электронов у электродов ТЭП.

Такое сравнение проводилось для параметров ТЭП
и плазмы: температура эмиттера TE=1830 K, коллекто�
ра – TC=840 K, давления паров цезия pCs=266,2 Па,
d=0,06 см, работа выхода электрона из эмиттера
FE=3,086 эВ, коллектора – FC=1,448 эВ. Эмиссионная
плотность тока с эмиттера JEe=1,28 А/см2, с коллек�
тора – JCe=0,1 А/см2. Сечения столкновения элек�
трон�атом принималось равным σea=3,5·10–14 см2, 

электрон�ион – Λ – кулонов�

ский логарифм.
На рис. 3 представлены экспериментальные и

модельные параметры плазмы для плотности тока
через ТЭП J=1 А/см2, VE=–0,667 В, VC=0,188 В. По�
лагается, что Je0=Jed=J. Экспериментальная темпера�
тура электронов TeЭ=TeЭ(x) (рис. 3, а, кривая 3) моно�
тонно уменьшается от эмиттера к коллектору, при�
чем градиент температуры электронов у эмиттера
меньше, чем у коллектора. В модели градиент темпе�
ратуры электронов также отрицательный (рис. 3, а,
кривые 1, 2), но намного больше (по абсолютной ве�
личине), чем в эксперименте. Количественное срав�
нение этих результатов дает следующее: 
• у эмиттера – 

• у коллектора –

Восстановленная с помощью эксперименталь�
ной зависимости TeЭ=TeЭ(x) и (5) плотность кине�
тической энергии электронов в плазме на плоско�
сти (Te,qe) имеет немонотонный вид, с изломом
(рис. 3, б, кривая 3). Количественное сравнение
восстановленных с помощью эксперимента и мо�

дельных данных дает следующие результаты, у
эмиттера: qeЭ|x=0=0,53 Вт/см2 и qeM|x=0=0,94 Вт/см2; у
коллектора: qeЭ|x=d=0,42 Вт/см2 и qeM|x=d=0,58 Вт/см2.

Рис. 3. Распределение параметров низкотемпературной плаз#
мы ТЭП на фазовой плоскости: а – (Te,∂Te/∂x); б –
(Te,qe); 1, 2) модельные параметры у эмиттера и кол#
лектора; 3) экспериментальные параметры плазмы

Таким образом, качественное и количественное
сравнение экспериментальных и модельных резуль�
татов показывает, что они существенно отличаются
друг от друга. Варьирование параметров плазмы
в пределах 20 % от экспериментальных значений
не позволяет добиться удовлетворительного согла�
сия. Основное различие результатов заключается
в малости градиента экспериментальной температу�
ры электронов у эмиттера. Градиент температуры
электронов у эмиттера должен быть не меньше, чем
у коллектора. Оценки температуры электронов
у эмиттера существенно отличаются у разных авто�
ров. Например, в [3] из анализа уравнения горения
дуги получена температура электронов у эмиттера
Te0=2520 K, а в [8], где оценка получена на основе
анализа экспериментальных вольтамперных харак�
теристиках ТЭП, Te0R=4640 K. Для последней оценки
получаем градиент температуры электронов в зазоре

dTe/dx≈(TedЭ–Te0R)/d=(2133–4640)/0,06=–41783 K/см.

Это близко к значению градиента температуры элек�

тронов в модели приведенному выше.Ì
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Вопрос о различии в поведении эксперимен�
тальных и теоретических температур электронов
требует дальнейшего изучения с точки зрения при�
менимости существующих моделей плазмы в ТЭП.

Выводы

1. Предложен новый метод изображения и анализа
граничных условий уравнения теплопроводно�
сти, заключающийся в использовании фазовых
плоскостей температура – градиент температу�
ры и температура – плотность теплового потока.

2. Проанализировано представление на фазовых
плоскостях линейных граничных условий всех
четырех родов. Особенности представления

на фазовых плоскостях нелинейных граничных
условий III и IV родов проанализированы для
двух задач. Первая – моделирование в цилин�
дрической системе координат температурных
полей кабельных изделий при их вулканизации.
Вторая – моделирование в декартовой системе
координат процессов в низкотемпературной
цезиевой плазме термоэмиссионного преобра�
зователя энергии.

3. Для задачи с использованием фазовых плоско�
стей проведено сравнение экспериментальных
и модельных параметров плазмы, которое пока�
зало существенное отличие градиента темпера�
туры электронов у эмиттера.
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