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Введение
Первая фаза вычислительного эксперимента

(ВЭ) состоит из нескольких этапов: создание и ис�
следование модели; её алгоритмизация; програм�
мирование алгоритма; сравнение модельных и экс�
периментальных результатов – верификации моде�
ли [1]. Эффективность исследования и алгоритми�
зации модели зависит от выбора адекватных мате�
матических методов её анализа. Например, на эта�
пе алгоритмизации традиционно применяют один
из математических методов, который позволяет
построить алгоритм преобразования непрерывной
модели в дискретную, пригодную для анализа
на ПЭВМ. Вместе с тем, на первых двух этапах
ВЭ важным является определение области допу�
стимых решений модели, выявление и изучение
общих характерных свойств этих решений, кото�
рые необходимо учитывать при алгоритмизации.

Кроме этого, остается окончательно не решен�
ной проблема выбора критериев сравнения мо�
дельных и экспериментальных результатов на эта�
пе верификации модели. Этот этап ВЭ существен�

ным образом влияет как на фазу калибровки моде�
ли, так и на фазу прогноза: он должен давать на�
правление модификации модели и определять
обоснованность экстраполяции результатов моде�
лирования.

Все это вместе взятое требует поиска новых
и развитие имеющихся методов анализа математи�
ческих моделей. Для анализа решений задач Коши
для обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) на разных этапах ВЭ широко применяется
метод фазовой плоскости [2–7]. Данная статья по�
священа развитию метода фазовой плоскости, его
применению к анализу решений краевой задачи
для систем дифференциальных уравнений с част�
ными производными (ДУЧП).

Применение метода фазовой плоскости 
для краевых задач систем дифференциальных 
уравнений с частными производными
Понятия фазового пространства, связанных

с ним структур, а также метод фазовой плоскости
могут быть расширены и применены для краевой
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задачи, состоящей из системы ДУЧП и краевых
условий. При таком расширении понятий и моди�
фикации данного метода появляются особенности
в их интерпретации и применении.

Рассмотрим эволюционную задачу, описыва�
емую системой ДУЧП для двух переменных u1, u2,
зависящих от одной пространственной перемен�
ной x

Для корректной постановки краевой эволюци�
онной задачи необходимо задать временные и про�
странственные краевые условия, например I рода,
для неизвестных функций u1, u2:

u1(t=0,x)=u1t0(x), u2(t=0,x)=u2t0(x),

u1(t,x=x0)=u1x0(t), u2(t,x=x1)=u2x1(t), x∈[x0,x1].

Если при анализе решений ОДУ используется
понятие эволюции точки (u1t,u2t) на фазовой плоско�
сти, то при анализе решений системы ДУЧП суще�
ственным становится понятие эволюция фазовой
траектории (структуры) {u1=u1(x,ti), u2=u2(x,ti)}, ко�
торая определяется свойствами дифференциально�
го оператора и ограничениями, накладываемыми
пространственными и временными краевыми
условиями.

Как и для системы ОДУ проводится исследова�
ние особых точек и фазовых портретов решений
системы ДУЧП. При анализе решений краевой за�
дачи можно отдельно рассматривать поведение
граничных условий на фазовой плоскости. Такой
анализ особенно важен, когда граничные условия
и функции f1=f1(u1,u2), f2=f2(u1,u2) нелинейные.

Возможно проведение исследования в фазовом
пространстве размерности n для функций, завися�
щих от трех пространственных переменных:
{u1=u1(x,y,z,t),u2=u2(x,y,z,t),...,un=un(x,y,z,t)}. В этом
случае, как и в n�мерном случае эволюционной за�
дачи Коши для системы ОДУ, важным, но слож�
ным является выбор для исследования фазовых
плоскостей, на которых наиболее полно проявля�
ются свойства решений задачи.

Отметим, что некоторые переменные системы
{u1=u1(x,y,z,t),u2=u2(x,y,z,t),...,un=un(x,y,z,t)} могут
быть взяты в квазистационарном приближении.
Это означает, что для таких переменных отсутству�
ет явная зависимость от времени, хотя во времени
они могут меняться вследствие изменения других
нестационарных переменных, с которыми имеется
функциональная связь.

Рассмотрим пример анализа с помощью метода
фазовой плоскости решений краевой задачи для
системы ДУЧП. Среда, в которой происходит про�
цесс горения, может быть описана нестационар�
ным нелинейным уравнением теплопроводности.
Источник тепла описывается двумя членами. Пер�
вый, пропорциональный температуре T, нагревает
среду и описывает интенсивность процесса её го�

рения, а второй, пропорциональный T3, ограничи�
вает процесс горения. Задача горения среды с уче�
том эндотермического члена источника для одно�
мерного случая имеет вид [8]

начальное условие T (t=0,x)=Tt0(x), x∈[–x0,x0];
граничные условия:

граничные условия, выраженные через перемен�
ные потока тепловой энергии q и T

где λ, h – коэффициенты теплопроводности и те�
плообмена; ρ и cP – плотность и теплоемкость сре�
ды горения; α и β – коэффициенты пропорцио�
нальности; x0 – величина полуинтервала по про�
странственной переменной x; t – время.

Для данной краевой задаче могут быть заданы
граничные условия разного вида, анализ которых
на фазовых плоскостях (T,∂T/∂x) и (T,q) предста�
влен в [9].

Для исследования особенностей фазового пор�
трета системы ДУЧП рассмотрим стационарную
систему уравнений, которая запишется как систе�
ма ОДУ для пространственной переменной x

Приравнивая к нулю правые части системы
ОДУ, получим систему алгебраических уравнений
для определения координат особых точек на фазо�
вой плоскости (T,q). Исследования показали, что
имеются три особые точки: одна типа центра с ко�
ординатами (0, 0) и две другие типа седла с коорди�
натами (±√

⎯
α/β
⎯

,0). Для нашей задачи физически
реализуемой является одна точка с координатами
(√
⎯
α/β
⎯

,0). Разделим первое уравнение системы
ОДУ на второе и, интегрируя полученное диффе�
ренциальное уравнение первого порядка, получим
уравнение, описывающее поведение фазовых тра�
екторий

(*)

где T0, q0 – значения переменных при x=–x0; C0 –
постоянная интегрирования.

Для исследования решений задачи горения бы�
ли взяты параметры конкретной среды – дерева: 
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λ=0,2 Вт/(м⋅K), h=5 Вт/(м2
⋅K), ρ=500 кг/м3,

cP=2,39⋅103 Дж/(кг⋅K), α=2500 Вт/(м3
⋅K),

β=0,005 Вт/(м3
⋅K3), x0=0,021 м.

При горении среды возникает тепловая волна
[8], амплитуда которой для указанных выше пара�
метров стремится к постоянному значению

√
⎯
α/β
⎯

=707,1 K.
В зависимости от начального распределения

температуры и вида граничных условий будет на�
блюдаться различная эволюция формы волны тем�
пературы.

Построим на фазовой плоскости структуры,
определяющие поведение решения краевой задачи.
Задавая T и решая квадратное уравнение (*) отно�
сительно переменной q, получим координаты ве�
твей сепаратрис. При определении C0 в качестве T0

и q0 брались координаты особой точки (√
⎯
α/β
⎯

,0).
На рисунке представлена структура фазового пор�
трета нестационарной системы ДУЧП: ветви сепа�
ратрис, граничные условия III рода и начальное
условие задачи. Область возможных решений не�
стационарной задачи ограничена отрезками пря�
мых, начальным распределением переменных, за�
данных параметрическими, относительно x, выра�
жениями T (t=0,x)=Tt0(x), q(t=0,x)=–λ∂Tt0(x)/∂x
и соответствующими отрезками ветвей сепаратрис.

Решения нестационарной задачи будут эволю�
ционировать от начального распределения, непре�
рывно заполняя указанную область, пока полно�
стью не совпадут с сепаратрисами. Если параме�
тры α и β не зависят от времени, форма тепловой
волны будет асимптотически приближаться к ста�
ционарным фазовым кривым – сепаратрисам.
Эволюционируя, область волны горения с макси�
мальной амплитудой будет занимать всё большую
часть интервала по х.

Рисунок. Область возможных решений нелинейного неста�
ционарного уравнения теплопроводности на фазо�
вой плоскости (T, q): 1) сепаратрисы; 2 и 3) гранич�
ные и начальное условия

В общем случае при изменении вида правых ча�
стей системы ДУЧП будут меняться тип и количе�

ство особых точек. Следовательно, в общем случае,
фазовая плоскость может разбиваться на области
с различным поведением решений системы ДУЧП.
Для рассмотренной выше задачи горения это про�
исходит в том случае, когда правая часть уравне�
ний, описывающая поведение источников и сто�
ков тепла (нелинейная функция от переменных u1,
u2), будет менять свою структуру от некоторых па�
раметров среды горения или внешней среды.

Если рассматривается модель, которая порож�
дается системой ДУЧП, в предположении, что
искомые функции не зависят от пространственных
переменных, то получаем постановку рассмотрен�
ной ранее эволюционной задачи для системы ОДУ,
в которой неизвестные функции зависят только
от времени. При таком преобразовании модели
необходимо учитывать два обстоятельства. Во�пер�
вых, для искомых функций переход к системе ОДУ
происходит через трансформацию системы ДУЧП.
Во�вторых, требуется выполнить корректный пере�
ход от краевой задачи к задаче Коши: учесть все яв�
ления, присутствующие в распределенной поста�
новке задачи, например возможные механизмы
самоорганизации, имеющиеся в системе ДУЧП.

Уравнениями, подобным уравнениям задачи
горения среды, описываются процессы прохожде�
ния импульса по нервному волокну [10], распро�
странения гена по ареалу [11], ионизации�реком�
бинации в межэлектродном зазоре термоэмисси�
онного преобразователя энергии [12].

Визуализацию и методику исследования реше�
ний краевых задач с помощью фазовой плоскости
можно рассматривать как пример применения ког�
нитивной графики. Д.А. Поспелов сформулировал
основные задачи когнитивной графики [13, 14]:
• создание специальных моделей представления

знаний, в которых была бы возможность одно�
образными средствами представлять как объек�
ты, характерные для логического мышления
(уравнения и соотношения), так и образы�кар�
тины, с которыми оперирует образное мышле�
ние, отражающих поведение этих уравнений
и соотношений;

• визуализация тех человеческих знаний, для ко�
торых пока невозможно подобрать текстовые
описания;

• поиск путей перехода от наблюдаемых образов�
картин к формулировке некоторой гипотезы о
тех механизмах и процессах, которые скрыты
за динамикой наблюдаемых картин.
Применение метода фазовой плоскости в рам�

ках ВЭ позволяет решать указанные выше первую
и третью задачи: совмещать анализ решений диф�
ференциальных уравнений с анализом характер�
ных фазовых портретов динамических систем
и на основе этого делать заключение об особенно�
стях функционирования реальных систем. Особен�
но это важно на этапах построения модели и оцен�
ки её адекватности.
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Выбор переменных фазовых плоскостей 
для исследования стационарных процессов 
в низкотемпературной плазме
Во многих физических задачах интерес предста�

вляет исследование стационарных (установивших�
ся) решений. В этом случае система уравнений
с частными производными первого порядка с од�
ной пространственной переменной превращается
в краевую задачу для системы ОДУ. Так как краевая
задача порождается преобразованием системы
ДУЧП, то важным аспектом её исследования явля�
ется анализ поведения решений краевой задачи как
некоторых фазовых траекторий (структур), а не
фазовый точек, как в эволюционной задаче Коши
для системы ОДУ. Рассмотрим пример постановки
такой стационарной краевой задачи, связанной
с описанием стационарных процессов в низкотем�
пературной плазме термоэмиссионного преобразо�
вателя, для которого задаются внешние параметры:
температуры эмиттера и коллектора, давление на�
сыщенных паров цезия в резервуаре, межэлектрод�
ный зазор, плотность тока преобразователя.

При моделировании зазор преобразователя раз�
бивается на три области: приэлектродные и плаз�
менный объем [12, 15–18]. В приэлектродных
областях для потоков электронов Je и ионов Ji, ки�
нетической энергии электронов qe, ионов и атомов
qT формулируются нелинейных граничные уравне�
ния в виде балансовых соотношений. Состояние
компонент слабоионизированной плазмы в объеме
описывается уравнениями состояния, переноса
и непрерывности. Предполагается малое отличие
плотности электронов и ионов плазмы ne≈ni=n.
С помощью математических преобразований ура�
внения переноса и уравнения непрерывности сво�
дятся к системе обыкновенных дифференциаль�
ных уравнений относительно переменных n, Ji, Je,
qe, qT, температур электронов Te, ионов (атомов) T
и потенциала пространства V, занятого плазмой.

Следующие причины обуславливают необходи�
мость использования фазовых плоскостей для ис�
следования свойств решений краевой задачи:
1. Сложные нелинейные граничные условия, за�

висящие от знака потенциальных барьеров
у электродов.

2. Наличие особой точки типа седла в нелиней�
ном уравнении диффузии плазмы [19].

3. Необходимость создания численных алгорит�
мов решения нелинейных краевых задач [20].
Кроме этого, метод фазовой плоскости позво�

ляет ставить и решать задачу сравнения экспери�
ментальных и модельных распределений параме�
тров плазмы и определения из экспериментальных
данных параметров модели.

Наиболее часто в качестве переменных фазовой
плоскости берутся обобщенные переменные потен�
циал – поток. Для исследования процессов в плазме
термоэмиссионного преобразователя можно исполь�
зовать довольно много фазовых плоскостей. Выделим
несколько групп фазовых плоскостей, которые нужно
использовать для исследований в первую очередь.

В первую группу входят фазовые плоскости, пе�
ременными которых являются экспериментальные
данные. С помощью спектроскопического метода
можно измерить распределения n=n(x), Te=Te(x),
T=T(x); с помощью зондового метода – n=n(x),
Te=Te(x), V=V (x) [12]. На основе измеренных ра�
спределений можно получить их дифференциаль�
ные характеристики, а затем построить траектории
(структуры) на фазовых плоскостях (n,dn/dx),
(Te,dTe/dx), (V,dV/dx). Такой выбор фазовых пло�
скостей подчеркивает тот факт, что информация о
свойствах плазмы содержится не только в про�
филях измеренных распределений параметров
плазмы, но и в их дифференциальных характери�
стиках. Поэтому закономерности для параметров
плазмы должны наиболее полно проявляться
на фазовых портретах экспериментальных данных,
где одновременно отображаются характеристики
как функций, так и их производных.

Ко второй группе относятся фазовые плоскости
с модельными переменными, которые являются
переменными для специально выбранных уравне�
ний. Прежде всего, это переменные для дифферен�
циальных уравнений первого порядка. После
их преобразования получаются дифференциаль�
ные уравнения второго порядка и соответствую�
щие фазовые плоскости: уравнение диффузии для
плотности плазмы – (n,dn/dx), (n,Ji); уравнения те�
плопроводности как для электронов – (Te,dTe/dx),
(Te,qe), так и для тяжелой компоненты (атомов
и ионов) – (T,dT/dx), (T,qT). Некоторые из этих
модельных фазовых плоскостей полностью совпа�
дают с фазовыми плоскостями первой группы. Для
вычисления величин Ji, qe можно использовать как
экспериментальные данные, так и соответствую�
щие модельные соотношения.

К третьей группе можно отнести фазовые пло�
скости, переменные которых, согласно физиче�
ским представлениям, существенно связаны и
влияют друг на друга. Например, известно, что при
возрастании плотности плазма приближается к со�
стоянию локального термодинамического равно�
весия и существенно зависит от температуры элек�
тронов n=n(Te) [12]. Поэтому для изучения поведе�
ние параметров плазмы, которая приближается
или находится в состоянии локального термодина�
мического равновесия, можно проводить исследо�
вание на фазовой плоскости (n,Te) [21].

Выводы
1. Развитие метода фазовой плоскости заключает�

ся в представлении решений нелинейной крае�
вой задачи для систем дифференциальных ура�
внений с частными производными на спе�
циально выбранных плоскостях с фазовыми пе�
ременными. Анализируется структура фазового
портрета системы и эволюция её решений (фа�
зовых траекторий, структур) с учетом ограниче�
ний, накладываемых нелинейным дифферен�
циальным оператором, начальными и краевы�
ми условиями.
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2. Метод фазовой плоскости для анализа решений
краевой задачи можно рассматривать как раз�
новидность когнитивной графики, которая
применяется на таких этапах технологии вычи�
слительного эксперимента как построение мо�
дели и её верификация.

3. На основе анализа стационарной краевой зада�
чи моделирования процессов в низкотемпера�
турной плазме термоэмиссионного преобразо�
вателя выделено три группы фазовых плоско�
стей, с помощью которых необходимо в первую
очередь проводить исследования эксперимен�
тальных и модельных зависимостей.
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