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В теории вероятностей при решении целого ря�
да практических задач приходится сталкиваться
со следующей схемой проведения испытаний: про�
изводится N независимых испытаний, в результате
каждого из них происходит либо событие A с веро�
ятностью p, либо противоположное ему событие C
с вероятностью q=1–p. Два исхода каждого испы�
тания (наступление события A либо события C)
обычно обозначают символами «1» и «0» или назы�
вают «успехом» и «неудачей». Такая схема испыта�
ний впервые была рассмотрена Я. Бернулли и но�
сит его имя [1–3].

Вероятность PN(k) того, что событие A при N ис�
пытаниях наступит ровно k раз (k=1,2,…,N) опре�
деляется по формуле Бернулли [1–3]

(1)

представляющей собой биномиальное распределе�
ние. Основными числовыми характеристиками ра�
спределения (1) являются математическое ожида�
ние m, дисперсия D, коэффициент асимметрии Ka

и коэффициент эксцесса Kэ, определяемые соотно�
шениями [4]:

С помощью формулы Бернулли можно вычи�
слять вероятности появления событий при произ�

вольном, в том числе большом, числе испытаний
N. Однако ее практическое использование сопря�
жено с трудностями уже при N>10, что вызвано
необходимостью проведения операций над очень
большими числами. Эти трудности можно преодо�
леть, например, путем использования специальных
рекуррентных алгоритмов вычисления факториа�
лов и степеней больших чисел, но это сопряжено
с увеличением объемов вычислений и не всегда
практически удобно. Значительного упрощения
удается достичь также применением программных
систем компьютерной математики. Однако и этот
путь не может в полной мере решить проблему раз�
мерности задач и операций над весьма большими
числами, возникающую, например, при анализе
нескольких десятков и сотен испытаний. В то же
время исследования асимптотического поведения
вероятностей PN(k) появления ровно k раз события
A при N испытаниях при стремлении N к бесконеч�
ности дают возможность получать приближенные,
но достаточно точные с практической точки зре�
ния, значения этих вероятностей по значительно
более простым выражениям, чем формула Бернул�
ли (1).

В настоящее время в качестве асимптотических
(приближенных) формул для вычисления вероят�
ностей PN(k) используют формулу

(2)

21 ( )
( ) exp ,

22
N

k Np
P k

NpqNpqπ

⎡ ⎤−
≈ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 6
; ; ; .a ý

q p p q
m Np D Npq K K

NpqNpq

− −
= = = =

!
( ) (1 ) ,

( )! !

k N k

N

N
P k p p

N k k

−= −
−
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которая является следствием локальной теоремы
Муавра–Лапласа, а также формулу Пуассона при
p<0,05 [4]

(3)

В течение последних 30 лет пристальное внима�
ние многих исследователей привлекает семейство
обратно гауссовских распределений [4–7]. В каче�
стве аппроксимирующего распределения из этого
семейства распределений широко используется ра�
спределение Вальда

(4)

где c>0, λ>0, –∞<μ<∞ – параметры распределения
(4). Оно имеет асимметричную форму с Ka>0 и так�
же, как гауссовское и пуассоновское распределе�
ния, является безгранично делимым распределе�
нием.

Основная цель данной работы – предложить
выражения, аналогичные (2) и (3), для аппрокси�
мации формулы Бернулли (1), которые позволят
более точно определять вероятности PN(k) появле�
ния события A ровно k раз при большом количестве
независимых испытаний, если в каждом из них со�
бытие A наступает с вероятностью p, а также рас�
смотреть условия, при которых возможен точный
расчет вероятности PN(k) без особых затруднений.

Отметим сразу, что если количество независи�
мых испытаний N≤10, то расчет вероятности PN(k)
появления события A ровно k раз можно произво�
дить точно по формуле Бернулли (1) либо с помо�
щью рекуррентных формул

(5)

(6)

Если количество независимых испытаний
N>10, то удобнее прямые вычисления вероятности
PN(k) появления события A ровно k раз произво�
дить по рекуррентным формулам (5) и (6). При
этом если выполняются условия

(7)

то используется рекуррентная формула (5).
При выполнении условий

(8)

используется рекуррентная формула (6). Верхние
граничные значения параметров N и p, при кото�
рых еще выполняются условия (7) или (8), приведе�
ны в таблице.

Рассмотрим теперь приближенные формулы
для расчета вероятности PN(k) появления события

A ровно k раз при различных значениях вероятно�
сти p, если количество независимых испытаний
N>10:

1. Пусть 0<p≤0,02. В этом случае можно исполь�
зовать формулу Пуассона (3).

2. Если 0<p≤0,45; N′≥6/pq, то для аппроксима�
ции формулы (1) можно использовать распределе�
ние Вальда (4)

(9)

3. Если 0,45<p<0,55; N′≥6/pq, то для аппрокси�
мации формулы (1) используется гауссовское ра�
спределение

(10)

Оно отличается от распределения (2) величиной
дисперсии, что позволяет обеспечить более высо�
кую точность аппроксимации распределения (1).

Таблица. Значения параметров N и p, при которых выпол�
няются условия (7) или (8)

4. Если 0,55<p<1; N′≥6/pq, то для аппроксима�
ции формулы (1) используется распределение
Вальда (4) с Ka<0

5. Пусть 0,98≤p<1; N>10. В этом случае для ап�
проксимации формулы Бернулли (1) можно ис�
пользовать распределение Пуассона с Ka<0

Рассмотрим два примера.
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Условия
(7)

p 0,001 0,002 0,005 0,01 0,02 0,05 0,1 0,15 0,2

N 1500 900 300 190 100 44 24 17 14

Условия
(8)

p 0,999 0,998 0,995 0,99 0,98 0,95 0,9 0,85 0,8

N 1500 900 300 190 100 44 24 17 14
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Пример 1. Вероятность изделия некоторого
производства оказаться бракованным равна 0,005.
Чему равна вероятность того, что из 10000 наудачу
отобранных изделий окажется ровно 55 бракован�
ных изделий?

Решение. В соответствии с условием примера
имеем p=0,005, N=10000, P(A)=PN(55). Прямые вы�
числения по формуле Бернулли (1) возможны
только с использованием компьютерных техноло�
гий. Так, например, в среде Mathcad имеется
встроенная функция dbinom, с помощью которой
можно вычислить вероятность P(A)=PN(55). При
этом получим PN(55)=dbinom(55,N,p)=0,042. Так
как p=0,005, N>6/pq=1206, то в качестве прибли�
женных формул используем формулы (3) и (9).
Расчет по ним приводит к тому же результату.
С помощью формулы (2) получим PN(55)=0,044.
Здесь появляется погрешность в третьем знаке по�
сле запятой.

Пример 2. Вероятность p появления события A
при каждом испытании равна 0,45. Производится
150 независимых испытаний. Определить вероят�

ность PN(k) того, что событие A наступит ровно
80 раз.

Решение. В соответствии с условием примера
имеем p=0,45, N=150, P(A)=PN(80). Прямые вычисле�
ния по формуле Бернулли (1) в среде Mathcad позво�
ляют найти вероятность P(A)=PN(80). При этом полу�
чим PN(80)=8,057⋅10–3. Расчет по формуле (2) дает
PN(80)=7,983⋅10–3, по формуле (9) – PN(80)=8,078⋅10–3

ипо формуле (10) – PN(80)=8,025⋅10–3. Следователь�
но, формулы (9) и (10) позволяют точнее произво�
дить расчет вероятности PN(k), чем формула (2).

Выводы
Предложены выражения, аналогичные (2) и (3),

для аппроксимации формулы Бернулли (1). Они
позволяют более точно определять вероятности
PN(k) появления события A ровно k раз при боль�
шом количестве независимых испытаний, если
в каждом из них событие A наступает с вероятно�
стью p. Рассмотрены также условия, при которых
возможен точный расчет вероятности PN(k) по фор�
муле Бернулли без особых затруднений.
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1. Постановка задачи
Данная работа является развитием результатов

[1, 2].
Сигнал xt, сообщение на выходе канала переда�

чи zt и сообщение на выходе дискретного канала
передачи η(tm) задаются на реализациях процессов,
определяемых стохастическими дифференциаль�
ными уравнениями

1 случай:

т. е. наблюдаемый непрерывный процесс zt облада�
ет фиксированной памятью единичной кратности
(N=1, τ1=τ), а наблюдаемый дискретный канал
η(tm) – с запаздыванием при наличии мгновенной
бесшумной обратной связи по процессу zt.

2 случай:

т. е. наблюдаемый непрерывный процесс zt с запаз�
дыванием, а наблюдаемый дискретный канал η(tm)
обладает фиксированной памятью единичной
кратности (N=1,τ1=τ) при наличии мгновенной
бесшумной обратной связи по процессу zt.

Используемые обозначения: P{⋅} – вероятность со�
бытия; M{⋅} – математическое ожидание; N{a;b} –
плотность нормального распределения с параметра�
ми a и b; Ф1

2(t)=Q(t), Ф2
2(t)=R(t), Ф3

2(tm)=V(tm).
Задача: в классе кодирующих функционалов

K={H;G}={h(⋅), g(⋅)}, удовлетворяющих энергети�
ческим ограничениям

найти функционалы h0(⋅) и g0(⋅), обеспечивающие
относительно задачи фильтрации минимальную
ошибку декодирования Δ0(t)=infΔ(t), где

Δ(t)=M{[xt–x̂(t,z,η)]2}  является ошибкой оценки
фильтрации x̂(t,z,η) процесса xt, которая соответству�
ет принятому сообщению {z0

t;η0
m} при заданных h(⋅),

g(⋅). Так как при заданных h(⋅) и g(⋅) оптимальной
в среднеквадратическом смысле оценкой фильтрации
является апостериорное среднее μ(t)=M{xt|z0

t;η0
m}, то

Δ0(t)≥M{γ(t)}, где γ(t)≥M{[xt–μ(t)]2|z0
t;η0

m}. Таким обра�
зом Δ0(t)=infM{γ(t)}.

2. Основные результаты
Теорема 1. На классе Kl

0,1={Hl;Gl
1} линейных

функционалов

(1)

1) оптимальные кодирующие функционалы h0(⋅),
g0(⋅) имеют представления

(2)

2) оптимальное сообщение {zt
0;η0(tm)} определяется

формулами

3) оптимальное декодирование μ0(t) и минималь�
ная ошибка декодирования Δ0(t) на интервалах
tm≤t<tm+1 определяются уравнениями

с начальными условиями
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где Q(t)=Ф1
2(t), R(t)=Ф2

2(t), V(tm)=Ф3
2(tm);

4)

на интервалах tm≤t<tm+1 определяются уравне�
ниями

(3)

(4)

(5)

с начальными условиями

Доказательство:
При заданных {h(⋅);g(⋅)}∈Kl на интервалах

tm≤t<tm+1 (см. [3]) μ(τ,t) и γ11(τ,t), γ01(τ,t) определяют�
ся уравнениями

(6)

(7)

(8)

с начальными условиями

(9)

(10)

(11)

где

Уравнения (3)–(5) получаются как результат ис�
пользования (2) в (6)–(8). Остальные утверждения
Теоремы очевидным образом следуют из Теорем 1
в [1] и [2].

Теорема 2. На классе Kl
1,0={Hl

1;Gl} линейных
функционалов

(12)

1) оптимальные кодирующие функционалы h0(⋅),
g0(⋅) имеют представления

(13)

2) оптимальное сообщение {zt
0;η0(tm)} определяется

формулами

3) оптимальное декодирование μ0(t) и минималь�
ная ошибка декодирования Δ0(t) на интервалах
tm≤t<tm+1 определяются уравнениями

(14)

с начальными условиями
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где Q(t)=Ф1
2(t), R(t)=Ф2

2(t), V(tm)=Ф13
2(tm),

μ0(tm–0)=limμ(t), Δ0(tm–0)=limΔ(t) при t↑tm.
4) μ0(τ,t) и Δ0

11(τ,t), Δ0
01(τ,t) на интервалах tm≤t<tm+1

определяются уравнениями

с начальными условиями

(15)

(16)

(17)

Доказательство:
Начальные условия (15)–(17) получаются как

результат использования (13) в (9)–(11). Осталь�
ные утверждения Теоремы очевидным образом
следуют из Теорем 1 в [1] и [2].

Теорема 3.
1) На классе Kl

1,0={Hl
1;Gl} вида (1) имеет место

свойство

(18)

где sup берется по всем {h(⋅); g(⋅)}ОK={H;G} и

(19)

где D(t)=M{[xt–a(t)]2}, a(t)=M{xt}.
2) На классе Kl

1,0={Hl
1;Gl} вида (12) имеет место

свойство (18) и

(20)

Доказательство:
Для tm≤t<tm+1 использование (10) из [1] и (48)

из [2] в (47) из [2] дает, что

(21)

Тогда (19) следует из (51) из [2], (21). Использо�
вание (14) в (50) из [2] дает

(22)

Тогда (20) следует из (49) в [2] и (22).

Заключение
Решена задача оптимальной непрерывно�дис�

кретной передачи диффузионного гауссовского
марковского сигнала по непрерывному каналу
с памятью и дискретному каналу с запаздыванием,
а также по непрерывному каналу с запаздыванием
и дискретному каналу с памятью при наличии бес�
шумной обратной связи. Полученные результаты
могут быть использованы для анализа пропускной
способности каналов в задаче оптимальной пере�
дачи сигналов.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и науч#
но#педагогические кадры инновационной России» на
2009–2013, проект № 14.B37.21.0861.
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Введение
Приэлектродные области в цезиевом разряде

термоэмиссионного диода существенным образом
влияют на его вольтамперные характеристики
и параметры плазмы в межэлектродном зазоре
(МЭЗ). Гидродинамические модели плазмы диода,
основанные на моментах функций распределений
её частиц – это краевые задачи, граничные условия
которых в приэлектродных слоях записываются
в виде балансовых соотношений для потоков заря�
женных частиц и энергии [1, 2]. Необходимость
исследования поведения экспериментальных пара�
метров плазмы у электродов, трудности сравнения
большого количества модельных приближений
граничных условий [1–7], создание устойчивых ал�
горитмов поиска решений нелинейных краевых за�
дач, изучение нестационарных вольтамперных ха�
рактеристик диода [8] требуют разработки новых
методов анализа моделей граничных условий.
В [9–11] предложено анализировать области воз�
можных решений краевых задач, включая сложные
граничные условия, на плоскостях плотность плаз�
мы–ионный ток, плотность плазмы–плотность
энергии электронного газа, температура электро�
нов–плотность энергии электронного газа и др.

В настоящей работе проведены аналитические и
численные исследования модели монотонных гранич�
ных условий у эмиттера. Выявлены её асимптотиче�
ское поведение и характерные изменения при вариа�
ции параметров термоэмиссионного диода и плазмы.

Модель монотонных плазменных 
граничных условий у эмиттера и её анализ
Модель монотонных граничных условий (вир�

туальный электрод отсутствует) в слое у эмиттера
для плотности ионного Ji0, электронного Je0 тока
и плотности энергии электронов qe0 для ускоряю�
щего (VE≤0) приэлектродного потенциального
барьера записывается [4, 9]:

(1)

(2)

(3)

для тормозящего (VE≥0) приэлектродного потен�
циального барьера:

(4)

(5)

(6)

(7)

где Jre0=γEeen0v
–

e(Te0), Jri0=γEien0v
–

i(T0)  – плотности хао�
тического тока электронов и ионов из плазмы
на эмиттер; e – заряд электрона; γEe, AEe, γEi, AEi – ко�
эффициенты пропорциональности для хаотиче�
ского тока и анизотропии потоков заряженных ча�
стиц и энергии; n0 – плотность плазмы у эмиттера;
v–e(Te0)=√

⎯
(8kTe0

⎯⎯
)/

⎯
(πme)

⎯
, v–i(T0)=√

⎯
(8kT0

⎯
)
⎯
/(

⎯πmi)
⎯

– тепло�
вые скорости заряженных частиц; k – постоянная
Больцмана; me, mi – массы заряженных частиц; J –
плотность тока диода; JEe

(E), JEi
(E) – эмиссионные элек�

тронный и ионный токи с учетом нормального эф�
фекта Шоттки [4]; Te0, T0 – температуры электро�
нов плазмы и ионов (атомов) цезия; TeE – темпера�
тура электронов эмиттера; TE – температура эмит�
тера. Хорошим приближением считается T0=TeE=TE

[1, 2]. Нижний индекс ноль означает, что значения
параметров плазмы берутся у эмиттера для про�
странственной переменной x=0. Эмиссионные
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ ПЛАЗМЕННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
У ЭМИТТЕРА ТЕРМОЭМИССИОННОГО ДИОДА

В.П. Зимин
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Анализируется модель монотонных плазменных граничных условий у эмиттера термоэмиссионного диода на плоскостях плот�
ность плазмы–ионный ток, плотность плазмы–плотность энергии электронов и других. Исследованы особенности изменения
кривых граничных условий, и классифицировано их характерное поведение. Предложен способ оценки характерного вида гра�
ничных условий и их изменения при вариации параметров диода и плазмы.
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электронный и ионный токи эмиттера для напря�
женности электрического поля у эмиттера, тормо�
зящего выходящие электроны (E=0), определяют�
ся как

где ga, gi – статистические веса атома и иона цезия; FE –
работа выхода электрода в парах цезия; Vi=3,89 эВ –
энергия ионизации цезия; A=120,2 A/(K2см2) – теоре�
тическая эмиссионная постоянная; βE – параметр
компенсации заряда у эмиттера.

Плотность атомов na0 цезия для слабоионизо�
ванной плазмы определяется из уравнения состоя�
ния у эмиттера

где pCs – давление насыщенных паров в резервуаре
с цезием.

Из равенства плотности энергии электронов в
плазме у эмиттера

и плотности энергии электронов через слой у эмит�
тера (3) или (6) получим выражение для простран�
ственной производной температуры электронов
плазмы у эмиттера

(8)

где λe0 – коэффициент теплопроводности элек�
тронного газа и множитель βe0, определенные в [2].

Для аналитических исследований модели
(1)–(8) выполним ряд преобразований и получим
некоторые соотношения для параметров диода и
параметров плазмы у эмиттера. Каждая пара гра�
ничных условий (1)–(2) и (4)–(5) с учетом (7) пре�
образуется следующим образом. Выражается из
уравнения баланса для электронного тока, напри�
мер из (1), экспонента и подставляется в уравнение
(2) баланса для ионного тока, и учитывается выра�
жение для J. Окончательно получаем уравнения

(9)

(10)

При фиксированных параметрах диода TE, FE,
pCs, J и фиксированных параметрах плазмы Te0, TeE,
T0 получили функции (9) и (10), которые в неяв�

ном виде задают связь между плотностью плазмы и
ионным током и позволяют изучить поведение эт�
их функций и их представление на плоскости (n,Ji).

Уравнения (9) и (10) имеют точку сшивки (VE=0)
с координатами

(11)

(12)

Подставляя (11), (12) в (6) и (8), используя (4) при
VE=0, получим выражения для ординат точек сшив�
ки для кривых на плоскостях (Te,qe) и (Te,dTe/dx)

(13)

(14)

Каждая из функций f={f1=0,f2=0} имеет ограни�
ченную область определения: f1(n0,Ji0)=0–{n≥n0

0,Ji0≤Ji0
0};

f2(n0,Ji0)=0–{n≤n0
0,Ji0≥Ji0

0}. Кроме этого, на область
определения функций накладывается физическое
ограничение n0>0.

Анализ уравнений (9) и (10) позволяет выявить
особенности асимптотического поведения кривых
граничных уравнений для различной полярности
VE. При больших значениях VE<0 ионный ток Ji0,
согласно (9), стремится к асимптоте

(15)

вследствие этого имеется ограничение на величину
VE.

Подставляя выражение (15) в выражение для
ускоряющего потенциального барьера, полученно�
го из (1)

и выполняя переход n0→∞, получим предельное
значение

(16)

При больших значениях VE>0 плотность ионно�
го тока Ji0, согласно (10),

(17)

Так как Ji~–dn/dx, то асимптотическая зависи�
мость (15) представляет собой граничное условие
III рода, (17) – граничное условие II рода, а в про�
межуточных точках кривой f={f1=0,f2=0} – супер�
позицию всех трех родов.
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Для получения точек кривой f={f1=0,f2=0} и за�
тем вычисления выражений (3), (6), (8) необходи�
мо выполнять численные расчеты. Задаются Te0, T0

и VE, с учетом (16), при фиксированных параметрах
диода TE, FE, pCs, J, тогда любая точка кривой
f={f1=0,f2=0} из области её определения вычисляет�
ся путем решения системы линейных алгебраиче�
ских уравнений (СЛАУ) относительно n0 и Ji0

(18)

где для j=1, VE≤0

для j=2, VE≥0

Контроль решения СЛАУ осуществлялся по не�
вязке функций f={f1=0,f2=0}. Для учёта эффекта
Шоттки организовывался итерационный цикл,
окончание которого происходило при достижении
заданной относительной погрешности |ΔJEe

(E)|/JEe
(E).

Результаты численных исследований 
и их обсуждение
На рис. 1 представлены характерные кривые

граничных условий f={f1=0,f2=0} у эмиттера для раз�
личных значений работ выхода (различных βE).
Сплошными кружками на кривых обозначены точ�
ки сшивки с координатами (11), (12). При недоком�
пенсации βE<1 (рис. 1, а) кривая f1=0 практически
совпадает с асимптотой и также виден выход
f2=0 на асимптоту. При βE<<1 вся кривая f=0 в обла�
сти n0>0 совпадает с асимптотой (15). С увеличени�
ем βE>1 (рис. 1, б) кривая f=0 становится суще�
ственно нелинейной и имеет немонотонный вид.
Ордината точки сшивки меняет знак Ji0

0>0, а при
βE>>1 меняет знак и её абсцисса n0

0<0: в физически
реализуемой области становиться определенной

только f1=0. Переход от характерного вида кривых
f={f1=0,f2=0} рис. 1, a, к виду кривых рис. 1, б, про�
исходит при сочетании параметров диода и плаз�
мы, для которых Ji0

0≈JEi
(0).

Рис. 1. Зависимости плотности ионного тока от плотности
плазмы в оболочке у эмиттера для параметров дио�
да: TE=1800 К, pCs=1 мм рт. ст., J=0,95JEe

(0) и плазмы
VE∈[–0,26;+1,0]; FE (эВ), βE: а) 2,75, 0,23; б) 3,0, 5,87;
в) 3,25, 147,42

Такое поведение кривых (рис. 1, а, б) характер�
но практически для любых значений параметров
диода и плазмы. Но для некоторых параметров
кривая f1=0 становится неоднозначной функцией
относительно n0. Из рис. 1, в, видно, что для n0 су�
ществует область, в которой одной и той же плот�
ности плазмы соответствуют разные значения Ji0 и
VE. Такой вид кривой для эмиттерных граничных
условий появляется при AEe≠0 и J≈JEi

(0). Анизотро�
пия ионного тока увеличивает область неоднознач�
ности кривой граничного уравнения. Если AEe=0,
то кривая приобретает однозначный вид, подоб�
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ный кривым рис. 1, б, для всех значений J. Анизо�
тропность в граничных условиях (AEe≠0, AEi≠0) воз�
никает при учёте отличия функций распределения
заряженных частиц от несдвинутых максвелловых
функций, т. е. при уточнении односторонних пото�
ков частиц и энергии из плазмы на эмиттер [1].
Анализ уравнения (1) показывает, что неоднознач�
ность кривой f1=0 является следствием сочетания
параметров плазмы, при котором члены Jre0 и AEeJe0 в
предэкспоненциальном множителе становятся
сравнимыми по величине.

Построенные зависимости qe0=qe0(n0) и
dTe0/dx=dTe0/dx(n0) с помощью (3), (6)–(8) для кри�
вых граничных условий рис. 1, в, также имеют нео�
днозначный вид (рис. 2). Аналогичные зависимо�
сти, построенные для зависимостей рис. 1, а, б,
повторяют закономерности поведения Ji0=Ji0(n0),
описанные выше. Сечение кривых, подобных кри�
вым рис. 2, при фиксированных значениях n0 по�
зволяет построить зависимости qe0=qe0(Te0) и
dTe0/dx=dTe0/dx (Te0).

Рис. 2. Зависимости плотности потока энергии (а) и произ�
водной температуры электронов от плотности плаз�
мы (б) в оболочке у эмиттера для параметров диода:
TE=1800 К, pCs=1 мм рт. ст., J=0,95JEe

(0), FE=3,25 эВ,
βE=147,42

В связи с ограничением VE>VElim имеется и огра�
ничение области определения кривой f1=0: n0<n0max.
При задании VE≤VElim решения получаются нефи�
зичными – n0<0. В области [n0

0,n0max] функция
qe0=qe0(n0) вогнутая; имеет максимальное (положи�
тельное) значение, положение которого смещено к
n0

0; при n0→n0max (VE→VElim) qe0=qe0(n0) убывает и ме�
няет знак с положительного на отрицательный.

При фиксированном значении Te0 существует
область, в которой двум разным состояниям пара�
метров плазмы у эмиттера {n01,Ji01,VE1} и {n02,Ji02,VE2}
соответствует одно значение плотности энергии
электронов.

Напротив, функция dTe0/dx=dTe0/dx(n0) в обла�
сти [n0

0,n0max] вогнутая; имеет минимальное (отрица�
тельное) значение, положение которого также сме�
щено к n0

0; при n0→n0max (VE→VElim) функция возра�
стает и меняет знак с отрицательного на положи�
тельный.

Важную роль в понимании физических процес�
сов в термоэмиссионном диоде играет состояние
термодинамического равновесия плазмы [1, 2]. Ис�
следования показали, что модель граничных усло�
вий у эмиттера (1)–(8) с хорошей степенью точно�
сти описывает условие термодинамического равно�
весия. Для Te0=T0=TeE=TE, J=Ji0=Je0=0, AEe=AEi=0 рас�
четное значение равновесной плотности плазмы

совпадает с плотностью Саха [2].
В изучаемой модели (1)–(8) имеется ограничение

плотности тока диода J<JEe
(0). Нарушение ограниче�

ния приводит к нефизичным решениям СЛАУ (18).
При учете нормального эффекта Шоттки ограниче�
ние записывается J<JEe

(E). Указанный эффект наибо�
лее сильно выражен для кривых, изображенных
на рис. 1, а: VE=–0,26 В и n0~1013 см–3, отношение
JEe

(E)/JEe
(0)~1,04, изменение работы выхода эмиттера

ΔFE~–0,005 эВ и напряженность электрического по�
ля у эмиттера E~230 В/см. При увеличении плотно�
сти плазмы роль данного эффекта увеличивается.
Так, например, для VE=–0,8 В и n0=7⋅1014 см–3:
JEe

(E)/JEe
(0)=1,2, ΔFE=–0,03 эВ, E=7000 В/см.

Анализ координат точек сшивки (11), (12),
а также (13), (14) и их изменений при вариации па�
раметров диода и плазмы является удобным спосо�
бом оценки вида и изменения положения кривых
граничных условий на фазовых плоскостях, подоб�
ных (n,Ji).

При Ji0
0>JEi

(0) вид кривой граничного уравнения
f1=0 из монотонного превращается в немонотон�
ный. При значениях параметра компенсации
βE~10 для достижения кривой граничного условия
асимптоты достаточно величин VE~–2kTE/e. При
этом участок кривой f1=0 от точки сшивки
до асимптоты может быть грубо аппроксимирован
вертикальной или наклонной прямой.

Из анализа рис. 1, а, б, видно, что увеличение
Te0 сдвигает кривые граничных условий влево,
т. е. уменьшает, согласно (11), n0

0, т. к. абсцисса
точки сшивки обратно пропорциональна v–e(Te0)
(~1/√

⎯
Te0). Одновременно с этим ордината точки

сшивки Ji0
0, согласно (12), увеличивается, т. е. про�

исходит движение вверх вдоль оси оJi0. Аналогич�
ным образом проводится оценка изменения поло�
жения кривых граничных условий по координатам
точек сшивки (11)–(14) при вариации других пара�
метров диода и плазмы.
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Выводы
1. Аналитические и численные исследования мо�

дели монотонных плазменных граничных усло�
вий на плоскости плотность плазмы–ионный
ток позволили выявить три характерных вида
кривых: монотонные, немонотонные и нео�
днозначные. Последний вид кривой обусловлен
в основном учетом анизотропии плотности
электронного тока. Кривые граничных условий
у эмиттера представляют суперпозицию всех
трех родов краевых условий.

2. Предложена методика анализа типа кривых гра�
ничных условий у эмиттера и их изменение при

вариации параметров диода и плазмы, исполь�
зующая координаты точек сшивки этих усло�
вий.

3. Показано, что значения ускоряющего приэлек�
тродного потенциального барьера ограничены
снизу температурой электронов плазмы, вслед�
ствие этого имеются ограничения и для других
параметров плазмы.

4. Зависимости плотности энергии электронов
и пространственной производной электронной
температуры у эмиттера от плотности плазмы
имеют экстремальный характер для ускоряюще�
го приэлектродного потенциального барьера.
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Применение специальных видов потоков собы�
тий в моделях массового обслуживания [1] позво�
ляет сделать эти модели более адекватными реаль�
ным процессам в телекоммуникационных систе�
мах. В настоящей работе представлено исследова�
ние так называемого MAP�потока (Markovian Arri�
val Process) [2] в условии неограниченного роста
его интенсивности. Результаты аналогичных ис�
следований для MAP и прочих видов специальных
потоков в других предельных условиях представле�
ны в [3–5].

Итак, рассмотрим MAP�поток [6]. Пусть упра�
вляющая этим потоком цепь Маркова имеет K со�
стояний, переходы между состояниями определя�
ются матрицей инфинитезимальных характери�
стик NQ={Nqvk}v,k=

⎯
1,K
⎯, где скаляр N имеет смысл

большой величины (в теоретическом исследовании
предполагается, что N→∞). При этом матрица Q
обладает свойством

или в матричном виде:

QE = 0, (1)

где E – единичный вектор�столбец, а 0 – нулевой
вектор�столбец. Вероятность наступления события
в потоке при переходе управляющей цепи Маркова
из состояния ν в состояние k равна dνk (k≠ν). Вели�
чины dνν будем полагать равными нулю. Эти веро�
ятности запишем в виде матрицы D={dvk}v,k=

⎯
1,K
⎯.

Пусть условная интенсивность рассматривае�
мого потока событий в каждом из состояний упра�
вляющей цепи равна Nλk, k=

⎯
1,K
⎯

. Введем обозначе�
ние для матрицы условных интенсивностей:

В связи с тем, что в эту матрицу, а также матри�
цу инфинитезимальных характеристик NQ, входит
большой по величине параметр N, данный вид по�
тока будем называть высокоинтенсивным марков�
ским потоком событий или HIMAP�потоком (от
High Intensive Markovian Arrival Process).

Обозначим через m(t) число событий, наступив�
ших в рассматриваемом потоке за интервал време�
ни длительности t, а через k(t) – состояние упра�

вляющей цепи Маркова в момент времени t. Рас�
смотрим двумерный случайный процесс {m(t),k(t)}.
Введем обозначение:

Применяя формулу полной вероятности, для
этого распределения можно записать следующее:

или

откуда при Δt→0 получаем уравнение Колмогорова

Домножим это уравнение справа и слева на вели�
чину ejum, где j=√

⎯
–1, а u – некоторая переменная, и

просуммируем по m=
⎯
0,∞
⎯

. Тогда, введя обозначение

для этой функции получим:

(2)

Обозначим вектор�строку 

H(u,t)={H(u,1,t),…,H(u,K,t)}, 
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тогда в матричном виде (2) перепишется следую�
щим образом:

(3)

где матрица A={qvkdvk}v,k=
⎯
1,K
⎯.

Обозначим B=ΛΛ+A, тогда (3) перепишется в виде

В этом уравнении выполним замену

где

λ = RBE, (4)

а R – вектор�строка стационарного распределения
вероятностей состояний управляющей потоком
цепи Маркова, для него справедливо:

(5)

В результате получаем уравнение относительно
функции H2(u,t):

или

(6)

где I – единичная матрица порядка K.
Это уравнение решим при N→∞ методом асим�

птотического анализа [6], обозначив и вы�

полнив замены u=εw и H2(u,t)=F(w,t,ε). Уравнение
(6) перепишется в виде:

(7)

Докажем следующее утверждение.
Теорема. Предельное при ε→0 значение F(w,t) ре#

шения F(w,t,ε) уравнения (7) имеет вид

где
(8)

а вектор#строка f определяется уравнением
(9)

Доказательство выполним в три этапа.
Этап 1. Положим в (7) ε→0, получим:

А так как имеет место свойство (5) вектора R,
векторную функцию F можно представить в виде

(10)

где Ф(w,t) – некоторая скалярная функция.
Этап 2. Решение уравнения (7) будем искать в

виде разложения

(11)

где f – некоторый вектор (вектор�строка), O(ε 2) –
вектор�строка из бесконечно малых величин по�
рядка ε 2. Подставляя это выражение в (7) и ис�
пользуя разложение ejεw=1+jεw+O(ε 2), получим:

Отсюда, приведя подобные, сократив обе части
на jεw, при ε→0 получаем уравнение относительно
неизвестного вектора f:

Этап 3. Просуммируем компоненты левой и
правой частей уравнения (7). Для этого умножим
справа обе части этого уравнения на единичный
вектор E длины K:

Используя в этом уравнении разложение 

и учитывая (1), получаем:

Подставим сюда (11):

С учетом (4) и (5), приводя подобные и сокра�
щая на ε 2, получаем:

Переходя к пределу при ε→0, получим диффе�
ренциальное уравнение относительно неизвестной
функции Ф(w,t):

где величина κ определяется выражением (8). Ре�
шение этого уравнения с учетом начального усло�
вия Ф(w,0)=1, которое получается из условия
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(k=
⎯
1,K

⎯
) имеет вид

Отсюда в силу (10) имеем:

что и требовалось доказать.
Замечание. Решением неоднородной системы

уравнений (9), вообще говоря, является семейство
векторов вида

(12)

где f – частное решение неоднородной системы, а
CR – общее решение однородной системы
fQ=0 в силу первого равенства (5) (здесь C – произ�
вольная константа). Однако нетрудно убедиться, что
при подстановке любого из решений (12) выражение
(8) для величины κ дает одно и то же значение.

Вернемся к функции H(u,t). Получаем, что при
достаточно больших значениях N

Таким образом, характеристическая функция

h(u,t)=H(u,t)E
процесса m(t) – числа событий, наступивших в вы�
сокоинтенсивном MAP�потоке, в указанных усло�
виях имеет вид характеристической функции гаус�
совского распределения, то есть распределение ве�
роятностей числа событий в HIMAP�потоке, на�
ступивших за время t, можно аппроксимировать
нормальным распределением с математическим
ожиданием Nλt и дисперсией N(λ+κ)t. Это под�
тверждается также исследованиями, выполненны�
ми средствами имитационного моделирования.

Аналогичные результаты получены и для других
типов высокоинтенсивных потоков (например, ре�
куррентного [7]).
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В теории массового обслуживания, как прави�
ло, выделяли и исследовали два класса систем: си�
стемы с ожиданием и системы с потерями. В по�
следнее время выделяют новый класс систем мас�
сового обслуживания – системы с источником
повторных вызовов (или Retrial Queueing System).
Такие системы характеризуются ситуациями пов�
торных обращений требований к обслуживающему
прибору после осуществления случайной задерж�
ки.

Первые системы такого рода были рассмотрены
Р.И. Вилкинсоном [1] и Дж. Коэном [2]. Основные
подходы к описанию систем с повторными вызова�
ми были описаны Г. Гоштони [3], А. Элдином [4].
Наиболее полное и глубокое исследование разно�
образных процессов в системах с повторными вы�
зовами проведено в работах Г.И. Фалина [5] и
Дж.Р. Артолехо [6].

Многие из поставленных задач в таких моделях
систем массового обслуживания (СМО) решались
численно [7, 8], в данной же работе применяется
альтернативный способ их решения – метод асим�
птотического анализа.

Асимптотические методы применялись такими
математиками, как Д. И. Бурман и Д. Р. Смит [9],
А.А. Назаров [10], В.В. Анисимов [11], А.А. Боров�
ков [12] и др.

В реальной жизни мы часто сталкиваемся с си�
туациями повторного обращения заявок к обслу�
живающему прибору. В качестве примера опишем
однолинейную RQ�систему на примере некоторой
организации. Предположим, что на телефон
(единственный) некоторого учреждения в случай�
ном порядке поступают вызовы. Это может быть
касса кинотеатра, регистратура в больнице или, к
примеру, справочное бюро. Если в момент посту�
пления вызова телефон свободен, то абонент об�
служивается (принимается заказ на бронирование
билета, происходит запись к врачу, предоставляет�
ся какая�либо информация), при этом в общем
случае разговор длится случайное время. Если
же телефон занят, клиент через некоторое время

пытается повторно дозвониться в фирму. Так как
содержание каждого обслуживающего прибора (те�
лефона, работника) связано с затратами организа�
ции, но и необслуживание требований наносит
определенный вред организации, то возникает во�
прос о нахождении некоторого оптимального чи�
сла работников (т. е. приборов) и длительности об�
служивания клиентов. Нередко бывает, что такие
системы массового обслуживания имеют достаточ�
но высокую загрузку, особенно при наличии лишь
одного обслуживающего прибора. Поэтому резуль�
таты исследования систем массового обслужива�
ния крайне важны для практической деятельности
некоторых экономических объектов.

Описание модели
Рассмотрим (рис. 1) однолинейную RQ�систему

с источником повторных вызовов (ИПВ), на вход
которой поступает MMPP�поток заявок с матри�
цей условных интенсивностей ρλλ и матрицей ин�
финитезимальных характеристик Q [10], время об�
служивания каждой заявки распределено по эк�
споненциальному закону с параметром μ. Если по�
ступившая заявка застает прибор свободным,
то она занимает его для обслуживания. Если при�
бор занят, то заявка переходит в ИПВ, где осущест�
вляет случайную задержку, продолжительность ко�
торой имеет экспоненциальное распределение
с параметром σ. Из ИПВ после случайной задерж�
ки заявка вновь обращается к обслуживающему
прибору с повторной попыткой его захвата. Если
прибор свободен, то заявка из ИПВ занимает его
для обслуживания, в противном случае заявка
мгновенно возвращается в источник повторных
вызовов для реализации следующей задержки.

Пусть i(t) – случайный процесс, характеризую�
щий число заявок в ИПВ, n(t) – цепь Маркова,
управляющая ММРP�потоком, а k(t) определяет
состояние прибора следующим образом:

0, åñëè ïðèáîð ñâîáîäåí,
( )

1, åñëè ïðèáîð çàíÿò.
k t

⎧
= ⎨

⎩
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Исследована математическая модель системы MMPP|M|1 с источником повторных вызовов методом асимптотического анализа
в условии большой загрузки. Полученные распределения вероятностей числа заявок в источнике повторных вызовов были
сравнены численно с допредельным распределением, полученным численными методами, что показало приемлемость исполь�
зования предложенного асимптотического метода.
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Рис. 1. RQ�система MMPP|M|1

Обозначим P{k(t)=k,i(t)=i,n(t)=n}=P(k,i,n,t) ве�
роятность того, что прибор в момент времени t на�
ходится в состоянии k, управляющая ММРP�пото�
ком цепь Маркова – в состоянии n, и в источнике
повторных вызовов находится i заявок.

Тогда процесс {k(t),i(t),n(t)} изменения состоя�
ний данной системы во времени является марков�
ским. Ставится задача найти распределение веро�
ятностей числа заявок в источнике повторных вы�
зовов такой системы.

Исследование RQ?системы MMPP|M|1
в условии большой загрузки
Для получения распределения вероятностей

P(k,i,n,t) состояний рассматриваемой RQ�системы
составим систему уравнений Колмогорова:

(1)

Обозначим векторы�строки 

P(k,i)={P(k,1,i)P(k,2,i)…P(k,N,i)}, 

где в стационарном режиме P(k,i,n,t)=P(k,i,n). Тог�
да в матричном виде система (1) примет вид:

(2)

где I – единичная матрица.
Получили систему двух матричных уравнений

в конечных разностях.
Пусть параметры системы таковы, что выпол�

няется:

(3)

где Е – единичный вектор�столбец, R – распреде�
ление вероятностей значения цепи Маркова, упра�
вляющей входящим MMPP�потоком, которое
определяется следующим образом:

(4)

Перейдем в системе (2) к характеристическим 

функциям: где j=√
⎯
–1  – мни�

мая единица. Тогда система уравнений (2) для ха�
рактеристических функций перепишется в виде:

(5)

Решим систему (5) методом асимптотического
анализа в условии большой загрузки. Условием
большой загрузки будем называть предельное соот�
ношение ρ↑1 или, введя бесконечно малую вели�
чину ε=1–ρ>0, оно может быть описано условием:
ε↓0.

Обозначим u=εw, H(0,u)=εG(w,ε), H(1,u)=F(w,ε).
Тогда система (5) примет вид:

(6)

Теорема. Предельное значение

первой компоненты решения {F(w,ε),G(w,ε)} си�
стемы (6) имеет вид

(7)

где вектор R определяется системой уравнений (4),
а скалярная функция Ф(w) имеет вид характери�
стической функции

(8)

гамма�распределения с параметрами α и β, опре�
деляемыми равенствами

(9)

в которых вектор V является решением неоднород�
ной системы

(10)

Доказательство
В (6) совершим предельный переход при ε↓0, 

обозначив

Получим:

(11)

Запишем следующее разложения функций:
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(12)

(13)

где O(ε 2) – бесконечно малая величина порядка ε 2.
Подставим разложения (12), (13) в систему (6).

В результате несложных преобразований запишем
следующую систему:

Учитывая (11), разделив на ε и совершив пре�
дельный переход при ε↓0, получим:

(14)

Сложим матричные уравнения системы (6) и
домножим их на единичный вектор�столбец E (та�
ким образом суммируя все скалярные составляющие
уравнения системы). Учитывая, что QE=0, получим:

Подставим разложения (12), (13):

(15)

Устремив ε↓0, запишем следующее равенство:

(16)

Учитывая (16), равенство (15) перепишется
в виде:

Разделив уравнение на ε и совершив предель�
ный переход при ε↓0, запишем

(17)

Объединив (11), (14), (16) и (17), получим сле�
дующую систему четырех матричных и двух ска�
лярных уравнений:

(18)

Из 2�го уравнения полученной системы (18)
можно записать равенство, совпадающее с (7):

где F(w)E=Ф(w)RE=Ф(w).
Тогда из 1�го уравнения системы (18) можно за�

писать следующее равенство:

(19)

Суммируя 3�е и 4�е уравнения системы (18), по�
лучим

Учитывая (19), несложно показать, что выпол�
няется равенство:

(20)

Пусть G(w)+f(w)=jwФ(w)V, где V – некоторый
вектор, для которого выполняется равенство, сов�
падающее с (10):

Для того чтобы существовало решение такой
системы, необходимо, чтобы ранг расширенной
матрицы был равен рангу матрицы системы Q. Так
как определитель |Q|=0, то и ранг расширенной ма�
трицы должен быть меньше размерности системы.
Тогда достаточно выполнения следующего усло�
вия:

что справедливо в силу (3).
Тогда решение системы (10) можно представить

в виде:

где С – произвольная постоянная, V0 – частное ре�
шение системы, которое можно найти накладывая
некоторые начальные условия, например VE=0.

Таким образом, из (20) можно записать:

(21)

Из 3�го уравнения системы (18), получим:

Подставим в это выражение (20):

(22)

Суммируем 5�е и 6�е уравнения в системе (18):

Подставим в это равенство полученные ранее
формулы (21), (22):

Продифференцируем последнее выражение:

(23)
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Продифференцировав (19) и подставив полу�
ченное выражение в (23), в ходе простых преобра�
зований получим:

Учитывая условия (4), последнее выражение за�
пишется в следующем виде:

(25)

Введем обозначения:

Тогда формула (25) перепишется в виде:

Решение такого уравнения имеет вид:

(26)

где С – произвольная постоянная, которая из усло�
вия Ф(0)=1 равна C=[jβ]α.

Подставив значение константы в (26), получим
формулу (8) из условия теоремы:

Замечание. На множестве решений V=CR+V0

неоднородной системы линейных алгебраических
уравнений (9) параметры α и β гамма�распределе�
ния не зависят от значений постоянной С.

Доказательство
Рассмотрим выражение VλλE–μVE+μ. Подста�

вим в него множество решений V=CR+V0, тогда,
учитывая условия (3) и (6), получим:

Следовательно, выражение VλλE–μVE+μ, зави�
сит только от частного решения системы (9). Выбе�
рем такое решение, для которого выполняется VE=0.

Тогда параметры α и β гамма�распределения
примут следующий вид:

Возвращаясь к (7), можно записать равенство:

Сделав обратные замены w=u/ε и ε=1–ρ, полу�
чим, что асимптотическая характеристическая
функция имеет вид

характеристической функции гамма�распределе�
ния с параметрами α и β, где

Асимптотическое распределение вероятностей
P(i), характеристическая функция которого равна 

может также быть найдено

с помощью обратного преобразования Фурье, либо
используя свойства гамма�распределения.

Сравним между собой полученное асимптотиче�
ское распределение P(i) и распределения R(i), полу�
ченное решением системы (2) численными методами.

Сравнение асимптотического 
и допредельного распределений
С помощью математического пакета MathCad бы�

ло численно реализовано вычисление распределения
вероятностей числа заявок в ИПВ i=

⎯
0,100

⎯
, получен�

ных с помощью асимптотического анализа, для раз�
личных значений параметров λ, Q, σ, ρ, μ. На графи�
ках было проиллюстрировано расхождение между
допредельным и асимптотическим распределения�
ми. Приведем примеры для нескольких случаев.

Рассмотрим случай, когда параметры принима�
ют следующие значения:

На рис. 2 изображены полученные распределе�
ния вероятностей R(i) и P(i), числа заявок i в ИПВ.

Рис. 2. Расхождение между распределениями при ρ=0,9,
σ=1, μ=1

Рассмотрим случай, когда ρ=0,9, σ=2, μ=1.
На рис. 3 изображены полученные распределения
вероятностей R(i) и P(i), числа заявок i в ИПВ.

Определим расстояние Колмогорова между ра�
спределениями для каждого из приведенных случаев:
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Рис. 3. Расхождение между распределениями при ρ=0,9,
σ=2, μ=1

Представим для наглядности полученные ре�
зультаты в виде таблицы.

Таблица. Расхождения между асимптотическим и допре�
дельным распределениями

Заключение
В работе была исследована математическая мо�

дель системы MMPP|M|1 с источником повторных
вызовов методом асимптотического анализа в
условии большой загрузки. Полученные распреде�
ления вероятностей числа заявок в источнике пов�
торных вызовов были численно сравнены с допре�
дельными результатами численных алгоритмов.
Из чего можно вывод, что предлагаемый асимпто�
тический метод количественно дает удовлетвори�
тельные результаты при ρ=0,9: погрешность ап�
проксимации не превышает 5 %.

Значения параметров системы Расстояние Колмогорова

ρ=0,9, σ=2, μ=1 Δ=0,046

ρ=0,9, σ=1, μ=1 Δ=0,033
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0

0.02

0.04

0.06

Rn

Pn

n

Математика и механика

23

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Wilkinson R.I. Theories for toll traffic engineering in the USA //

The Bell System Technical Journal. – 1956. – V. 35. – № 2. –

P. 421–507.

2. Коэн Дж., Бонсма О. Граничные задачи в теории массового об�

служивания / Пер. с англ. А.Д. Вайнштейна. – М.: Мир,

1987. – 272 с.

3. Гоштони Г. Сравнение вычисленных и моделированных ре�

зультатов для пучков соединительных линий при наличии пов�

торных попыток установления связи // Материалы VIII ITC. –

Сидней, 1977. – № 1. – С. 1–16.

4. Эллдин А. Подход к теоретическому описанию повторных по�

пыток вызова // Ericssion Technics, 1967. – Т. 23 – № 3. –

С. 345–407.

5. Falin G.L., Templeton J.G.C. Retrial queues. – London: Chapman

& Hall, 1997. – 328 р.

6. Artolejo J.R., Gomez�Corral A. Retrial Queueing Systems: A Com�

putational Approach. – Berlin: Springer, 2008. – 267 p.

7. Дудин А.Н. Об одной системе с повторными вызовами и изме�

няемым режимом работы / ред. журн. «Известия АН СССР.

Техническая кибернетика. – М., 1985. – 10 с. – Деп. в ВИНИ�

ТИ 10.01.1985, № 10293–85.

8. Дудин А.Н., Медведев Г.А., Меленец Ю.В. Практикум на ЭВМ

по теории массового обслуживания. Учебное пособие – Мн.:

«Электронная книга БГУ», 2003. – 166 с.

9. Burman D.Y., Smith D.R. An asymptotic analysis of a queueing sy�

stem with Markov modulated arrivals // Operations Research. –

1986. –V. 34. – P. 105–119.

10. Назаров А.А., Моисеева С.П. Метод асимптотического анали�

за в теории массового обслуживания. – Томск: Изд�во НТЛ,

2006. – 112 с.

11. Анисимов В.В., Закусилко О.К., Донченко В.С. Элементы тео�

рии массового обслуживания и асимптотического анализа си�

стем. – Киев: Вишща школа, 1987. – 247 с.

12. Боровков A.A. Асимптотические методы в теории массового

обслуживания. – М.: Наука, 1980. – 381 с.

Поступила 20.11.2012 г.



1. Введение
Как известно [1], одной из важных проблем

в теории дифференциально�геометрических струк�
тур на многообразии MN является проблема изуче�
ния этих структур для дифференцируемых отобра�
жений. Исследованиям таких структур посвящены
[2–8]. Среди этих работ особое место занимает [4],
где автор указал на возможность определения диф�
ференцируемых отображений заданием фундамен�
тального геометрического объекта.

Данная работа посвящена изучению отображе�
ний fm

2n: Qm→M2n и fm
2n–1: Qm→M2n–1 аффинного про�

странства Qm в многообразие M2n всех невырожден�
ных нуль�пар и многообразие M2n–1 всех вырожден�
ных нуль�пар проективного пространства Pn, соот�
ветственно. Второй раздел посвящен аналитиче�
скому аппарату, в котором выводятся дифферен�
циальные уравнения отображений fm

2n и fm
2n–1.

В третьем и четвертом разделах показывается, что
с каждым из указанных отображений инвариант�
ным образом ассоциируется другое отображение.

Все построения в данной статье носят локаль�
ный характер, а функции, встречающиеся в статье,
предполагаются функциями класса С?.

Обозначения и терминология соответствует
принятым в [1–12].

2. Аналитический аппарат
Рассматривается m�мерное аффинное про�

странство Qm, отнесенное к подвижному аффинно�
му реперу Q={B

–
,ε–α} с деривационными формулами

и структурными уравнениями:

(1)

Рассматривается n�мерное эквипроективное
пространство Pn, отнесенное к подвижному экви�
проективному реперу P={A

–

j} с деривационными
формулами и структурными уравнениями:

(2)

Здесь предполагается, что линейно независи�
мые точки A

–

K∈Pn удовлетворяют условию:

(3)

т. е. внешнее произведение аналитических точек A
–

K

равно 1. Из (2) и (3) получаем ωK
K=0. Обозначим M2n

множество (дифференцируемое многообразие)
всех невырожденных нуль�пар {M;Ln–1} проектив�
ного пространства Pn, где точка M не принадлежит
гиперплоскости Ln–1 в Pn. Проективный репер P вы�
бирается так, чтобы

(4)

Здесь и в дальнейшем символом Ls–1=(X
–

1,X
–

2,…,X
–

s)
обозначается s�плоскость Ls, проходящая через ли�
нейно независимые аналитические точки
X
–

1,X
–

2,…,X
–

s. Тогда из (2) и (4) заключаем, что 1�фор�
мы ω0

i и ω i
0 являются базовыми 1�формами диффе�

ренцируемого многообразия M2n, которые удовле�
творяют структурным уравнениям:

(5)

Рассматривается отображение

(6)

аффинного пространства Qm в многообразие M2n.
Дифференциальные уравнения этого отображения
с учетом (1), (2) и (5) будут иметь вид:

(7)

Дифференциальным уравнениям (7) удовлетво�
ряют компоненты внутреннего фундаментального
геометрического объекта отображения (6) в смысле
Г.Ф. Лаптева [4]:

(8)

Обозначим M2n–1 дифференцируемое многооб�
разие всех вырожденных нуль�пар {M;Ln–1} проек�
тивного пространства Pn, где M∈Ln–1. Проективный
репер P в данном случае выбирается так, чтобы
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(9)

Тогда с учетом (2) и (9) 1�формы ω0
i и ω i1

1 явля�
ются базовыми 1�формами многообразия M2n–1,
удовлетворяющими структурным уравнениям:

(10)

Рассматривается отображение

(11)

аффинного пространства Qm в многообразие M2n–1.
Дифференциальные уравнения этого отображения
с учетом (1), (2) и (10) будут иметь вид:

(12)

Заметим, что дифференциальным уравнениям
(12) удовлетворяют компоненты внутреннего фун�
даментального геометрического объекта отображе�
ния (11):

(13)

В данной статье решаются следующие задачи:
Задача 1. Найти охваты компонент геометриче�

ского объекта (8) и их продолжения компонентами
геометрического объекта (13) и их продолжений в
смысле Г.Ф. Лаптева [4], т. е. выявить случаи, когда
компоненты геометрического объекта Г2n являются
функциями компонент объекта Г2n–1. Геометриче�
ски это означает показать, что с отображением (6)
инвариантным образом можно связать отображе�
ние (11).

Задача 2 аналогична задаче 1 и является обрат�
ной к этой задаче, т. е. с геометрической точки зре�
ния надо показать, что с отображением (11) инва�
риантным образом можно связать отображение (6).

3. Отображение fm
2n: Qm→M2n

В этом разделе будет проведено решение задачи
1: Дано отображение (6). Требуется инвариантным
аналитическим и геометрическим образом найти
отображение (11).

С помощью компонент геометрического объек�
та (8) и дифференциальных уравнений (7) в точке
B∈Qm рассмотрим следующие величины, удовле�
творяющие соответствующим дифференциальным
уравнениям:

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

Замечание 3.1. В точке B∈Qm рассматриваются
m2 величин Aa

iAib, зависящих от 2mn величин Aa
i и Aib

(i=1,n; a,b=
⎯
1,m
⎯

). Поэтому при изучении отображе�
ния fm

2n: Qm→M2n мы должны считать, что числа m
и n удовлетворяют неравенствам m≤2n, m>1, n>1.
Следовательно, определять все величины по фор�
мулам (13)–(25) имеет смысл.

Далее будут изучены поля инвариантных геоме�
трических образов, определяемых полями величин
(14)–(26). Рассмотрим направление
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Из (4) и (2) с учетом (7) следует, что вдоль на�
правления u точка A0∈Pn описывает линию с каса�
тельной

(28)

а характеристика Ch(Ln–1)u гиперплоскости Ln–1

вдоль u, т. е. пересечение Ln–1 со своей бесконечной
близкой L'n–1 первого порядка вдоль u, определяет�
ся в точечных координатах xj проективного репера
P пространства Pn уравнениями

x0=0, Aiax
iua=0. (29)

Из (27)–(29) с учетом (14) получаем, что гипер�
конус Q 2

m–1∈Qm второго порядка с вершиной в точ�
ке B, определяемый уравнением

gabu
aub=0, (30)

представляет собой совокупность всех направле�
ний u∈Qm, вдоль которых x∩Ln–1∈Ch(Ln–1)u. В силу
(15) и (30) гиперконус Q2

m–1⊂Qm в общем случае
не вырождается в гиперконус, по крайней мере,
с прямолинейной вершиной, проходящей через
точку B. Из (15) и (30) замечаем, что гиперконус
qm–1,2⊂Qm, определяемый в тангенциальных коорди�
натах ua репера Q уравнением:

gabuaub=0, (31)

огибает гиперконус Q 2
m–1⊂Qm. Точке B∈Qm сопоста�

вим в соответствующей гиперплоскости Ln–1∈Pn

аналитическую точку

(32)

отвечающую геометрической точке X. Из (7) и (29)
следует, что множество всех направлений u∈Qm (см.
(27)), образы которых при отображении (6) пересека�
ют гиперплоскость Ln–1⊂Pn в точках Ch(Ln–1)u⊂Ln–1, об�
разует в Qm гиперплоскость Гm–1(X), определяемую в то�
чечных координатах ua репера Q уравнением xjAjaua=0.

Образ полюса этой гиперплоскости относи�
тельно гиперконуса (30) при отображении (6) с уче�
том (31) и (16) пересекает гиперплоскость Ln–1⊂Pn в
точке Y с аналитической точкой Y

–
=yiA

–
i, yi=Bj

ixj.
Такова геометрическая интерпретация центро�

проективного преобразования

(33)

с центром в точке A0 такого, что П(A0X)=A0Y. Анало�
гичным образом получаем, что множество всех точек
(32) с геометрическими точками X

–
∈Ln–1 такими, что

линейные поляры прообразов которых при отобра�
жении (6) принадлежат гиперконусу (31), образует
в силу (17) в Ln–1 квадрику Q 2

m–2⊂Ln–1, которая опреде�
ляется уравнениями x0=0, C *

ijxixj=0. Отсюда следует,
что уравнение C *

ijxixj=0 определяет в Pn гиперконус
Q 2

m–1 второго порядка с вершиной в точке A0. Этот ги�
перконус представляет собой множество всех пря�
мых A0X, пересекающих Ln–1 в точках квадрики Q 2

m–2.
Из (6), (7), (28), (18) и (33) следует, что напра�

влению (27) отвечает направление

(34)

которое является образом направления x при цен�
троаффинном преобразовании П, причем напра�
вление x∈Pn – образ направления u∈Qm при ото�

бражении (6). Аналогично с учетом (19) и (29) по�
лучаем, что уравнение

(35)

определяет при фиксированном направлении (27)
гиперплоскость в Pn – образ той гиперплоскости
A0∪Ch(Ln–1)u при преобразовании П, что при ото�
бражении (6) характеристикой вдоль направления
(27) гиперплоскости Ln–1 является Ch (Ln–1)u.

Из (18)–(20) следует, что уравнение

(36)

определяет в Qm гиперконус G 2
m–1 второго порядка с

вершиной B как множество всех таких направлений
(27), которым отвечают направления (34) в Pn, при�
надлежащие гиперплоскостям в Pn, определяемым
уравнениями (35). Заметим с учетом (23) и (36), что
в точке B∈Qm в общем случае det [Gab] не равен нулю,
т. е. в общем случае гиперконус G 2

m–1⊂Qm вырождает�
ся в гиперконус по крайней мере с прямолинейной
вершиной, проходящей через точку B∈Qm.

Пользуясь условиями инвариантности точек
и геометрических образов в аффинном простран�
стве Qm и учитывая (1), (14), (15), (21) и (22), полу�
чаем, что уравнение

(37)

определяет в Qm алгебраический гиперконус
G
~ 3

m–1 третьего порядка с вершиной B∈Qm. Этот ги�
перконус вдоль всех направлений (27), принадле�
жащих гиперконусу Q 2

m–1, проходит через Q2
m–1 и

бесконечно близкий (Q 2
m–1)' первого порядка, при�

чем G
~ 3

m–1 и Q 2
m–1 аполярны.

Из (36) и (37) с учетом (22) и (23) замечаем, что
гиперплоскость H

~
m–1⊂Qm определяется в аффин�

ных координатах ua уравнением

Gau
a=0 (38)

и аполярна относительно гиперконусов G
~ 3

m–1 и Q 2
m–1,

т. е. квадратичная поляра любого направления
u∈G

~ 3
m–1 и гиперконус Q 2

m–1 аполярны. Из (38) и (30)
следует, что направление G=(B

–
, ε–a) Ga∈Qm полярно

сопряжено гиперплоскости H
~

m–1⊂Qm относительно
гиперконуса Q 2

m–1⊂Qm.
Из (25) и (26) с учетом (6) и (7) следует, что при

отображении fm
2n: Qm→M2n направление G переходит

в направление g~=(A
–

0,A
–

i)A a
iG a≡(A

–

0,A
–

i)Hi∈Pn, а гипер�
плоскость L *

n–1⊂Pn, определяемая уравнением
в проективных координатах Hixi=0, проходит через
точку A0 и Ch(Ln–1)G. Таким образом, доказана сле�
дующая теорема.

Теорема 3.1. С отображением fm
2n:Qm→M2n (m≤n)

инвариантным образом ассоциируется отображе�
ние fm

2n–1: Qm→M2n–1, где каждая вырожденная нуль�
пара {A0,L*

n–1} состоит из точки A0 и гиперплоскости
A0∈L*

n–1.

4. Отображение fm
2n–1: Qm→M2n–1

В этом разделе будет приведено решение задачи 2:
Дано отображение (11). Требуется инвариантным
аналитическим и геометрическим образом найти
отображение (6).

0a b c

abc
G u u u =�

0a b

ab
G u u =

*
0i a

ia
B x u =

*

0( , ) , ,i j j i a j a

j i a ay A A y y B A u B u= = =

{ }j
i
BΠ =

,i

i
X x A=

0( , ) ,i a

i a
x A A A u=
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Из (12) и (9) с учетом (1) и (11) замечаем, что в
точке B∈Qm прообразом гиперплоскости
Ln–1=(A

–

0,A
–

2,……,A
–

n)∈Pn при отображении fm
2n–1:

Qm→M2n–1 является гиперплоскость Гm–1⊂Qm, прохо�
дящая через точку B и в точечных координатах ua

аффинного репера Q определяемая уравнением:

(39)

Проводится такая канонизация аффинного ре�
пера Q, при которой

(40)

Из дифференциальных уравнений (12) в точке
B∈Qm с учетом (40) и (2) получаются дифферен�
циальные уравнения

(41)

С учетом (41) и в соответствии с [11] получаем,
что канонизации аффинного репера Q типа (40) су�
ществует. Геометрически с учетом (39) эта канони�
зация означает, что

(42)

При этом из рассмотрения исключается случай
A1

1=0, когда гиперплоскость Гm–1 либо не определе�
на, либо определена неоднозначно.

Из (41) с учетом (42) и (1) следует, что вдоль на�
правления (27) гиперплоскость Гm–1⊂Qm будет изме�
няться параллельно самой себе тогда и только тог�
да, когда величины ua удовлетворяют уравнениям:

(43)

Проводится такая канонизация аффинного ре�
пера Qm, при которой

(44)

Из дифференциальных уравнений (41) с учетом
(44) и (1) получаются дифференциальные уравнения:

Эти дифференциальные уравнения в соответ�
ствии с [11] свидетельствуют о существовании кано�
низации аффинного репера Q типа (44). Геометри�
чески эта канонизация с учетом (43) означает, что
направлением (27), о котором идет речь выше, будет

(45)

При этом из рассмотрения исключается случай
det [B 1

a1b1
]=0, когда направления Г1 либо вовсе нет,

либо оно определяется неоднозначно.
Из (12) с учетом (45) заключаем, что образом

направления Г1 при отображении fm
2n–1: Qm→M2n–1

является направление L1⊂Pn вида

(46)

Проводится такая канонизация проективного
репера P в пространстве Pn, при которой

(47)

Тогда из дифференциальных уравнений (12) с
учетом (47), (2), (40) и (41) получаются дифферен�
циальные уравнения

(48)

Здесь явный вид величин A i1
1ab для нас несуще�

ственный.
Из дифференциальных уравнений (48) в соот�

ветствии с [11] замечаем, что канонизация проек�
тивного репера P типа (47) существует. Геометриче�
ски с учетом (46) эта канонизация означает, что
L1=(A

–

0, A
–

1).
Из (9) и (45) с учетом (2) следует, что характери�

стикой Ch (Ln–1)Г1
гиперплоскости Ln–1 в направле�

нии Г1 будет (n–2)�плоскость Ln–2, определяемая
уравнениями:

(49)

Проводится канонизация проективного репера
P, при которой

(50)

Из дифференциальных уравнений (12) с учетом
(2) и (49) получаются дифференциальные уравнения

(51)

Эти дифференциальные уравнения в соответ�
ствии с [11] свидетельствует о существовании ка�
нонизации репера P типа (50). Геометрически эта
канонизация означает, что

(52)

Точке B∈Qm сопоставим точку X∈L1, соответ�
ствующую аналитической точке

(53)

Из (2), (42) и (52) с учетом (51) следует, что нефо�
кальная [12] точка (53) будет описывать линию с каса�
тельной в нефокальном направлении u=(B

–
,ε–a1

)ua1∈Гm–1,
которая вместе с прямой L1 пересекает (n–2)�пло�
скость Ln–2 в точке Y(x)=(x0Aa1

i1+x1A1a1

i1)A
–

i1
ua1, (a1=

⎯
2,m
⎯

).
Эта нефокальная точка описывает вдоль того
же направления u∈Гm–1 линию с касательной, ко�
торая вместе с Ln–2 пересекает прямую L1 в точке
Z(x)=(x0Aa1

i1+x1A1a1

i1 )(Ai1b1
A
–

0+A1
i1b1

A
–

1)ua1ub1. Отсюда следу�
ет, что множество всех направлений u∈Гm–1 таких,
что Z(x) совпадает с точкой A0, образует в аффин�
ном пространстве гиперконус, который пересека�
ется с Гm–1 по конусу K 2

m–2(x0,x1) и определяется в аф�
финных координатах репера Qm уравнениями

(54)

Здесь симметрические величины pa1b1
и qa1b1

опре�
деляются по формулам и в силу (12) и (51) удовле�
творяют соответствующим дифференциальным
уравнениям:

1 1

1 1 1 1

1 0 1

1 10, ( ) 0, ( , 2, ).
a b

a b a bu x p x q u u a b m= + = =

0 1

0 1.X x A x A= +

2 2( , , ) .
n n n
L A A P− = ⊂…

1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

0

0 1 0

0 1

,

.

a

i i a

b b

i a i a j a i i b a i a i ab

A

dA A A A A Aγ

ω θ

ω ω θ ω θ

=

+ − − + =

1

1 1

1 10, 0.iA A= ≠

1

1

1 1 0 1

1 10, 0.
i

ix A x x A= + =

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1

1 1

1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

,

,

a i a

a

i i j i i i ib b

a a a j b a a ab

A

dA A A A A A

ω θ

ω ω θ ω θ

=

− + − − =

1 1

1 10, 0.i
A A= ≠

0 1( , ) .i
i

x A A A=

1 1( , ) .
m

B QεΓ = ⊂

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

, ,

( , 1, ; , 2, ).

a a a a b a aa b b

a a a a b b a a ab
B dB B B B B

a b m a b m

θ θ θ θ θ θ= − + − =
= =

1 1 1

1 1

1 1 10, det[ ] 0, ( , 2, ).a a bB B a b m= ≠ =

1

1

10, ( 2, ; 1, ).a

a aB u a m a m= = =

1 2( , , , ) .
m m m

B Qε ε−Γ = ⊂…

1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 [ ] [ ]

1 1

,

,

( ) , 0 , 0,

( , 1, ; , 1, ).

a

a a a
b b b

a a a a b a a a b a a ab

a a a b a b a ab

B

dB B B B B

B A A B B

a b m a b n

θ θ
θ θ θ θ
−

=
+ − − =

= − = =
= =

1

1 1

1 10, 0, ( 2, ).aA A a m= ≠ =

1 0.a
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(55)

Здесь явный вид всех величин pa1b1a и qa1b1a для нас
не существенный.

Таким образом, каждой точке (53) отвечает
K 2

m–2(x0,x1)⊂Гm–1. Из (54) следует, что точке A0 отвеча�
ет конус K 2

m–2, определяемый уравнениями

(56)

Из (55) заключаем, что в общем случае в точке
B∈Qm выполняется условие

(57)

т. е. конус K 2
m–2⊂Гm–1 не вырождается в конус по

крайней мере с прямолинейной вершиной, прохо�
дящей через точку B.

С учетом (57) введем в рассмотрение величины
pa

a1b1 по формулам

(58)

В силу (55) величины  удовлетворяют диффе�
ренциальным уравнениям

(59)

Здесь явный вид величин pa
a1b1 для нас не суще�

ственный.

Определение 4.1. Точка X∈L1, отвечающая точке
B∈Qm, называется центром прямой L1, если конусы
K 2

m–2(x0, x1) и K 2
m–2 аполярны.

Из (54) и (56) в силу (58) следует в соответствии
с определением 4.1, что точка T будет центром пря�
мой L1 тогда и только тогда, когда

(60)

Проводится такая канонизация проективного
репера, при которой

(61)

Из дифференциальных уравнений (55) и (59)
с учетом (2) получаются следующие дифферен�
циальные уравнения

В соответствии с [11] эти дифференциальные
уравнения свидетельствуют о существовании кано�
низации проективного репера типа (61).

Геометрически в силу (60) эта канонизация оз�
начает, что точка A1 является центром прямой L1.
Из (52) следует, что каждой точке B∈Qm отвечает
гиперплоскость

(62)

Таким образом, с учетом (62) доказана теорема.
Теорема 3.1. С отображением fm

2n–1: Qm→M2n–1 ин�
вариантным образом ассоциируется отображение
fm

2n: Qm→M2n, где каждая невырожденная нуль�пара

{A0;L
*

n–1} состоит из точки A0 и гиперплоскости L
*

n–1,
не проходящей через точку A0.

* *

1 1 2 1 2 0 1( , ,..., ) , .
n n n n n
L A A A A L P A L− − −= = ⊂ ∉∪

0 1 0

1 1 1 1 0 1 1, ( ) .a b b

a a ia b a ab
A dA A A Aω θ ω ω θ θ= − − − =

1 1

1 1
0.

a b

a bq p =

1 1

1 1

0 1( 2) 0.
a b

a bm x q p x− + =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
.

a b c b a a c b a b a

c c adp p p pθ θ θ+ + =

1 1 1

1 1 1 1 1 1, ( , , 2, ).
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Введение
В стандартном анализе имеется одна экспонен�

та с точностью до сложения аргумента с констан�
той. Под экспонентой в стандартном анализе по�
нимается функция инвариантная относительно
операций дифференцирования и интегрирования,
но последняя, с точностью до сложения с констан�
той интегрирования.

В работе [1] для оператора Адамара была полу�
чена дробная экспонента любого конечного веще�
ственного порядка s, названая в дальнейшем глав�
ной экспонентой

(*)

Данная функция инвариантна относительно
дифференцирования и интегрирования порядка s,
но интегрирование с точностью до сложения с по�
линомом интегрирования Cs(x). Данная инвари�
антность выполняется как для оператора Адамара,
так и для локального d�оператора порядка s дроб�
ного интегродифференцирования [1]

Полиномы интегрирования определяются [1]

Здесь неопределённые коэффициенты ak явля�
ются константами интегрирования, которых будет

k в случае целочисленных порядков и бесконечное
счётное множество для нецелочисленных поряд�
ков.

В работах [1, 2] было показано, что в локальном
дробном анализе для каждого целочисленного по�
рядка k>1 имеется более одной экспоненты,
а именно k2 экспонент. Среди экспонент одна –
главная экспонента, а остальные – дополнительные
экспоненты. Из всех k2 экспонент k являются основ#
ными, вместе с главной экспонентой и k–1 веще#
ственными экспонентами, а другие, k2–k – ком#
плексные экспоненты.

Наличие нескольких экспонент в целочислен�
ном локальном дробном анализе называется экспо#
ненциальным вырождением.

В случае нецелочисленных порядков экспонен�
циальное вырождение тоже имеет место. Для неце�
лочисленных порядков экспоненциальное вырож�
дение имеет ряд особенностей, отличных от вы�
рождения в случае целочисленных порядков.

Экспоненциальное вырождение 
нецелочисленных порядков
Рассмотрим первый из двух типов экспонен�

циального вырождения, которые были рассмотре�
ны в случае целочисленных порядков [2].

Заменим в ряду дробной экспоненты порядков
s(*) выражение ns на ns–q+1, где q – целое число,
q≥1 и найдём её производную порядка s

Число q≥1 будем называть сдвигом порядка, а
экспоненциальное вырождение, связанное с ним,
будем называть сдвиговым вырождением.
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ ВЫРОЖДЕНИЕ В СЛУЧАЕ НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ПОРЯДКОВ 
В ЛОКАЛЬНОМ ДРОБНОМ АНАЛИЗЕ НА ОСНОВЕ d?ОПЕРАТОРА
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Вводятся и рассматриваются свойства экспонент в дробном анализе нецелочисленных порядков. Показано, что для нецелочи�
сленных порядков в разных случаях возможно вырождение различных степеней, когда для различных порядков имеется более
одной экспоненты. Получено, что число экспонент для рациональных порядков конечно, а для иррациональных – бесконечно.

Ключевые слова:
Дробный анализ нецелочисленных порядков, дробный анализ целочисленных порядков, d�оператор, главная экспонента, до�
полнительные экспоненты, экспоненты вещественные, экспоненты комплексные, экспоненциальное вырождение.
Key words:
Fractional analysis of not�integral orders, fractional analysis of integral order, d�operator, main exponent, additional exponential fun�
ctions, exponential functions of a real variable, exponential functions of a complex variable, exponential degeneration.



При n=1 у первого элемента ряда после диффе�
ренцирования аргумент гамма�функции будет по�
падать в полюс, что будет приводить к тому, что
первый элемент ряда будет обращаться в ноль, а у
остальных порядок уменьшится на s. Переобозна�

чив индекс m=n–1, получим ряд

Найдём неопределённый интеграл порядка s
данного ряда

Здесь произведена замена индекса n+1=m,
и сделано переобозначение полинома интегриро�
вания в силу произвольности его коэффициентов

Слагаемое становится первым эле�

ментом (m=1) ряда после переобозначений.
Получили, что дробностепенные ряды 

порядка s инвариантны относи�

тельно дифференцирования и интегрирования по�
рядка s. Результат интегрирования получается
с точностью до сложения с полиномом интегриро�
вания Cs(x). Функции, задаваемые такими рядами,
будем называть экспонентами порядка s.

Такие экспоненты порядка s могут существовать,
когда ни один элемент ряда с n>1, и q>1 не обраща�
ется в ноль, что возможно, когда значения аргумен�
та гамма�функции не попадают в её нули, которые
определяются равенствами: ns–q+1=0,–1,–2,…

Рассмотрим случаи, когда порядок является ра�
циональным s=r/p (r,p∈N), тогда нули возможны
при выполнении равенств

Для рациональных порядков всегда найдутся
такие значения n>1 и q>1, когда будет выполняться
хотя бы одно из возможных равенств. Поэтому
сдвиговая инвариантность для рациональных по�
рядков невозможна.

Если порядок s является иррациональным,
то нули возможны при выполнении равенств

Для иррациональных порядков s и q>1 нет таких
значений n>1, при которых эти равенства выполня�
ются. Это значит, что сдвиговая инвариантность
имеется для иррациональных порядков, причём сте�
пень этого вырождения будет бесконечной. Поэто�
му множество экспонент иррационального порядка
со сдвиговым вырождением образуют бесконечное
счётное множество в случае любых целых чисел q≥1.

Экспоненту с q=1 будем называть главной эк#
спонентой порядка s, а остальные экспоненты с q>1
будем называть дополнительными вещественными
экспонентами порядка s. Все эти экспоненты будем
называть основными экспонентами, которые будут
вещественными функциями.

Второй тип экспоненциального вырождения свя�
зан с правилами дробного дифференцирования функ�
ций, у которых аргумент умножается на константу α

Инвариантность относительно дифференциро�
вания и интегрирования здесь будет выполняться,
если справедливо уравнение, которое называется
уравнением инвариантности порядка s [2, 3]

Решения уравнения инвариантности порядка s
будем называют корнями инвариантности и обоз�
начать αs

{h+1}≡αs
{l}(l=h+1;h=0,1,2,3,…), которые

определяются формулой

Здесь возможны два важных случая. Когда порядок
s – рациональное число или иррациональное число.

Если s – рациональное, то его можно предста�
вить в виде s=r/p (r,p∈N; p>1) , r и p не имеют об�
щих делителей, неравных 1, тогда число корней
инвариантности будет r.

Корень инвариантности αs
{1}=1, когда h=0,

всегда равен 1, назван главным корнем инвариант#
ности. Остальные корни инвариантности
αs

{h+1}≡αs
{l}(h=0,1,2,3,…) будем называть комплексны#

ми корнями инвариантности. Комплексные корни
инвариантности в частном случае могут быть мни�
мыми или действительными.

Введённые обозначения корней инвариантно�
сти выбраны для согласования с нумерацией эк�
спонент целочисленных порядков [2, 3].

Таким образом, для нецелочисленных порядков
при вырождении корней инвариантности имеется
одна вещественная экспонента, она же – главная
экспонента (*), при h=0, а остальные – дополни#
тельные комплексные экспоненты.

В случае ветвей дробного анализа рациональ�
ных порядков экспоненциальное вырождение,
связанное с корнями инвариантности, даёт конеч�
ное число комплексных экспонент, а для ветвей
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с иррациональными порядками – бесконечное
счётное множество комплексных экспонент.

Возможны различные способы обозначения
всех экспонент нецелочисленных порядков s, кото�
рые в общем случае можно записать, при условии,
что q,l∈N; l=h+1 

При вырождении, связанном с корнями инва�
риантности, возможны три частных случая.

1. Когда порядки рациональные и равны s=1/p,
то нет сдвигового вырождения, и нет вырождения
корней инвариантности (имеется один ко�
рень инвариантности ). Тогда для каждого

порядка s=1/p будет только одна, главная экспо�
нента (q=l=1)

2. В случае рациональных порядков s=r/p (r>1)
нет сдвигового вырождения, и имеется r корней
инвариантности. Тогда степень вырождения эк�
спонент в этом случае будет равна r и их можно за�
писать в виде ряда, где l=1,2,3,…r; l=h+1

Здесь каждому значению l будет соответство�
вать отдельная экспонента. Все эти экспоненты
можно представить в виде вектора

3. Когда порядок s=λ иррациональный, то име�
ется бесконечное вырождение корней инвариант�
ности бесконечное сдвиговое вырождение и
q=1,2,3,…; l=1,2,3,…; l=h+1

Здесь каждой паре значений q и l будет соответ�
ствовать отдельная экспонента. Все эти экспонен�
ты можно представить в виде матрицы с бесконеч�
ным числом строк и столбцов

Полученные экспоненты exps
{q|l}(x) нецелочи�

сленного порядка s инвариантны относительно
дробного интегродифференцирования порядка s, а
относительно интегрирования, как обычно, с точ�
ностью до сложения экспонент с полиномом инте�
грирования Cs(x)

При сдвиговом вырождении экспоненты связа�
ны между собой через дифференцирование и инте�
грирование целочисленного порядка b≤q+1. В этом
случае при дифференцировании сдвиг q уменьша�
ется на b, а при интегрировании увеличивается на b
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Это легко показать

Отсюда следует, что соседние элементы ряда пе�
реходят друг в друга при дифференцировании и
интегрировании порядка 1.

Инвариантные функции
Экспоненциальное вырождение в локальном

дробном анализе приводит к возможности введе�
ния инвариантных функций, которые были рас�
смотрены для целочисленных порядков [1, 2].

Рассмотрим инвариантные функции нецелочи�
сленных порядков.

Определение. Функцию, инвариантную относи�
тельно дифференцирования порядка s и инвари�
антную относительно интегрирования порядка s,
причём интегрирование с точностью до сложения
с полиномом интегрирования порядка s, будем на�
зывать инвариантной функцией порядка s [1, 2].

Тривиальным случаем инвариантной функции
для любого вещественного порядка является нуле�
вая функция (ноль).

Очевидно, что всё функции, пропорциональ�
ные экспонентам порядка s, являются инвариант�
ными функциями того же порядка, которые будем
называть простыми инвариантными функциями по�
рядка s.

Определение. Инвариантную функцию порядка
s будем называть сложной инвариантной функцией
порядка s, если она состоит из суперпозиции более
чем одной экспоненты порядка s.

Суперпозиция экспонент нецелочисленного
рационального порядка s=r/p будет сложной инва#
риантной функцией порядка s, которую без учёта
сдвигов можно записать

Здесь – корни инвариантности порядка
r/p; al – произвольные коэффициенты разложения, 

l=1,2,3,…r; l∈N; l=h+1.

Такие функции будем называть экспоненциаль#
ными полиномами порядка r/p.

Для частных случаев порядков s=1/p, когда от�
сутствует экспоненциальное вырождение, инвари�
антная функция будет простой и будет состоять
из одного слагаемого

В случае стандартного анализа, когда порядок
s=1, инвариантные функции тоже будет состоять
из одного слагаемого

Здесь для общности добавлен сдвиг аргумента
β, который тоже сохраняет инвариантность функ�
ций при интегродифференцировании порядка 1.

В случае иррационального порядка s суперпо�
зиция бесконечного числа экспонент порядка s бу�
дет образовывать ряд, который будем называть ря#
дом экспонент порядка s

Здесь aq,l – произвольные коэффициенты разложе�
ния, aq,l,αλ

{q|l}=const; aq,l,αλ
{q|l}∈C; q,l=1,2,3,…,∞; l=h+1.

Условия инвариантности для функций
Invfs(al,αs

{q|l};x) будут

Из сказанного справедлива теорема.
Теорема. Любая линейная комбинация инвари�

антных функций порядка s является инвариантной
функцией порядка s.

Инвариантные функции образуют простран#
ство инвариантных функций порядка s, которое бу�
дем обозначать IFs.

Определение. Размерностью пространства IFs

будем называть степень экспоненциального вы�
рождения порядка s и обозначать dimIFs.

Размерность пространства инвариантных
функций рационального порядка r/p будет r, или 

В частности, для порядков 1/p, когда отсутству�
е т э к с п о н е н ц и а л ь н о е в ы р о ж д е н и е , б у д е т  

Если порядок λ – число иррациональное, то di�
mIFλ=∞.

Из сказанного следует утверждение.
Теорема. Все экспоненты нецелочисленных по�

рядков s образуют линейно независимую систему
функций, которая образует линейное пространство
размерности 1, когда s=1/p, линейное простран�
ство размерности r<∞, если s=r/p и бесконечно�
мерное линейное пространство, если порядок s яв�
ляется иррациональным числом.

Элементами данного линейного пространства
являются инвариантные функции порядка s.
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В стандартном анализе справедлива формула
дифференцирования степенных рядов в окрестно�
сти центра a∈R; a=const<∞

Эта формула часто используется в дробном ана�
лизе для дифференцирования нецелочисленных
порядков, например [1].

Но при простом распространении данной фор�
мулы на случай дробных производных она уже
не является справедливой. Покажем это на про�
стом примере для второго члена разложения ряда.

Найдём производную нецелочисленного по�
рядка s с помощью локального d�оператора [2],
когда скобки не раскрываются, тогда по формуле
можно записать

(1)

Здесь Г(…) – гамма�функция Эйлера.
Найдём производную такого же порядка, но

уже раскрыв скобки

Полученные результаты не равны между собой,
если a≠0. Последний полученный результат явля�

ется правильным. Из этого следует, что в дробном
анализе формула дифференцирования степенных
рядов (1), обобщающая формулу стандартного ана�
лиза, не применима в дробном анализе.

Поэтому имеет смысл получить для дробного
анализа общие формулы интегродифференцирова�
ния дробных порядков биномиальных разложений
как для случаев с целочисленными порядками, так
и с нецелочисленными порядками разложения.

Для целочисленных порядков m справедливо
разложение

Здесь – биномиальные коэффициенты, ко�

торые в общем случае вещественных коэффициен�
тов будут

Когда показатель степени q>0, q≠1,2,3,… не яв�
ляется целочисленным, будет справедливо разло�
жение в ряд, сходящийся для значений, когда вы�
полняются условия: –1<x±a<1; a≠0
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Коэффициент (±a)q распадается на множество
неравных друг другу комплексных коэффициен�
тов.

Если q рациональное число, и его можно пред�
ставить в виде q=r/p; r,p∈N с условием, чтобы у r
и p не было общих нетривиальных делителей, тогда
в комплексной плоскости эти коэффициенты бу�
дут распадаться на два множества, для случаев
с положительным и с отрицательным значением a

Всего имеется p комплексных коэффициентов,
которые задают разложение. Число 2πr будем на�
зывать периодом коэффициентов. Все коэффициен�
ты будут повторяться при каждом прохождении
углом ϕ периода коэффициентов.

В случае иррациональных порядков q число
комплексных коэффициентов будет образовывать
бесконечное счётное множество.

Коэффициент, соответствующий номеру l=0,
будем называть главным коэффициентом.

Остальные p–1 комплексных коэффициентов
будем называть дополнительными коэффициентами
с соответствующими номерами l.

Если число q иррациональное, то имеется бес�
конечное счётное множество комплексных коэф�
фициентов.

Ряды, у которых каждый коэффициент разло�
жения имеет более одного значения, будем назы�
вать многослойными рядами. А общее число ком�
плексных значений коэффициентов задают мно�
жество слоёв ряда.

Ряд с главным коэффициентом будем называть
главным рядом.

Ряды с дополнительными коэффициентом бу�
дем называть дополнительными рядами, каждый из
которых имеет свой номер, в соответствии с номе�
ром l.

Интегродифференцирование целочисленных
порядков k биномиальных разложений с целочи�
сленными порядками m будет

Здесь Cα(x)– полиномы интегрирования, кото�
рые для оператора дифференцирования и для еди�
ничного оператора будут равны нулю. В случае
оператора интегрирования полиномы интегриро�
вания будут отличны от нуля.

Интегродифференцирование нецелочисленных
порядков s биномиальных разложений с целочи�
сленными порядками показателей степени m
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Формула интегродифференцирования целочи�
сленных порядков k с нецелочисленными показа�
телями q

Формула интегродифференцирования нецело�
численных порядков s с нецелочисленными пока�
зателями q

Из полученных двух последних выражений
можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема. При дробном интегродифференциро�
вании многослойного ряда биномиального разло�
жения, имеющего p слоёв, получается ряд, который
тоже имеет p слоёв.

Доказательство следует из того, что коэффици�
енты являются константами и в случае дробного
интегродифференцирования выносятся за знак
оператора, и их число остаётся неизменным.

Из теоремы следует, что число слоёв бино�
миального ряда является величиной инвариантной
относительно дробного интегродифференцирова�
ния, и каждый слой является «самостоятельным»
рядом.
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Введение
Данная работа посвящена вычислению обоб�

щенной дзета�функции, соответствующей уравне�
нию Клейна–Гордона на статических однородных
пространствах с инвариантной метрикой и нуле�
вым дефектом. Полученное выражение для обоб�
щенной дзета�функции используется для расчета
вакуумных средних тензора энергии�импульса,
описывающих поляризацию вакуума скалярного
поля внешним гравитационным полем. Частный
случай, когда однородное пространство является
группой Ли, рассмотрен в работах авторов [1, 2].

К классу однородных пространств, имеющих ну�
левой дефект, относятся симметрические простран�
ства, а также четырехмерные однородные простран�
ства с группой преобразований де Ситтера [3].

Для решения поставленной задачи применяется
метод орбит коприсоединенного представления
(К�орбит), позволяющий редуцировать уравнение
Клейна–Гордона к более простому уравнению
на лагранжевом подмногообразии к К�орбите c ме�
ньшим количеством переменных [1, 2].

1. Инвариантные метрики 
на однородных пространствах
Пусть G – связная односвязная вещественная

группа Ли, L – алгебра Ли группы Ли G. Рассмо�
трим правое однородное пространство P с группой
движений G. Обозначим через H замкнутую ста�
ционарную подгруппу некоторой точки y0∈P раз�
мерности dimG–dimH. Тогда P диффеоморфно
фактор�многообразию G/H и с однородным про�
странством P естественно сопоставляется главное
расслоение группы G(P,H,π), где π – каноническая
проекция π: G→P.

Над областями тривиализации U∈P в расслоен�
ном пространстве G введем координаты xA=(ya,hα)
прямого произведения U×H (a=1,…,dimP,
α=1,...,dimH). При этом координаты произволь�
ной точки x∈G можно представить в виде x=hv(y),
где v: P→G – локальное гладкое сечение рассло�
ения G (π °v=1). В свою очередь линейное про�
странство алгебры Ли L допускает разложение

в прямую сумму подпространств L= h⊕m, где h –
алгебра Ли группы H, m – дополнение к h.

Зафиксируем в алгебре Ли L некоторый базис
{eA}={ea,eα}, (A=1,…,dimG), такой что {ea}, (a=1,...,dimP) –
базис алгебры h, {eα}, (α=dimP+1,…,dimG) – базис
подпространства m. Обозначим за {eB} соответ�
ствующий базис в сопряженном пространстве L*:
<eA,eB>=δA

B, (A,B=1,..., dimL).
Метрический тензор правоинвариантной ме�

трики на группе Ли G в локальных координатах
имеет вид

(1)

где B – невырожденная квадратичная форма на ал�
гебре Ли L, задающая метрику на группе Ли G в
единице, σA(x) – базисные правоинвариантные
1�формы. G#инвариантная метрика на однородном
пространстве P строится по правоинвариантной
метрике (1) на группе:

(2)

(3)

где C C
AB=([eA,eB])C – структурные константы алгебры

Ли L. Условие (3) эквивалентно требованию Ad
(H)�инвариантности формы B и обеспечивает не�
зависимость определения G�инвариантной метри�
ки от действия группы H левыми сдвигами на про�
странстве расслоения G.

Тензор Риччи связности Леви�Чивита, постро�
енной по G�инвариантной метрике (2), на одно�
родном пространстве P выражается через базисные
правоинвариантные 1�формы σA(y,h) на группе Л и
G: Rij(y)=Rabσi

a(y,h)σi
b(y,h), y∈P, h∈H, где величины

Rab определяются компонентами формы B и струк�
турными константами алгебры Ли L:

,
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Здесь Bab=(Bab)
–1, и латинские индексы принимают

значения от 1 до dim m. Скалярная кривизна одно�
родного пространства P постоянна и равна R=BabRab.

2. Гармонический анализ на группах Ли
Не имея возможности полностью изложить ме�

тод орбит коприсоединенного представления и
обобщенный гармонический анализ на группах
Ли, отсылаем читателя к работам [4, 5]. Ниже пов�
торим основные понятия и определения.

Пусть группа Ли G действует на сопряженном
пространстве L* коприсоединенным представлени�
ем Ad*: G×L*→L*. На дуальном пространстве L*

определена скобка Пуассона�Ли

(4)

В силу вырожденности скобки (4) на L* суще�
ствуют функции Казимира Kμ(f), коммутирующие
со всеми функциями из C?(L*) и инвариантные от�
носительно коприсоединенного представления.
Число независимых функций Казимира indL назы�
вается индексом алгебры L.

Коприсоединенное действие Ad* расслаивает L*

на К�орбиты, и коалгебра L* является объединением
связных инвариантных алгебраических поверхно�
стей M(s), где каждая связная поверхность является
объединением К�орбит размерности dimL–indL–2s.

Непостоянные на M(s) функции K(s)
μ (f), коммути�

рующие с любой функцией на M(s), называются
функциями Казимира (s)#типа. Через r(s) обозначим
количество функционально независимых функций
Казимира (s)�типа. Причем dimM(s)=r(s). К�орбита
называется орбитой s#типа, если Oλ∈M(s), а число
s – степенью вырождения орбиты. К�орбиты с ну�
левой степенью вырождения называются невырож#
денными, а остальные – сингулярными. Через F(s)

α (f),
(α=1,…,dimL–r(s)) обозначим независимый набор
функций, определяющих поверхность M(s).

Пусть далее Oλ – К�орбита группы Ли G s�типа,
содержащая ковектор λ. Введем на Oλ замкнутую
невырожденную 2�форму ωλ, действующую на ка�
сательных векторах a,b∈TλOλ к К�орбите следую�
щим образом:

(5)

где ad *: L*→L* – дифференциал коприсоединенного
представления Ad*. 2�форма (5) называется формой
Кириллова и задает на К�орбите Oλ симплектиче�
скую структуру. Ограничение скобки Пуассона (4)
на К�орбиту совпадает со скобкой Пуассона, по�
рожденной симплектической формой ωλ. Известно,
что на симплектическом многообразии существуют
канонические координаты Дарбу, в которых сим�
плектическая форма имеет канонический вид.

Обозначим через (p,q)∈P×Q канонические ко�
ординаты Дарбу на К�орбите Oλ, в которых форма
Кириллова ωλ принимает канонический вид:
ωλ=dpa∧dqa, a=1,…,dimOλ/2.

Определим каноническое вложение f: Oλ→L*,
когда ковектору f∈L* ставятся в соответствие его
канонические координаты на К�орбите Oλ, содер�
жащей ковектор f. Каноническое вложение одноз�
начно определяется функциями fX(p,q,λ), X∈L, удо�
влетворяющими системе уравнений

(6)

Так как f∈M(s), то в случае сингулярных К�орбит
каноническое вложение также должно удовлетво�
рять условию F(s)

α (f)=0, α=1,…,dimL–r(s). Рассмо�
трим важный частный случай, когда каноническое
вложение (6) линейно по переменным p:

(7)

Можно показать, что для существования ли�
нейного канонического вложения (7) орбиты Oλ

необходимо и достаточно, чтобы функционал λ до�
пускал поляризацию n⊂L. Напомним, что поляриза�
цией n функционала λ называется подалгебра раз�
мерности dim n=dimL–dimOλ/2, подчиненная
функционалу λ: <λ,[n, n]>=0.

Операторы lX(q,λ)≡ifX(q,–i∂q,λ) реализуют непри�
водимое представление алгебры Ли L в пространстве
гладких функций L(Q,n,λ) от dimQ=dimOλ/2 пере�
менных q. Будем называть данное представление
λ�представлением алгебры Ли L s�типа. Введем на
многообразии Q меру dμ(q)=Δ(q)dμ0(q), где Δ(x) –
модуль группы Ли G, и скалярное произведение

где черта сверху обозначает комплексное сопряже�
ние. Потребуем, чтобы операторы λ�представления
были косоэрмитовы относительно меры dμ0(q). Для
выполнения этого условия необходимо и достаточ�
но ввести соответствующий «квантовый сдвиг»:
λ→λ+iβ, где β – некоторое действительное число.

Введем поднятие λ�представления алгебры Ли
L до локального представления ее группы Ли G:

(8)

где exp(tX)– однопараметрическая подгруппа вдоль
вектора X∈L. Из условия Tλ(x1)Tλ(x2)=Tλ(x1x2) сле�
дует соотношение для «матричных» элементов
представления Tλ(x):

(9)

Можно показать, что обобщенные функции
Dλ

qq–'(x) удовлетворяют переопределенной системе
уравнений (X∈L):
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где ξX(x) и ηX(x) есть лево� и правоинвариантные
векторные поля на группе Ли G соответственно.
Из требования однозначной определенности
функций D λ

qq–'(x) на группе Ли G следует условие
Кириллова целочисленности орбиты

где интеграл берется по любому двумерному циклу
γ на К�орбите Oλ.

Семейство обобщенных функций D λ
qq–'(x) полно

и ортогонально. И для каждой функции ϕ(x) из
плотного ядерного подпространства

определено прямое и обратное преобразование
Фурье вида:

(10)

(11)

где dμ(λ) – спектральная мера операторов Казими�
ра Kμ(η), dμ(x) – правоинвариантная мера на груп�
пе Ли G. Для невырожденных орбит прямое и об�
ратное преобразование (10), (11) определено на
всем пространстве L2(G,dμ(x)).

3. Интегрирование уравнения Клейна–Гордона
Статическое пространство�время представим в

виде (m+1)�мерного многообразия M=R 1×P m, где
P – m�мерное правое однородное пространство с
n�мерной группой движений G.

Введем на M лоренцеву метрику статического
пространства�времени:

где γij есть метрический тензор на однородном про�
странстве (2). Квадратичную форму B считаем по�
ложительно определенной.

Уравнение Клейна–Гордона скалярного поля
на M, взаимодействующего с внешним гравитаци�
онным полем, имеет вид

(12)

где ξ=(m–1)/(4m) – конформный множитель, ΔP –
оператор Лапласа на однородном пространстве P.
В пространстве решений уравнения (12) определе�
но иденфинитное скалярное произведение

(13)

Уравнение Клейна–Гордона (16) является ура�
внением Эйлера относительно действия скалярно�
го поля S=∫L(y,t)dμ(y) dt на M c лагранжианом:

(14)

Построим полный базис решений ϕσ(y,t) уравне�
ния (12), нумеруемый коллективным индексом σ и
удовлетворяющий условию нормировки относи�
тельно скалярного произведения (13): (ϕσ,ϕσ')=δσσ'.

В силу статичности пространства�времени ре�
шение будем искать в виде ϕ(y,t)=f(t)F(y). Подста�
вляя в уравнение (12) и учитывая (13), имеем

где Λ – параметр разделения переменных. Функция
F(x) удовлетворяет уравнению Клейна–Фока на P:

(15)

и условию ортогональности

(16)

где dμ(y) – квазиинвариантная мера на однород�
ном пространстве P.

Пространство гладких функций на однородном
пространстве P изоморфно пространству F функ�
ций на группе Ли G, постоянных на правых клас�
сах смежности по подгруппе изотропии H. Функ�
циональное подпространство F в виду связности
группы Ли H определяется выражением:

Для инвариантной метрики ΔPF(y)=H(η)F(y),
где H(η) – оператор Лапласа на группе Ли G, и ура�
внение (15) равносильно уравнению Клейна–Фока
на группе Ли G для функций из подпространства F:

(17)

Решение уравнения Клейна–Фока (17) на груп�
пе (в общем случае неунимодулярной) получено в
работе [1] и имеет вид

(18)

Для того чтобы функция Fσ(x) принадлежала F
на искомую функцию cΛ(q',λ) наложим условие

(19)

С учетом (19) преобразование Фурье (10), (11)
определено на функциональном подпространстве
L(s)(P) пространства L2(P,δ(y)):

где X
~

– генераторы группы Ли G преобразований,
действующей на P. Число sP, такое что M(sP)∩h⊥≠∅,
но M(sP–1)∩h⊥≠∅, называется степенью вырождения
однородного пространства P. В [5] показано, что на
однородном пространстве имеют место тождества:
K~μ

(s
P

)(X~)≡0, K~μ
(s

P
)(iX~)≡0, μ=1,…,rsP

, где K~μ
(s

P
)(f) – функ�

ции Казимира sP�типа, такие что K
~

μ
(sP)(f)|h⊥=0.

Откуда следует, что функциональное подпро�
странство L(sP)(P) совпадает со всем функциональ�
ным пространством L2(P,dμ(y)), а λ�представление
алгебры L должно быть согласовано с тождествами
на однородном пространстве P: K

~
μ
(sP)(λ)=0, μ=1,…,rsP

.
Тогда обобщенное преобразование Фурье (18)

не зависит от h∈H и определено на всем функцио�
нальном пространстве L2(P,dμ(y)).
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Подставим (18) в уравнение Клейна–Фока (17)
и получим на искомую функцию уравнение
[H(l(q',λ))+Λ2]cΛ(q',λ)=0. Для однородного простран�
ства нулевого дефекта оператор Лапласа H(η) отно�
сительно инвариантной метрики является операто�
ром Казимира. При переходе в λ�представление опе�
ратор Казимира переходит в функцию, зависящую
только от параметра орбиты: H(l(q',λ))=–κ(λ), и ура�
внение Клейна–Фока в λ�представлении сводится к
условию на спектр Λ2(λ)=κ(λ). Тогда базис решений
уравнения Клейна–Фока на однородном простран�
стве можно записать в виде

(20)

где функция c(q',λ) с точностью до постоянного мно�
жителя определяется из системы уравнений (19). Под�
ставив (20) в условие ортогональности (16) и восполь�
зовавшись свойствами (8) и (9) матричных элементов
λ�представления, получим условие нормировки

где dμR(h) – правоинвариантная мера Хаара на под�
группе изотропии H.

Таким образом, полный набор решений уравне�
ний Клейна–Гордона имеет вид

4. Обобщенная ζζ?функция уравнения 
Клейна–Гордона
Рассмотрим обобщенную ζ�функцию операто�

ра уравнения (12):

где kσ – собственные значения оператора F̂ . Обоб�
щенная ζ�функция ζ(s) допускает аналитическое
продолжение в комплексную плоскость, регуляр�
ное в точке s=0, и может быть определена как ин�
теграл по M от локальной ζ�функции:

(21)

где ϕσ(y,t) – полный и ортогональный набор соб�
ственных функций оператора F̂ . В нашем случае ура�
внение на собственные функции оператора F̂ сводит�
ся к (12). Тогда kλ=κ(λ)–ω2(λ)+m2+ξR, а набор соб�
ственных функций определяется выражением

(22)

Подставим (22) в (21):

(23)

Функция χ(λ) не зависит от локальных коорди�
нат на однородном пространстве и выражается че�
рез коэффициенты разложения с (q,λ):

Таким образом, локальная ζ�функция (23)
не зависит от локальных координат на однород�
ном пространстве, а определяется G�инвариантной
метрикой и алгеброй Ли L.

5. Перенормировка тензора 
энергии?импульса скалярного поля
Рассмотрим эффективное действие W скаляр�

ного поля с лагранжианом (14):

(24)

где μ – нормировочная константа, не зависящая
от метрики и имеющая размерность массы. Вариа�
ция эффективного действия (24) по метрике дает
вакуумные средние тензора энергии�импульса ска�
лярного поля:

(25)

Основной задачей является проведение проце�
дуры перенормировки и получение конечных зна�
чений вакуумных средних (25), характеризующих
эффект поляризации вакуума гравитационным по�
лем. Из выражения (25) следует, что задача сводит�
ся к нахождению перенормированного эффектив�
ного действия Wren. В рамках ζ�регуляризации эф�
фективное действие выражается через обобщен�
ную ζ�функцию оператора F̂ :

Основную трудность представляет собой вычи�
сление функциональных производных эффектив�
ного действия Wren по метрике. Воспользуемся ме�
тодом, предложенным в работе [6], когда сначала
вычисляются функциональные производные по gij

от эффективного действия, а уже потом берется
аналитическое продолжение при s=0:

(26)

где функция Zij(y,s) представляет собой аналитиче�
ское продолжение по переменной s от вариации
ζ�функции ζ(s) по метрике:

(27)

и в работе [6] носит название ζ�функции тензора
энергии#импульса, определенного формулой (26).
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Из (26) следует, что вычисление перенормирован�
ного значения тензора энергии�импульса сводится
к поиску аналитического продолжения по s=0 про�
изводных от функции Zij(y,s). Беря вариацию (27)
от локальной дзета�функции, получим [6]:

(28)

Так как мы рассматриваем ситуацию, когда при�
менение метода обобщенной ζ�функции позволяет
регуляризовать эффективное действие Wren, то вели�
чины ζ(y,0) и ζ'(y,0) должны быть конечными:

(29)

C учетом соотношения (29) подставим (28) в
(26) и после ряда вычислений получим выражение
для перенормированного тензора энергии�импуль�
са на M:

(30)

Используя выражение для метрического тензо�
ра энергии�импульса скалярного поля [1, 2, 6] и
учитывая, что ковариантная производная от ζ(y,s)
равна нулю, найдем явное выражение для ζij(y,s) в
компонентах ζab(y,s)=ζij(y,s)ηa

i (y,h)ηb
i (y,h):

Переходя в λ�представление для 
⎯
ζab(s)

⎯
имеем:

Подставляя выражение для ζij(y,s) в (30) и пере�
ходя к компонентам T̂ab=T̂ij(y)ηa

i(y,h)ηb
i(y,h) окон�

чательно получим

Данное выражение для компонент перенорми�
рованного тензора энергии�импульса скалярного
поля не зависит от выбора локальных координат
и определяется алгебраическими характеристика�
ми однородного пространства.

Выводы
При помощи метода орбит рассчитаны вакуум�

ные средние тензора энергии�импульса скалярного
поля и обобщенная дзета�функция, соответствую�
щая уравнению Клейна–Гордона на однородных
пространствах с инвариантной метрикой и нуле�
вым дефектом.

Обобщение полученных результатов на случай
однородных пространств ненулевого дефекта тре�
бует учета алгебры инвариантных операторов.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке
ФЦП «Научные и научно#педагогические кадры инновацион#
ной России», контракты П691; П789 и госзадание «Наука»
контракт № 1.604.2011.
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Введение
В электроэнергетике при решении проблем,

связанных с управлением и диагностикой электро�
механических систем, большое внимание уделяет�
ся вопросам моделирования и параметрической
идентификации отдельных объектов систем. Пара�
метрическая идентификация позволяет получить
параметры моделей объектов при условии, что ура�
внения моделей заранее известны и задаются с по�
мощью структурной схемы объекта. В настоящее
время широко известны классические методы
идентификации: метод наименьших квадратов,
максимального правдоподобия, метод стохастиче�
ской аппроксимации и др., которые при решении
практических задач оказываются часто неустойчи�
выми, неработоспособными, а так же сопряжены с
большими вычислительными затратами при иден�
тификации в режиме функционирования объекта
[1–4]. Одним из подходов к решению задач пара�
метрической идентификации является использова�
ние поисковых методов оптимизации [4–6].

Цель работы – изложение результатов исследо�
вания алгоритма оценивания параметров RL�цепей
как объектов электромеханической системы мето�
дом покоординатного спуска.

Постановка задачи
На основе детерминированного объекта – RL�

цепи, структурная схема которого представлена
на рис. 1, разработать алгоритм, который позволит
настраивать параметры модели объекта так, чтобы
невязка выходных сигналов была минимальной.
Экспериментальную проверку результатов выпол�
нить на лабораторной установке.

Рис. 1. Структурная схема объекта: F – некоторая функция,
определяемая входным сигналом – x (t) напряжения,
выходным сигналом – y(t) тока, вектором параме�
тров – β=(R;L)

Алгоритм настройки параметров модели
Исследуем объект с заданными параметрами,

описанный дифференциальным уравнением, со�
ставленным на основании его свойств и совмести�
мым с законами, определяющими его поведение.
Следовательно, построить параметрическую мо�
дель объекта не вызывает затруднений.

Параметры модели настраиваем по следующе�
му алгоритму:

Шаг 1: Определяем выходную величину объекта
y(t) при воздействии входным сигналом x(t).

Шаг 2: Определяем шаг для участков синхрони�
зации ΔT.

Шаг 3: Устанавливаем начальный момент вре�
мени t0.

Шаг 4: Устанавливаем начальные условия пара�
метров модели β�(0) (произвольные значения).

Шаг 5: Синхронизация – устанавливаем на�
чальные условия выходной величины модели, рав�
ной выходной величине объекта в заданный мо�
мент времени, определенный как начальный
y�(t0)=y(t0).

Шаг 6: Определяем выходную величину модели
y�(t0) при воздействии входным сигналом x(t).

Шаг 7: Определяем величину невязки Δβ вы�
ходных сигналов модели и объекта.

Шаг 8: Настраиваем параметры модели β� для
обеспечения минимума функционала невязки J.

Шаги 3–8 повторяем для всех участков синхро�
низации.

В работах [7, 8] предложено и обосновано прово�
дить синхронизацию начальных условий выходной
величины модели динамических объектов с шагом,
равным четверти периода входного сигнала, что
обеспечивает требуемое соотношение между точно�
стью и быстродействием системы идентификации.

Определение выходного сигнала модели сво�
дится к решению дифференциальных уравнений
известными методами: Эйлера, Рунге–Кутта и др.

Величину невязки выходных сигналов модели
и объекта, которая определяет качество идентифи�
кации, находим с помощью функционала [4]:
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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ RL?ЦЕПЕЙ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
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Рис. 2. Результаты работы алгоритма настройки параметров RL�цепи: а) выходные величины; б) параметр R; в) параметр L
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Настройку модели осуществляем как движение
по гиперповерхности J=J(β�)  в пространстве пара�
метров модели β�=(β�1,β�2,…,β�n) и проводим пои�
сковым методом оптимизации – методом покоор�
динатного спуска. Траектория движения в каждой
точке ортогональна по линиям уровня J(β�)=const.
Метод, использующий соотношение [5], основан
на итерационной процедуре приближения вектора
параметров модели для обеспечения минимизации
функционала J:

где k = 0,1,2,… – номер итерации; вектор направле�
ния спуска S(k) – это единичный вектор, совпадаю�
щий с каким�либо координатным направлением
(например, если направлен по параметру  β�1, то
S(k)=(1,0,0,…), если по β�2, то S(k)=(0,1,0,…) и т. д.);
величину g(k) выбираем таким образом, чтобы вели�
чина функционала в выбранном направлении
не переставала убывать [5].

Траекторию движения к минимуму функционала
проводим в виде спуска по каждому параметру век�
тора β�. Задаем начальные значения параметров мо�
дели  β�(k). Осуществляем спуск по первому параме�
тру, фиксируя значения других, и решаем задачу ми�
нимизации функционала для этого параметра [5, 6]:

Осуществляем спуск по второму параметру,
фиксируя значения других, и решаем задачу мини�
мизации функционала для этого параметра:

Аналогично осуществляем спуск по остальным
параметрам.

В результате этого процесса имеем последова�
тельность векторов параметров

в которых значения функционала составляют мо�
нотонную убывающую последовательность

и очередное приближение вектора параметров мо�
дели β�(k+1) к точке минимума функционала. Услови�
ем выбора вектора параметров служит неравенство:

Итерационный процесс сходится, если функ�
ционал J является гладкой функцией и начальное
приближение вектора параметров модели выбрано
так, чтобы выполнялось неравенство [5]:
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Рис. 3. Лабораторная установка
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Рис. 4. Исследование RL�цепи лабораторной установки: а) выходные величины; б) параметр R; в) параметр L
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Достоинством метода является его простота,
невысокие требования к памяти и сходимость
с любыми начальными приближениями при глад�
ких минимизируемых функциях. Этот метод при�
меняется в тех случаях, когда вычисление произ�
водных функций требует большого объема работы.
Основной недостаток – медленная сходимость [6].

Апробация алгоритма
Проверка работы алгоритма настройки параме�

тров модели RL�цепи электромеханической систе�
мы производилась на примере последовательного
соединения резистора и катушки индуктивности.
На вход объекта подавали синусоидальное напря�
жение u(t), на выходе снимали ток i(t).

Модель объекта – дифференциальное уравне�
ние первого порядка, которое составлено по второ�
му закону Кирхгофа и описывает протекающие
процессы [9]:

(1)

Значениями вектора параметров модели β� яв�
ляются величины резистора R и индуктивности L.
Размерности всех величин в единицах системы Си.

Для определения выходной величины модели –
тока i(t), было решено дифференциальное уравне�
ние (1) методом Рунге–Кутта четвертого порядка,
основанным на разложении искомого решения
в ряд Тейлора, учитывающего члены, содержащие
степени шага h до четвертой степени включитель�
но. Погрешность данного алгоритма пропорцио�
нальна h4. Естественно, уменьшение шага приво�
дит к увеличению точности. Однако с ростом числа
шагов погрешность может увеличиваться за счет
погрешности округления [9].

Для исследования работы предложенного алго�
ритма имитировали работу RL�цепи с помощью
математической программы MathCad для 10 раз�
личных параметров модели цепи β=(R; L) и векто�
ра начальных значений β�(0)=(R�(0),L�(0)). На рис. 2
представлены результаты исследования для
β=(10; 0,2), β�(0)=(5; 0,3) и с шагом синхронизации
начальных условий выходной величины, согласно
рекомендациям [7, 8] ΔТ=0,005 c.

Средние значения вектора параметров модели
составили  β�=(10,00042; 0,20001) и совпали со зна�
чениями вектора параметров цепи. Величина
функционала при средних значениях параметров
модели составила J=0,0000195.

С помощью компьютеризированной лабора�
торной установки (рис. 3), предназначенной для
исследования динамических режимов электриче�
ских цепей с реактивными элементами и электри�
ческих двигателей, расположенной в лаборатории
Энергетического института ТПУ, провели серию
экспериментов.

На рис. 4 представлены результаты настройки
параметров RL�цепи, собранной на лабораторной

установке. Вектор параметров цепи β=(132; 1,6),
вектор параметров начальных значений модели
β�(0)=(13,2; 0,16), шаг синхронизации начальных
условий выходной величины ΔТ =0,005 c.

Средние значения вектора параметров модели
β�=(132,01424; 1,60002). Величина невязки выход�
ных сигналов при средних значениях параметров
модели и объекта составила J=0,00021.

На рис. 5 представлены результаты исследова�
ния алгоритма настройки параметров RL�цепи при
различных начальных значениях вектора параме�
тров модели.

Рис. 5. Отношение вектора параметров модели и объекта

Анализ результатов работы алгоритма
Экспериментальная проверка (15 опытов) ра�

боты алгоритма позволила получить:
• средние параметры модели RL�цепи с невязкой

выходных сигналов на уровне менее 1 %;
• на отдельных участках синхронизации найден�

ные величины не отклоняются от истинных
значений более чем на 5 %;

• синхронизация начальных условий выходных
величин позволила получить средние параме�
тры модели, которые не отклоняются от истин�
ных значений более чем на 2 %;

• как показано на рис. 5, работа алгоритма не за�
висит от выбора начальных значений вектора
параметров модели.

Выводы
1. Предложен и апробирован на лабораторной

установке алгоритм настройки параметров мо�
дели RL�цепи электромеханической системы,
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который позволил получить оценки параметров
объекта с невязкой выходных сигналов на уров�
не менее 1 %.

2. Доказано, что работа предложенного алгоритма
не зависит от выбора вектора начальных пара�
метров модели. Это позволяет использовать его
для идентификации RL�цепей с неизвестными
параметрами.

3. Синхронизация начальных условий выходных
величин позволила получить средние параметры
модели, которые не отклоняются от истинных
значений более чем на 2 %, следовательно, пред�
ложенный алгоритм может быть использован
для параметрической идентификации RL�цепей
в системах управления и функциональной диаг�
ностики электромеханического оборудования.
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Как известно, форму большинства непрерыв�
ных плотностей распределения вероятностей
(ПРВ) можно достаточно подробно описать, ис�
пользуя четыре первых момента. Во многих слу�
чаях если провести аппроксимацию результатов
измерений распределением, имеющим те же четы�
ре момента, что и гистограмма, построенная
по экспериментальным данным, то погрешность
аппроксимации будет сравнительно небольшой.
В настоящее время для аппроксимации законов
распределения экспериментальных данных, при�
нимающих как положительные, так и отрицатель�
ные значения, часто применяются распределения
Джонсона и Пирсона [1–4]. Основным достоин�

ством распределений Джонсона по сравнению
с другими ПРВ является то, что на их основе мож�
но получать многомерные распределения [5, 6].

Распределения Н. Джонсона состоят из трех се�
мейств распределений, получаемых путем различ�
ных нелинейных преобразований гауссовской нор�
мированной плотности распределения вероятно�
стей. При этом Джонсон использовал три типа
функций h(y,μ,λ) [2–4]:

(1)

(2)

(3)3 ( ; , ) Arsh[( ) ], .h y y yμ λ μ λ= − − ∞ < < ∞

2 ( ; , ) ln[( )( )], ,h y y y yμ λ μ λ μ μ μ λ= − + − ≤ ≤ +

1( ; , ) ln[( ) / ], ,h y y yμ λ μ λ μ= − ≥

УДК 621.391

МОДИФИЦИРОВАННЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЖОНСОНА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 
ДЛЯ АППРОКСИМАЦИИ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

И.Г. Карпов, Ю.Т. Зырянов, А.Н. Грибков

Тамбовский государственный технический университет
E�mail: gribkovalexey@yandex.ru

Предложены модифицированные распределения Джонсона для аппроксимации законов распределения экспериментальных
данных, принимающих только положительные значения. Разработана методика оценки параметров модифицированных ра�
спределений Джонсона по экспериментальных данным.

Ключевые слова:
Модифицированные распределения Джонсона, аппроксимация законов распределения, плотность распределения вероятностей.
Key words:
Johnson’s modified distributions, approximation of distribution laws, density of probabilities distribution.



Этим функциям соответствуют три семейства
распределений Джонсона, параметры которых
определяются с использованием положительных
степенных моментов (математическое ожидание
m1 и центральные моменты M2, M3, M4) по методи�
кам, изложенным в целом ряде работ, например в
[1–4]. При этом в работах [1–3] рассматривается
оценка параметров распределений Джонсона с ис�
пользованием методов моментов и квантилей, а в
работе [4] рассматривается также метод макси�
мального правдоподобия.

Наибольшая погрешность аппроксимации за�
конов распределения экспериментальных данных
распределениями Джонсона возникает на их хво�
стах [2, 6, 7]. Поэтому в [7] описаны три нелиней�
ных преобразования логистического нормирован�
ного распределения, подобные функциям (1)–(3).

Цель данной работы – рассмотреть возмож�
ность аппроксимации законов распределения экс�
периментальных данных, принимающих только
положительные значения, с использованием ра�
спределений, полученных на основе модификации
распределений Джонсона [6].

1. Модифицированные распределения Джонсона
и их топографическая классификация
При решении задачи аппроксимации закона ра�

спределения экспериментальных данных, прини�
мающих только положительные значения, необхо�
димо принимать во внимание два важных обстоя�
тельства:
1) истинный закон распределения случайной ве�

личины очень часто имеет асимметричную
форму;

2) у него могут отсутствовать положительные сте�
пенные моменты.
Поэтому при оценке параметров эксперимен�

тального закона распределения целесообразно
вместо степенных моментов использовать лога�
рифмические моменты (математическое ожидание
l1 и центральные моменты L2, L3, L4), а вместо ра�
спределений Джонсона предлагается использовать
распределения (назовем их модифицированными
распределениями Джонсона), соответствующие
пяти типам функций H(y) [6]:

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Параметр сдвига μ в функциях (4)–(8) полагал�
ся равным нулю, так как он косвенным образом
учитывается областью существования соответ�
ствующего одностороннего закона распределения.

С учетом выражений (4)–(8) для функций H(y)
модифицированные распределения Джонсона бу�
дут определяться соотношениями:

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

где γ>0, –∞<m<∞, c>0 – параметры формы (для
ПРВ (12) параметр c<1); χ>0 – параметр масштаба.

Кривые, соответствующие указанным распре�
делениям, имеют весьма разнообразную форму:
унимодальную, J�образную, U�образную либо би�
модальную. Их топографическую классификацию
удобно производить с помощью диаграммы в пло�
скости переменных ηa и η12, приведенной на ри�
сунке. Коэффициент асимметрии ηa, коэффициент
эксцесса ηэ, нормированный совместный коэффи�
циент асимметрии и эксцесса η12 для этих ПРВ в
общем случае определяются выражениями

(14)

где 0≤η12≤1,5. Верхней границе области возможных
значений коэффициента η12 соответствуют распре�
деления в виде совокупности двух дельта�функ�
ций, а нижней границе – распределения, имеющие
менее четырех моментов.

Кривые 2а и 2б характеризуют собой соответ�
ственно области существования распределений (9)
и (10). Коэффициенты асимметрии ηa для ПРВ (9)
и (10) определяются соответственно выражениями
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Рисунок. Диаграмма модифицированных распределений
Джонсона

Нормированный совместный коэффициент
асимметрии и эксцесса η12 для ПРВ (9), (10) опре�
деляется соотношением

Введем вспомогательный коэффициент η22:

(15)

Для ПРВ (9) и (10) вспомогательный коэффи�
циент η22=1.

Выше линий 2а и 2б находится область суще�
ствования распределения (12), при этом вспомога�
тельный коэффициент η22>0. Для ПРВ (12) при
m>0 выполняется неравенство ηa<0, при m<0 – не�
равенство ηa>0, а при m=0 – неравенство ηa=0.
Отрезок прямой 1а характеризует собой область су�
ществования частного случая ПРВ (12) при m=0.

Точка 3 характеризует собой область существо�
вания логнормального распределения (11). Для не�
го ηa=0, η12=1 и η22=1. Ниже линий 2а и 2б нахо�
дится область существования распределения (13).
При этом вспомогательный коэффициент η22<0.
Распределение (13) при m>0 имеет коэффициент
ηa>0, при m<0 – ηa<0, а при m=0 – ηa=0. Отрезку
прямой 4а соответствует область существования
частного случая ПРВ (13) при m=0.

2. Анализ возможностей модифицированных 
распределений Джонсона по аппроксимации 
теоретических законов распределения
Рассмотрим возможности распределений (9) и

(10) по аппроксимации известных теоретических
законов распределения, в первую очередь обоб�
щенного гамма�распределения [6]:

(16)

где α>0, c>0 – параметры формы; β>0 – параметр
масштаба.

Частными случаями ПРВ (16) являются: ра�
спределение Релея при α=0, β=√

⎯
2σ⎯ и c=2; гамма�

распределение при c=1; распределение хи�квадрат
при α=0,5n, c=1 и β=2; распределение Накагами
при α=m, β=√

⎯
Ω/m

⎯
и c=2; распределение Вейбул�

ла при α=1 и β–c=λ.
Аппроксимация ПРВ (16) выражением (9) осу�

ществлялась с помощью логарифмических момен�
тов, которые для ПРВ (9) равны:

Для ПРВ (16) эти моменты определяются соот�
ношениями [6]:

где ψ(α) – пси�функция [8].
Было установлено, что параметры ПРВ (9) свя�

заны с параметрами ПРВ (16) соотношениями [6]:

(17)

(18)

где

При этом с помощью вспомогательных параме�
тров m0 и χ0, зависящих (как и параметр γ) только
от параметра α, целесообразно ПРВ (9) преобразо�
вать к виду

(19)

ПРВ (19) отражает зависимость от параметров c
и β аналогично ПРВ (16). Изменение в (16) пара�
метра α в ПРВ (19) приводит к изменению параме�
тров m0, χ0 и γ. Как следует из (18), параметр мас�
штаба χ зависит от всех трех параметров ПРВ (16).
Если в ПРВ (16) параметр α=1 (распределение
Вейбулла), то m0=1,2, χ0=2,95, γ 2=8,13. При этом
ПРВ (19) принимает вид
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где χ=βexp(2,95/c). Если к тому же параметр c=2
(закон Рэлея), то

где χ=βexp(1,475).
В качестве критерия оценки точности аппрок�

симации использовался модуль разности расстоя�
ний между истинной и аппроксимирующей ПРВ,
измеряемый в процентах и определяемый с помо�
щью выражения [6]:

(20)

Достоинством критерия (20) является то, что
он при значениях Δ<5,0 % гарантирует прие�
млемую точность аппроксимации истинной ПРВ
во всей области ее протяженности.

Оценка погрешности аппроксимации обоб�
щенного гамма�распределения (16) с помощью
ПРВ (9) по критерию (20) показала, что она зави�
сит только от значений параметра α. Ошибка ап�
проксимации Δ возрастает при α→0. Например,
если α=10, то Δ<0,13 %; если α=1, то Δ<0,64 %;
если α=0,25, то Δ<5,0 %.

Рассмотрим теперь возможности ПРВ (9) по ап�
проксимации К�распределения [6]:

(21)

где v>0 – параметр формы; β>0 – параметр мас�
штаба; Kv(z) – функция Макдональда (модифици�
рованная функция Бесселя второго рода).

Логарифмические моменты для ПРВ (21) име�
ют следующий вид:

Было установлено, что параметры ПРВ (9) свя�
заны с параметрами ПРВ (21) по�прежнему соот�
ношениями (17) и (18), где

Оценка погрешности аппроксимации ПРВ (21)
по критерию (20) показала, что она имеет макси�
мальное значение 1,29 % при v=5, а при других
значениях параметра v уменьшается. Так, если
v=20, то Δ<1,0 %; если v=1, то Δ<0,35 %.

Необходимо отметить, что ПРВ (9) можно при�
менять для аппроксимации теоретических законов
распределения, когда коэффициент асимметрии
ηa<0, а вспомогательный коэффициент η22=1. Если
ηa=0, η12=1, то для аппроксимации используется
логнормальное распределение (11); а если ηa>0,
η22=1 – распределение (10).

Рассмотрим возможности распределения (10)
по аппроксимации законов распределения, подоб�
ных ПРВ [6]:

(22)

Логарифмические моменты для ПРВ (10) и (22)
соответственно определяются выражениями:

и

При этом параметры ПРВ (10) определяются
формулой (17), а также соотношениями

где

С помощью вспомогательных параметров m0 и
χ0, зависящих (как и параметр γ) только от параме�
тра α, целесообразно преобразовать ПРВ (10)

(23)

ПРВ (23) отражает зависимость от параметров
с и β аналогично ПРВ (22). Изменение в (22) пара�
метра α в ПРВ (23) приводит к изменению параме�
тров m0, χ0 и γ. Оценка погрешности аппроксима�
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ции с помощью ПРВ (23) распределения (22)
по критерию (20) показала, что она зависит только
от значений параметра α. Ошибка Δ возрастает при
α→0. Например, если α=10, то Δ=0,13 %; если
α=1, то Δ=0,64 %; если α=0,25, Δ=3,0 %.

Производилась также оценка возможностей ра�
спределения (10) по аппроксимации обратного
гауссовского распределения [2]:

(24)

где c>0 – параметр формы; λ>0 – параметр мас�
штаба.

Оценка погрешности аппроксимации с помо�
щью ПРВ (10) распределения (24) по критерию
(20) показала, что она зависит только от параметра
формы с. Ошибка аппроксимации Δ возрастает при
c→0. Например, если c=20, то Δ=0,28 %; если c=2,
то Δ=1,9 %; если c=0,1, то Δ=4,7 %.

Таким образом, модифицированные распреде�
ления Джонсона (9) и (10) позволяют с приемле�
мой точностью аппроксимировать известные тео�
ретические законы распределения, такие как К�ра�
спределение, обратное гауссовское распределение,
обобщенное гамма�распределение и т. д.

3. Применение модифицированных распределений
Джонсона для аппроксимации законов 
распределения экспериментальных данных
Аппроксимация экспериментальных распреде�

лений с помощью модифицированных распределе�
ний Джонсона (9)–(13) может осуществляться
по следующему алгоритму:
1. Вначале определяются выборочные логариф�

мические моменты:

(32)

затем коэффициенты ηa, ηэ и η12 по соотноше�
ниям (14), а также вспомогательный коэффи�
циент η22 по формуле (15).

2. Если для вспомогательного коэффициента
η22 выполняется условие η22>1,02, то для ап�
проксимации экспериментального распределе�
ния используется ПРВ (12).

3. Если для вспомогательного коэффициента
η22 выполняется условие η22<0,98, то для ап�
проксимации экспериментального распределе�
ния используется ПРВ (13).

4. Если для коэффициентов ηa и η22 выполняются
условия –0,1≤ηa≤0,1; 0,98≤η22≤1,02, то для ап�
проксимации экспериментального распределе�
ния используется логнормальный закон (11),
параметры которого определяются первым на�
чальным и вторым центральным логарифмиче�
скими моментами χ=exp(l1), γ=1/√

⎯
L2 .

5. Если коэффициент асимметрии ηa<–0,1, а для ко�
эффициента η22 выполняется условие 0,98≤η22≤1,02,
то для аппроксимации экспериментального распре�
деления используется ПРВ (9).

6. Если коэффициент асимметрии ηa>0,1, а для коэф�
фициента η22 выполняется условие 0,98≤η22≤1,02,
то для аппроксимации экспериментального ра�
спределения используется ПРВ (10).
Оценка параметров модифицированных ра�

спределений Джонсона (9), (10), (12) и (13) произ�
водится по известным методикам оценки параме�
тров распределений Джонсона, изложенным в це�
лом ряде работ, например в [1–4]. При этом сте�
пенные моменты заменяются на логарифмиче�
ские.

Выводы
На основе модификации распределений Джон�

сона получены модифицированные распределения
Джонсона (9)–(13), а также произведена их топо�
графическая классификация с использованием ко�
эффициента асимметрии и совместного коэффи�
циента асимметрии и эксцесса. Показано, что мо�
дифицированные распределения Джонсона (9) и
(10) позволяют с приемлемой точностью аппрок�
симировать известные теоретические законы ра�
спределения, такие как К�распределение, обратное
гауссовское распределение, обобщенное гамма�ра�
спределение и т. д. Разработана методика аппрок�
симации законов распределения эксперименталь�
ных данных, принимающих только положитель�
ные значения, с использованием модифицирован�
ных распределений Джонсона (9)–(13) на основе
методики оценки параметров распределений
Джонсона.
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Введение
В настоящее время проблема идентификации

параметров динамических объектов, в частности
электродвигателей в составе «бездатчиковых» элек�
троприводов, становится все более актуальной. Од�
ним из направлений развития теории динамиче�
ской идентификации является оперативная оценка
параметров динамических объектов на основе раз�
ностных схем [1, 2]. Для решения этого класса за�
дач идентификации необходимо представить си�
стемы разностных уравнений в матричном виде.
Однако при составлении матриц возникают про�
блемы их плохой обусловленности.

Цель представленной работы – предложить спосо�
бы улучшения обусловленности матриц за счет опти�
мального выбора коэффициента временной задержки
при динамической идентификации параметров на ос�
нове решения систем разностных уравнений.

Требования к процедуре идентификации и оценкам
Приведем основные требования, предъявляе�

мые к процедуре идентификации и полученным в
результате оценкам [3]:
1. Несмещенная оценка.
2. Состоятельная оценка.
3. Эффективная оценка.
4. Высокая точность.
5. Надежность.
6. Наименьшие затраты на процедуру идентификации.

Особенности составления системы 
разностных уравнений в матричном виде
Динамические процессы, происходящие в

объектах, описанные системой дифференциаль�
ных уравнений (СДУ) n�го порядка, как правило, в
нормальной форме Коши: 

(1)

где – производные переменных состояний;

aji(tj) – искомые коэффициенты, xi – значения пе�

ременных состояния, полученные из сигналов дат�

чиков в точках tj; fj(tj) – независимые свободные
члены уравнений, обусловленные внешним воз�
действием на динамическую систему.

Полученную систему (1) можно записать в ма�
тричном виде (2): 

(2)

где – матрица входных ве�

личин; – матрица неизвестных параме�

тров; – матрица выходных величин.

Способы улучшения обусловленности 
матрицы входных величин
Одним из способов уменьшения погрешности

идентификации параметров является переход к пе�
реобусловленной системе линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) с прямоугольной матрицей вход�
ных величин. Такой подход положительно себя заре�
комендовал в решении задач Навье–Стокса [4]. Пе�
реобусловленные СЛАУ являются несовместными.

Определение 1. Система линейных алгебраиче�
ских уравнений называется несовместной, если
для заданной правой части не существует вектора
ϕ, обращающего СЛАУ в тождество. Несовмест�
ность может быть вызвана неточностью задания
правой части или неточностью задания элементов
матрицы системы. Также несовместной является
СЛАУ с прямоугольными матрицами, для которых
не определена обратная матрица A–1 [5].
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Примечание. Несовместными могут быть СЛАУ
с хорошо обусловленными матрицами.

Воскобойниковым Ю.Е. рассмотрен случай для
матрицы А, имеющей размеры N×M. Вектор ϕHK

размерностью M называют псевдорешением ура�
внения (2), с учетом определения 1, если он доста�
вляет минимум следующему функционалу

среди всех векторов евклидова пространства EM.
Используя правила векторного дифференцирова�
ния, получаем необходимое условие экстремума:

из которого следует система уравнений (называе�
мая системой нормальных уравнений) вида:

В отличие от исходной системы Aϕ=f эта систе�
ма всегда разрешима, т. е. для любой правой части f
существует псевдорешение ϕHK. Если матрица A
имеет ранг, равный M, то

К сожалению, алгоритм построения ϕHK являет�
ся неустойчивым по отношению к погрешностям
исходных данных, что является следствием плохой
обусловленности решаемых СЛАУ.

При идентификации параметров динамических
объектов на основе решения систем разностных
уравнений плохая обусловленность матрицы при�
водит к получению неточных оценок.

Определение 2. Система уравнений считается
хорошо обусловленной, если малые изменения
в коэффициентах матрицы или в правой части вы�
зывают малые изменения в решении.

Определение 3. Система уравнений считается
плохо обусловленной, если малые изменения в ко�
эффициентах матрицы или в правой части вызыва�
ют большие изменения в решении.

Примечание. Будем считать, что малые измене�
ния в коэффициентах матрицы и решении – это
изменения, составляющие 0,1 % от самих значе�
ний.

Предположим, есть следующая СЛАУ:

(3)

Соответственно, матрица неизвестных параме�
тров [xy]T.

Внесем небольшие изменения в правую часть
системы (3):

(4)

где d1≈b1, d2≈b2.

Решением (4) является [x1y1]
T.

Если

то система является хорошо обусловленной. Если же

то система плохо обусловленная.
Изменим систему (3), внеся небольшие измене�

ния в коэффициенты матрицы A:

(5)

где c11≠a11, c12≠a12, c21≠a21, c22≠a22.
Решением (5) является [x2 y2]

T. Если

то система является хорошо обусловленной. Если же

то система плохо обусловленная.
Определение 4. Матрица  хорошо обусловлена

тогда и только тогда, когда ее строки (столбцы) ли�
нейно независимы [6].

Оптимальный выбор коэффициента 
временной задержки
Одна из основных причин плохой обусловлен�

ности матрицы – стремление определителя к нулю
и невозможность найти обратную матрицу. Реше�
нием данной проблемы является совершенствова�
ние метода составления систем линейных алгебра�
ических уравнений на основе разностных схем.
Продемонстрируем это на примере RL�цепи.

Пример 1. Запишем уравнение по второму зако�
ну Кирхгофа для RL�цепи:

где tj – время на j�м шаге расчёта; i(tj)=ij – ток; R –
сопротивление; L – индуктивность; U(tj)=Uj – гар�
моническое напряжение, синусоидальное или кос�
инусоидальное.

Для определения оценок двух искомых параме�
тров R� j и L�j составим систему уравнений, добавив
второе уравнение, полученное на основе задержки
по времени τ=k⋅Δt, причём Δt – период дискрети�
зации сигналов датчиков тока и напряжения, а k –
количество задержек по времени:

(6)
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Решением (6) является:

Будем варьировать k так, чтобы временная за�
держка была в пределах от 0 до половины периода
входного гармонического напряжения. Чем опре�
делитель матрицы коэффициентов больше, тем бо�
лее корректной является задача идентификации
параметров и наоборот [5]. Среднее значение опре�
делителя вычисляется при этом как:

При моделировании принималось, что
U(tj)=220⋅√

–
2cos(2π50tj), R=0,1, L=0,025, Δt=100⋅10–6,

N=104. Размерности всех величин в единицах си�
стемы Си. 

Зависимость DetAk от количества временных за�
держек k представлена на рисунке.

Рисунок. Зависимость DetAk от количества временных задер�
жек k

Из рис. 1 видно, что определитель имеет макси�
мальное значение при временной задержке равной
50, что соответствует четверти периода входного
сигнала. Таким образом, при составлении разност�
ных уравнений динамических объектов, при вход�
ном гармоническом сигнале, необходимо учиты�
вать коэффициент временных задержек. В общем
случае k должен иметь значение, соответствующее
четверти периода входного сигнала, остальные вре�
менные задержки равномерно разбиваются от 0 до
k в зависимости от количества уравнений.

Однако считается, что большое значение опре�
делителя матрицы входных сигналов не является
важным критерием обусловленности, более значи�
мо число обусловленности матрицы [6]. Соответ�
ственно, необходимо проверить правильность вы�
бора временных задержек k.

Определение 5. Число обусловленности cond(A)
является количественной оценкой обусловленно�
сти. Если cond(A)≥103, то матрица A плохо обусло�
влена. Если 1≤cond(A)≤100, то матрица считается
хорошо обусловленной.

Примечание. Число обусловленности матрицы
всегда больше 1, cond(A)≥1.

Следует отметить, что число обусловленности
матрицы напрямую связано с понятием норма ма�
трицы. Как и определитель квадратной матрицы,
норма матрицы – это число. Норма матрицы всег�
да является положительным числом.

Различают несколько норм матрицы.
Определение 6. ∞�норма – это максимальная из

сумм модулей элементов строки. Для предыдущего
примера:

Определение 7. 1�норма – это максимальная сум�
ма модулей элементов каждого из столбцов матрицы:

Определение 8. 2�норма (евклидова норма) –
длина векторов в n�мерном пространстве:

Пример 2. Определим зависимость числа об�
условленности от нормы матрицы. Рассчитаем
∞�норму матрицы A для примера 1.

Перепишем систему (6) с учетом, что коэффи�
циент временной задержки k=50, j=51.

(7)

Соответственно матрица A51:

∞�норма матрицы A51 равна:
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Найдем ∞�норму матрицы X51:

На основании определений 6 и 7 внесем не�
большие изменения в левую часть системы (7):

Найдем ∞�нормы матриц A'51 и X'51:

Таким образом, изменение левой части равно:

а изменение решения:

Найдем ∞�нормы векторов ΔA и ΔX:
||ΔA||∞=0,001, ||ΔX||∞=4,251⋅10–3.

Отношение ∞�нормы векторов ΔA, ΔX соответ�
ственно к A51, X51 равно:

Видно, что изменение левой части, равное
1,268⋅10–3 %≤0,1 %, вызвало малое изменение в ре�
шении 6,367⋅10–2 %≤0,1 %. Отношение изменения
решения к изменению левой части:

Таким образом, на основании определений 6, 7
и 10 можно утверждать, что выбор коэффициента
временной задержки является оптимальным и не
противоречит законам обусловленности матрицы.

Примечание. Идентификация параметров начина�
ется с 51 значения, что связанно с временной задерж�
кой и особенностью процедуры идентификации. Та�
ким образом, первым значением процесса идентифи�
кации параметров динамических объектов при гармо�
ническом входном сигнале является решение (2),
приведенное в общем виде к следующему уравнению:

где – матрица вход�

ных величин; – матрица неизвестных пара�

метров; – матрица выходных величин.

Таким образом, после учета всех представлен�
ных выше способов улучшения обусловленности
матрицы входных величин для идентификации па�
раметров динамических объектов при гармониче�
ских входных воздействиях решение уравнения (2)
выглядит следующим образом:

Выводы
1. Сформулированы основные требования,

предъявляемые к процедуре идентификации
и полученным в результате оценкам.

2. Определены основные причины плохой обусло�
вленности матриц входных величин, и предло�
жены способы улучшения обусловленности та�
ких матриц.

3. Рассмотрен оптимальный выбор коэффициента
временной задержки, необходимый для соста�
вления разностных уравнений. Выявлено, что
максимальное значение определителя получено
при коэффициенте временной задержки, соот�
ветствующем четверти волны входного сигнала.
В результате проверки на противоречие обусло�
вленности матриц можно утверждать, что мето�
дика данного выбора является работоспособной.
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Введение
Наличие в металлах примесей внедрения ока�

зывает ощутимое влияние на их эксплуатационные
характеристики [1, 2]. Особое место в ряду приме�
сей внедрения по влиянию на физико�механиче�
ские свойства металлов занимает водород. Это свя�
зано с тем, что водород, благодаря высокой диффу�
зионной подвижности в металлах, может перера�
спределяться в объеме материала под действием
полей упругих напряжений, образуя скопления
в наиболее напряженных участках и увеличивая
тем самым вероятность выделения гидридов и об�
разования пор и трещин [3]. Известно [4, 5], что
диффузия водорода в металле зависит не только
от типа кристаллической решетки металла,
но и от степени ее совершенства. Наиболее суще�
ственно дефекты кристаллической решетки влия�
ют на коэффициенты диффузии и растворимости
водорода в металле.

В последнее время активно разрабатываются и
исследуются ультрамелкозернистые (нано� и суб�
микрокристаллические (СМК) материалы), инте�

рес к которым связан с их уникальными физико�
химическими свойствами по сравнению с крупно�
кристаллическими (КК) материалами. Вместе с
тем нано� и СМК�металлические материалы име�
ют большую протяженность границ зерен и часто
высокую плотность дефектов кристаллической ре�
шетки (дислокаций и вакансий) в объеме зерен,
которые являются ловушками для водорода. Так,
по данным, приведенным в [6–8], объемная доля
границ в субмикрокристаллических металличе�
ских материалах, полученных методами интенсив�
ной пластической деформации, составляет
0,1…1,0 %, плотность дислокаций – 1014…1015 м–2,
а плотность вакансий может достигать 10–4 (в хоро�
шо отожженных металлах плотность дислокаций
составляет 104…108 м–2, а плотность вакансий –
10–23…10–22). Это дает основание предполагать, что
коэффициенты диффузии и способность накапли�
вать водород в объеме из водородосодержащей
среды для нано� и СМК�материалов будут суще�
ственно отличаться от соответствующих величин
для КК�материалов.
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Проведены сравнительные исследования диффузии водорода в крупно� и субмикрокристаллическом титане методом сопряже�
ния электролитической ячейки с вакуумной камерой через мембрану. Установлено, что формирование субмикрокристалличе�
ской структуры приводит к уменьшению эффективного коэффициента диффузии водорода в титане и повышению способности
накапливать водород в объеме, что обусловлено большей протяженностью границ зерен в субмикрокристаллических образцах
по сравнению с крупнокристаллическими. Проанализировано влияние плотности дислокаций и протяженности границ зерен
на способность титана накапливать водород в объеме.
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Целью данной работы является исследование
на примере титана влияния формирования СМК�
состояния на эффективные коэффициенты диф�
фузии и способность накапливать водород в объе�
ме металлических материалов.

Материал и методы исследования
В качестве материалов для исследования исполь�

зовали титан технической чистоты (99,58 мас. %)
(состав в мас. %: <0,12О; 0,18Fe; <0,07C; <0,04N;
<0,01H, остальное титан) в КК� и СМК�состоя�
ниях и двухфазный (α+β) титановый сплав ВТ6.

СМК�состояние в титане было получено мето�
дом, сочетающим равноканальное угловое прессо�
вание (режим Вс, восемь проходов при температу�
рах 673…573 К) и холодную деформацию на 75 %.
Деформацию титана после равноканального угло�
вого прессования на 75 % осуществляли многохо�
довой прокаткой при комнатной температуре с ша�
гом 5…12 %. Деформацию (ε) рассчитывали по
формуле:

где h0 – толщина заготовки до прокатки; h – тол�
щина заготовки после многоходовой прокатки.

Сплав ВТ6 использовали в двух состояниях:
в мелкокристаллическом (МК) (размер зерен
~10 мкм) и СМК� (размер элементов зеренно�суб�
зеренной структуры ~0,45 мкм) состояниях. Со�
держание β�фазы в сплаве в обоих состояниях в
пределах ошибки измерения методом рентгено�
структурного анализа одинаково и равно ~10 об. %.
СМК�состояние в сплаве ВТ6 было получено ме�
тодом всестороннего прессования при температуре
873 К [9].

Структурные исследования проводили с помо�
щью оптического Olympus GX�71 и электронного
ЭM�125K микроскопов. Размеры структурных эл�
ементов измеряли на фотографиях микрострукту�
ры методом секущей. Плотность дислокаций в ти�
тане определяли по уширению рентгеновских ли�
ний с помощью дифрактометра Shimadzu XRD�
6000 в излучении Сu�Kα. Разделение вкладов в
уширение рентгеновских линий за счет малых раз�
меров областей когерентного рассеяния и микро�
искажений кристаллической решетки проводили
с помощью метода, предложенного для титана
в [10], по линиям (0111) и (0113). Плотность дисло�
каций ρ рассчитывали по формуле [11]:

где β – уширение рентгеновских линий, обусло�
вленное микродеформацией решетки; θ – угол, со�
ответствующий максимуму рентгеновской линии;
b – вектор Бюргерса.

Для исследования диффузии водорода в титане
использовали метод мембраны [5]. Толщина ис�
пользуемых мембран составляла 40…50 мкм.

Имеющаяся установка позволяла объединить элек�
тролитическую ячейку (для насыщения образца во�
дородом) и высоковакуумную камеру (для масс�
спектрометрического анализа прошедших через
мембрану продуктов электролиза) [12, 13]. После
включения электролитической ячейки при появле�
нии признаков возрастания интенсивности линий
водорода фиксировалось время, прошедшее от мо�
мента включения электролиза. Масс�спектрометр
позволял отслеживать изменение в вакуумной ка�
мере масс следующих элементов и соединений: Н;
Н2; HD; D2; СН; ОН. Измерения интенсивностей
линий указанных элементов и соединений произ�
водили многократно в течение всего времени воз�
растания и выхода их на насыщение (далее для
простоты речь будет идти только о линии Н2). Эф�
фективный коэффициент диффузии водорода DH

оценивали исходя из величины промежутка време�
ни от момента включения электролиза и момента
возрастания интенсивности линий водорода t0 по
формуле Бэррера [14]:

(1)

где l – толщина мембраны, Δt – величина проме�
жутка времени между моментом включения элек�
тролиза и моментом начала возрастания линии Н2,
фиксируемой масс�спектрометром, установлен�
ным в вакуумной камере.

Для электролиза использовали электролит 0,1М
H2SO4. Плотность тока электролиза 1 А·см–2, на�
чальное давление в вакуумной камере 10–5 Па.
В процессе электролиза наблюдался медленный
разогрев мембраны в течение одного часа до тем�
пературы ~ 323 К. Далее температура оставалась
постоянной.

Сплав ВТ6 был использован для сравнительных
исследований влияния β�фазы на способность
СМК�структуры накапливать водород в объеме при
повышенных температурах. Для этого образцы в
форме параллелепипеда с размерами 10×10×20 мм
насыщали водородом методом Сиверста в среде
осушенного водорода при температурах 873, 923 и
973 К и давлении 0,9⋅105 Па. Скорость нагрева и ох�
лаждения образцов составляла 12 °С/мин. Время
выдержки при температуре насыщения – 15 мин.

Концентрацию водорода в мембранах из титана
после извлечения мембраны из промежутка элек�
тролит�вакуум и образцах сплава ВТ6 измеряли с
помощью газового анализатора водорода RHEN
602 с точностью 0,0001 %.

Результаты и их обсуждение
На рис. 1 представлена структура КК�титана

после отжига при температуре 1073 К, 1 ч. Видно,
что структура сплава неоднородна: наряду с зерна�
ми размерами 50…100 мкм имеются зерна, размеры
которых составляют 10…15 мкм. Плотность дисло�
каций в отожженном титане не превышает 109 м–2.

Типичное электронно�микроскопическое изо�
бражение структуры СМК�титана ВТ1–0 предста�
влено на рис. 2. На светлопольном снимке (рис. 2, а)
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сложный деформационный контраст не позволяет
выявить особенности микроструктуры. На темно�
польном снимке видны отдельные зерна и субзер�
на (рис. 2, б). Среднее значение размера элементов
зеренно�субзеренной структуры составляет
0,12 мкм. Основной объем материала занимают 
элементы размерами до 0,15 мкм (рис. 2, в).
На электроннограммах (рис. 2, а), снятых с площа�
ди 1,2 мкм2, наблюдается высокая плотность точеч�
ных рефлексов. При этом часть рефлексов имеет
азимутальное размытие. Такой вид электроно�

грамм характерен для неравновесных нано� и
СМК�материалов, имеющих большие разориенти�
ровки между элементами структуры и внутренние
поля упругих напряжений [6, 7]. Плотность дисло�
каций в СМК�титане составляет ~ 2·1014 м–2.

На рис. 3, а, представлены кривые, показываю�
щие изменение содержания в вакуумной камере
водорода Н2, прошедшего в процессе электролиза
через мембрану из КК� и СМК�титана. Эти же
нормированные кривые представлены на рис 3, б,
(за единицу принят исходный уровень водорода
в вакуумной камере). Видно, что время проникно�
вения водорода через мембрану и время выхода во�
дорода на стационарный уровень для СМК�титана
больше по сравнению с КК�титаном.

Значения скорости выхода водорода в вакуум�
ной камере на стационарный уровень и рассчитан�
ные по формуле (1) значения коэффициента DH для
титана при температуре 323 К приведены в табл. 1.
Видно, что значение коэффициента DH и скорость
выхода водорода в вакуумной камере на стацио�
нарный уровень для СМК�титана ниже соответ�
ствующих значений для КК�титана. Следует отме�
тить, что полученное в эксперименте значение ко�
эффициента DH для отожженного КК�титана хоро�
шо согласуется с данными работы [15], в которой
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Рис. 2. Электронно�микроскопическое изображение микроструктуры (а, б) и гистограмма распределения элементов зеренно�
субзеренной структуры по размерам (в) СМК�титана ВТ1–0
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Рис. 1. Микрофотография структуры КК�титана ВТ1–0
 



значения коэффициента DH технически чистого ти�
тана определяли путем изучения распределения
водорода по глубине образца после его частичного
насыщения водородом или частичной дегазации
(табл. 1).

Рис. 3. Кривые зависимости содержания водорода в ваку�
умной камере от времени электролиза (а – в услов�
ных единицах (величинах, пропорциональных току
с детектора масс�спектрометра); б  – в относитель�
ных единицах), мембраны: 1) КК�титан; 2) СМК�ти�
тан; 3) СМК�титан после отжига в течение 1 ч при
температуре 573 К

Таблица 1. Значения эффективного коэффициента диффу�
зии водорода (DH) и скорости выхода водорода
в вакуумной камере на стационарный уровень
(VH) КК� и СМК�титана (температура 323 К)

Измерения концентрации водорода в мембра�
нах после выхода интенсивности линии H2 на на�
сыщение показали, что способность накапливать
водород СМК�титана существенно выше по срав�
нению с КК�состоянием (табл. 2).

Таблица 2. Концентрация водорода в мембране из КК� и
СМК�титана

Подтверждением большей способности СМК�
структуры накапливать водород являются и резуль�
таты исследования влияния размера зерна на кон�
центрацию водорода в сплаве ВТ6 после отжигов
в интервале температур 873…973 К. Результаты
этого исследования представлены в табл. 3. Видно,
что концентрация водорода в двухфазном сплаве
ВТ6, как и в однофазном титане, в СМК�состоя�
нии после отжига во всем исследованном интерва�
ле температур выше, чем в МК�состоянии. Разни�
ца в значениях концентрации водорода в сплаве
в МК� и СМК�состояниях тем выше, чем ниже
температура насыщения водородом.

Таблица 3. Поглощение водорода сплавом ВТ6 в МК и СМК�
состояниях

Разница значений коэффициента DH и способ�
ности накапливать водород в объеме для титана в
КК� и СМК�состояниях может определяться не
только плотностью дефектов кристаллической ре�
шетки, но и такими факторами, как толщина и со�
став оксидной пленки на поверхности титана и ко�
личество кислорода и азота, растворенных в его
объеме. Известно [16, 17], что при комнатной тем�
пературе на воздухе на поверхности титана за нес�
колько часов формируется защитная оксидная
пленка толщиной ~ 2 нм, по составу близкая к
TiO2. Дальнейшее окисление титана при комнат�
ной температуре происходит очень медленно (за
четыре года до ~ 5 нм [17]). По данным [18] скоро�
сти окисления КК� и СМК�титана близки и вплоть
до температуры 1043 К незначительны. Следова�
тельно, можно предполагать, что оксидные плен�
ки, образовавшиеся на поверхности исследуемого
титана в КК� и СМК�состояниях, одинаковы.

Проведенные исследования показали, что в про�
цессе формирования СМК�структуры по указанно�
му выше режиму концентрации кислорода и азота
в титане изменяются в пределах ошибки измерения
и составляют соответственно 0,08±0,01 мас. % и
0,009±0,001 мас. %. Кроме того, согласно данным
[19] содержание кислорода и азота в металлах
IV группы до концентраций 0,1 мас. % незначитель�
но влияет на скорость диффузии в них водорода.

Температура, К
Общее количество водорода, 

поглощенного сплавом, мас. %

МК СМК

873 0,477 0,783

923 0,571 0,873

973 0,763 0,915

Титан
Концентрация водорода, мас. %
Исходный После электролиза

КК 0,0039 0,0048
СМК 0,0040 0,0133

СМК после отжига при 573 К, 1 ч 0,0038 0,0105

Титан
Толщина мем�

браны, мкм
VH, отн.
ед/мин

DH, м2/с

КК – – 4,2·10–14 [14]

КК 48 0,62 3,2·10–14

СМК 50 0,34 1,0·10–14

СМК после отжига 
при 573 К, 1 час

40 0,28 1,4·10–14
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Таким образом, основным фактором, влия�
ющим на разницу коэффициентов DH и способ�
ность накапливать водород в объеме титаном в
КК� и СМК�состояниях, является плотность де�
фектов кристаллической решетки.

Выше отмечалось, что дефектами в кристалли�
ческой решетке в исследуемых материалах в СМК�
состоянии могут быть границы зерен, дислокации
и вакансии. Снизить их плотность в СМК�матери�
але без изменения размера элементов зеренно�суб�
зеренной структуры можно путем отжига при тем�
пературах ниже температуры его рекристаллизации.
В работе [20] было показано, что часовые отжиги
в интервале температур 373…623 К приводят к уме�
ньшению плотности дислокаций и вакансий в ис�
следуемом СМК�титане без изменения размера эл�
ементов зеренно�субзеренной структуры. Поэтому
с целью выяснения роли протяженности границ зе�
рен в изменении величины коэффициента DH и
способности СМК�структуры накапливать водород
в объеме плотность вакансий и дислокаций в
СМК�материале была уменьшена путем отжига при
температуре 573 К, 1 час. После указанного отжига
плотность дислокаций в СМК�титане уменьшилась
до ~8·109 м–2. Из рис. 3 и табл. 2 видно, что умень�
шение количества ловушек для водорода в СМК�

титане приводит к повышению значения DH и сни�
жению способности накапливать водород в объеме.
При этом изменение плотности дислокаций
в СМК�титане примерно на четыре порядка приво�
дит к увеличению значения DH в 1,4 и уменьшению
концентрации водорода в мембране в ~1,3 раза.
В то же время разница в значениях коэффициента
DH и концентрации водорода в мембранах из отож�
женных КК� и СМК�титана, имеющих близкие
плотности дислокаций, составляет ~2,2 раза. Эти
данные свидетельствуют о том, что уменьшение ко�
эффициента DH и увеличение способности СМК�
титана накапливать водород в объеме обусловлено
большей протяженностью границ зерен.

Заключение
Показано, что формирование в титане СМК�

состояния приводит к снижению его эффективно�
го коэффициента диффузии водорода и повыше�
нию способности накапливать водород в объеме,
что преимущественно обусловлено большей протя�
женностью границ зерен в СМК�образцах по срав�
нению с КК.

Работа поддержана грантом правительства Российской
федерации № 11.G34.31.0003 от 01.12.2010 по направлению
«Технологии водородной энергетики».
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Генераторы электромагнитного излучения на
основе систем с виртуальным катодом (ВК) прив�
лекают к себе внимание в связи с отсутствием
ограничения на ток из�за пространственного заря�
да, что обеспечивает достижение высокого уровня
мощности излучения. Наиболее перспективны
в этом плане триоды с виртуальным катодом, отли�
чительными особенностями которых являются
конструктивная простота, возможность использо�
вания всего тока пучка, компактность и отсутствие
внешнего магнитного поля [1]. Наиболее полно
последние преимущества могут быть реализованы
в цилиндрических триодах коаксиального типа.

На возможность генерации электронно�маг�
нитного излучения в таких системах с радиально
сходящимся пучком было указано в теоретических
[2, 3] и экспериментальных [4] работах. Однако,
как показывают исследования стационарных со�
стояний коаксиальных триодов различной геоме�
трии [3], более предпочтительно использовать
триоды с расходящимся электронным пучком.

Кроме того, в таких приборах весьма привлека�
тельной представляется возможность генерации
бездисперсионной ТЕМ�моды, для которой можно
эффективно использовать согласующие элементы,
рассчитанные на узкую полосу частот. Для полного
использования всех преимуществ таких коаксиаль�
ных триодов на высоком уровне мощности необхо�
димо провести детальное исследование и устано�
вить закономерности механизма взаимодействия
радиально расходящимся электронных потоков
с собственными полями при формировании вирту�
ального катода.

В данной работе исследуется устойчивость ра�
диально расходящегося электронного потока и
возбуждение электромагнитных колебаний в коак�
сиальном отражательном триоде с виртуальным
катодом.

Схема триода в цилиндрической системе коор�
динат (r,θ,z), соответствующая реальным установ�
кам, представлена на рис. 1. В такой геометрии
объемы 1 и 2, образованные разделением внутрен�
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Методом кинетического уравнения исследуется механизм излучения электромагнитных колебаний в цилиндрическом триоде
с виртуальным катодом с расходящимся электронным пучком. Определены спектр и инкремент возбуждаемых колебаний, и по�
лучено выражение для эффективности излучения. Проведен анализ эффективности излучения от типа возбуждаемых колебаний
и параметров системы. Показано, что в коаксиальном триоде преимущественно возбуждаются низшие типы колебаний. При
этом наиболее эффективное возбуждение электромагнитных колебаний имеет место на ТЕМ�моде.
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Рис. 1. Схема коаксиального триода: (r,θ,z) – цилиндрические координаты; Rk, RA, RBK – радиусы соответственно катода, ано�
да, виртуального катода
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него пространства сеточным анодом на радиусе RA,
представляют резонаторы с различными собствен�
ными частотами и типами колебаний. Радиусы ка�
тода и ВК обозначим через r1 и RBK, радиус цилин�
дрической камеры – r2, размеры резонансной си�
стемы по z – через h, а расстояние катод–анод и
анод–ВК, соответственно, через ΔR1 и ΔR2. Счита�
ем, что по координате z размеры катода Lz и элек�
тронного пучка совпадают.

Основные уравнения
В стационарных радиально расходящихся элек�

тронных потоках движение электронов складыва�
ется из доминирующего радиального движения и
поперечного движения по координатам r, z, кото�
рое в отсутствие внешнего магнитного поля можно
учесть в виде разброса по скоростям, обеспечиваю�
щего поперечную температуру пучка в стационар�
ном распределении.

Радиальное движение представляет нелиней�
ные колебания в потенциальной яме U(r), образо�
ванной внешним ускоряющим полем и полем про�
странственного заряда пучка, которая в отличие
от плоских систем в коаксиальных триодах из�за
кривизны является несимметричной [3]. Для опи�
сания радиального движения введем переменные –
квадрат амплитуды колебаний электронов в ста�
ционарном состоянии x=a2 и фазу ϕ=Ωt+ϕ0, где
ϕ0 – начальная фаза, а частота нелинейных колеба�
ний Ω(x) при известном распределении потенциа�
ла U(r)=(γ–γ0)m0c2/e по областям j=1–(–π≤ϕ≤0) и
j=2–(0≤ϕ≤π) [3] определяется соответствующим
временем пролета электронов от анода до точек
поворота:

(1)

где γ(r) – относительная энергия электронов,
γ0=γ(RA), e, m0 – элементарный заряд и масса покоя
электрона соответственно.

Учитывая связь переменных (ϕ,х) с координа�
той r и импульсом Pr, r–RA=asinϕ, Pr=m0γaΩcosϕ,
кинетическое уравнение, описывающее эволюцию
функции распределения электронов в промежутке
катод – виртуальный катод под действием радиаль�
ных возмущений

(2)

запишется в виде

(3)

где N – полное число электронов в области катод–
виртуальный катод; f(0)(x), g(p⊥), ρ0(z) – стационар�
ные распределения по соответствующим перемен�
ным, ∫f(0)(x)g(pθ,pz)dxdpθdpz=1, ∫ρ0(z)dz=1 и интегри�

рование проводится по области, занятой пучком;
f (1)~fωn

(1) exp(ilϕ–iωt+inθ) – функция распределения
электронов, связанная с возмущением; �� – усред�
нение силы возмущения по координате z, что спра�
ведливо при Lz<λ, p⊥=√

⎯
pθ

2+
⎯

pz
2⎯
; Ax=A/2π2m0γ0Ω0RA,

(4)

Сила возмущений, действующая на электроны
Er

(1)=–eEr
(1), в общем случае определяется суммар�

ным полем, связанным как с возмущением плот�
ностей тока и заряда пучка, так и с искажением
формы потенциальной ямы, обусловленной коле�
баниями виртуального катода. Однако при возбуж�
дении электромагнитных колебаний, как показано
в [1, 2], доминирующим оказывается взаимодей�
ствие на собственных модах резонансной системы,
обусловленное возмущениями плотности тока
электронов. Принимая это во внимание для вычи�
сления Er

(1), используем метод разложения по соб�
ственным функциям резонатора E

6

ν(ρ) [5],
Er

(1)=–Dλϕλ(r) sinkzzeinθ, λ=E, H. При этом следует
учитывать, что в такого типа системах резонансное
взаимодействие на собственных модах может про�
исходить как для Е�волн:

(5)

Н�волн:

(6)

так и для ТЕМ�волны Ψ(r)
TEM=RA/r, где Jn(χ) и Nn(χ) –

функции Бесселя и Неймана порядка n; Jn'(χ) и
Nn'(χ) – их производные по аргументу; k⊥ и k�⊥ –
поперечные волновые числа Е� и Н�волн, опреде�
ляемые из уравнений ΨE(k⊥r1,2)=0 и Ψ'H(k�⊥r1,2)=0
в соответствующих областях.

Проводя разложение поля по гармоникам exp
(ilϕ–iωt) и учитывая несимметричность системы
(1), из (2)–(4) можно получить дисперсионное ура�
внение, описывающее возбуждение электромаг�
нитных колебаний в рассматриваемом триоде

(7)

где

(8)

– импеданс, зависящий от типа возбуждаемых коле�
баний и параметров резонансной системы (1 или 2).
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(9)

ϕE области 1 или 2 соответственно, Δ(R2)=r 2
max–r 2

min,
r 2

min и r 2
max – наименьший и наибольший радиусы

в областях 1 или 2.

– собственная частота резонансного объема (1 или
2); Qλ – добротность; kz=mπ/h, m=1,2,3,…,k⊥,E=
=k⊥=μS/RA, k⊥,E=k�⊥=μ{S/RA, μS=μnS и μ�S=μ�nS – корни
уравнений ΨE(rj)=0 и ΨH(rj)=0 соответственно.

Анализ дисперсионного уравнения. 
Эффективность излучения
Из общего анализа дисперсионного уравнения (7)

следует, что возбуждение когерентных колебаний
электронного потока происходит на частотах, близ�
ких к частотам колебаний электронов в потенциаль�
ной яме или их гармоникам ω=lΩj+δω, |δω|<<lΩj.
На этих же частотах возбуждаются электромагнитные
колебания и колебания виртуального катода. При
этом, как показано экспериментально и теоретически
[1, 2], основное излучение генерируется в области, со�
держащей виртуальный катод. Учитывая последнее,
достаточно рассмотреть резонансную область – 2.

Исследование возбуждения электромагнитных
колебаний в коаксиальном триоде проведем для
стационарного распределения вида:

(10)

где x~=x–x0 – отклонение квадрата амплитуды коле�
баний электронов от среднего значения; Δx, Δpθ,z –
разбросы по соответствующим переменным.

В пределе Δx, Δpθ,z→0 распределение (10) опи�
сывает поток моноэнергетических осцилляторов.

Проводя интегрирование в уравнении (7) при
малых разбросах, получим, что возбуждение элек�
тромагнитных колебаний на собственных частотах
резонатора (ω≈ωλ≈Ω2) происходит с инкрементом

(11)

где – параметр нелинейности; 

– разбросы по скоро�

стям, усредненные в промежутке 0≤ϕ≤π/2.
Из (11) и анализа выражения импеданса (8) сле�

дует, что наиболее быстрый рост электромагнитных
колебаний происходит на низших типах колебаний
резонатора по поперечным волновым числам. Кро�
ме того, как и для плоских триодов [1], здесь сохра�
няется вывод о преимущественном возбуждении
когерентных колебаний на первой гармонике l=1.

Выражение для эффективности излучения по�
лучим из условия выхода возбуждения электромаг�
нитных колебаний на стационарный режим.

В рассматриваемом случае выход на стационар�
ный режим возбуждаемых колебаний и уровень из�
лучения связаны с нелинейностью движения элек�
тронов ΔΩ=(∂Ω/∂x)0(x–s) и выходом их из резо�
нанса с возбуждаемой электромагнитной волной.
Условие нарушения резонанса имеет вид:

(12)

где as, Ωs – амплитуда и частота колебаний осцил�
лятора в момент насыщения.

Учитывая изменение энергии слаборелятивист�
ского нелинейного осциллятора за счет изменения
его амплитуды в процессе излучения

(13)

и определяя эффективность излучения η соотно�
шением η=δξосц/ξосц из (11), (12), (13), получим:

(14)

Из соотношений (8), (9), (11), (14) следует, что
эффективность излучения зависит от геометрии
диода, внешнего напряжения энергетического раз�
броса электронов и типа возбуждаемых колебаний.
Поэтому для получения максимальной эффектив�
ности излучения необходимо провести исследова�
ние импеданса и инкремента от типа колебаний.

В рассматриваемой резонансной системе воз�
можно возбуждение как Е� и Н�волн, так и ТЕМ�
волны. Однако прежде чем проводить сравнитель�
ный анализ эффективности возбуждения этих ти�
пов колебаний, заметим, что достаточно проанали�
зировать низшие типы. Это обусловлено зависимо�
стью импеданса от функций Бесселя, которые, как
известно, достаточно быстро спадают с ростом по�
рядка и увеличением аргумента. Кроме того, как

0

0 0

12 1
1 2 .

| |3
K

l K

γς
η

γ
−

= + +
Ω

îñö

2 20

0

2 ( )
2

s

m
x x x x

x x

δξ

γ
γ γ

=

∂ ∂Ω⎡ ⎤= − Ω + Ω + Ω −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

0| | 2 | | 2 / 3,s eR ωδ ςΩ − Ω = =

,
,

0 0

| | ,
z

z

px
l K v

x m

θ
θξ

γ

ΔΔ
= Δ =

0

0 0

x
K

x

∂Ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ Ω⎝ ⎠

1/3
2

0 02
0 0

0
0

3
( (0, )) | |

2 2

,z z
A

lc
A iZ x K

x

ln
v k v

R Q
θ

λ

ς

ξ
δ

⎧ ⎫⎪ ⎪
= Λ Ω −⎨ ⎬

Ω⎪ ⎪⎩ ⎭
Ω

− Ω − Δ − Δ −

(0)

3 2 2 2 2 2 2

1
( ) ( ) ,z

z z

p px
x g p

x x p p p p

θ

θ θπ
⊥

Δ ΔΔ
= ⋅∫

+ Δ + Δ + Δ




�

0
0

2 2 2

2 2 1/2
,

sin ( ) , ( ) .

,

(1 ) / , ( )

h

z l z z

z

k z z dz l x n k v

i

i Q ck c k k

λ λ

λ λ λ λ λ

ρ ρ ω θ

ω ω ωα

α ωω ω

⊥

⊥

= Δ = − Ω − −∫

Δ = − −

= − = = +

�

�

�

max

min

max

min

2
2

2
2

2

2 2
2

2 2 2

1,2

*

2

1/ 2 ïðè 02
, ,

1 ïðè 0

[ ( )] ,

1 ( ) ,

1
ln ,

2

1
cos ( )

4

cos
( )

m
m

A

r

E E

A r

r

H H

A
r

ÒÅÌ

A

il

A

il

md
D

mhR

r
k r

R

r n
k r

R k r

r

R

r
J r e d

R

r e d

λ
λ

ϕ
λ λ

ϕ
λ

ε
ε

π

γ ϕ ϕ
π

ϕ
γ

⊥

⊥

⊥

−

=⎧ ⎫
= = ⎨ ⎬

≠Φ ⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪′Φ = Ψ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪
Φ = − Ψ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

Φ =

⎡ ⎤
= Ψ ×∫⎢ ⎥

⎣ ⎦

× Ψ ,ϕ
⎡ ⎤
∫⎢ ⎥

⎣ ⎦

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

62



следует из выражений (11) и (14), для более высо�
ких мод возрастает роль разбросов по импульсам
электронов pθ, pz в подавлении возбуждения этих
колебаний, что также ведет к снижению эффектив�
ности излучения на высоких модах. С учетом этого
расчет и анализ импедансов проведем на низших
типах колебаний для параметров эксперименталь�
ной установки [3]: r1=5,5 см; r2=15,5 см; RA=6,7 см;
h=52 см; ускоряющее напряжение 500…600 кВ и
частота излучения ω=Ω0=1,812⋅1010 с–1.

Для приведенных параметров наиболее близки�
ми по собственным частотам ωv к частоте Ω0 будут
колебания ТЕМ, m=9, E019, E119, H019 и H1110. Зависи�
мость импедансов Z(0,x) для указанных типов ко�
лебаний и однородного пучка по координате z
приведены на рис. 2.

Из сравнения графиков нетрудно заметить, что
наиболее высокий импеданс для однородного по z
пучка достигается при помещении катода в макси�
мум волны. Кроме того, из поведения кривых
на рис. 2 и выражений (11), (14) следует, что в ко�
аксиальном триоде с расходящимся пучком наибо�
лее эффективно возбуждается ТЕМ�мода. Этот вы�
вод подтверждается еще тем, что с ТЕМ�модой на�
иболее просто осуществить резонанс одновремен�
но в объемах 2–1. Что касается возбуждения других
типов колебаний, то для согласования их резонан�
сных условий в объемах 2 и 1 требуются дополни�
тельные технические решения.

Используя выражение (14) и зависимость параме�
тра нелинейности K от диодного напряжения [2], мож�
но получить, что при возбуждении ТЕМ�моды в трио�
де с моноэнергетическим пучком ς(Δx=Δpθ,z=0)=ς0,

γ0~2,0…2,5 при λ~10 см и ζ0/Ω0~0,15…0,22 теоретиче�
ская эффективность равна η~35…50 %. Для повыше�
ния эффективности излучения в реальных установ�
ках необходимо оптимизировать параметры установ�
ки и согласование вывода электромагнитной энергии
из резонансной системы.

Выводы
Проведенные исследования позволяют сделать

следующие выводы:
1. Возбуждение электромагнитных колебаний

в коаксиальном отражательном триоде с ради�
ально расходящимся пучком происходит на ча�
стоте когерентных колебаний ω, близкой к ча�
стоте осциллирующих электронов, которая
определяется распределением потенциала U(r).
Зависимость частоты когерентных колебаний
от резонансного контура слабая и определяется
величиной ReΔω~ς0(ς0/|ω |<<1). При этом ω>Ω0.

2. Наибольший рост возбуждаемых колебаний
и эффективность излучения соответствуют ко�
лебаниям на первой гармонике l=1, приводя�
щим к колебаниям центра тяжести электронно�
го облака осциллирующих электронов (и ВК).

3. В таких системах преимущественно возбужда�
ются низшие типы электромагнитных колеба�
ний. При этом наиболее высокая эффектив�
ность излучения достигается при настройке ре�
зонансной системы на возбуждение ТЕМ�моды.

Работа выполнена по теме Государственного задания
«Исследование механизма СВЧ излучения и методов повыше#
ния эффективности коаксиального виркатора и релятивист#
ского магнетона». № НИР 0.58.2012.
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Рис. 2. Зависимость импеданса Z(0,x) от длины катода Lz. 1 – TEM, m=9; 2 – E019; 3 – H019; 4 – E1 1 9; 5 – H1 1 10. Расстояние центра
катода от края камеры: а) L=14,8 см, б) L=13,0 см
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При работе передвижных машин и механизмов
гибкие кабели, предназначенные для соединения с ис�
точниками питания, эксплуатируются в тяжелых
условиях, подвергаясь значительным циклическим
нагрузкам. Практика эксплуатации показывает, что
самой распространенной деформацией является ци�
клический изгиб и его сочетание с другими видами де�
формации, приводящие к разрушению проволок в то�
копроводящей жиле (ТПЖ), истиранию изоляцион�
ных и шланговых покрытий, что влечет за собой элек�
трический пробой изоляции. Повышение работоспо�
собности кабелей при механических деформациях с
обеспечением необходимых прочностных характери�
стик элементов конструкции является одним из глав�
ных направлений разработки кабельных изделий.

В работе [1] экспериментальным путем опреде�
лены усилия взаимодействия между элементами
при выдергивании элементов из кабеля аналогич�
но опыту Келли. Известен также способ определе�
ния силы трения и коэффициента трения [2], по�
зволяющий определить усилия трения между эл�
ементами конструкции кабеля. Эти способы требу�
ют проведения дополнительного эксперимента
с готовыми изделиями и производятся без дефор�
мации, например изгиба кабеля. При проведении
эксперимента трудно установить связь геометриче�
ских параметров со сдвигающими усилиями. Зада�
ча определения сдвигающих усилий до сих пор
не решена теоретически.

Целью данной работы является определение
сдвигающих усилий в многожильных кабелях при
деформациях изгиба с учетом геометрических
и механических характеристик материалов кабеля.

Заводом�изготовителем даются эксплуатацион�
ные характеристики, при соблюдении которых мо�
жет быть обеспечена работоспособность кабеля в
течение срока службы. Для гибких кабелей одним
из таких параметров является минимальный ради�
ус изгиба при монтаже и эксплуатации. Поэтому
рассмотрим случай из практики намотки кабеля
на барабан определенного радиуса.

Решение задач определения сдвигающих уси�
лий для элементов кабеля возможно, если кабель
представлен как составной стержень с абсолютно
жесткими поперечными связями с использовани�
ем уравнений сдвигающих усилий из общей теории
составных стержней [3]. Для упрощения задачи
введем следующие допущения: медные проволоки
жилы считаем сплошными медными стержнями;
токопроводящие жилы расположены параллельно
друг другу (без скрутки). Модельно мы рассматри�
ваем систему как многослойную пластину в усло�
виях плоской деформации. Переход к осесимме�
тричной задаче осуществляется с помощью преоб�
разования G(1/x) [4].

При намотке на барабан радиуса R на кабель
действует изгибающий момент M 0, определяемый
из соотношения [5]:

где E – приведенный модуль упругости кабеля; Jx –
момент инерции сечения кабеля.

Определим сдвигающие усилия между элемен�
тами в трех� и четырехжильных кабелях (рис. 1).

Рис. 1. Сечения трех� и четырехжильного кабелей: 1) внеш�
няя изоляция; 2) токоведущие жилы с внутренней
изоляцией

Каждый из этих кабелей может быть предста�
влен как четырехслойный составной стержень
(рис. 2). Предполагается, что токопроводящая жи�
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ла и окружающая ее внутренняя изоляция работа�
ют как единое целое, а вклад внутренней изоляции
в жесткость жилы несущественен.

Рис. 2. Составной четырехслойный стержень: 1) стержень,
изгибная жесткость которого равна жесткости полу�
цилиндра внешней изоляции; 2) стержень, изгибная
жесткость которого равна жесткости пакета токопро�
водящих жил; 3) продольные связи соединения слоев

Введем следующие обозначения: rи – внешний
радиус сечения кабеля, rт – радиус токоведущей
жилы; Fи, Jи – площадь поперечного сечения и осе�
вой момент инерции полуцилиндра внешней изо�
ляции соответственно; Fт, Jт – площадь поперечно�
го сечения и момент инерции токоведущей жилы;
Eи, Eт – модули упругости материалов внешней
изоляции и токоведущей жилы соответственно.

Сдвигающие усилия в эквивалентном четырех�
слойном стержне можно определить из системы
дифференциальных уравнений [3]:

(1)

где ξi – коэффициент сдвиговой жесткости i�го
шва; Ti – суммарное сдвигающее усилие в i�м шве,
накапливаемое по длине стержня от его начала до 

рассматриваемого сечения; где τi –

сдвигающее усилие, приходящееся на единицу
длины i�го шва; x – координата рассматриваемого
сечения.

Коэффициенты Δij определяются следующим
образом:

где ci – расстояние между центрами тяжести эле�
ментов составного стержня, соединенных i�м
швом.

Учитывая, что E1F1=E4F4=EиFи, и жесткости на
растяжение токопроводящих жил одинаковы и
равны EтFт, для трехжильного и четырехжильного
(учитывая, что c1=c3) кабелей, получаем формулу
для определения коэффициентов Δij и расстояния ci

(табл. 1, 2).
Площади поперечного сечения элементов со�

ставного стержня:

Моменты инерции полуцилиндра внешней
изоляции трехжильного кабеля:

Моменты инерции полуцилиндра внешней
изоляции четырехжильного кабеля:

Момент инерции токоведущей жилы:

Суммарная изгибная жесткость трехжильного
кабеля:

Суммарная изгибная жесткость четырехжиль�
ного кабеля, соответственно,

Система уравнений равновесия (1) может быть
приближенно сведена к одному уравнению, осно�
вываясь на принципе минимума потенциальной
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энергии внутренних сил. Условие минимума по�
тенциальной энергии имеет вид:

(2)

где T – некоторое усилие, не зависящее от номера
шва, такое, что

здесь n – число швов составного стержня (в рас�
сматриваемом случае n=3).

Таблица 1. Формулы для определения коэффициентов Δij

Таблица 2. Расстояния между центрами тяжести составного
стержня

Целесообразно положить αi≈ci, так как сдвиго�
вая жесткость швов ξi, определяемая площадью
контакта жил и внешней изоляции, невелика. Ре�
шение уравнения (2) есть

тогда

Постоянные коэффициенты A, B определяются
из граничных условий:

Окончательно

Окончательно усилия Ti определим как

Определяемые сдвиговые усилия есть сила тре�
ния между элементами кабеля. Механизм цикличе�
ского износа слоев изоляции может быть реализо�
ван, если рассмотренный выше механизм цикличе�
ского поперечного изгиба кабеля протекает с ма�
лой интенсивностью, а ТПЖ испытывают свобод�
ные циклические сдвиги, взаимодействуя между
собой по поверхностям контакта усилиями трения
скольжения, то есть уровень относительных сдви�
гов жил превышает уровень упругих сдвигов. Так
как закон распределения сдвигов по поверхностям
контакта на длине зоны деформации имеет зону
экстремальных сдвигов, то механизм циклическо�
го износа слоя изоляции локализуется именно в
этой зоне [6].

Результатом циклического износа является от�
каз по типу междужильного замыкания вследствие
полного износа двойного слоя изоляции соседних
ТПЖ. Определяющими работоспособность пара�
метрами цикла являются амплитуда сдвигов и ка�
сательных напряжений по поверхности контакта, в
свою очередь зависящая от фрикционных свойств
материалов слоев изоляции, и усилия нормального
взаимодействия.

Предложенное решение является упрощенным.
Поэтому результаты вычислений по данным фор�
мулам следует считать оценочными, подлежащими
уточнению, например численными методами.

На основании полученных формул можно от�
метить, что сдвиговые усилия в кабелях зависят
от материала элементов, геометрических параме�
тров, радиуса изгиба и длины зоны деформации ка�
беля. Полученные данные расчетов позволяют оце�
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нить сдвиговые усилия (касательные напряжения)
по поверхности контакта элементов кабеля. Оцен�
ка надежности изоляции и механической прочно�
сти производится сравнением действительных зна�
чений напряжений для контактирующих элемен�
тов с допускаемыми значениями для материалов
кабеля. Это является предпосылкой прогнозирова�
ния работоспособности и обеспечения механиче�
ской прочности с учетом контактного взаимодей�
ствия элементов конструкции кабеля. Достоин�
ством предложенных решений является простота, а
также возможность их применения на более слож�
ные виды конструкции кабеля.

Заключение
Получены выражения для оценки величины

сдвигающих усилий в трехжильном и четырех�
жильном кабелях, возникающих при намотке, на
основе представления многожильного кабеля как
составного стержня с абсолютно жесткими попе�
речными связями. Приближенное решение полу�
чено путем замены системы дифференциальных
уравнений для многослойного стержня одним ура�
внением минимума потенциальной энергии. Полу�
ченное решение не распространяется на области,
близкие к концам кабеля, равным пяти диаметрам
стержня.

Математика и механика

67

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Исмаилов Г.М., Мусалимов В.М., Шиянов В.Д., Лутовинов

С.В. Оценка силового взаимодействия элементов конструкции

кабеля при изгибе // Известия Томского политехнического

университета. – 2011. – № 2. – Т. 318. – С. 44–48.

2. Способ определения силы трения и коэффициента трения:

пат. Рос. Федерации № 2408869, № 2009139603/28; заявл.

26.10.2009; опубл. 10.01.2011, Бюл. № 1. – 8 с.

3. Ржаницын А.Р. Составные стержни и пластины. – М.: Строй�

издат, 1986. – 316 с.

4. Мусалимов В.М., Соханев Б.В., Мокряк С.Я. Элементы меха�

ники кабельных конструкций. – Томск: Изд�во Томск. ун�та,

1981. – 120 с.

5. Феодосьев В.И. Сопротивление материалов. – М.: Изд�во

МГТУ им. Н.Э. Баумана, 1999. – 592 с.

6. Соханев Б.В., Исмаилов Г.М., Мусалимов В.М. Оценка сдви�

гов элементов конструкции гибкого кабеля // Приборы и си�

стемы. Управление, контроль, диагностика. – 2007. – № 6. –

С. 26–29.

Поступила 11.07.2012 г.

Введение
В настоящее время в практике большинства

отраслей экономик многих стран, физический экс�
перимент и производство не являются исключени�
ем, наблюдаются две сильные тенденции. Первая –
постоянный рост цен на энергоносители. Вторая –
постоянный рост энерговооружённости любого
технического, в том числе и экспериментального,
оборудования и т. п., усиление степени комплекси�
рования элементов автоматизации, компьютериза�

ции и специализации по направлениям практиче�
ского применения. Обе тенденции существуют
на фоне возрастающих требований к повышению
экономичности технологических процессов, при�
менения энергосберегающих технологий и произ�
водств, усиления мер по снижению энергетических
потерь.

Первая тенденция, обусловленная ростом рас�
ходов на энергоносители, приводит к необходимо�
сти исключения даже малозначимых сбоев и ава�
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рийных ситуаций в работе техники, приводящих к
загрязнению окружающей среды. Вторая тенден�
ция усиливает внимание к функциональной на�
дёжности оборудования, ставя задачу обеспечения
надёжности по рейтингу проблем в группу перво�
очередных. Приоритет внимания к проблеме на�
дёжности оборудования существует на всех этапах
его жизненного пути (проектирования, изготовле�
ния и эксплуатации). Поэтому решение этих задач
являет собой целый комплекс экономических, эко�
логических и научно�технических проблем.

Как показывает анализ литературных источни�
ков, проблема энергосбережения решается на
уровне отдельных задач, таких как экономия энер�
горесурсов, проведение диагностики энергетиче�
ского и другого оборудования. Важной задачей
также является сокращение трудоёмкости техниче�
ского обслуживания любых технических средств,
функционирующих часто, если пользоваться поня�
тием термодинамики, как открытые системы, ко�
торые находятся в состоянии непрерывного взаи�
модействия и взаимного обмена (энергией, веще�
ством, информацией) с окружающей средой, в том
числе и социальной.

В таких случаях наилучшим подходом и, навер�
ное, наиболее качественным для получения всеоб�
щей меры оценки неопределённости, беспорядка,
хаоса и неорганизованности подобного рода веро�
ятностных систем и средств любой природы будет
являться вероятностный [1–10], в том числе и эн�
тропийный, подход, рассматриваемый в настоя�
щей работе в приложении к оценке живучести
устройств и систем.

Получение рационального результата связано
с решением теоретических, методологических
и практических задач обеспечения функциональ�
ной надёжности оборудования, учитывая тот факт,
что как на стадии проектирования, так и на ста�
диях последующего применения любого оборудо�
вания на практике всегда присутствует элемент
неопределённости в принятии конкретных реше�
ний, конкретных областей и условий эксплуата�
ции. При этом основной упор в направлении ре�
шений подобных задач должен быть сделан на
определение оптимального, экономически опра�
вданного, достижимого уровня надёжности с учё�
том обеспечения безопасности эксплуатации рас�
сматриваемых средств, а также на оказание боль�
шего внимания разработке вероятностных методов
расчётов, основанных на использовании статисти�
ческого и экспериментального материала, для на�
хождения оптимальных решений на стадиях про�
ектирования, изготовления и технической эксплу�
атации этих средств.

Несмотря на значительное число работ по изу�
чению надёжности, проведение исследований при�
менительно к оборудованию физического экспери�
мента и техники с учётом её мобильности и по�
движности по�прежнему является актуальным и
имеет существенную и практическую значимость.
Это объясняется весьма значительными мате�

риальными затратами при её отказах, приводящих
к снижению экономической эффективности
средств и физических установок в целом.

Основные положения оценки вероятностных свойств
Для оценки живучести любого оборудования

как технического средства, согласно основам тео�
рии вероятности [2, 3], можно записать:

где Pi – уровни запаса надёжности на соответствую�
щих этапах жизни оборудования (проектной, тех�
нологической, эксплуатационной). В идеальном
случае, уровень надежности PΣ≈1; в реальной прак�
тике Pпр>Pтех>Рэкс и в результате PΣ<1 (т. е. на всех по�
следующих стадиях жизни техники уровень надёж�
ности по сравнению с теоретически заложенной
в проекте будет ниже). Это практически подтвер�
ждает факт неизбежного снижения ресурса запаса
надёжности на всех последующих стадиях жизни.

Анализ многочисленных публикаций и стати�
стических исследований [1–4] говорит о том, что
снижение ресурса надёжности оборудования явля�
ется следствием влияния естественных процессов
изнашивания, эрозии, коррозионных и других
процессов с электрохимическими и термическими
явлениями, приводящих к постепенным и внезап�
ным отказам элементов. Данные широко извест�
ных статистических исследований говорят о том,
что для одиночных, мелких серий и крупносерий�
ного оборудования все отказы делятся на две
устойчивые группы классификации по причинам
отказов: ~30 % отказов вызваны эксплуатационны�
ми причинами, ~70 % – конструкционными и про�
изводственными дефектами.

Для того чтобы связать оценку изменения на�
дёжности отдельных элементов и самой системы
или устройства с мерой неопределённости их со�
стояния, вызванной рядом случайных нарушений
их функционирования в процессе практической
эксплуатации, кратко рассмотрим понятие энтро�
пии как меры оценки неопределенности состояния
систем, вызванной такими нарушениями.

В настоящее время наибольшее распростране�
ние [4–10] при исследовании любого типа систем
как меры неопределённости их состояния получи�
ло понятие энтропии, впервые введённое в 1865 го�
ду немецким физиком (основателем термодинами�
ки и молекулярно�кинетической теории теплоты)
Клаузиусом Рудольфом Юлиусом Эмануэлем. Ве�
личина энтропии как меры является оценкой фун�
даментальных свойств любых систем, которым, в
большей или меньшей мере, присуще неопреде�
лённое, неоднозначное, с точки зрения детерми�
нированного описания, вероятностное, т. е. не
всегда выполняющееся поведение наблюдаемой
системы.

Так, например, в статистической физике поня�
тие энтропии трактуется как измеримая мера веро�
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ятности возможного пребывания наблюдаемой или
исследуемой системы в данном состоянии. Вза�
имосвязь проста. Чем больше беспорядок, тем
больше энтропия. Но, как в любой энергетически
ограниченной системе, траектории состояния лю�
бой системы с течением времени приходят к свое�
му наиболее вероятному положению, отражающе�
му наиболее устойчивое состояние системы. Если
в системе, находящейся в этом, кажущемся устой�
чивым, состоянии возрастает беспорядок, увели�
чивается хаотичность траектории смены состоя�
ний, и это означает – растёт энтропия.

Изменение устойчивого состояния системы
не является чем�то особенным, более того, нор�
мальным являются непрерывные вариации состоя�
ния систем. Это обусловлено тем, что в любых от�
крытых системах в процессе их существования не�
прерывно идёт обмен (энергией, информацией, ве�
ществом и т. д.) с внешней, окружающей их, сре�
дой. При взаимодействии систем (внешняя среда
тоже является открытой системой) по причине вза�
имного обмена значение энтропии систем может
не только расти, но и уменьшаться.

Другими словами, значение энтропии любой
открытой системы есть функция. Причём она яв�
ляется аддитивной функцией слагаемых порядка
и беспорядка. Одно из слагаемых, увеличивающих
порядок, представляет собой изменение энтропии,
обуславливаемое необратимыми процессами, про�
текающими внутри самой системы. Второе слага�
емое, увеличивающее порядок, – изменение эн�
тропии, обуславливаемое обратимыми процессами
обмена системы веществом, энергией и информа�
цией во внешней, окружающей систему, среде.

Модель оценки вероятностных свойств
Распределение времени безотказной работы ка�

кого�либо элемента или устройства технической
системы, чаще всего [1–4, 10], подчиняется пока�
зательному закону распределения вероятности,
точнее экспоненциальному закону вероятности ра�
спределения событий. Основным параметром – ха�
рактеристикой экспоненциального распределе�
ния – служит параметр λ, который называют плот�
ностью, или интенсивностью, потока однородных
событий с произвольным началом отсчёта момента
текущего времени. Экспоненциальному распреде�
лению подчиняется, например, величина интерва�
ла времени между двумя смежными событиями
простейшего потока. Вместе с λ для оценки ра�
спределения часто применяют параметр Δt – сред�
нее время между моментами наступления двух
смежных событий. Их взаимозависимость проста:

Математическое ожидание и дисперсия экспо�
ненциального распределения:

Его плотность распределения вероятности:

характеристики потока отказов. Поэтому её часто
называют частотой отказов.

Функция распределения

отражает вероятность того, что очередное собы�
тие – сбой или отказ – наступит в интервале вре�
мени [0,t].

Отсюда вероятность отсутствия событий сбоя
или отказа (т. е. вероятность безотказной работы)
в том же временном интервале [0,t]:

Другими словами, вероятность безотказной ра�
боты не зависит от того, сколько времени работало
устройство до момента его использования в дан�
ный момент. Это свойство случайной величины,
подчиняющейся экспоненциальному распределе�
нию (составной части законов распределения мар�
ковских случайных процессов), обусловлено отсут�
ствием последействия в простейших потоках собы�
тий.

Аналогичным образом можно определить мате�
матическое ожидание и дисперсию числа х – при�
менений элемента многократного действия. Веро�
ятность его отказа при j�м использовании в пред�
положении, что (j–1)�й раз он применялся успеш�
но, равна:

Вероятность того, что элемент будет применён
ровно k раз, составит:

Используя методику производящих функций
[2, 3], можно найти основные характеристики слу�
чайного процесса, отражающего изменения зако�
номерности значения надежности – вероятност�
ной меры живучести: математическое ожидание

и дисперсию

Закономерность изменения надёжности на ин�
тервале текущей эксплуатации [0;t] обычно пред�
ставляют показательной функцией вида

где P(t) – вероятность безотказной работы элемен�
та; λ(t) – интенсивность отказов.

Тогда функция ресурса живучести на интервале
Δt примет вид
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Другими словами, с увеличением Δt – продол�
жительности жизни элемента – функция ресурса Rs

растёт и ко времени завершения жизни элемента
принимает некоторое значение Rs→max≤αsmax.

Если принять во внимание трактовки инфор�
мационного и термодинамического понятий эн�
тропии H, то функцию ресурса живучести Rs в от�
носительной мере измерения можно принять в ка�
честве энтропийной RН – меры отражения состоя�
ния ресурса оборудования, а также меры соответ�
ствия вероятности снижения ресурса или запаса
живучести. Тогда можно записать соотношение
физической тождественности этих понятий:

Это соотношение отражает реальную сущность
состояния любого элемента или комплекса элемен�
тов любой техники: Максимум величины энтро�
пийной меры ресурса живучести достигается к мо�
менту времени его катастрофы (разрушения, дегра�
дации), т. е. времени выработки элементом своего
ресурса жизни (эксплуатации, старения), значение
которого устанавливается на стадии его проектиро�
вания, являющейся стадией начала жизни.

Другими словами, энтропийная мера ресурса
живучести как любая обобщённая вероятностная
мера какого�либо устройства будет являться ре�
зультирующей мерой живучести симбиоза элемен�
тов и узлов, составляющих это устройство. В ко�
нечном счёте, можно утверждать и энтропийной
меру живучести самого устройства и самой систе�
мы.

На начальном этапе эксплуатации элемент
обладает наибольшим ресурсом живучести. Сте�
пень надежности его высока, потому мера стоха�
стичности – энтропия – минимальна или близка к
нулевому уровню. Затем по мере его использова�
ния в работе (эксплуатации) ресурс надёжности
как меры живучести понижается, при этом вполне
естественно уровень энтропии повышается в об�
ратной пропорции к понижению степени надёжно�
сти. В конечном итоге, к моменту завершения га�
рантированного эксплуатационного периода (сро�
ка службы) надёжность элемента снижается до ми�
нимального уровня, что обуславливает резкое сни�
жение вероятности безотказной работы до пре�
дельно минимальных значений.

Таким образом, мера стохастичности состояния
элемента – энтропия – при этом стремится к мак�
симально возможному значению, отражающему
завершение эксплуатационного цикла жизни эл�
емента, т. е.

Или, если принять за основу производную,
то получим соотношение:

Если считать, что αH – нормирующий безраз�
мерный коэффициент, то тогда параметр – интен�
сивность потока изменения свойств наблюдаемого
объекта – λ(t) будет являться функциональной ме�
рой изменения значения энтропии, отражающей
скорость потери живучести элемента.

При этом λ(t) – показатель надёжности функ�
ционирования элемента, предельное значение ко�
торого

есть не что иное, как предельно допустимая интен�
сивность отказов этого класса элементов, а ΔT –
срок функционирования элемента (гарантирован�
ное время Тж его жизни).

Интенсивность отказов λ(t) при эксплуатации
оборудования обычно определяется через параме�
тры потока отказов, полученные на основе стати�
стической информации фактической работы обо�
рудования. Типичное распределение на временном
интервале фактической эксплуатации оборудова�
ния (от разработки до завершения эксплуатации)
плотности вероятности потока (интенсивности по�
тока) отказов приведено на рисунке. Условно весь
период «жизни» любого оборудования можно раз�
делить на следующие временные интервалы: пе�
риод разработки, приработки и доводки до серий�
ного производства – (t0…t2); период производства и
складирования – (t2…t5); период практической эк�
сплуатации – (t5…t7); период возрастания потока
отказов – (t7…t8) и период жизни, когда дальнейшая
эксплуатации оборудования нецелесообразна, по�
скольку может приводить к «катастрофе» – полно�
му отказу.

Для простейшего пуассоновского потока отка�
зов интенсивность потока λ(t)=λ0(t) является пара�
метром этого потока и интегральной мерой потока
изменения свойств оборудования как объекта на�
блюдения на интервале его жизни

Решение этого интеграла осуществляется при�
влечением методов численного интегрирования
(например, по формуле трапеций или Симпсона)
или упрощенными методами – путём аппроксима�
ции функции при сложном задании функционала
или табличным заданием функции по имеющимся
данным об эксплуатации оборудования.

Таким образом, результаты реальной эксплуата�
ции, являющиеся ничем иным, как данными ста�
тистического эксперимента живучести оборудова�
ния, позволяют определить функцию под интегра�
лом, служащую основой отображения параметра
потока λ0(t) – зависимости изменения отказоу�
стойчивого поведения оборудования.

Наиболее полным интегральным отражением
закономерности поведения энтропийной (энерге�
тической) характеристики живучести в принятой
системе вероятностных координат может служить
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площадь, ограничиваемая кривой распределения
вероятности безотказной работы, которую можно
обозначить через Pς(t).

В идеальной (безотказной) работе оборудова�
ния вероятность безотказной работы равна едини�
це (как максимально возможному значению отно�
сительной живучести) на всём интервале времени
жизни Тж оборудования. В условиях реальной эк�
сплуатации закон распределения плотности веро�
ятности безотказной работы в большей степени со�
ответствует показательному закону распределения.
Поведение вероятности безотказной работы явля�
ется наглядной иллюстрацией того, как широко
могут изменяться характеристики типового обору�
дования или отдельного элемента системы в любой
момент времени из�за наличия технологических
производственных погрешностей и в течение всего
срока эксплуатации ввиду постепенного износа.
Поведение кривой распределения P(t) в начале
жизни (эксплуатации) является ярким отражением
влияния производственных погрешностей свой�
ственных конструкции системы, оборудования или
его элементов. Тренд постепенного износа показы�
вает постепенное ухудшение номинальных харак�
теристик в течение времени жизни элемента.

На ряде примеров, в том числе и с привлечени�
ем известных результатов исследований других ав�
торов [4–10], апробации подхода формирования
энтропийной оценки потенциальных возможно�
стей техники найден диапазон количественных
значений энтропийной оценки. Величина кон�

кретного значения энтропийного показателя живу�
чести, тождественного по смыслу хаотическому
показателю Херста, является, хотя и в слабой вза�
имосвязи, функцией особенностей условий эк�
сплуатации [11].

Конструктивные и технологические погрешно�
сти в каждый конкретный момент времени распре�
делены с определённой плотностью вероятности
относительно номинальных значений параметров
и отражают особенности характера изменения
их как статистических характеристик на интервале
времени жизни элемента.

Заключение
Учитывая проведенный численный анализ и

обобщение обширных теоретических и экспери�
ментальных данных, опубликованных в работах
разных авторов, по исследованию надёжности ши�
рокого спектра отдельных элементов и комплексов
оборудования, можно сделать следующее заключе�
ние.

Путем практического применения (апробации)
представленного подхода формирования энтро�
пийной оценки потенциальных возможностей тех�
ники, найдено, что диапазон количественных зна�
чений энтропийной оценки для различных типов
элементов, узлов, устройств лежит в диапазоне ин�
тервала изменений уровня энтропийного показате�
ля, подобного хаотическому показателю Херста,
примерно равного по величине значениям, лежа�
щим в интервале изменений: 0,1≤ks≤0,3.
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Рисунок. Типичное распределение плотности вероятности потока (интенсивности потока) отказов на интервале фактической
эксплуатации оборудования (от разработки до завершения эксплуатации)
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Введение
Деструкция – разрушение тонкого слоя сопри�

касающихся поверхностей в процессе контактного
взаимодействия разной или соизмеримой упруго�
сти твердых тел, называемая часто износом, об�
условлена если не в основном, то в наибольшей
степени физико�механическими факторами раз�
личной природы.

Как показано в [1–7], именно эмиссия фрак�
ций деструкции (процесса разрушения тонких по�
верхностных слоёв вступающихся в контакт тел)
является причинно�следственным отражением из�
носа – изменения объёма подвижных тел в процес�
се непосредственного контакта, вызываемого
в большей степени движением скольжения поверх�
ности одного тела по соприкасающейся с ней по�
верхностью другого тела (трением скольжения) и в
меньшей степени – процессом качения элементов
одной поверхности по поверхности другого тела
(трением качения).

Для процесса непосредственного контактного
скольжения характерно то, что области структур
поверхностных слоёв тел, находящихся в контакт�

ном взаимодействии, в течение всего процесса
каждый раз испытывают контактное прямое со�
прикосновение со структурно разными областями
взаимно видоизменяющегося ввиду силовой меха�
нической деструкции двумерного поля поверхно�
стей обоих подвижных тел. Пространственные из�
менения двумерной структуры поверхностных сло�
ёв тел вызваны в большей степени взаимным сре�
занием (ломкой выступов) неравномерностей по�
верхностей тел в контактном пространстве.

В отличие от скольжения как механического
вида относительного движения тел, процессу каче�
ния поверхности одного подвижного тела по по�
верхности другого, в частном случае неподвижно�
го, в большей степени присущи объёмные дефор�
мационные явления (упругая и пластическая де�
формации) и в меньшей степени – явления среза
и выкрашивания агломератов в виде отдельных
фракций. Данные фракции отличаются по своим
размерам и приводят в динамике процесса своего
перемещения в направлении вектора скольжения к
взаимному дроблению неравномерностей много�
мерной структуры поверхностных слоёв обоих тел. 
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В общем случае в зависимости от структуры по�
верхностных слоёв контактно взаимодействующих
тел в контактном пространстве на практике, в ре�
альных условиях, при силовом контактном дина�
мическом взаимодействии материальных тел при�
сутствуют оба процесса с разной степенью приори�
тета и превалирования по рангу влияния и веса де�
струкции. Ранее [5–7] были рассмотрены особен�
ности контактного динамического взаимодействия
элемента контактной пары скользящего по беско�
нечной протяжённости сплошной шероховатой
поверхности второго элемента. На практике по�
добных вариантов скользящего контактного взаи�
модействия (контактных пар), особенно в электро�
и энергомашиностроении, не говоря уже о маши�
ностроении, весьма много: «электрическая щёт�
ка – контактное кольцо» в электрогенераторах и
электродвигателях, «метаемое тело – направляю�
щие шины – салазки» при электромагнитном мета�
нии тел, «токоведущий провод – направляющая
скоба» в троллее и т. д.

Однако в той же области электро� и энергома�
шиностроения существуют и другие варианты по�
движных устройств передачи энергии тока, в осно�
ве функционирования которых лежит принцип
скользящего контактного взаимодействия двух то�
копроводящих пар элементов. Например, коллек�
торные электрические и электромеханические пре�
образователи, машины и аппараты, принцип
функционирования которых основан на примене�
нии скользящего контактного взаимодействия двух
токопроводящих элементов – контактной пары,
один из элементов которой представляет собой
профилированную периодической структуры, кон�
тактную в первом приближении, кольцевую беско�
нечной протяжённости поверхность. Такой род
контактной поверхности в электрических машинах
и аппаратах порождает ряд проблем, обусловлен�
ных наличием периодического прерывания пере�
дачи энергии тока (коммутации) в процессе сколь�
зящего перехода контактного элемента от одной
элементарной ячейки поверхности (ламели) пе�
риодической структуры (коллектора) к другой,
смежной с ней. Возникающий при этом ряд про�
блем называют проблемами коммутации, которые
подробно рассмотрены в [2–4]. Наибольшее вни�
мание исследователей привлекает проблема повы�
шения ресурсных характеристик и коммутацион�
ной надёжности – основных и очень важных эк�
сплуатационных характеристик коллекторных
электрических и электромеханических аппаратов,
в сильной степени определяемых состоянием из�
носа щёточно�коллекторного узла токосъёма. Дан�
ная проблема актуальна до сих пор [2–7].

Краткий анализ коммутации энергии 
узлом токосъёма
Периодический процесс коммутации щёточ�

ным узлом скользящего токосъёма коллекторной
цепи передачи тока обусловлен [1–4] принципом
работы коллекторных электрических машин и ап�

паратов, например генераторов. Так же как и в лю�
бой динамической системе с временной много�
факторной вариацией поля параметров, изменение
одного или симбиоз нескольких наиболее чувстви�
тельных параметров может заметно повлиять на
стабильность периодического процесса прерывае�
мой передачи тока и привести при определённых
условиях к росту коммутационной напряжённости
и развитию детерминированной хаотической неу�
стойчивости процесса транспортировки энергии –
передачи тока от одного элемента к другому сколь�
зящим по поверхности коллектора щёточным кон�
тактом. Скользящий по периодической поверхно�
сти коллектора контактный элемент – щётка – это
важный фактор существенного влияния на изме�
нение тока не только в коммутируемой секции, но
и в контуре коммутации. Требование высокой ком�
мутационной устойчивости – один из аспектов,
определяющих постоянное внимание к проблеме
повышения надёжности и ресурса коллекторных
электрических машин. Особенно важным для до�
стижения высокой коммутационной устойчивости
является обеспечение непрерывности щёточного
контакта при передаче тока узлом скользящего то�
косъёма в условиях динамической неустойчивости
профиля контактной поверхности коллектора
и нестабильности параметров ряда других узлов.
Устойчивость процесса коммутации – фактор «бе�
зыскровой» работы коллекторных электрических
машин и аппаратов.

Для краткого анализа явлений динамика про�
цесса коммутации тока в электрических машинах
этого типа в достаточно общем случае может быть
представлена видом нелинейного дифференциаль�
ного уравнения первого порядка [2, 3]:

где – э.д.с. сам�

оиндукции; δuщ(J)=[Δuн(J)–Δuc(J)] – разность зна�
чений переходных падений напряжений на про�
странственном интервале размера щётки (между
передним набегающим Δuн(J) и задним сбегающим
Δuc(J) краями щётки); i(t) – коммутируемый ток;
Rs – сопротивление коммутируемой секции; ek(t) –
коммутирующая э.д.с., наводимая в секции (при её
взаимодействии с магнитным полем) в зоне ком�
мутации. Эта система уравнений используется
практически всеми исследователями [2–4] как ос�
нова изучения процесса коммутации.

Идеальной коммутации соответствует наилуч�
шая коммутационная устойчивость машин, когда
di/dt=0 и для предельно малого размера щётки
(игольчатый электрод), когда Δuн(J)≡Δuс(J). Тогда
нелинейное дифференциальное уравнение первого
порядка процесса коммутации вырождается в тип
уравнения закона Ома: i(t)Rs=ek(t).

Если первое условие – достижение высокой
коммутационной устойчивости – считать целью,
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то второе (минимизация δuщ(J) – разности пере�
ходных падений напряжений на щётке, а в идеале
обеспечение соотношения Δuн(J)=Δuс(J)) является
фактором достижения этой цели.

В [2–4] показано, что наиболее сложным для
учёта в уравнениях контура коммутации коллек�
торных электрических машин является случайный
характер распределения электрической проводи�
мости в контактном слое. Так же как и при контак�
те щётки, скользящей по непрерывной поверхно�
сти контактного кольца [5–7], в зависимости
от особенностей структуры контактно сопрягае�
мых поверхностей скользящих относительно друг
друга тел, в контактном пространстве щёточного
узла токосъёма могут возникать разные виды кон�
тактного взаимодействия: прямой контакт нерав�
номерностей поверхностей соприкасающихся эл�
ементов тел; контакт поверхностей через слой сме�
си фракций деструкции (разрушения) элементов
поверхностей этих же тел; совместное действие
первых двух факторов (симбиоз обоих приведён�
ных случаев) – частичное наличие прямого непо�
средственного точечного контакта выступами по�
верхностей тел с присутствием частичного образо�
вания проводящих ток областей через слой фрак�
ций деструкции поверхности тел. Во всех перечи�
сленных типах часть контактного пространства за�
нимают области полного отсутствия контакта, за�
нятые газом окружающей среды (воздух). Поэтому
контактные пространства щётки, скользящей
по составному (ламельному) и сплошному кольцу
коллектора, существенно отличаются, но и то и
другое с позиции динамического взаимодействия
является вероятностной динамической системой.
Характеристики такой динамической системы
определены физико�механическими свойствами
структур поверхностных слоёв и динамикой кон�
такта тел, естественно с учётом электромагнитного
влияния транспортируемой энергии.

Для повышения точности оценки состояния
щётки, скользящей по ламельной периодической
контактной поверхности коллектора, лучшего учё�
та влияния фактора контактной периодичности
скольжения и более точного приближения оценок
реальной нестабильности периодического процес�
са коммутации тока в ламельном коллекторном то�
косъёме ниже на основе марковской модели кон�
тактного динамического взаимодействия элемен�
тов скользящего токосъёма проведён анализ веро�
ятностной динамики контактного пространства,
образованного скользящей по ламелям коллектора
контактной парой «щётка–коллектор», позволяю�
щей оценивать в реальном времени состояние
и живучесть щёточного узла периодического кол�
лекторного токосъёма машин.

Сущность модели локального контактного 
пространства на ламели
В контактном процессе одного элемента, сколь�

зящего по периодической ламельной структуре,
со вторым элементом узла токосъёма можно выде�

лить четыре последовательно сменяющих друг дру�
га состояния механического и электрического кон�
такта: разомкнутое, замыкание, замкнутое, размы�
кание. Практически на всех стадиях смены состоя�
ния происходит механический износ поверхностей
обоих элементов контактной пары, что сказывается
на живучести контакта, определяемой долговечно�
стью существования объёма элементов контактной
пары. Взаимодействие тел приводит к сложным фи�
зико�механическим процессам, заметно изменяю�
щих идеализацию периодического контактного со�
единения пары элементов в области щёточного то�
косъёма. Скользящее взаимодействие элементов
контакта влечет, как правило, изменение их свойств
ввиду фрикционного износа. Это заметно влияет
на физику и механику процесса контактного взаи�
модействия, в том числе на состояние поверхно�
стей, надёжности работы и живучести элементов
контакта. Живучесть элементов контактной пары –
мера длительной и надежной работы контакта в це�
лом. С позиций живучести наиболее тяжелые усло�
вия существуют для щёточного узла как наиболее
подверженного деструкции, хотя и неподвижного
элемента электрического контакта, выполняющего
размыкание и замыкание электрической цепи,
в которой протекает сильный ток. При работе таких
контактов на стадиях «замыкание–скольже�
ние–размыкание» образуются электрические дуги
с температурой, приводящей к изменению упругих
свойств материала элементов контакта в сторону
усиления пластичности материала, частичного
плавления и изменения структуры контактирую�
щих поверхностей. Контроль и диагностика живу�
чести такой контактной пары актуальны для оцен�
ки состояния широкого класса коллекторных элек�
трических машин и аппаратов.

Рассматриваемая ниже математическая модель
аналитического описания динамики ламельно�щё�
точного, по временной последовательности – пе�
риодического контакта коллекторных электриче�
ских машин и аппаратов ориентирована на ком�
пьютерное и имитационное моделирование кон�
тактного пространства с дискретными фракциями.
Сущность представляемой ниже математической
модели контактного пространства – математиче�
ский и имитационный алгоритм, каждая компью�
терная реализация которого – адекватная имитация
совокупности процессов эмиссии фракций износа
в течение реального времени функционирования
моделируемого контактного пространства. Содер�
жание и связь событий в модели, их временная ди�
намика соответствуют содержанию и последова�
тельности протекания процессов в реальной кон�
тактной системе. При этом предполагается, что
на каждое вероятностное событие – эмиссию фрак�
ций разрушения области поверхности любого из эл�
ементов контактной пары – модель реагирует мгно�
венно (скачком) в некоторый момент времени.

Контактные пространства отличает сложность
и разнообразие способов взаимодействия поверх�
ностей, структуры элементов контактной пары ал�
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горитмов протекания процессов. Выбор параме�
тров контактного пространства в процессе опти�
мизации щёточного узла скользящего токосъёма
является трудной задачей из�за отсутствия матема�
тического аппарата для их анализа.

Модель контактного пространства на основе
представлений системного подхода можно пред�
ставить совокупностью формализованных описа�
ний процессов, каждое из которых представляет
собой совместное действие (симбиоз) взаимосвя�
занных алгоритмов, состоящий из операторов
и описательной части. Пространственные и вре�
менные изменения структуры и свойств реального
контактного пространства элементов контактной
пары скользящего токосъёма представлены в моде�
ли совокупным поведением дискретных процес�
сов, совмещённых в непрерывно меняющемся
условном времени. Основой лаконичного описа�
ния функционирования контактного пространства
служит аппарат процессов Маркова – эквивалент
соответствующих реальных процессов.

Структура локального ламельного 
контактного пространства
Анализ физики и механики явлений в щёточ�

ном контакте электрических машин показывает,
что для общности анализа динамики областей со�
прикосновения поверхностей элементов контакт�
ной пары «щётка – ламель коллектора», как и при
скольжении на сплошном бесконечной протяжён�
ности контактном кольце [5–7], можно принять
деление на два логических множества областей
контакта: проводящих и не проводящих ток. Слу�
чайный процесс, основанный [8] на показательном
законе описания событий, может быть применен
для исследования физико�механических явлений,
протекающих в контактном пространстве любого
вида процессов динамического взаимодействия
сред и тел.

Одну из областей контактного слоя (область ос�
новного контакта), частично образованную пря�
мым соприкосновением проводящих ток неравно�
мерностей поверхности элементов контактной па�
ры, будем считать полным контактным множе�
ством. Другая часть этого множества обусловлена
контактом поверхностей этих элементов через бу�
ферную проводящую ток прослойку, образованную
фракциями разрушения разной дисперсности,
но в большей части частицами износа обоих эл�
ементов пары, в том числе контактирующими с
выступами неравномерностей поверхности любого
из элементов контактной пары. Вторая область –
пространство примыкающих друг к другу областей
воздушного зазора (т. е. областей, в которых кон�
такт поверхностей элементов пары отсутствует).
Зона отсутствия контакта – пустое множество.

Контактное пространство пары «щётка–ла�
мель» в течение времени перекрытия их контакт�
ных поверхностей может находиться в любом ij�м
конечном (счётном) или бесконечном числе со�
стояний. Примем, что m есть максимальное в сред�

нем число состояний, которое определяется мини�
мальным дисперсным размером отторгаемых кон�
тактной парой дискретных фракций деструкции Vдф

и объёмом наименьшего элемента. Для элемента
прямоугольной формы Vэ=aэbэcэ (произведение раз�
меров):

(1)

Здесь скобки �…� – усреднение по множеству
размеров фракций разрушения элементов контакт�
ной пары. При неправильной геометрии фракций
как агломерата деструкции средний размер фрак�
ции определится интегральной формулой вычи�
сления объёма.

Обоснование марковского подхода
Эмиссия дискретных фракций деструкции (из�

носа) – отрыв от объёма среды плотноупакованной
структуры тела одного из элементов контактной
пары скользящего токосъёма в результате скользя�
щего взаимодействия слоёв их поверхностей, при�
водящий к переходу контактного множества из од�
ного состояния в другое, – происходит не в фикси�
рованные, а в произвольные моменты времени.
Это и определяет стохастичность траектории изме�
нения пространственно�временного состояния
контактного пространства, условий передачи энер�
гии в контактном слое «щётка–ламель коллектора»
и вероятностный характер процесса коммутации
тока узлом скользящего токосъёма.

Случайный процесс скачкообразного измене�
ния состояния контактного пространства и множе�
ства на действительной оси непрерывного времени
будет, следуя классическому понятию [8], марков�
ским, если для любого момента времени контакт�
ного взаимодействия пары элементов токосъёма
условные вероятности всех состояний контактного
множества С в будущем (при t>t0) зависит только
от того, в каком состоянии cj находится контактное
множество С в настоящем (при t=t0), и не зависит
от того, через какие состояния cj оно прошло
на интервале t<t0, когда и каким путём контактное
множество С пришло в настоящее состояние.
Кратко – будущее марковского контактного мно�
жества зависит от прошлого только через его на�
стоящее.

Привлекательность аппарата теории марков�
ских процессов в анализе «живучести» скользяще�
го токосъёма основана на сравнительной простоте
математического описания обобщённого поведе�
ния состояния контактного взаимодействия тел.
Следует понимать, что описание динамики поведе�
ния контактного множества, как и обобщённое
отождествление стохастичности контактного про�
цесса в «чистом виде» с марковским, является
в большей или меньшей степени некоторым, хоро�
шо совпадающим с практикой, асимптотическим
приближением к реальному. При марковском ана�
лизе удобно принять, что переходы – скачки изме�
нения – контактного множества С обусловлены
эмиссией фракций разрушения элементов тел в

ý äô ý ý ý ýsup{ / } ( ) .m V V à b ñ V= =
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контактное пространство. Это подтверждается экс�
периментальными данными [1–4].

Следуя теории марковских случайных процес�
сов, для контактного пространства с дискретными
состояниями и непрерывным временем изменения
состояний примем, что поток фракций износа эл�
ементов контактной пары (входит в «политуру»),
переводящий контактное множество из одного со�
стояния в другое, является пуассоновским не всег�
да, а значит, не обязательно стационарным, уста�
новившимся. Плотность его распределения описы�
вается в общем случае показательным законом,
в простейшем случае [8] – законом Пуассона с ха�
рактерным отсутствием последействия. Именно
это обстоятельство и позволяет при оценке настоя�
щего состояния контактного множества ci в момент
t не выяснять, как и когда оно оказалось в этом со�
стоянии. Переход С из состояния ci в cj происходит
под воздействием пуассоновского потока эмиссии
фракций разрушения с интенсивностью λij(t). Пер�
вая же фракция разрушения контактной пары
(щётки или коллектора), пополнившая контактное
множество или, наоборот, покинувшая его про�
странство, скачком изменяет состояние ci множе�
ства на cj. Ветвь графа смены состояний контакт�

ного множества С имеет вид где стрел�

ка с указанием интенсивности потока фракций по�
казывает направление смены состояния.

Анализ одиночного ламельного контактного цикла
Рассмотрим физический процесс контактного

разрушения плотно упакованной щётки, содержа�
щей m фракций (определяется формулой (1)), при
скольжении по периодически структурированной
поверхности ламелям коллектора. Процесс кон�
тактного взаимодействия щётки с любой ламелью
коллектора можно анализировать при следующих
предположениях.

Интенсивность простейшего пуассоновского
потока фракций деструкции в контактное про�
странство «щётка–коллектор» равна λ, где 

– const на всех интервалах времени

ламельного контакта. Время контакта щётки
с каждой ламелью коллектора на уровне среднего
значения (математическое ожидание) определяет�
ся режимом работы (nоб – числом оборотов в мину�
ту) и конструктивными особенностями (nлк – чи�
слом ламелей коллектора; pпп – числом пар полю�
сов электрической машины):

Если принять T
–

ж – среднюю длительность
«жизни» щётки (паспортное её значение устана�
вливается производителем), – то среднее число
фракций, эмитируемых за время контакта щётки
с каждой ламелью при средней интенсивности по�
тока эмиссии фракций λ–=m/T

–
ж, составит:

Итак, из полного объёма фракций (1) с интен�
сивностью стационарного пуассоновского потока
λ любая дискретная фракция может попадать
в контактное пространство «щётка–ламель» и уча�
ствовать в изменении состояния полного контакт�
ного множества. Время пребывания фракции
в полном контактном множестве для приближения
Пуассона распределено по показательному закону
с параметром γ, а время её аннигиляции (перехода
в пустое множество, разрушения до малых разме�
ров, удаления из контактного пространства, воз�
врата за счёт адгезии в структуру щётки) или поки�
дания – с параметром μ. Траекторию смены со�
стояний контактного пространства в интервале
единичного цикла взаимодействия щётки с ла�
мелью коллектора можно представить в виде про�
стейшего кольцевого графа.

Определим вероятности состояний контактно�
го пространства (полного контактного множества),
если в начальный момент оно уже существовало
с вероятностью 1, то есть контакт щётки с коллек�
тором был обеспечен. При этом примем: С1 – на�
чальное состояние контактного множества (кон�
такт пары «щётка–коллектор» обеспечен); С2 –
произошла эмиссия (или принудительная подача)
в контактное пространство дискретных фракций
с интенсивностью λ, формирующих контактное
множество; С3 – раздробленные (до пренебреже�
ния учёта их участия) фракции за счёт адгезии,
принудительной подачи или заменившие их тран�
зитные фракции с интенсивностью μ стремятся
восстановить начальное состояние. В соответствии
с логикой изменения фрактального множества, ве�
роятности изменения дискретных состояний ла�
мельного контактного множества на оси непре�
рывного времени отразит следующая система диф�
ференциальных уравнений Колмогорова как одно�
родного марковского процесса [8]:

(2)

с начальными условиями: р1(0)=1; р2(0)=р3(0)=0.
Тогда, с учётом несовместности действия разных
траекторий фракций, справедливо условие норми�
ровки – равенства единице полной вероятности
всех событий р1(t)+р2(t)+р3(t)=1 или

(3)

которым можно заменить любое из уравнений си�
стемы (2).

Система дифференциальных уравнений веро�
ятности состояний контактного множества ла�
мельно�щёточного пространства, отражающая
принятую постановку задачи, отображаемой гра�
фом состояний этого пространства, согласно пра�
вилам описания динамики смены состояний, изло�
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женных в [8], с соблюдением условия нормировки
(3) и начальных условий {р1(0)=1;р2(0)=р3(0)=0}
примет вид:

(4)

Используя свойства преобразования Лапласа
при его применении для решения системы диффе�
ренциальных уравнений Колмогорова путём замены
изображения вероятности состояния pi(t) на функ�
цию πi(x), с учётом которой изображение условия 

(3) меняет вид система дифферен�

циальных (4) вырождается [8] в систему алгебраиче�
ских уравнений оценки вероятности состояний:

с решением

где

(5)

и (A=λ+μ+γ; B=λμ+λγ+γμ) – квадратное уравне�
ние с дискриминантом, при p(x)=0 равным
Δ=B–A2/4=0,25(4B–A2). Для положительных зна�
чений параметров пуассоновского потока фракций
(λ>0;μ>0;γ>0) поведение дискриминанта говорит о
возможности принятия им любых значений на чи�
словой оси –∞…+∞: Δ≥0, Δ=0, Δ≤0.

Следуя [8], для уравнения (5) с отрицательным
дискриминантом Δ≤0, приводящим к двум разным
отрицательным корням x1x2=B и x1+x2=–A,
x1,2=(–A±√

⎯
A2–

⎯
4B
⎯

)/2, можно получить соотноше�
ния для оценки вероятностей состояния множе�
ства контактного пространства:

При t→∞ ламельное контактное пространство
коллектора в своём подобии асимптотически при�
ближается к свойствам контактного множества на
сплошном контактном кольце. Для примера, при
μ=γ=1: λ=3 имеем: p2(t)=p3(t)=3/7, p1(t)=1/7 или

Другие ситуации: λ=0, когда p2(t)=p3(t)=0,
p1(t)=1, эмиссии и износа нет; щётка в исходном
состоянии; μ=0 – фракции не возвращаются в
полное множество: p3(t)=0; p1(t)=1–p2(t); γ=0 –
фракция без задержки вылетает из контактного
множества.

Эргодичность ламельного контактного пространства
Контактное пространство на ламели коллекто�

ра представляет собой простейшее эргодическое
контактное пространство. Все потоки фракций,
переводящих пространство из одного состояния
в другое, – пуассоновские (простейшие), а все слу�
чайные состояния являются транзитивными.

Следуя этому определению, для обобщённой
форме записи системы однородных вероятностных
уравнений с постоянными коэффициентами

считая контактное множество на ламели простей�
шим, эргодическим, получим простую систему
оценки предельных вероятностей финального со�
стояния ламельного контактного пространства:
{p1=μp3/λ; p2=λp1/γ; p3=γp1/μ}, или, с условием нор�
мировки,

(6)

Из (6) следует p3=λp1/μ и условие нормировки
получает вид: p1+(λ/γ)p1+(λ/μ)p1=1 или
p1[(γμ+λμ+λγ)/γμ]=1. Для μ=γ=1: λ=1 имеем
p1=p2=p3=1/3; λ=3: p1=1/7, p2=p3=3/7; λ=5: p1=1/11;
p2=p3=5/11 и т. д. Равенство значений траектории
процессов, отражаемых вероятностями р2 и р3, при
изменении интенсивности эмиссии λ означает
их весьма близкий характер поведения. Иначе го�
воря, пределы вероятностей состояния контактно�
го ламельного пространства при t→∞ и получае�
мые предельные вероятности финального состоя�
ния контактного пространства аутентичны.

Смысл понятия предельной вероятности 
ламельного пространства
Предельная вероятность состояния рi при мар�

ковском формировании ламельного контактного
пространства с дискретными состояниями и не�
прерывным временем имеет смысл, аналогичный
предельным вероятностям для однородной цепи
Маркова:

(7)

где t#i – среднее (математическое ожидание) время
однократного пребывания контактного простран�
ства С в состоянии сi; t

#
i – среднее время цикла тра�

ектории блуждания контактного множества С от�
носительно состояния сi. Если учесть время пребы�
вания С вне сi, то выражение (7) приобретёт вид:
pi=t#i/(t#i+τ–≠ci

), где τ–≠ci
– среднее время однократного

пребывания контактного множества С вне состоя�
ния сi. Другими словами, предельная вероятность рi
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есть отношение времени пребывания простейшего
эргодического контактного множества С в состоя�
нии сi к сумме математических ожиданий времён t#i

и τ–≠ci
. Устанавливает их взаимосвязь следующая си�

стема:

Иначе, пуассоновский однородный поток
фракций, переводящий контактное множество
С не из конечного состояния сi, является простей�
шим с интенсивностью λi. При этом интервал вре�
мени t#i от любой точки на оси времени до ближай�
шего акта смены состояния пространства под дей�
ствием простейшего потока фракций распределён
по показательному закону с параметром, равным
интенсивности этого потока: t#i=λi

–1.

Выводы
Определена статистическая марковская анало�

гия подобия динамического процесса разрушения
щёточного элемента, скользящего по периодиче�
ской ламельной структуре, процессу скольжения
щётки на сплошной, бесконечной протяжённости,
поверхности контактного кольца. Разработана ана�
литическая модель динамических случайных про�
цессов в скользящем по поверхности периодиче�
ской структуры – ламелям коллектора – щёточном
контакте, учитывающая совокупное влияние слу�
чайных факторов в параметрах дискретного потока
эмиссии фракций деструкции и позволяющая ис�
следовать основные характеристики и оценивать
состояние контактного узла токосъёма вероятност�
ными методами и моделированием.

{ / (1 ); (1 ) / }.
i ii c i i c i i i

t p p t p pτ τ≠ ≠= − = −
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Изучение радиационного баланса планетных
атмосфер проводится на основе методов теории
переноса излучения и численных методов [1, 2].
При проведении исследований используются раз�
личные модели атмосферы с подстилающей по�

верхностью [3–5]. Точность получаемых результа�
тов зависит от точности используемых приближе�
ний и учета всех эффектов, существенно влия�
ющих на результат, например эффекта простран�
ственной ограниченности дисперсной среды [6, 7].
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Рассмотрен перенос излучения в двухслойной дисперсной среде с отражающей поверхностью. Получены аналитические выра�
жения для определения характеристик радиационного баланса. Показано, что приземный слой атмосферы даже при малой ве�
личине оптической плотности и ее слабом изменении оказывает существенное влияние на отражательную способность системы
«двухслойная среда – отражающая поверхность» при всех значениях коэффициента отражения подстилающей поверхности.
Установлено, что увеличение оптической плотности приземного слоя атмосферы с поглощением приводит к почти полной неза�
висимости поглощательной способности системы «двухслойная среда – отражающая поверхность» от коэффициента отражения
подстилающей поверхности.
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Целью данной работы является решение задачи
переноса излучения в аналитическом виде и опре�
деление некоторых закономерностей переноса в си�
стеме «двухслойная дисперсная среда – отражаю�
щая поверхность». Решение получено с использо�
ванием метода многократных отражений [6, 8].
Дисперсная среда представляется в виде прямоу�
гольного параллелепипеда, разделенного на два
слоя, где отражающей является поверхность на за�
дней грани (по направлению распространения из�
лучения), при нормальном падении потока излуче�
ния на поверхность дисперсной среды. Получены
аналитические выражения для определения харак�
теристик радиационного баланса: коэффициента
пропускания А12(τ,a,Λ), отражательной В12(τ,a,Λ) и
поглощательной способности C12(τ,a,Λ).

Введем обозначения: оптические размеры пер�
вого слоя параллелепипеда τ1x0

×τ1y0
×τ1z0

(излучение
распространяется по оси x, поперечные оптиче�
ские размеры одинаковы для обоих слоев и равны
τ1y0

×τ1z0
), второго слоя τ2x0

×τ2y0
×τ2z0

; индикатриса рас�
сеяния излучения, характеризуемая степенью вы�
тянутости a=(η+2μ)/(β+2μ), η, μ, β – интеграль�
ные параметры индикатрисы рассеяния [6, 7]; ве�
роятность выживания кванта в первом слое Λ1, во
втором – Λ2; коэффициент отражения поверхности
r, пропускания t. В данной модели первый слой
представляется в виде слоя облачности с индика�
трисой рассеяния излучения С1 [9], второй слой –
приземный аэрозоль, индикатрисы рассеяния ко�
торого весьма разнообразны. Коэффициент отра�
жения подстилающей поверхности изменяется от 0
до 1. На основе метода многократных отражений
получены формулы:

Обозначения:

Радиационные характеристики каждого из сло�
ев Ai(τy,τz,a,Λ), Bi(τy,τz,a,Λ), Ci(τy,τz,a,Λ), где i=1, 2,
определяются следующим образом [6]:

Переменные коэффициенты k(τy,τz,a,Λ) и
R(τy,τz,a,Λ), зависящие от поперечных оптических
размеров дисперсной среды, индикатрисы рассея�
ния излучения и вероятности выживания кванта,
разные для каждого слоя и имеют вид:

Функция P(τy,τz,a,Λ) определяет рассеяние и
поглощение излучения по оси x и в частном случае
сферической индикатрисы рассеяния и полубеско�
нечной среды:

Рассмотрим некоторые результаты расчетов по�
токов монохроматического излучения по данным
формулам. Поперечные оптические размеры дис�
персной среды равны τ1y0

×τ1z0
=104.

Представленные на рис. 1 данные показывают,
что величина уходящей радиации сильно зависит
от коэффициента отражения подстилающей по�
верхности при небольшой величине оптической
плотности приземного слоя атмосферы и практи�
чески не зависит при  τ2x0

>5. Такая закономерность
наблюдается при наличии верхнего (облачного)
слоя атмосферы, причем этот эффект усиливается
с возрастанием оптической плотности верхнего
слоя так же, как в однородной среде [8].

На рис. 2 представлены результаты расчетов по�
глощательной способности C12 системы «двухслой�
ная дисперсная среда – отражающая поверхность»
при всех возможных значениях коэффициента
отражения подстилающей поверхности. Наличие
загрязнения в приземном слое атмосферы суще�
ственно влияет на поглощательную способность
атмосферы в целом, но значительно сильнее ска�
зывается оптическая плотность приземного слоя
атмосферы. Следует отметить слабую зависимость
поглощательной способности атмосферы от вида
подстилающей поверхности в данных условиях,
что объясняется наличием достаточно плотного
верхнего слоя.
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Рис. 1. Зависимость отражающей способности В12 системы
«двухслойная дисперсная среда – отражающая по�
верхность» от коэффициента отражения подстилаю�
щей поверхности r, вероятность выживания кванта
Λ1=Λ2=1, степень вытянутости индикатрисы рассея�
ния излучения a1=10; a2=1: а) оптическая плотность
приземного слоя  τ2x0

=0,1; б)  τ2x0
=1,0; в)  τ2x0

=5,0

Рис. 2. Зависимость поглощательной способности C12 систе�
мы «двухслойная дисперсная среда – отражающая
поверхность» от коэффициента отражения подсти�
лающей поверхности r. Степень вытянутости индика�
трисы рассеяния излучения a1=10; a2=1; оптическая
плотность верхнего слоя  τ1x0

=10

Рис. 3. Зависимость поглощательной способности C12 систе�
мы «двухслойная дисперсная среда – отражающая
поверхность» от вероятности выживания кванта Λ.
Степень вытянутости индикатрисы рассеяния излуче�
ния a1=10; a2=1; оптическая плотность верхнего слоя
τ1x0

=10

На рис. 3 представлены результаты вычислений
поглощательной способности C12 системы «двух�
слойная дисперсная среда – отражающая поверх�
ность» в зависимости от степени загрязнения при�
земного слоя атмосферы. Все возможные значения
поглощательной способности C12 атмосферы лежат
между кривыми 1 и 2 при τ2x0

=0,1; 3 и 4 при τ2x0
=1;

5 и 6 при τ2x0
=5, причем с увеличением оптической

плотность приземного слоя разрыв между кривыми
практически исчезает.
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Выводы
1. Получены аналитические выражения для опи�

сания радиационного баланса слоистой диспер�
сной среды с отражающей поверхностью: коэф�
фициента пропускания, отражательной и по�
глощательной способности.

2. Показано, что приземный слой атмосферы да�
же при малой величине оптической плотности
и/или ее малом изменении оказывает суще�
ственное влияние на отражательную способ�
ность системы «двухслойная дисперсная сре�

да – отражающая поверхность» независимо от
коэффициента отражения подстилающей по�
верхности.

3. Изменение оптической плотности приземного
слоя в большей степени влияет на отражатель�
ную способность системы, чем такое же изме�
нение оптической плотности верхнего слоя при
всех значениях коэффициента отражения под�
стилающей поверхности, а при оптической
плотности свыше 5 практически не оказывает
влияния.

Математика и механика

81

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Ленобль Ж. Перенос радиации в рассеивающих и поглощаю�

щих атмосферах. – Л.: Гидрометеоиздат, 1990. – 264 с.

2. Зуев В.Е., Титов Г.А. Оптика атмосферы и климат. – Л.: Гидро�

метеоиздат, 1996. – 256 с.

3. Jin Z., Charlock T.P., Rutledge K., Stamnes K., Wang Y. Analytical

solution of radiative transfer in the coupled atmosphere ocean sy�

stem with a rough surface // Appl. Opt. – 2006. – V. 45 (28). –

P. 7443–7455.

4. Kokhanovsky A.A., Budak V.P., Cornet C., et al. Benchmark results

in vector atmospheric radiative transfer // J. Quant. Spectr. Radiat.

Transfer. – 2010. – V. 111. – P. 1931–1946.

5. Zhai P.W., Hu Y., Chowdhary J., Trepte C.R., Lucker P.L., Josset

D.B. A vector radiative transfer model for coupled atmosphere and

ocean systems with a rough interface // J. Quant. Spectrosc. Radiat.

Transfer. – 2010. – V. 111. – P. 1025–1040.

6. Горячев Б.В., Могильницкий С.Б. Некоторые особенности пе�

реноса излучения в пространственно ограниченных диспер�

сных средах // Известия Томского политехнического универ�

ситета. – 2000. – Т. 303. – № 3. – С. 91–104.

7. Горячев Б.В., Могильницкий С.Б. Исследование влияния раз�

меров и формы рассеивающего объема на радиационные ха�

рактеристики переноса излучения // Известия Томского поли�

технического университета. – 2003. – Т. 306. – № 5. – С. 12–15.

8. Горячев Б.В., Могильницкий С.Б. Влияние отражающей по�

верхности на радиационный баланс дисперсной среды // Из�

вестия Томского политехнического университета. – 2012. –

Т. 321. – № 2. – С. 39–42.

9. Дейрменджан Д. Рассеяние электромагнитного излучения

сферическими полидисперсными частицами. – М.: Мир,

1971. – 168 с.

Поступила 21.09.2012 г.

Основным средством транспорта углеводоро�
дов в наши дни являются трубопроводы, на долю
которых приходится более 90 % перекачиваемых
нефти и газа. Проверенным и общепризнанным
материалом для изготовления трубопроводов слу�
жит сталь. Это обусловлено рядом важных качеств

материала: прочность, устойчивость к разрывному
давлению, низкий коэффициент теплового расши�
рения, практически абсолютная герметичность.
Однако использование стальных труб сопровожда�
ется существенными недостатками, основными
из которых являются: подверженность коррозии,
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большой вес, высокая теплопроводность. Они сни�
жают срок службы, ухудшают гидравлические ха�
рактеристики трубопровода, затрудняют процесс
строительства. Производители и эксплуатирую�
щие организации постоянно разрабатывают и со�
вершенствуют методы борьбы с этими отрицатель�
ными факторами, но полностью избежать их не�
возможно. Поэтому параллельным направлением
является создание труб из альтернативных матери�
алов, самые перспективные из которых – полимер�
ные материалы. Основными преимуществами труб
из полимерных материалов являются: устойчи�
вость к коррозии, легкость, гибкость и прочность,
разнообразие методов соединения, превосходная
гидравлика (расход на 50 % превышает расход
в металлических трубопроводах того же диаметра),
долговечность (срок службы составляет 20 лет при
наземной прокладке и 50 лет при подземной про�
кладке) [1].

С целью улучшения прочностных характери�
стик труб в их конструкциях применяют несколько
слоев из разных материалов, в совокупности обес�
печивающих высокую герметичность и прочност�
ные свойства. Многослойные трубы имеют два или
три слоя: бипластмассовые (полиэтиленовые тру�
бы, упрочненные наружной стеклопластиковой
оболочкой), трехслойные трубы (полиэтиленовые
трубы, со средним армирующим слоем, предста�
вленным синтетической лентой или металлически�
ми нитями) и т. д.

Одной из самых современных разработок среди
многослойных полимерных труб является труба
Soluforce RTP (от англ. reinforced thermoplastic pipe
– усиленная термопластиковая труба). Труба Solu�
force имеет три слоя. Внутренний сделан из полиэ�
тилена (ПЭ 100), средним слоем является арми�
рующая лента, а в качестве внешнего покрытия
служит белый полиэтилен (ПЭ 100), стойкий к
ультрафиолетовому излучению (рис. 1).

Рис. 1. Строение трубы Soluforce RTP

Применение труб Soluforce возможно при стро�
ительстве выкидных линий, систем нагнетания во�
ды в пласт и в транспорте газа. Данные трубы могут
применяться и в других областях, например в ка�
нализационные сетях и системах орошения. По
прочностным характеристикам трубы Soluforce де�

лятся на три типа: легкий (Light), классический
(Classic) с армирующим слоем из арамидной ленты
и тяжелый (Heavy), вместо арамидной ленты
упрочненный сеткой из стальных волокон. Каж�
дый тип производится с внутренним диаметром
100 или 150 мм [2].

Однако существует ряд причин, по которым по�
лимерные трубы не получают широкого распро�
странения. Во�первых, отсутствуют научно обос�
нованные подходы к выбору критериев оценки ра�
ботоспособности труб, недостаточен опыт их при�
менения в различных условиях; во�вторых, иссле�
дование состояния трубопровода невозможно су�
ществующим оборудованием диагностики, приме�
няемого для стальных трубопроводов. Для разра�
ботки обоснованных критериев работоспособно�
сти необходим анализ напряженно�деформиро�
ванного состояния (НДС) трубопроводов из поли�
мерных материалов, поэтому выбор методов полу�
чения параметров НДС является актуальной про�
блемой.

Известным аналитическим методом определе�
ния параметров НДС трубы, находящейся под дей�
ствием внутреннего давления, является решение
задачи Ламе. Однако он не может применяться при
расчете многослойной трубы. В этом случае ис�
пользуются численные методы, одним из которых
является метод конечных элементов.

Задача определения деформационно�прочност�
ных свойств полимерной многослойной трубы сво�
дится к вычислению параметров напряженно�де�
формированного состояния, которое определяется
уравнениями механики деформируемого твердого
тела [3]. Численная реализация задачи определе�
ния параметров НДС конструкции проводилась
методом конечных элементов [4] с использованием
разбиения расчетной области на конечные элемен�
ты треугольной формы. Метод основан на принци�
пе минимизации потенциальной энергии. Алго�
ритм расчета был реализован на языке программи�
рования Fortran.

В силу осевой симметрии задачи рассматрива�
ется расчетная область, представляющая собой
часть осевого сечения трубы, и решается осесим�
метричная задача теории упругости (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная схема
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Для разбиения расчетной области используют�
ся треугольные конечные элементы с шестью ком�
понентами узловых перемещений. Для многослой�
ной трубы разбиение расчетной области делается
таким образом, чтобы узлы конечно�элементной
сетки приходились на границы слоев. В этом слу�
чае внутри каждого из конечных элементов меха�
нические характеристики определяются свойства�
ми слоя, попавшего в этот элемент, и не претерпе�
вают разрывов. Предполагается, что на границах
раздела слоев адгезия идеальна.

Граничные условия:
На границах AB и DC ставятся так называемые

условия скольжения: v=0, στ=0, где v – осевое сме�
щение; στ – касательные напряжения.

На границе BC: σn= στ=0, где σn – нормальные
напряжения.

На границе AD: σn=P, στ=0, где Р – внутреннее
давление.

Проверка программы осуществлялась сравне�
нием результатов, полученных при расчете НДС
однослойной полиэтиленовой трубы методом ко�
нечных элементов, с известными аналитическими
решениями задачи Ламе. Результаты численного
и аналитического решения показали достаточно
хорошее совпадение значений эквивалентного на�
пряжения и перемещений по толщине стенки тру�
бы в пределах 3…5 %.

В качестве объекта исследования была выбрана
труба Soluforce Classic. Характеристики трубы при�
ведены в таблице [2, 5].

В результате расчета для трубы Soluforce была
получена поверхность распределения эквивалент�
ных напряжений (рис. 3). В осевом направлении
значения напряжения в каждом слое трубы не ме�
няются в связи с тем, что на трубу действует только
внутреннее давление.

Таблица. Характеристики трубы Soluforce Classic

Также для сравнения расчет НДС трехслойной
трубы был произведен в программном комплексе
ANSYS. Распределения эквивалентных напряже�
ний (σэкв) и перемещений (v) по толщине стенки
трубы (δ), рассчитанные на основе разработанного
алгоритма, а так же в ANSYS [6], показаны на рис. 4
и 5. Видно, что результаты двух расчетов различа�
ются в пределах 5 %.

На рис. 4 наблюдается скачок эквивалентных
напряжений среднего слоя из армирующей ленты,
т. к. его модуль упругости много больше модуля
упругости полиэтилена. Таким образом, макси�
мальная нагрузка приходится на средний арми�
рующий слой. Из рис. 5 видно, что градиент де�
формации в среднем слое меньше, чем в полиэти�
леновом.

Выводы
Распределение эквивалентных напряжений

по толщине стенки многослойной армированной

Наименование трубы Soluforce M480 HPG

Давление в трубе
(максимально допу�

стимое), МПа
6,5

Внутренний диа�
метр, мм

100

Наружный диаметр,
мм

128

Слой внутренний средний наружный

Толщина слоя, мм 7,0 3,5 3,5

Материал слоя ПЭ 100 Арамидная лента ПЭ 100
Модуль упругости,

МПа
1300 10 000 1300

Коэффициент 
Пуассона

0,43 0,30 0,43
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Рис. 3. Поверхность эквивалентных напряжений по толщине стенки трубы



полимерной трубы показывает, что наибольшие
значения напряжений имеет средний слой из ар�
мирующей ленты. Он воспринимает большую
часть нагрузки и таким образом полностью выпол�
няет задачу упрочнения трубы. Максимальные на�
пряжения в полиэтиленовом слое составили
13 МПа, что значительно меньше предела теку�
чести материала (20…25 МПа). Перемещения так�
же незначительны, относительная деформация не
превышает 1 %.

Предложенный метод оценки деформационно�
прочностных свойств многослойных полимерных

труб может использоваться: при доработке норма�
тивной документации по проектированию трубо�
проводных систем из полимерных материалов, при
составлении таблиц и номограмм, с учетом совре�
менных требований, проверки прочности и устой�
чивости трубопроводов для различных материалов,
давлений, осевых и изгибных нагрузок и других эк�
сплуатационных факторов.

Кроме того, использование статистических дан�
ных о предельных прочностных характеристиках
материала и о параметрах НДС позволит проводить
оценку надежности трубопроводных систем.

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

84

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Уиллоуби Д.А., Вудсон Д., Суверлэнд Р. Полимерные трубы

и трубопроводы / пер. с англ. – СПб.: Профессия, 2010. –

486 с.

2. Pipelife Nederland B.V. // Soluforce® RTP. URL: www.solufor�

ce.net (дата обращения: 17.10.2012).

3. Васидзу К. Вариационные методы в теории упругости и пла�

стичности / Пер. с англ. – М.: Мир, 1987. – 542 c.

4. Сегерлинд Л. Применение метода конечных элементов. – М.:

Мир, 1979. – 392 с.

5. Стручков А.С. Хладостойкость и особенности сопротивления

разрушению нефтегазовых пластмассовых труб: автореф.

дис. … д�ра техн. наук. – Якутск, 2005. – 35 с.

6. Бурков П.В., Клюс О.В., Буркова С.П. Исследование напря�

женно�деформированного состояния подземных трубопрово�

дов, проложенных в условиях вечной мерзлоты // Горный ин�

формационно�аналитический бюллетень. – 2011. – № ОВ2. –

С. 184–190.

Рис. 4. Распределение эквивалентных напряжений по тол�
щине стенки трубы, полученные на основе разрабо�
танного алгоритма (кривая 1) и в программном ком�
плексе ANSYS (кривая 2)

Рис. 5. Распределение перемещений по толщине стенки тру�
бы, полученные на основе разработанного алгоритма
(кривая 1) и в программном комплексе ANSYS (кри�
вая 2)



Существует несколько методов задания ампли�
тудно�фазового распределения пучка: так, в работе
Вохник О.М. [1] экспериментально исследована эф�
фективность адаптивной системы с ОВФ�зеркалом
на основе вынужденного рассеяния Мандельшта�
ма–Бриллюэна (ВРМБ). Показано, что в такой си�
стеме возможно выполнить коррекцию внутрирезо�
наторных искажений. Эффективность конвертации
гауссовского пучка ВРМБ�зеркалом составила при�
близительно 60 %, т. е. в системе наблюдались доста�
точно большие потери мощности. Еще одна возмож�
ность управления амплитудой и фазой излучения –
это использование амплитудного модулятора совме�
стно с упругим зеркалом. Модулятор [2] (пластина
с регулируемой прозрачностью) задает требуемое ра�
спределение амплитуды, тогда как зеркалом выпол�
няется фазовое сопряжение. Недостатки такой систе�
мы очевидны: при поглощении мощности пластин�
кой снижается эффективность передачи энергии си�
стемой [3]. В настоящее время методы амплитудно�
фазового управления интенсивно развиваются в Рос�
сии и за рубежом [3–7]. Наибольшее количество пу�
бликаций по данной теме сделано Джеффри Барчер�
сом [4]. Им рассматривалась возможность увеличе�
ния быстродействия итерационного алгоритма [5].
Был предложен алгоритм, позволяющий сформиро�
вать распределение амплитуды и фазы за одну итера�
цию [6]. Несмотря на большое количество публика�
ций по данной проблеме, невозможно сказать, что
в настоящее время разработан эффективный универ�
сальный быстродействующий алгоритм амплитудно�
фазовой коррекции. Поэтому попытка построения
такого алгоритма обсуждается в настоящей статье.

Для выполнения обращения волнового фронта
необходимо задать требуемое распределение ампли�
туды и фазы излучения на основе информации о па�
раметрах опорного сигнала. Одна из возможностей
задания требуемого распределения амплитуды – это
модулятор, т. е. пластинка с регулируемой прозрач�
ностью. Для проведения анализа решалась модель�
ная задача. Турбулентность задавалась одним экра�
ном, который был расположен в середине трассы.
Интенсивность искажений изменялась. Фаза излу�
чения формировалась идеальной системой, ампли�

туда – с использованием модулятора. При решении
задачи варьировался начальный радиус пучка.

Компенсация искажений в рассматриваемой
системе иллюстрируется данными, помещенными
в табл. 1. Результаты приведены для двух началь�
ных радиусов: a0=1 и a0=5.

Интенсивность турбулентных искажений доста�
точно велика: r0=0,005. Так как экран расположен
в середине трассы, задача является симметричной
относительно плоскости его размещения. Поэтому
представить искажения «прямого» пучка возможно
по распределению амплитуды опорного сигнала.
Это распределение помещено во втором столбце
табл. 1. В третьем столбце показан пучок, падающий
на модулятор, и в столбце № 4 – результат формиро�
вания амплитуды модулятором. Можем видеть, что
пластина с регулируемой прозрачностью поглощает
достаточно большое количество энергии излучения.
Для пучка с малым радиусом (a0=1) поглощение со�
ставляет около 90 %, при увеличении радиуса (a0=5)
эта величина возрастает до 97 %. В первом случае
в плоскости наблюдения амплитуда, сформирован�
ная в результате ОВФ, остается искаженной (табл. 1,
ст. 5), во втором случае достигается практически
полная компенсация турбулентных возмущений. Та�
ким образом, качество ОВФ зависит от размеров
области, на которой оно выполняется. Этот резуль�
тат отмечался также в работе Лукина В.П. [8].

Для характеристики светового поля в плоско�
сти наблюдения в адаптивной системе использова�
лись следующие критерии:
• критерий фокусировки: 

где J(t) пропорционален мощности излучения, по�
падающей в переделы апертуры с диаметром, рав�
ным диаметру элементарного пучка. Так как крите�
рий нормирован на полную мощность P, генери�
руемую лазерным источником, он является безраз�
мерной величиной. В формуле также имеется 

– функция пропуска�
2 2
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Рассмотрено обращение волнового фронта с использованием амплитудного транспаранта (модулятора). В результате числен�
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ния апертуры приемника и распределение интен�
сивности излучения в плоскости регистрации
I(x,y,t); x и y – текущие координаты; S – площадь
апертуры приемника;
• квадратичная ошибка: 

где AG(x,y) – гауссовский профиль; A(x,y) – распре�
деление амплитуды пучка.

Количественные данные, характеризующие ис�
пользование модулятора в адаптивной системе, по�
мещены на рис. 1 и 2. На рис. 1 представлены ре�
зультирующие значения критерия фокусировки J,
на рис. 2 – отклонение формы пучка, полученного
в результате коррекции, от гауссовского профиля.

Графики показывают, что из�за поглощения
энергии модулятор обеспечивает результирующие
значения критерия фокусировки существенно бо�
лее низкие по сравнению с идеальной системой
(сравнение кривых 1 и 2 с кривой 3, рис. 1). При
увеличении начального радиуса пучка потери воз�
растают, критерий фокусировки уменьшается (из
сравнения кривых 1 и 2).

В то же время в рассматриваемой системе с вы�
сокой точностью можно сформировать в плоско�
сти наблюдения пучок с гауссовским распределе�
нием амплитуды. Этот вывод основан на данных,
помещенных на рис. 2, где показана зависимость
квадратичной ошибки ε. Можем видеть, что ква�
дратичная ошибка ε уменьшается с увеличением
радиуса пучка, но одновременно возрастает погло�
щаемая модулятором энергия.

Рис. 1. Эффективность коррекции турбулентных искажений
с использованием модулятора. Длина трассы z = 0,5,
экран расположен в середине трассы. Кривая 1 –
ОВФ с использованием модулятора, выполняемое
на одном радиусе пучка; 2 – ОВФ на двух радиусах
пучка; 3 – ОВФ в идеальной системе

Рис. 2. Относительное отклонение амплитуды пучка, сфор�
мированного при адаптивном управлении от гаус�
совского профиля. Кривая 1 – ОВФ с использовани�
ем модулятора, выполняемое на одном радиусе пуч�
ка; 2 – ОВФ на двух радиусах пучка

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 r0

2

2

( ( , ) ( , ))
,

( ( , ))

G

G

A x y A x y dxdy

A x y dxdy
ε

⎧ ⎫−⎪ ⎪
= ⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫
∫∫

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

86

Таблица 1. Иллюстрация работы модулятора (z=0,5, r0=0,005, экран расположен в середине трассы)
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Выводы
В целом по приведенным результатам заключа�

ем, что амплитудный модулятор целесообразно ис�
пользовать при формировании пучка с заданным

распределением интенсивности, в то же время его
применение не обеспечивает эффективной переда�
чи энергии лазерного излучения в турбулентной
среде.
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В настоящее время исследованию низкочастот�
ных акустических сигналов уделяется большее
внимание. Их изучение актуально в связи с
необходимостью обоснования надежных сигналь�
ных признаков техногенных воздействий (запуски
ракет, несанкционированные взрывы и ядерные
испытания). Кроме того, результаты этих работ мо�
гут быть использованы для идентификации откли�
ков от цунами и предвестников землетрясений.

На сегодняшний день Организация по Догово�
ру о всеобъемлющем запрещении ядерных испыта�
ний ведет мониторинг сейсмических и инфразву�
ковых сигналов от ядерных взрывов, но наряду
с этим во многих районах земного шара выполня�
ется большой объем горных, дорожных работ, со�
провождающимися подземными и наземными

взрывами, а также взрывы от деятельности воен�
ных, которые не отслеживаются всемирной сетью.
Очень важно иметь представление об инфразвуко�
вых сигналах, порождающихся наземными взрыва�
ми, с целью обнаружения источников этих сигна�
лов.

Целью данной работы является исследование
сигналов от наземных взрывов для выявления сиг�
нальных признаков низкочастотных акустических
сигналов, разработка методики выделения и опре�
деления пеленга на источник.

Исследованию инфразвуковых сигналов от на�
земных взрывов посвящено большое количество
работ. В работе [1] представлены результаты анали�
за исследования распространения инфразвуковых
волн от взрывов. В работе [2] на примере повто�
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Определены амплитудно�частотные характеристики инфразвуковых сигналов, генерируемых наземными взрывами. С помо�
щью метода триангуляции определены направления прихода акустических сигналов, которые указывают на источник, где про�
водились взрывные работы. Использование вейвлет�преобразования с базовой функцией Морле позволило однозначно иден�
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ряющихся взрывов, происходивших на полигоне
в северной Финляндии, проведен анализ вариаций
оценок азимутов и кажущихся скоростей приходов
звуковых волн на датчики сейсмоакустического
комплекса «Апатиты». Получены оценки точности
локации этих взрывов. Показано, что связь между
погодными условиями и фактом наличия или от�
сутствия первого прихода инфразвуковой волны
действительно существует. В работе [3] исследова�
ны вариации амплитуды импульсов давления
от маломощных наземных взрывов при различных
параметрах окружающей среды.

С марта 2010 г. в Новосибирской и Кемеров�
ской областях проходит программа уничтожения
боеприпасов. В Томском государственном универ�
ситете в режиме непрерывного мониторинга ведет�
ся регистрация низкочастотных акустических сиг�
налов инфразвукометрическим комплексом. Ком�
плекс включает три пространственно разнесенных
микробарометра марки ISGM03, позволяющие ре�
гистрировать акустические сигналы в частотном
диапазоне от 0,02 до 4,00 Гц, максимальное откло�
нение чувствительности от среднего значения в ра�
бочем диапазоне частот – 2,5 %. Размещение изме�
рительных пунктов представляет собой форму
треугольника. Расстояние между первым и вторым
пунктами регистрации 98 м, расстояние между вто�
рым и третьим – 276 м (рис. 1).

Рис. 1. Схема расположения измерительных пунктов (ци�
фрами обозначены измерительные пункты)

Сигналы от наземных взрывов, проводимых в
Новосибирской и Кемеровской областях, уверенно
фиксировались инфразвукометрическим комплек�
сом. Сигналы были зарегистрированы на всех аку�
стических датчиках. Регистрировались акустиче�
ские сигналы пакетами, состоящими из 5–10 им�
пульсных сигналов. Длительность одного пакета
составляет порядка 10 мин. Время появления сиг�
налов совпадает со временем проведения взрыв�
ных работ. В качестве примера на рис. 2 показаны
время появления и амплитуды от пика до пика ин�
фразвуковых сигналов 25 января 2011 г.

Рис. 2. Время появления инфразвуковых сигналов 25 января
2011 г.

Временная форма для всех регистрируемых сиг�
налов имеет схожий вид. Сигнал представляет со�
бой форму цуга, состоящего из нескольких перио�
дов с постепенно нарастающей и потом убываю�
щей амплитудой и с монотонно уменьшающимся
периодом (рис. 3, а). Спектральный анализ пока�
зал, что усредненный спектр данных сигналов име�
ет максимум на частоте 1 Гц (рис. 3, б).

Для выделения регистрируемых сигналов от
взрывов из шумов, а также для анализа внутренней
частотной структуры было использовано вейвлет�
преобразование. В качестве базовой функции вей�
влет�преобразования использовалась функция
Морле [4], вид которой наиболее приближен к
форме исследуемых сигналов (рис. 4, а).
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Рис. 3. Временная форма инфразвукового сигнала от наземного взрыва, зарегистрированного микробарометром № 2 (а); ус�
редненный спектр инфразвуковых сигналов (б)

        



Использование вейвлет�преобразования с дан�
ной базовой функцией позволило однозначно
идентифицировать низкочастотные акустические
сигналы от наземных взрывов. Типичный вид вей�
влет�преобразования импульсных сигналов от
взрывов представлен на рис. 4, б. Цветом предста�
влено изменение амплитуды сигналов. Характер�
ной особенностью сигналов от наземных взрывов
является монотонное изменение периодов от 1,50
до 0,75 с. Вместе с тем в момент максимальной ам�
плитуды акустических сигналов от наземных взры�
вов проявляются высокочастотные составляющие
порядка 0,5 с (рис. 4, б).

Анализ амплитуд сигналов от пика до пика по�
казал, что наибольшее количество сигналов на�
блюдалось с амплитудой от 0,5 до 0,7 Па с разбро�
сом максимальной амплитуды от пика до пика в
пределах от 0,4 до 1,2 Па. Длительность сигналов
составляла от 2 до 8 с, средняя длительность сиг�
нала 5 с (рис. 5).

Для определения направления прихода инфраз�
вуковых волн от взрывов использовался известный
метод триангуляции [5], основанный на измерении
задержек прихода инфразвукового сигнала на про�
странственно разнесенные измерительные пункты.

Расчет азимутального прихода акустических сигна�
лов проводился по формуле [6]:

где τ21 и τ23 – временные задержки прихода инфраз�
вукового сигнала на 1�й и 3�й измерительные
пункты относительно 2�го соответственно (рис. 1);
(x1,у1), (х2,у2), (х3,у3) – координаты измерительных
пунктов декартовой системе координат с центром
во 2�м измерительном пункте. Координатные оси
абсцисс и ординат совпадают с географическими
направлениями восток–запад и север–юг соответ�
ственно (рис. 1).

За весь период наблюдений инфразвуковые сиг�
налы поступали с двух угловых секторов (рис. 6).
Наибольшее количество сигналов приходило
с углового сектора, совпадающим с направлением
на полигон с. Шилово Новосибирской области
(обозначенный на рисунке светло�серым цветом).
Второй угловой сектор (обозначенный темно�се�
рым цветом) совпадает с направлением на полигон
вблизи г. Юрга Кемеровской области. Следует от�
метить, что угловой разброс направления прихода
инфразвуковых сигналов связан с влиянием метео�
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Рис. 4. Временное представление базовой вейвлет�функции (Морлет) (а) и результат вейвлет�преобразования сигнала (б)

        

Рис. 5. Распределения амплитуд (а) инфразвуковых сигналов от пика до пика и длительности сигналов (б)

 
       



рологических условий на распространение акусти�
ческой волны [2, 7, 8]. Расстояние от Шиловского
полигона до места расположения инфразвукоме�
трического комплекса в г. Томске составляет
254 км, от Юргинского – 96 км. Направления
на военные полигоны попадают именно в те угло�
вые секторы, откуда по нашему анализу приходили
инфразвуковые сигналы. На карте угол между на�
правлением полигона с. Шилово и меридианом Зе�
мли относительно точки расположения инфразву�
кометрического комплекса г. Томска равен 220°,
угол между направлением полигона г. Юрги и ме�
ридианом – 176° (рис. 6, а). 

Выводы
Использование вейвлет�преобразования с базо�

вой функцией Морле позволило однозначно иден�
тифицировать низкочастотные акустические сиг�
налы от наземных взрывов. Характерной особен�
ностью сигналов от наземных взрывов является
монотонное изменение периодов от 1,50 до 0,75 с.
Типичный вид инфразвуковых сигналов от назем�

ных взрывов представляет собой форму цуга, со�
стоящего из 5–10 периодов с постепенно нара�
стающей и потом убывающей амплитудой и моно�
тонно уменьшающимся периодом. Среднее значе�
ние частотной составляющей имеет максимум
на частоте 1 Гц. С помощью метода триангуляции
определены направления прихода акустических
сигналов, которые указывают на источник, где
проводились взрывные работы. Идентификация
низкочастотных акустических сигналов от назем�
ных взрывов может быть использована для разра�
ботки методов локации и обнаружения наземных
взрывов, а также для построения модели распро�
странения акустических сигналов в реальной атмо�
сфере.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно#
педагогические кадры инновационной России на 2009–2013 гг.»
(Соглашение № 14.В37.21.1893), ФЦП «Исследования и разра#
ботки по приоритетным направлениям развития научно#тех#
нического комплекса России на 2007–2012 гг.», гранта РФФИ
№ 12#05#90804#мол_рф_нр. Работа выполнена при финансовой
поддержке Минобрнауки РФ ГК № 16.518.11.7048.
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Рис. 6. Направление полигонов, от которых были зарегистрированы инфразвуковые сигналы (а) и угловые сектора прихода
сигналов (б): светло�серый цвет – сектор угла от 207 до 231°, темно�серый цвет – сектор угла от 175 до 190° относитель�
но меридиана Земли

 
 

 



Введение
Сравнивая существующие подходы к постро�

ению импульсных ускорителей электронов [1, 2],
можно проследить тенденцию к упрощению и уде�
шевлению их конструкций и применению стан�
дартизованных комплектующих и материалов, что
особенно важно для узлов с ограниченным ресур�
сом – высоковольтных коммутаторов и выходных
окон. Так, например, в [1] для вывода пучка элек�
тронов кинетической энергией до 486 кэВ исполь�
зовалась алюминиевая поддерживающая решетка,
на которую укладывалась в два слоя алюминиевая
фольга толщиной 15 мкм. В [2] авторы применяют
50 мкм титановую фольгу стандартного проката
для вывода сканирующего электронного пучка
с энергией электронов 0,7…1,0 МэВ. Аналогичная
титановая фольга марки ВТ1–0 использовалась
в конструкциях выводных окон сильноточного
ускорителя электронов АСТРА [3]. Технологиче�
ский режим работы указанного ускорителя предпо�
лагал генерацию и вывод в атмосферу сильноточ�
ного электронного пучка с частотой до 50 имп/с.
Время непрерывной работы ускорителя составляло
не менее 30 минут при неизменном значении ча�
стоты следования импульсов. Конструктивным
особенностям выходных окон ускорителя АСТРА,
а также определению их тепловых режимов работы
посвящена данная статья.

Описание экспериментальной установки
Ускоритель АСТРА содержит высоковольтный

импульсный генератор без формирующей линии,
описанный в работе [4], который нагружен непо�
средственно на вакуумный электронный диод. Схе�
матически устройство диода показано на рис 1.
В диоде используется взрывоэмиссионный планар�
ный катод, закрепленный на полом катододержате�
ле. Через полость катододержателя прокачивается
трансформаторное масло, обеспечивая отвод тепла
от катода. Применяемая конструкция катододержа�
теля позволяет закреплять катоды из различных ма�
териалов диаметром 40 мм и изменять длину уско�
ряющего промежутка d в диапазоне от 10 до 45 мм.

Рис. 1. Диодный узел ускорителя с поддерживающей ре�
шеткой (а) и без неё (б): 1) разделительная фольга Ti
50 мкм; 2) поддерживающая решетка (анод); 3) ка�
тод; 4) катододержатель; 5) пояс Роговского; 6) ем�
костный делитель напряжения; 7) коллектор цилин�
дра Фарадея; 8) опорный фланец

Выходное окно ускорителя выполнено в двух
конструктивных вариантах. Оба варианта исполь�
зуют разделительную титановую фольгу марки
ВТ1–0 толщиной 50 мкм для герметизации ваку�
умного объема диода. На рис. 1, а показана кон�
струкция с поддерживающей решёткой. Решетка 2
изготовлена из нержавеющей стали, имеет шести�
гранную ячейку с толщиной ребра 0,4 мм, что обес�
печивает оптическую прозрачность 92 % при диа�
метре сечения инжектирования пучка 100 мм
(рис. 1, а). Конструкция выходного окна, предста�
вленная на рис. 1, б, не содержит поддерживающей
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Представлены результаты исследований инжекции в атмосферу сильноточного импульсного электронного пучка при частоте
следования до 50 имп/с c энергией электронов 300...350 кэВ, током до 0,6 кА, длительностью импульса тока пучка 120 нс.
Определена энергия инжектируемого электронного пучка для конструкций выходного окна с поддерживающей решеткой и без
неё. Приведен анализ тепловых режимов работы для указанных конструкций выходных окон.
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решетки [5] – разделительная фольга 3 закреплена
по периметру опорного фланца 8 внутренним диа�
метром 65 мм (рис. 1, б). Под действием атмосфер�
ного давления разделительная фольга упруго про�
гибается в сторону катода на 2,2 мм по оси выход�
ного окна.

Для определения энергии выведенного пучка
калориметрическим способом, коллектор цилин�
дра Фарадея 7 заменяется коллектором калориме�
тра (рис. 1), располагающимся на расстоянии
<5 мм от плоскости разделительной фольги.

Результаты экспериментальных 
исследований и их анализ
Анализ осциллограмм ускоряющего напряже�

ния и токов вакуумного диода (рис. 2) позволил
предположить, что практически все электроны
пучка с энергией < 100 кэВ поглощаются в фольге.
Оценка по кривым мощности (рис. 3) показала,
что ~ 50 % энергии, переносимой пучком, теряется
в разделительной фольге. В данной оценке не уч�
тено снижение энергии электронов пучка при про�
хождении фольги и воздушного промежутка между
фольгой и коллектором цилиндра Фарадея.

Рис. 2. Характерные осциллограммы напряжения (1), тока
(2) генератора и тока пучка за поддерживающей ре�
шеткой без фольги (3), с фольгой Ti 50 мкм (4). Ос�
циллограмма тока пучка, выведенного через выход�
ное окно без поддерживающей решетки (5). Длина
ускоряющего промежутка d = 20 мм

Калориметрические измерения энергии для ок�
на с поддерживающей решеткой показали, что за
анод без фольги, когда установлена только решет�
ка, пучком переносится 19,2 Дж энергии и 9,5 Дж с
фольгой.

Характерная осциллограмма тока пучка, выве�
денного через окно без поддерживающей решетки,
приведена на рис. 2–6. Изменение конструкции
выходного окна не привело к значимому измене�
нию длительности тока инжектированного элек�
тронного пучка Te (рис. 2). Энергия, переданная
электронным пучком за разделительную фольгу,
по результатам калориметрии составила 5,7 Дж.

Отпечатки выведенного пучка, полученные для
выходных окон двух конструкций на дозиметриче�
ской плёнке ПОР при одинаковом количестве им�

пульсов (рис. 4), позволяют качественно оценить
плотность распределения энергии по сечению пуч�
ка. Характерно, что плотность энергии централь�
ной части пучка диаметром 2 см меньше плотности
энергии на периферии. Отсутствие областей, зате�
ненных поддерживающей решеткой (рис. 4, б), яв�
ляется предпочтительной характеристикой для не�
которых практических применений электронных
пучков, например стерилизации [6]. Анализируя
соотношение площадей сечения выходных окон и
энергию, передаваемую пучком в атмосферу, мож�
но сделать вывод, что средняя плотность энергии
электронного пучка, инжектированного выходным
окном без поддерживающей решетки, в 1,4 раза
выше, чем для конструкции с поддерживающей ре�
шеткой, что в абсолютных значениях составляет
170 и 120 мДж/см2 соответственно.

Рис. 3. Характерные кривые скорости передачи энергии ге�
нератором в диод (1), электронным пучком выходно�
му окну с поддерживающей решеткой (2). Энергия,
перенесенная электронным пучком в атмосферу че�
рез выходное окно с поддерживающей решеткой (3),
без поддерживающей решетки (6). Все кривые при�
ведены для d = 20 мм

Рис 4. Отпечаток электронного пучка на дозиметрической
плёнке ПОР для выводного окна с поддерживающей
решеткой (а), для выходного окна без поддерживаю�
щей решетки (б). Стрелками указаны области плён�
ки, затенённые ребрами поддерживающей решетки
окна

Охлаждение разделительной фольги выходного
окна в частотном режиме работы ускорителя осу�
ществлялось протоком водовоздушной смеси
(рис. 5). Водовоздушная смесь генерировалась
эжектором с форсункой, обеспечивающей расход
воды 5 л/мин при коэффициенте эжекции воздуха,
близком 10.
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Рис. 5. Схема охлаждения разделительной фольги выход�
ного окна электронного ускорителя АСТРА: 1) разде�
лительная фольга Ti 50 мкм; 2) камера смешения;
3) форсунка, 4) потоки воды, 5) потоки воздуха

Максимальная частота следования импульсов
ограничивалась остаточным давлением в камере
диода, так как увеличение давления выше
1⋅10–3 торр приводило к электрическому пробою
высоковольтного изолятора электронной пушки.
Производительность откачной системы, основан�
ной на паромасляном диффузионном насосе
НВМД�250, составляла 2350 л/с. Частота следова�
ния импульсов повышалась ступенями, с шагом
10 имп/с, при непрерывном контроле давления в
вакуумной камере диода с помощью вакуумметра
ВИТ�2. При работе ускорителя контроль остаточ�
ного давления осуществлялся по показаниям тер�
мопарной лампы ПМТ�2.

Инжекция электронного пучка в атмосферу с
частотой 30 имп/с привела к разрушению поддер�
живающей решетки выходного окна. Расход воды
для охлаждения разделительной фольги при этом
составлял 300 л/ч. Механизм разрушения поддер�
живающей решетки основан на её перегреве за счет
процессов, происходящих в диоде. Деформация
решетки под действием силы давления атмосферы
на фольгу приводила к локальному сокращению
длины ускоряющего промежутка и искажению
электрического поля в нем. Далее возможны два
варианта развития процесса разрушения выходно�
го окна.

Согласно первому варианту в области локаль�
ного перенапряжения электрического поля разви�
вался дуговой разряд в вакууме, что приводило к
оплавлению поддерживающей решетки и прогора�
нию фольги. Согласно второму – локально пере�
гревалась и оплавлялась разделительная фольга,
герметичность выходного окна нарушалась. Сни�
жение электрической прочности ускоряющего
промежутка при прорыве атмосферы приводило к
возникновению дугового разряда.

Отказ от использования поддерживающей ре�
шетки обеспечил инжекцию пучка электронов без
разрушения выходного окна на протяжении
1⋅105 импульсов тока пучка с частотой вплоть
до 50 имп/с при аналогичных условиях охлажде�
ния разделительной фольги. Оценка свойств разде�
лительной фольги после проведения эксперимента

показала отсутствие следов её перегрева и деграда�
ции. На поверхности разделительной фольги со
стороны катода обнаружена плёнка серого цвета.
Результаты элементного анализа плёнки показали
(рис. 6, а), что средняя толщина плёнки составляет
порядка 0,5 мкм, в её составе преобладает углерод.
Предполагаемый источник углерода– пары масла
откачной вакуумной системы.

Элементный анализ выявил наличие материа�
лов катода (рис 6, б) на поверхности разделитель�
ной фольги. Эрозия катода привела к изменению
его эмиссионных свойств. По результатам калори�
метрии, образование пленки на поверхности анода
и деградация катода привели к снижению энергии,
переносимой пучком за анод с 5,7 до 4,5 Дж/имп
за 1⋅105 импульсов тока пучка.

Рис. 6. Элементный анализ пленки (а) и включений (б)
на поверхности разделительной фольги выходного
окна электронного ускорителя АСТРА: 1) C; 2) O; 3) N;
4) Ti; 5) Cu; 6) Al

При частоте следования 60 имп/с остаточное
давление в камере диода за 1,3⋅103 импульсов тока
пучка превысило значения 1⋅10–3 торр.

Для конструкции выходного окна без поддер�
живающей решетки была установлена возмож�
ность инжекции электронного пучка с частотой
20 имп/с при охлаждении разделительной фольги
потоком атмосферного воздуха (рис. 7). Высокона�
порный вентилятор 0,8ЭВ�2 обеспечивал скорость
потока воздуха более 2 м/с вдоль поверхности
фольги. Продолжительность эксперимента соста�

0,0 0,2 0,4 0,6
0

20

40

60

80

100

432

  , % .

, 

1

 

0,0 0,2 0,4 0,6
0

20

40

60

80

100

6

  , % .

1

2 3 4

, 

5

 

3 

2

1

4 

5 

Математика и механика

93



вила 4⋅104 импульсов тока пучка без разрушения
выходного окна. Диагностика состояния выходно�
го окна показала увеличение глубины прогиба раз�
делительной фольги по оси окна с 2,2 до 3,0 мм.
После напуска атмосферы глубина прогиба сохра�
нилась. Равномерная пластическая деформация
фольги по всему сечению выходного окна свиде�
тельствует о постепенном разогреве разделитель�
ной фольги при недостаточной скорости отвода те�
пла. Результаты элементного анализа поверхности
разделительной фольги со стороны катода также
показали наличие плёнки с преобладанием углеро�
да. Средняя толщина плёнки составила 0,35 мкм.
Фрагменты катода также обнаружены на аноде.

Рис. 7. Схема охлаждения разделительной фольги выход�
ного окна без поддерживающей решетки потоком
воздуха: 1) опорный фланец; 2) разделительная
фольга Ti 50 мкм; 3) воздуховод с раструбом; 4) на�
гнетатель 0,8ЭВ�2. Стрелками и пунктирными линия�
ми показаны направления движения воздушных по�
токов

Содержание таблицы позволяет произвести
сравнение потоков энергии инжектированного
пучка для разных условий охлаждения выходных
окон с поддерживающей решеткой и без неё.

Заключение
Приведенные результаты экспериментальных

исследований показывают возможность инжекции
пучка электронов с энергией 300...350 кэВ в атмо�
сферу с частотой повторения до 50 имп/с. Продол�
жительное время непрерывной работы получено
(более 1⋅105 импульсов тока пучка) при 50 имп/с

для конструкции выходного окна без поддержи�
вающей решетки с охлаждением разделительной
фольги водовоздушной смесью. Характеристики
выходного окна остались неизменными при сред�
ней мощности 250 Вт выведенного пучка диаме�
тром 65 мм. Таким образом, показана возможность
практической реализации технологического режи�
ма обработки водного раствора импульсным элек�
тронным пучком в аэрозольном потоке, который
одновременно является охлаждающей средой для
разделительной фольги выходного окна электрон�
ного ускорителя.

При охлаждении разделительной фольги пото�
ком воздуха достигнуто инжектирование пучка
средней мощностью 100 Вт в течение 4⋅104 импуль�
сов. Данный режим работы выходного окна может
найти практическое применение при обработке
электронным пучком поверхности твердых объек�
тов и жидкостей.
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Таблица . Плотность энергии пучка для разных конструкций
выходного окна при продолжительной работе
ускорителя

* в течение 1,3⋅103 импульсов тока пучка;
** в течение 1⋅104 импульсов тока пучка.

Конструкция выходного окна
и системы охлаждения

Поток энер�
гии пучка W,

Вт/см2

Максималь�
ная частота,

имп/с
Без разделительной фольги,
с поддерживающей решеткой
в качестве анода

14,70 60*

Разделительная фольга с под�
держивающей решеткой при
охлаждении потоком водовоз�
душной смеси

3,70 30**

Разделительная фольга без
поддерживающей решетки при
охлаждении потоком водовоз�
душной смеси

8,60 50

Разделительная фольга без
поддерживающей решетки при
охлаждении потоком воздуха

3,44 20



Введение
Высокочастотный факельный разряд, горящий

при атмосферном давлении, представляет собой
тонкий плазменный шнур, окружённый слабосве�
тящейся диффузионной оболочкой. Горение высо�
кочастотного факельного разряда осуществляется
за счёт диссипации энергии поперечно�магнитной
волны [1], распространяющейся вдоль канала раз�
ряда. Вследствие этого физические особенности
разряда будут существенным образом зависеть
от характера распределения электромагнитного
поля в плазме разряда. В свою очередь, определе�
ние характера распределения электромагнитного
поля разряда непосредственно связано с простран�
ственным распределением удельной электропро�
водности разрядной плазмы. Электропроводность
плазмы факельного разряда слабо меняется в осе�
вом направлении. В то же время градиент темпера�
туры и электропроводности в радиальном напра�
влении достигает значительных величин, и его
необходимо учитывать при решении задачи о рас�
пространении электромагнитной волны вдоль ка�
нала разряда.

В работах [2, 3] рассмотрено решение задачи о
распространении электромагнитной волны вдоль
канала факельного разряда с учётом его радиаль�
ной неоднородности. Было получено приближён�
ное решение для случая слабого скин�эффекта. Та�
кое условие выполняется для факельного разряда,
горящего в воздухе и имеющего относительно не�
большую мощность. Однако при горении разряда
в других средах, а также при увеличении мощности
и частоты электромагнитного поля, питающего
разряд, условие слабого скин�эффекта может не
выполняться.

В настоящей работе рассмотрено решение элек�
тродинамической задачи для радиально неодно�
родного канала факельного разряда, горящего в
воздухе, с учётом скин�эффекта. Определены усло�
вия, при которых скин�эффектом можно прене�
бречь.

Определение радиального профиля удельной 
электропроводности плазмы разряда
Для решения электродинамической задачи

необходимо установить вид радиального распреде�
ления удельной электропроводности плазмы раз�
ряда. Она может быть определена расчётным путём
на основе известных значений газовой температу�
ры. В свою очередь радиальный профиль газовой
температуры разряда определяется эксперимен�
тально или посредством решения уравнений те�
пломассопереноса. В работе [2] получен профиль
удельной электропроводности плазмы факельного
разряда, горящего в воздухе при атмосферном да�
влении посредством использования решения ура�
внения Эленбааса–Геллера. В этом случае выраже�
ние, описывающее радиальное распределение
удельной электропроводности плазмы разряда,
имеет следующий вид:

(1)

Здесь r – радиальная координата; a – радиаль�
ная координата, соответствующая точке перегиба
профиля; σ0 – удельная электропроводность плаз�
мы на оси разряда.

Экспериментальное определение радиального
профиля газовой температуры факельного разряда,
горящего в воздухе, было проведено в работе [4].
Радиальный профиль газовой температуры и соот�
ветствующий ему радиальный профиль удельной
электропроводности плазмы разряда представлены
на рис. 1. Удельная электропроводность воздушной
плазмы рассчитывалась на основе предположения
о существовании локального термодинамического
равновесия в плазме разряда. Согласно результа�
там работы [5], условие локального термодинами�
ческого равновесия выполняется для высокоча�
стотных разрядов, горящих в воздухе при атмо�
сферном давлении, в случае, если температура раз�
рядной плазмы превышает 3000 К. Из приведённо�
го на рис. 1 радиального профиля температуры
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видно, что для центральной зоны разряда это усло�
вие выполняется. В этом случае зависимость удель�
ной электропроводности от температуры может
быть задана [6] формулой:

(2)

Рис. 1. Радиальный профиль газовой температуры и удель�
ной электропроводности плазмы факельного разря�
да: 1) удельная электропроводность; 2) газовая тем�
пература

Рис. 2. Аппроксимации радиального профиля удельной
электропроводности плазмы факельного разряда:
1) зависимость (4); 2) зависимость (1); 3) зависи�
мость (3)

Как видно из рис. 1, рассчитанный в соответ�
ствии с формулой (2) профиль удельной электро�
проводности при x<1,2 хорошо описывается ли�
нейной зависимостью вида

(3)

В свою очередь, радиальный профиль удельной
электропроводности плазмы разряда, описыва�
емый формулой (1), может быть заменён при
x<1,5...2,0 зависимостью вида

(4)

Радиальный профиль удельной электропровод�
ности, описываемый формулой (1), и его аппрок�

симация, описываемая формулой (4), представле�
ны на рис. 2.

Из рис. 2 видно, что при x<1,2 различие между
этими зависимостями не превышает 30 %. На этом
же рисунке приведена линейная зависимость (3),
описывающая экспериментальные данные.

Таким образом, в области изменения безраз�
мерной радиальной координаты x от 0 до 1,2...1,5
теоретически и экспериментально определённый
радиальный профиль удельной электропроводно�
сти может быть с точностью не менее 70 % пред�
ставлен зависимостями (3) или (4).

Решение электродинамической задачи
Рассмотрим решение электродинамической за�

дачи.
Группа уравнений Максвелла, соответствующая

поперечно�магнитным волнам, в цилиндрической
системе координат с учётом аксиальной симме�
трии задачи будет иметь вид:

(5)

(6)

(7)

Здесь Er и Ez – комплексные амплитуды соот�
ветственно радиальной и осевой компонент напря�
женности электрического поля; Hϕ – комплексная
амплитуда аксиальной компоненты напряженно�
сти магнитного поля; ϕ – угловая координата; z и
r – осевая и радиальная координаты; j – мнимая
единица; ε и μ – комплексные диэлектрическая и
магнитная проницаемости; ω – частота электро�
магнитного поля.

Преобразуем систему уравнений (5)–(7), пола�
гая постоянство комплексной диэлектрической
проницаемости в осевом направлении.

Получим:

(8)

(9)
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Разделяя независимые переменные r и z в ура�
внении (8), приведем его к уравнению в полных
производных:

(11)

где k2=ε0μω2–jσμω; Hϕ=y(r)e–jhz; ε0 – абсолютная ди�
электрическая проницаемость; h – постоянная раз�
деления (волновое число).

Токами смещения по сравнению с токами про�
водимости в нашем случае можно пренебречь, поэ�
тому

Запишем уравнение (11) относительно безраз�

мерной переменной определяемой выра�

жением (1). Получаем:

(12)

В работе [3] уравнение (12) решалось для ради�
ального профиля электропроводности, описывае�
мого выражением (1) для случая слабого скин�эф�
фекта. Выражением (k2(x)–h2) a2 в этом случае можно
пренебречь, т. к. при низкой электропроводности
плазмы и частоте электромагнитного поля в десятки
мегагерц его величина не превышает 10–2...10–3.

Аналитическое решение уравнения (12) без
упрощений, принятых в работе [3], можно полу�
чить, если использовать для профиля удельной
электропроводности зависимости (3) и (4). Зависи�
мость (3) использовалась нами при записи выраже�
ния для величины k2(x), зависимость (4) – во всех
остальных случаях. Тогда уравнение (12) примет
вид:

(13)

Здесь b=σ0μωa2; d=h2a2.
Решение уравнения (13) может быть предста�

влено функциями класса Гойна:

В подынтегральном выражении второго линей�
но независимого решения уравнения (13) присут�
ствует величина 1/x3. Вследствие этого второе ли�
нейно независимое решение уравнения (13) в точ�
ке x=0 не имеет конечных значений. Поэтому
в дальнейшем будем рассматривать только первое
линейно независимое решение уравнения (13):

(14)

Зависимость y1(x), соответствующая радиально�
му распределению аксиальной компоненты маг�
нитного поля, представлена на рис. 3, а. При рас�
чёте этого распределения предполагалось, что
d=2·10–4; b=2,5·10–3. Эти значения соответствуют
случаю факельного разряда, горящего в воздухе
при атмосферном давлении на частоте 40 МГц,
имеющего радиус канала 2 мм, и удельную элек�
тропроводность на оси разряда 2 См/м. Здесь же
приведено распределение напряжённости магнит�
ного поля, полученное в работе [3]. Как видно из
представленного рисунка, эти зависимости незна�
чительно отличаются друг от друга. Также из ри�
сунка видно, что максимум напряжённости маг�
нитного поля расположен в точке х=1. В связи с
этим данную точку можно отождествить с ради�
усом токоведущей зоны разряда, т. е. с радиусом
его канала.

Заметим, что точка x=1 является также точкой
перегиба профиля удельной электропроводности,
описываемого выражением (1). Этот факт позво�
лил авторам работы [3] связать точку перегиба ра�
диального профиля удельной электропроводности
с радиусом канала разряда. Результаты расчётов за�
висимости y1(x) при различных значениях величи�
ны b показывают, что данное условие выполняется
лишь для случая слабого скин�эффекта. В случае
значительного увеличения величины b максимум
магнитного поля начинает смещаться вдоль ради�
уса разряда.

На рис. 3, б приведены радиальные распределе�
ния амплитуды напряжённости магнитного поля
при различных значениях величины b. Как видно
из рисунка, при b=10 смещение максимума напря�
жённости магнитного поля по радиальной коорди�
нате составляет не менее 10 %. Данное значение b
соответствует случаю факельного разряда мощно�
стью в десятки киловатт и горящего на частоте сотни
МГц – единицы ГГц. Таким образом, в случае выра�
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женного скин�эффекта радиус канала не может быть
отождествлён с точкой перегиба радиального про�
филя удельной электропроводности плазмы разряда.

Радиальные распределения осевой и радиальной
компоненты электрического поля могут быть опре�
делены по уравнениям (9) и (10) посредством ис�
пользования выражения (14). Типичные распреде�
ления компонент электрического поля для случая
слабого скин�эффекта представлены на рис. 4, а.
Распределения, соответствующие случаю выра�
женного скин�эффекта, приведены на рис. 4, б.

Заметим, что по сравнению с магнитным полем
заметные изменения в радиальном распределении

электрического поля появляются при меньших
значениях величины b.

Определение волнового числа 
электромагнитной волны
Наиболее важным параметром, характеризую�

щим процесс распространения электромагнитной
волны вдоль канала разряда, является её волновое
число. Волновое число h=Reh+jImh представляет�
ся собой комплексную величину, мнимая часть ко�
торого Imh характеризует величину затухания элек�
тромагнитной волны, а действительная часть Reh –
длину электромагнитной волны.

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

Рис. 3. Радиальное распределение напряжённости магнитного поля факельного разряда: а) при слабом скин�эффекте:
1) по данным работы [3]; 2) расчёт по формуле (14); б) при выраженном скин�эффекте: 1) b=20; 2) b=15; 3) b=10

    

Рис. 4. Радиальное распределение компонент электрического поля. а) при слабом скин�эффекте: d = 0,0002; b = 0,0025;
б) при выраженном скин�эффекте: d = 0,0002; b = 5; 1) Er; 2) Ez

    



Величина волнового числа обычно определяет�
ся из условия равенства тангенциальных компо�
нент поля при переходе границы раздела сред.
В работе [3] показано, что в периферийных обла�
стях разряда (x>2) происходит диссипация менее
20 % всей тепловой мощности разряда, вследствие
чего эта зона разряда не оказывает существенного
влияния на процесс распространения электромаг�
нитной волны. Заметим также, что определённая
нами выше аппроксимация радиального профиля
удельной электропроводности справедлива лишь
для области 0<x<1,5. Поэтому при определении
волнового числа будем рассматривать радиальный
профиль удельной электропроводности ступенча�
того вида, который при x<1,5 описывается зависи�
мостью (4), а при x>1,5 равен нулю.

Условие сшивки тангенциальных компонент
поля на границе проводящей зоны запишется сле�
дующим образом:

(15)

Здесь индекс «1» соответствует проводящей зо�
не, а индекс «2» – зоне, где проводимость отсут�
ствует.

Тангенциальные компоненты поля в непрово�
дящей зоне, согласно работе [7], описываются
функцией Ханкеля второго рода и её производной:

(16)

(17)

Здесь ρ=1,5a√
⎯
k2

2–
⎯
h2⎯

; k2
2=ε0μ0ω2.

Тангенциальные компоненты проводящей зо�
ны представлены выражениями (14) и (9).

Левая часть уравнения (15) может быть предста�
влена в виде

где ϕ(d,b) – функция, слабо зависящая от d. Ранее
в работе [3] получено, что ψ(d,b)=5. Из результатов
наших расчётов следует, что при слабом скин�эф�
фекте величина ψ(d,b) слабо меняется, и её значе�
ние составляет 4,46ej0,01. Заметим, что величина d
для достаточно мощных разрядов может меняться
лишь в незначительных пределах 0<d<0,001. Это
связано с тем фактом, что при увеличении мощно�
сти разряда диаметр его канала растёт, а величина
волнового числа электромагнитной волны, под�
держивающей разряд, уменьшается. Расчёты пока�
зывают, что зависимость от d как модуля, так и ар�
гумента величины ψ(d,b) незначительна и ею мож�
но пренебречь. Результаты расчёта модуля и аргу�
мента величины ψ(d,b) в зависимости от величин b

представлены на рис. 5 и 6. Из рис. 5 видно, что при
b<1 величина |ϕ(d,b)| меняется незначительно, а
при b>2,5 зависит от b по линейному закону:
|ϕ(d,b)|~3+0,9b.

Рис. 5. Зависимость модуля ψ от величины b

Рис. 6. Зависимость аргумента ψ от величины b

Аргумент величины ψ(d,b) зависит от b более
сложным образом. В случае больших b его величина
практически постоянна и составляет (0,85...0,90) ра�
диан. При b<10 зависимость аргумента ψ(d,b) от b хо�
рошо аппроксимируется полиномом третьего поряд�
ка: argψ(d,b)~1,19·10–3·b3–3,1·10–2·b2+0,281·b+4,4·10–4.

Правая часть уравнения (15) представлена
функциями Ханкеля, которые при малых значе�
ниях аргумента ρ=1,5a√

⎯
k2

2–
⎯
h2⎯

имеют логарифмиче�
скую асимптотику. Таким образом, уравнение (15)
может быть записано следующим образом:

(18)

Здесь –
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Данное трансцендентное уравнение обычно ре�
шается [7] методом итераций. Из полученного в ре�
зультате решения уравнения (18) значения величи�
ны ζ можно рассчитать величину волнового числа
электромагнитной волны по следующей формуле:

Результаты расчёта волнового числа электро�
магнитной волны, распространяющейся вдоль ка�
нала факельного разряда, горящего на частоте
40 МГц и имеющего диаметр канала 4 мм, при сла�
бом скин�эффекте представлены на рис. 7, а. Ре�
зультаты расчёта волнового числа для аналогичного
разряда при выраженном скин�эффекте приведены
на рис. 7, б. Из представленных рисунков видно,
что при слабом скин�эффекте коэффициент фазы
незначительно отличается от коэффициента зату�
хания. В то же время в случае выраженного скин�
эффекта коэффициент затухания превышает коэф�
фициент фазы в 3...5 раз. При этом в отличие
от случая слабого скин�эффекта замедление элек�
тромагнитной волны является незначительным при
более выраженном затухании её амплитуды.

Заметим, что при b>2,5 величина |ϕ(d,b)| зави�
сит от b по линейному закону. Вследствие этого ве�
личина λ и соответственно величина волнового
числа будут слабо зависеть от величины удельной
электропроводности плазмы при наличии выра�
женного скин�эффекта. Учитывая результаты вы�
шеприведённых расчётов можно также утверждать,
что приближение слабого скин�эффекта для фа�
кельного разряда справедливо в случае, когда
b<1,0…2,5.

Выводы
1. Получено решение задачи о распространении

электромагнитной волны вдоль радиально нео�
днородного канала факельного разряда.

2. Установлено смещение максимума магнитного
поля по радиальной координате в случае выра�
женного скин�эффекта.

3. Показано, что в случае выраженного скин�эф�
фекта увеличивается отношение коэффициента
фазы к коэффициенту затухания электромаг�
нитной волны, а также уменьшается зависи�
мость величины затухания электромагнитной
волны от величины удельной электропроводно�
сти плазмы разряда.

2

2 20 0

4
.

2,25
h

a

ζε μ ω
γ
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Рис. 7. Зависимость коэффициентов фазы и затухания электромагнитной волны от величины λ: а) при слабом скин�эффекте
(b=2,5⋅10–3); б) при выраженном скин�эффекте (b=5); 1) Imh; 2) Reh

 



Основной задачей модернизации технологиче�
ских процессов в промышленности является уве�
личение энергоэффективности современного про�
изводства. Наиболее перспективной в этом плане
является оптимизация выбора мощности элемен�
тов силовой цепи, а также применение регулируе�
мого электропривода для общепромышленных
компрессорных агрегатов с учетом особенностей
и режимов их работы.

С этой целью проведено построение нагрузоч�
ных диаграмм углового компрессора в функции
угла поворота его вала. Существующая методика
выбора мощности элементов электрической сило�
вой цепи компрессора направлена на расчёт по ус�
реднённым параметрам, что даже при учёте специ�
фики нагрузки даёт излишний «запас» мощности
примерно на 10 %.

Расчет нагрузочных характеристик электропри�
вода компрессора на основе компьютерного моде�
лирования режимов работы позволит произвести
уточненный выбор силового оборудования и опти�
мизировать систему управления электроприводом
для обеспечения максимальной энергоэффектив�
ности [1–4]. Данная статья является продолжением
работ в этом направлении [5] и посвящена классу
угловых компрессоров. По кинематической схеме
компрессора составлена расчетная схема механиз�
ма движения (рис. 1).

На рис. 1 приняты следующие обозначения: Si –
ход поршня; r – радиус кривошипа; Li – длина ша�
туна; α=ωt – угол поворота коленчатого вала; ω –
угловая частота вращения коленчатого вала, рад/с;
βi – угол между осью шатуна и осью ряда; Pri и Pti –
радиальная и тангенциальная составляющие пор�
шневой силы; PΣi – результирующая поршневая си�
ла; Ni – нормальная сила ряда; Pшi – сила, дей�
ствующая вдоль шатуна; i – число двойных ходов
поршня за один оборот коленчатого вала.

Текущее значение хода поршня определяется
по формуле (1):

(1)

где r – радиус кривошипа, м; L – длина шатуна, м.

Рис. 1. Расчетная схема механизма движения

Учитывая, что sinβ/sinωt=r/L, т. е. отношению
радиуса кривошипа к длине шатуна, которое при�
нято обозначать λ, получим:

Разлагая выражение в степенной ряд и учиты�
вая только первые два члена ряда, имеем:

Подставив (1), получим:

Радиальная сила проходит через центр враще�
ния кривошипа и не создает вращающего момента
относительного этого центра. Таким образом,
в создании момента нагрузки механизма участвует
пара тангенциальных сил, значения которых зави�
сят от текущего положения коленчатого вала и мо�
дуля поршневой силы [2].

Вначале необходимо определить индикаторные
мощности в ступенях сжатия, а также требуемые
значения частоты вращения коленчатого вала при
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минимальной и максимальной производительно�
сти компрессора.

Степени сжатия каждой ступени определяются
как

где pкi – конечное давление нагнетания i�й ступени,
Па; pнi – начальное давление всасывания i�й ступе�
ни, Па.

Плотности воздуха перед всасывающими па�
трубками первой и второй ступеней можно вычи�
слить по формуле

где R – универсальная газовая постоянная сжимае�
мого воздуха, равная 287,2 Дж/кг.K; Tнi – темпера�
тура всасываемого воздуха на i�й ступени, К.

Определяем максимальную производитель�
ность, требуемую от компрессора потребителями
сжатого воздуха:

где Qimax – максимальная подача (расход) i�го по�
требителя сжатого воздуха, м3/мин; ni – количество
однородных потребителей i�го оборудования, шт.

Массовую максимальную производительность
компрессора рассчитываем по формуле:

Индикаторная мощность i�й ступени определя�
ется по формуле

где k – показатель адиабаты, численное значение
которого для воздуха составляет 1,4.

Суммарная максимальная индикаторная мощ�
ность компрессора равна:

Частота вращения коленчатого вала компрессо�
ра для обеспечения требуемой производительности
определяется по формуле

где Qi – требуемая i�я производительность ком�
прессора, м3/с; V1 – рабочий объем цилиндра пер�
вой ступени, м3; λ1 и λ2 – отношение радиуса кри�
вошипа к длине шатуна ступеней сжатия.

Рабочий объем цилиндра первой ступени най�
дем по формуле

где F1 – площадь внутренней полости цилиндра, м2;
D1 – диаметр цилиндра первой ступени, м.

Находим минимальную массовую производи�
тельность:

Для определения зависимостей момента стати�
ческой нагрузки в функции угла поворота криво�
шипа необходимо рассчитать и построить зависи�
мости поршневых усилий в этой же функции, дей�
ствующие в обоих цилиндрах. Расчёт усилий осно�
ван на действительном газовом цикле в цилиндре
компрессора, который состоит из этапов сжатия,
нагнетания, расширения и всасывания.

Для упрощения расчёта не учитываем эффект
расширения газа после нагнетания, т. к. данный про�
цесс происходит достаточно быстро и можно счи�
тать, что давление газа после полного выталкивания
сжатого воздуха из цилиндра скачкообразно падает
от давления нагнетания до давления всасывания [2].

Определяем усилия всасывания и нагнетания
на каждой из ступеней:

Затем строим усилия сжатия со стороны колен�
чатого вала в соответствии с уравнением (2):

(2)

где S1 – начальная координата хода поршня, соот�
ветствующая началу сжатия, мм; Sik – текущая ко�
ордината хода поршня, мм; k – показатель адиаба�
ты сжатия воздуха.

На первом шаге расчета, когда αik и соответствую�
щее ему значение Sik равны нулевым значениям, воз�
никает проблема неопределённости (при делении
ноля на ноль), учитывая, что начальная координата
хода поршня S1 также будет равна нулю. В этом слу�
чае за начальную координату S1 принимают конеч�
ное значение хода поршня S, а за текущую координа�
ту Sik – величину Sib, которая определяется как

где Sib – текущая координата хода поршня со сто�
роны коленчатого вала; Sik – текущая координата
хода поршня со стороны крышки цилиндра.

При этом условный угол поворота коленчатого
вала, соответствующий текущему значению Sib,
определяется как

где αib – текущая координата угла поворота вала
со стороны коленчатого вала; αik – текущая коор�
дината угла поворота вала со стороны крышки ци�
линдра.

Из формулы (2), подставив вместо текущего
значения усилия сжатия значение усилия нагнета�
ния, можно определить текущую координату:

Решая уравнение (2) относительно α, получаем,
что угол поворота вала, соответствующий данному
значению хода поршня, равен 84°.
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После полного выталкивания газа из цилиндра
поршень изменяет направление движения на про�
тивоположное, при этом срабатывают всасываю�
щие клапаны, и воздух начинает засасываться в
цилиндр до момента времени, которое соответ�
ствует полному ходу поршня. Далее цикл повторя�
ется.

Сила инерции возвратно�поступательно движу�
щихся частей определяется по формуле

где ms – масса возвратно�поступательно движу�
щихся частей, кг.

При работе механизма компрессора возвратно�
поступательное движение совершают поршень,
крейцкопф, шток. Шатун совершает сложно�пло�
ское движение, которое является частью возврат�

2
2

2
(cos cos 2 ),

s s s i i

d S
P m m r

dt
ω α λ α= = +
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Рис. 2. Силы, действующие в цилиндрах компрессора при максимальной частоте вращения вала: а) для первой ступени; б) для
второй ступени
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но�поступательного, поэтому массу шатуна разби�
вают на две части: mшs=0,3mш и mшr=0,7mш, где mшs,
mшr – массы шатуна, участвующие в возвратно�по�
ступательном и во вращательном движении.

Определим суммарное численное значение
массы возвратно�поступательно движущихся ча�
стей по формуле

где mп, mк, mшт и mш – массы поршня, крейцкопфа,
штока и шатуна, кг.

Силы трения, действующие в ступенях, пола�
гают постоянными и меняющими знак после
каждой половины оборота вала, что соответствует
180°. При выполнении теоретических расчетов
считают, что сила трения возвратно�поступатель�
но движущихся частей составляет 60…70 % от об�
щей силы трения. Сила трения возвратно�посту�

ï ê øò ø
0,3 ,

s
m m m m m= + + +
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Рис. 3. Силы, действующие в цилиндрах компрессора при минимальной частоте вращения вала: а) для первой ступени; б) для
второй ступени
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пательно движущихся частей определяется по
формуле

где NΣi – суммарная индикаторная мощность ком�
прессора при i�й скорости вращения вала, Вт; ηК –
механический КПД компрессора; ω i – i�я скорость
вращения вала двигателя, рад/с.

Результирующую поршневую силу РΣ находим
как алгебраическую сумму всех четырех сил, дей�
ствующих в цилиндре (Ргi, Psi, Pтрs и Ргкi).

Для учёта влияния на поршень атмосферного
давления рассчитываем усилия со стороны крыш�
ки Ргкi, которые равны усилиям, действующим на
поршень со стороны коленчатого вала, но в проти�
воположном направлении и в противофазе [2].

На рис. 2, а приведены зависимости всех сил,
действующих в цилиндре первой ступени, в функ�
ции от угла поворота коленчатого вала при макси�
мальной частоте вращения вала для определения
суммарной (поршневой) силы.

На рис. 2, б приведены зависимости всех сил,
действующих в цилиндре второй ступени, с учетом
того, что поршень второй ступени смещен относи�
тельно поршня первой ступени на 90o.

Далее рассчитаны значения результирующих
усилий и момента нагрузки в ступенях сжатия ком�
прессора при минимальной частоте вращения вала,
которая составляет 0,1 от номинального значения.

Газовые усилия в цилиндре при минимальной
скорости задания будут те же, что и при макси�
мальной, т. к. значения усилий газовых сил зависят
только от соотношения величин давлений всасы�
вания и нагнетания [1]. При изменении частоты
вращения изменится сила инерции возвратно�по�
ступательно движущихся частей, т. к. она является
функцией квадрата частоты вращения коленчатого
вала компрессора.

На рис. 3, а, приведены графики сил, действую�
щих в цилиндре со стороны вала и со стороны
крышки, и результирующая сила.

Анализ графика результирующей силы (рис. 3, а)
показывает, что действие силы инерции в создании
результирующей силы несущественно и результи�
рующая сила практически определяется усилиями
газовых сил.

Результаты расчета усилий при минимальной
производительности для второй ступени приведе�
ны на рис. 3, б.

Далее определён момент нагрузки, создаваемый
результирующими усилиями на валу компрессора.
Для определения момента нагрузки на валу вос�
пользуемся формулой:

где l – плечо, создаваемее результирующими сила�
ми первой и второй ступени (l=2r), м.

Результаты расчета в виде зависимостей момен�
тов нагрузки в функции от угла поворота вала
представлены на рис. 4.

Суммарный момент первой и второй ступени
можно посчитать по формуле

Следует отметить, что данный момент нагрузки
начнет действовать только тогда, когда продувоч�
ный вентиль будет закрыт, а двигатель разгонится
до максимальной скорости задания (т. е. будет ра�
ботать в установившемся режиме).

Помимо сил трения возвратно�поступательно
движущихся частей, будут действовать силы трения
вращательного движения. Момент сил трения вра�
щательного движения составляет обычно 30…40 %
от общей силы трения. Момент сил трения враща�
тельного движения определяется по формуле
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Рис. 4. Моменты нагрузки на валу в функции от угла поворота при максимальной частоте вращения
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Из графика суммарного момента на рис. 4 мож�
но определить максимальную и минимальную
мощность, необходимую компрессору, и подобрать
необходимый по мощности, моменту и диапазону
регулирования частоты электропривод.

Приведенные расчеты и графики получены  для
имитационной модели компрессора 302 ВП10/8 в
среде MatLab.

Полученные результаты можно использовать
для построения имитационной модели системы ав�
томатического регулирования скорости обобщён�
ного углового поршневого компрессора.

Выводы
Предложен алгоритм расчета параметров и ха�

рактеристик углового поршневого компрессора,
учитывающий характер движения кривошипно�
шатунного механизмов первой и второй ступеней
сжатия как специфической пульсирующей нагруз�
ки для регулируемого электропривода.

Методика выбора мощности элементов сило�
вой цепи компрессора с учётом изменения его про�
изводительности по расчётной упорядоченной на�
грузочной диаграмме позволяет снизить излишний
запас по мощности электропривода, который имел
место при выборе мощности по усреднённой диа�
грамме.
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Черновой медно�молибденовый концентрат
может служить источником извлечения ценных
компонентов в раствор. В одном из предлагаемых
вариантов ведения процесса, включающего обжиг
[1], в качестве подготовительных операций в тех�
нологической схеме использованы гранулирование
концентрата и сушка полученных гранул [2].

Концентрат характеризуется высокой степенью
дисперсности. Поэтому необходимо получить
на стадии окатывания такие гранул, которые соот�
ветствуют по свойствам основному условию – до�
стижению при обжиге высокого извлечения цен�
ных компонентов. Назначение последних – стаби�
лизация процесса окатывания с образованием гра�
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нул, имеющих разветвленную сеть микрокапилля�
ров, для облегчения диффузии кислорода внутрь
этих гранул и обратной диффузии продуктов обжи�
га. В упомянутых работах [1, 2] эти вопросы рас�
сматриваются лишь отрывочно.

Задачей исследования было восполнение ука�
занных «пробелов» на основе использования со�
временных представлений об анализе многофак�
торных процессов с получением обобщенных ма�
тематических моделей сушки гранулированных
материалов.

Целью наших исследований явилось изучение
режима обезвоживания с максимально полным
удалением не только физической, но и конститу�
ционной влаги окатышей из чернового медно�мо�
либденового концентрата.

Исследованию подвергались гранулы, получен�
ные из чернового концентрата с содержанием
класса –0,074 мм 75 %, насыпная масса концен�
трата составила 1,12 г/см3. Химический состав при�
веден в табл. 1.

Таблица 1. Содержание основных компонентов в концентра�
те, мас. % 

Концентрат окатывали на лабораторном грану�
ляторе с диаметром чаши 0,4 м, высотой борта
0,15 м при скорости вращения 20 об/мин и подаче
связующего разбрызгиванием. Концентрация лиг�
носульфоната 1,05 г/см3 в два раза меньше, чем ис�
пользуется на практике медеплавильных заводов.

Для определения оптимальных условий сушки
гранул были проведены опыты на основе матема�
тического планирования эксперимента по методу
[3]. Изучали влияние температуры (t, °С), продол�
жительности сушки (τ, мин), расхода воздуха
(V, см3/с), размера гранул (d, мм). Условия и ре�
зультаты опытов приведены в табл. 2.

При изучении сушки применяли специально
предназначенную для этой цели установку, вклю�
чающую электрокалорифер, компрессор, ротаметр
и рабочую ячейку с решетчатым дном, а также тер�
мопары и вторичные приборы. В ячейку помещали
навеску влажных гранул. Снизу в ячейку вдували
нагретый воздух с заданной линейной скоростью.
По окончании опыта гранулы извлекали из ячей�
ки, взвешивали, досушивали при температуре
105 °С и вновь взвешивали.

Особенность данного процесса обусловлена
спецификой химического и фазового составов
концентрата, содержащих сульфиды, сульфаты
и оксиды металлов. При орошении концентрата
водой на стадии гранулирования образуются ги�
дратированные молекулы сульфидов и сульфатов
металлов. Таким образом, гранулы, полученные из
исследуемых концентратов, содержат и влагу, кото�
рая находится в капиллярах, образованных части�
цами пыли внутри гранул (несвязанную воду), и

химически связанную (конституционную) воду.
Причем эти две характеристики сопоставимы друг
с другом по величине.

Соединения металлов, содержащие в своем со�
ставе воду, дегидратируют в широком диапазоне
температур, в том числе и при температуре ниже
105 °С. Например, ZnSO4·6H2O теряет пять молекул
воды при 70 °С. Поэтому величины предельной от�
носительной убыли массы влажных гранул, опре�
деляемые при той или иной температуре, не явля�
ются влажностью в общепринятом смысле этого
слова. Как правило, содержание химически свя�
занной воды не учитывается в практике сушки при
нахождении влажности исследуемого образца.
В то же время наличие значительных количеств хи�
мически связанной воды может привести к разру�
шению гранул в процессе их последующего обжи�
га. Гранулы, попадая в зону повышенных темпера�
тур, будут «взрываться» за счет интенсивного выде�
ления воды разлагающихся кристаллогидратов.

При исследовании опытов определяли:
а) количество воды (относительная убыль массы

влажных гранул), перешедшей в газ в условиях
опытов (W1):

где т1 и т2 – масса исходных влажных и подсу�
шенных в опыте гранул;

б) количество воды, удаляемое в ходе досушива�
ния гранул при 105 °С (W2)

где m3 – масса удаленной воды при досушива�
нии;

в) суммарное количество воды, перешедшее в га�
зовую фазу на обеих стадиях (W3):

(1)

При этом W3=W1+W2, %.
Степень обезвоживания гранул (α) рассчитыва�

ли по соотношению [4]:

где W3max – предельное количество воды, которое
может быть удалено в процессе термообработки
материала при 210 °С; m3

/ – масса удаленной воды
при этой температуре.

Получены частные зависимости относительной
убыли массы гранул после сушки W1 и после их до�
сушивания при 105 °С W3 и степени обезвоживания
гранул α от заданных факторов (рис. 1, 2). Адекват�
ность полученных зависимостей определяли по ко�
эффициенту корреляции R и его значимости tR

(точки – экспериментальные данные, линии –
по уравнениям табл. 3, 4).

Как следует из этих зависимостей, на W1 влияют
температура и время термообработки. При варьи�

1 2 1

/

1 3 3max

( ) 100 % 100 %
,

m m W

m m W
α

− ⋅ ⋅
= =

−

1 3
3

1

( ) 100 %
.

m m
W
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− ⋅
=

2 3
2
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( ) 100 %
,
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W
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− ⋅
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1
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( ) 100 %
,
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W
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− ⋅
=

Cu S Fe CaO Na2O K2O SiO2 Al2O3 Mo

7,91 9,51 15,15 12,58 0,82 2,07 28,76 7,90 0,13
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ровании скорости воздуха в принятом интервале
убыль массы гранул остается неизменной, что ука�
зывает на кинетический режим процесса сушки.

Таблица 2. Зависимость экспериментальных (э) и рассчитан�
ных (р) по обобщенному уравнению значений
изучаемых функций (W, α) от температуры сушки
t, °С; продолжительности t, мин; размера гранул
d, мм; расхода вдуваемого воздуха V, см3/с 

По мере увеличения размера гранул увеличива�
ется и количество влаги, присутствующей в грану�
лах. Эти эффекты обусловлены изменением разме�
ра гранул за счет увеличения площадей сечения по�
следних. С другой стороны, облегчается диффузия
паров воды из центра гранул наружу, возрастает
убыль их массы при нагревании. Однако в крупных
гранулах, возможно, происходит растрескивание,
за счет чего и происходит дополнительное удале�
ние влаги.

Таблица 3. Коэффициент корреляции R и его значимость tR

для частных функций относительной убыли массы
гранул после сушки

Таблица 4. Коэффициент корреляции R и его значимость tR

для частных функций степени обезвоживания
гранул после сушки

Функция степени 
обезвоживания, %

R
Условие

tR>2
Значи�
мость

α=62,232t0,0772 0,8791 119,078>2 +
α=40,135τ0,2218 0,9979 78,70>2 +

α=0,0017V+90,55 0,0009 0<2 –
α=–0,0098d2+0,8275d+82,161 0,7442 2,347>2 +

Функция относительной
убыли массы гранул, %

R
Условие

tR>2
Значи�
мость

W1=5,585t0,1442 0,9601 123,94>2 +
W1=2,914τ0,37 0,8474 6,012>2 +

W1=0,0024V+11,183 0,0423 0<2 –
W1=0,3027d+7,9622 0,9448 7,524>2 +

Изучаемый фактор W1
э, % W1(4), % W3

э, % αэ, % α, (5), %

t, °С, при
τ=30 мин,

V=60 см3/с,
d=10 мм

50 9,85 9,68 11,82 83,37 83,28
100 10,68 10,69 11,79 90,59 87,86
150 11,78 11,34 12,79 92,09 90,66
190 11,69 11,74 12,82 91,18 92,33
210 12,14 11,91 12,80 94,85 93,04

τ, мин, при
t=100 °С, 

V=60 см3/с,
d=10 мм

5 4,64 5,51 8,063 57,56 59,05
10 7,46 7,12 10,33 72,26 68,86
15 8,78 8,27 9,76 83,96 75,34
30 10,68 10,69 12,18 87,68 87,86
40 11,79 11,90 12,51 94,20 93,65
60 11,87 13,83 12,61 94,13 99,49

d, мм, при
t=100 °С, 

V=60 см3/с,
τ=30 мин

5 9,46 9,22 11,04 85,69 84,52
8 10,55 10,11 11,76 89,71 86,58
10 10,68 10,69 12,19 87,58 87,86
12 11,74 11,29 12,85 91,35 89,06

V, см3/с, при
t=100 °С, 

τ=30 мин, 
d=10 мм

20 11,38 – 12,42 91,71 –
40 11,43 – 12,61 90,64 –
60 10,68 – 12,19 87,61 –
80 11,59 – 12,57 92,20 –
100 11,55 – 12,67 91,10 –
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Рис. 1. Зависимости относительной убыли массы гранул после сушки (W1) и после их досушивания при 105 °С (W3) от: а) тем�
пературы; б) продолжительности сушки; в) расхода воздуха; г) размера гранул
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Зависимость W1 от времени характеризуется на�
личием крутого (первые 10 мин) и пологого (после
10 мин) участков. То есть наибольшая часть влаги
удаляется из материала в первые 10 мин ведения
процесса.

Полученные частные зависимости W3 от варьи�
руемых факторов практически повторяют по фор�
ме одноименные зависимости W1. Это подтвержда�
ет суждение о том, что значительное влияние
на формирование функций W1 и W3 оказывают
процессы удаления химически связанной влаги.

Согласно соотношению (1) W3 равно сумме W1

и W2. То есть W3 при отсутствии химических пре�
вращений в ходе нагревания должно быть равно
влажности исходного материла (содержанию в нем
несвязанной воды).

Величина влажности последнего не зависит от
условий термообработки материала. Значение
W3 должно быть неизменным. Несоблюдение этого
условия свидетельствует о протекании процессов
разложения гидратированных соединений. Только
в данном случае W3 может зависеть от температу�
ры.

Предельное изменение массы влажных гранул
той же фракции при 210 °С (210 °С – верхняя гра�
ница температуры) W210 равно:

где штрих относится к массе гранул после их тер�
мообработки при 210 °С.

Дополнительная потеря массы обусловлена разло�
жением рассматриваемых соединений: CuSO4⋅5H2O
до CuSO4⋅H2O при 150 °С, а Zn(ОН)2 до оксидов при
125 °С.

Таким образом, саму процедуру определения
W3 можно рассматривать как способ уточнения ме�
ханизма обезвоживания материала и определения
вклада, вносимого химическими реакциями в ито�
говые результаты процесса.

Полученные уравнения для относительной
убыли массы и степени обезвоживания гранул по�
сле сушки (табл. 3, 4) с учетом значимых функций
для описания совокупности действующих факто�
ров обобщаются согласно [3] в виде их произведе�
ния с нормировкой по центральному эксперимен�
тальному значению в степени (n–1), где n – число
значимых частных функций. По центральному (ц)
для всех функций условию (t=100 °С, τ=30 мин,
d=10 мм, V=60 см3/с) значение W1ц=10,69 % и
αц=87,86 %. Обобщенные уравнения выразятся как

(4)

(5)

При сопоставлении результатов эксперимента
и расчета нашли значения коэффициента корреля�
ции для относительной убыли массы и степени 
обезвоживания гранул после сушки R=0,9455,

4 0,0772 0,2218

2

1,3 10 (62,232 )(40,135 )

(0,8275 0,0098 82,161), %.

t

d d

α τ−= ⋅ ×

× − +

3 0,1442 0,37

1
8,74 10 (5,585 )(2,914 )

(0,3027 7,9622), %,

W t

d

τ−= ⋅ ×

× +

/ /

1 3

/210

1

( ) 100
12,84,

m m
W

m

− ⋅
= =
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Рис. 2. Зависимости степени обезвоживания гранул от изучаемых факторов от: а) температуры; б) продолжительности сушки;
в) расхода воздуха; г) размера гранул
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tR=32,140>2, R=0,9393, tR=28,750>2 соответствен�
но, что подтверждает адекватность описания дан�
ных эксперимента настоящим уравнением.

Сушку материала в промышленном аппарате ре�
комендуется вести при 150…180 °С, а достаточным
временем пребывания материала в этом аппарате
можно считать 20…30 мин. Так, расчет по получен�
ным уравнениям показывает, что при условиях веде�
ния процесса t=180 °С, τ=20 мин контролируемые
показатели равны: W1=10,014 %, α=84,031 %.

Полученную модель (5) можно использовать
для расчета продолжительности сушки при вариа�
ции температуры и диаметра гранул. Для этого
необходимо заменить τ на α, т. е. численные коэф�
фициенты являются постоянными, это позволяет
обозначить их общей величиной, например К. Тог�
да обобщенное уравнение выразится как

заменяя τ на α, получим

(6)

Значения продолжительности сушки по ура�
внению (6) приведены в табл. 5 при различных за�
данных величинах температуры и диаметра гранул.

Таблица 5. Необходимая продолжительность сушки (мин)
для достижения заданной степени обезвожива�
ния при α=84,031 % от температуры и размера
гранул

Необходимый для сушки расход воздуха рас�
считывается по данным лабораторных опытов
с навеской 26 г, для которой достаточный расход

воздуха составил (с избытком) 60 см3/с. Отсюда
удельный расход V/ выразится как

Поэтому необходимый расход воздуха на сушку
любой массы материала m при выше заданных
условиях для расчета τ будет равным

(7)

Полученные данные по ур. (7) при различной
температуре сушки и диаметре гранул 10 мм пред�
ставлены в табл. 6.

Таблица 6. Необходимый расход воздуха (м3) для сушки гра�
нул от заданной массы и температуры процесса 

Полученные данные могут быть использованы
для выбора типа конструкции и размеров сушиль�
ного аппарата.

Выводы
1. Исследованы закономерности обезвоживания

и изменение свойств гранулированного черново�
го медно�молибденового концентрата месторож�
дения «Тастау» в ходе термической обработки.

2. Выявлены оптимальные области режимов суш�
ки в интервале действующих факторов (темпе�
ратура – от 50 до 210 °С; время сушки от 5 до
60 мин; размер гранул от 5 до 12 мм; расход
воздуха от 20 до 100 см3/с), обеспечивающих
степень обезвоживания не менее 84 %, что яв�
ляется достаточным для подготовки материала
к дальнейшей переработке.

m, г
t, °C

50 100 150 190 210
10 2598 2041 1772 1632 1576
30 7795 6125 5317 4898 4729
50 12992 10208 8862 8164 7882
100 25985 20417 17725 16329 15764
200 51970 40835 35450 32658 31528
300 77956 61253 53175 48987 47292
400 103941 81670 70900 65316 63056
500 129926 102088 88626 81645 78820
700 181897 142923 124076 114304 110348
800 207883 163341 141801 130633 126112
1000 259853 204176 177252 163291 157640

/ 3, ì .V V mτ=

/ 3 360
2,31 ñì / (ñ ã) 8,31 ì / (êã ÷).

26
V = = ⋅ = ⋅

t, °C
d, мм

5 8 10 12
50 37,66 33,41 31,27 29,41
100 29,26 26,25 24,57 23,11
150 25,41 22,79 21,33 20,06
190 23,40 20,99 19,65 18,48
210 22,60 20,27 18,97 17,84

1
0,0772 0,2218

2

(62,232 )

0,8275 0,0098

82,161
, ìèí.

Ê t

d d

τ
α

−
⎧ ⎫×
⎪ ⎪

⎛ ⎞− +⎨ ⎬
×⎜ ⎟⎪ ⎪+⎝ ⎠⎩ ⎭=

3 0,0772 0,2218

2

5,20 10 (62,232 )( )

(0,8275 0,0098 82,161),

t

d d

α τ−= ⋅ ×

× − +
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Введение
В последние годы огромный интерес вызывает

применение методов нанесения покрытий с ис�
пользованием концентрированных источников
энергии [1, 2]. При воздействии концентрирован�
ных потоков энергии (КПЭ) в сталях в течение ты�
сячных долей секунды происходит сложный ком�
плекс структурных и фазовых превращений, кото�
рые могут обеспечивать многофункциональность
покрытий, удовлетворяющих целому ряду требова�
ний. При этом важным элементом в формирова�
нии данных покрытий является правильный под�
бор композиционных наплавочных материалов.

Одним из возможных путей решения данной
проблемы мог бы быть способ применения напла�
вочного материала, в котором карбидные частицы
имеют разную способность к растворению в жидко�
металлической матрице и к карбидообразованию.
Это позволило бы, во�первых, на этапе кристалли�
зации жидкометаллической ванны выделиться вы�
сокодисперсным карбидам; во�вторых, за счет бы�
строго охлаждения сформировать пересыщенный
твердый раствор карбидообразующих элементов
в матрице; в�третьих, в соответствующих темпера�
турно�временных условиях выделиться из твердого
раствора в виде дисперсных частиц равномерно
по всему объему; в�четвертых, сохранить в усло�
виях наплавки некоторое количество исходных ча�
стиц карбидов в матрице. Следовательно, необхо�
димо сформировать мультимодальное распределе�
ние частиц упрочняющей фазы по размерам равно�
мерно по всему объему матрицы.

В данных условиях необходимы и соответ�
ствующие подходы к выбору структурно�фазового
состава матрицы. Это касается ее способности к
значительному растворению карбидообразующих
элементов при высокой температуре, высокой пла�
стичности в малых по размеру межкарбидных про�
слойках в условиях эксплуатации. Данные требова�
ния может одновременно удовлетворить только

аустенитная или аустенитно�мартенситная матри�
ца, аустенит которой находится в метастабильном
состоянии. В условиях внешнего воздействия дан�
ный аустенит будет эффективно удерживать кар�
бидные частицы от преждевременного выкраши�
вания, а за счет частичного фазового превращения
упрочняться, внося тем самым вклад в общее
упрочнение композиционного покрытия.

В [3] исследованы особенности формирования
структуры покрытий на основе стали Р6М5, полу�
ченные с помощью многопроходной электронно�
лучевой наплавки в вакууме. Установлено, что
в карбидной подсистеме упрочненного слоя фор�
мируется мультимодальное распределение упроч�
няющих частиц по размерам. Объемная доля вто�
ричного карбида М6С и остаточного аустенита ма�
трицы может регулироваться в пределах 4,5…7,5 и
5…30 % соответственно в зависимости от термиче�
ского цикла наплавки. С ростом количества оста�
точного аустенита в покрытиях их износостой�
кость повышается за счет γ→α' мартенситного
превращения и наличия дисперсных карбидов
в объеме зерен матрицы. Увеличение количества
метастабильного аустенита можно осуществить
введением в исходный наплавочный порошок бы�
строрежущей стали монокарбида вольфрама.
Он обладает большой растворимостью в стальной
матрице, что обеспечивает ей практически аусте�
нитную (80…90 %) структуру и большую объемную
долю выделившихся дисперсных карбидов [4].
В [5] показано, что работа разрушения при абра�
зивном изнашивании карбидостали с метастабиль�
ной матрицей увеличивается в семь раз по сравне�
нию с материалом без фазовых превращений при
тех же условиях испытаний.

Целью данной работы является изучение влия�
ния содержания карбида вольфрама в исходной
наплавочной смеси на структурно�фазовый состав
композиционного покрытия «сталь Р6М5 –
(WC+TiC)».
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Исследованы особенности формирования структурно�фазового состава композиционных покрытий «сталь Р6М5 – (WC+TiC)»
в зависимости от содержания монокарбида вольфрама. Установлено, что количество остаточного аустенита в композиционном
покрытии зависит от содержания карбида вольфрама в общем объеме вводимой упрочняющей фазы. Максимальное количе�
ство аустенита (75 %) от общего объема матрицы имеют покрытия, в которых карбидной составляющей содержится 20 %.
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Материал, оборудование и методы исследования
В качестве наплавочного материала использо�

вали смесь порошков сталь Р6М5 – WC (15, 20,
25 % вес.) – TiC (5 % вес.). Композиционные сме�
си для наплавки получали смешиванием выше наз�
ванных порошков, спеканием смесей в вакууме,
последующим дроблением и рассевом на фракции
полученных спеков. Подробно технология подго�
товки композиционных наплавочных смесей изло�
жена в [6]. Электронно�лучевую наплавку в ваку�
уме проводили на образцы основного металла
(подложки), изготовленные из стали 30 размером
20×30×400 мм, в пять проходов. Это позволило
сформировать покрытие толщиной 3…4 мм. Коэф�
фициент отношения объема подложки к объему
наплавленного металла в данных условиях был ра�
вен Кп/н=13. Часть образцов после наплавки под�
вергали термической обработке в виде однократ�
ного отпуска при температуре 570±10 °С в течение
1 часа.

Структуру наплавленных покрытий исследова�
ли с помощью оптического микроскопа OLYMPUS

GX51 с комплектом прикладных программ SIAMS
700. Определение количественных характеристик
микроструктуры проводили линейным методом
по методике А. Розиваля [7]. Исследование фазо�
вого состава образцов проводили методами рентге�
ноструктурного анализа (РСА) на дифрактометре
ДРОН�УМ1 с фильтрованным CuКα�излучением в
режиме сканирования в интервале углов 2Θ от 20
до 150° с шагом 0,1°. При проведении качественно�
го фазового анализа использовались хорошо из�
вестные картотеки. Для количественного фазового
анализа использовали значения интегральной ин�
тенсивности дифракционных линий.

Микротвердость (Hμ) покрытий и подложки,
непосредственно прилегающей к наплавке, изме�
ряли на приборе ПМТ�3 (ГОСТ 9450�76) с шагом
по глубине 100 мкм при нагрузке 0,981 Н. Измере�
ния производили в виде двух параллельных доро�
жек со смещением уколов индентора между дорож�
ками 50 мкм. Расстояние между дорожками было
200 мкм. Это позволило построить график измене�
ния микротвердости по толщине с шагом 50 мкм.
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Рис. 1. Микроструктура покрытий: а, г – «сталь Р6М5�(5 % TiC+15 % WC)»; б, д – «сталь Р6М5– (5 % TiC+20 % WC»); в, е –
«сталь Р6М5– (5 % TiC+25 % WC») непосредственно после наплавки (а, б, в) и отпуска (г, д, е)

 
      

  
      

  
      



Результаты и обсуждение
На рис. 1, 2 и табл. 1 представлены микрострук�

туры и данные РСА�покрытий на основе стали
Р6М5 с карбидным упрочнением WC (15, 20, 25 %
вес.) + TiC (5 % вес.) непосредственно после на�
плавки и дополнительной термической обработки.
Анализ микроструктуры и рентгеноструктурного
исследования свидетельствует, что покрытия
в большинстве имеют однородную многофазную
структуру. Данные покрытия состоят из четырех
фаз: карбид титана, сложный карбид на основе
вольфрама типа М6С, остаточный аустенит и мар�
тенсит. Карбид титана в процессе наплавки слабо
растворяется в жидкометаллической матрице и ос�
тается в покрытии в виде отдельных частиц, кото�
рые имеют темно�серый цвет. Средний размер зе�
рен карбида титана уменьшается при движении
от верха к низу наплавки с 2,3 до 2,0 мкм.

Карбид вольфрама при наплавке растворяется
в жидкометаллической ванне и вновь выпадает
в виде сложного карбида типа М6С. В зависимости
от месторасположения по зонам (верх, середина
или низ наплавки) этот карбид имеет разную мор�
фологию. В процессе быстрого охлаждения при
многопроходной наплавке сложный карбид воль�
фрама образует дендриты скелетообразной формы
светло�серого цвета. Дендриты располагаются
в верхней и частично средней зонах покрытия
(рис. 1, в). В нижней и средней зонах образуются
крупные отдельные скопления, близкие к равно�
осной форме. Это происходит за счет перекристал�
лизации данного карбида через жидко�твердую фа�
зу при многопроходной наплавке. Следовательно,
в ходе наплавки формируется мультимодальное ра�
спределение карбидных частиц по размерам в ма�
трице.

Таблица 1. Результаты идентификации дифрактограмм

J – относительная интенсивность линий, о. е.; D – межплоско�
стное расстояние, нм.

Матрица после наплавки находится в двухфаз�
ном состоянии: α�фаза (мартенсит) разной дис�
персности – игольчатый и мелкодисперсный
(рис. 1) – в виде участков темного цвета, и γ�фаза
(аустенит) в виде светлой структурной составляю�
щей (рис. 1, а, б). Количество аустенита зависит
от содержания карбида вольфрама в общем объеме
вводимой упрочняющей фазы (WC + TiC). Макси�
мальное количество аустенита (70…75 %) имеют

Максимум 2Θ, град D, нм J, о. е. Фаза

Рис. 2, а

1 32,324 0,2767 0,019 М6С (400)

2 35,364 0,2536 0,046 М6С (331)

3 36,142 0,2483 0,041 TiC (111)

4 39,975 0,2253 0,184 М6С (422)

5 41,956 0,2152 0,048 TiC (200)

6 42,464 2,1269 0,243 М6С (511)

7 43,222 0,2091 1,000 γ�Fe (111)

8 44,401 0,2039 0,267 α�Fe (110)

9 46,428 0,1954 0,045 М6С (440)

10 50,187 0,1816 0,112 γ�Fe (200)

Рис. 2, б

1 32,434 0,2758 0,013 М6С (400)

2 35,440 0,2531 0,016 М6С (331)

3 39,964 0,2254 0,171 М6С (422)

4 41,951 0,2152 0,026 TiC (111)

5 42,520 0,2124 0,290 М6С (511)

6 43,523 0,2078 0,426 γ�Fe (111)

7 44,471 0,2036 1,000 α�Fe (110)

8 46,471 0,1952 0,070 М6С (440)

9 50,234 0,1815 0,009 γ�Fe (200)
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Рис. 2. Дифрактограммы, полученные от композиционных покрытий «сталь Р6М5 – (5 % TiC+15 % WC)» после наплавки (а)
и термической обработки (б)
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покрытия, в которых карбидной составляющей со�
держится 20 % (рис. 1, а, г). При большем содержа�
нии упрочняющей фазы количество аустенита уме�
ньшается до 40…50 % от общего объема матрицы.
В процессе однократного отпуска до 50 % аустенита
превращается в игольчатый мартенсит (рис. 1, б, д,
рис. 2, б).

Необходимо отметить, что в образцах после на�
плавки мелкодисперсный (бесструктурный) мар�
тенсит в основном образуется в непосредственной
близости к карбидным включениям титана, их
конгломератам или полностью окружает эти вклю�
чения (рис. 3). При наплавке чистой сталью Р6М5
количество остаточного аустенита сохраняется
на уровне 20...30 %, а при дополнительном введе�
нии в наплавочную смесь монокарбида вольфрама
(20…30 %) его содержание достигает ~ 85 % [3, 4].

Для определения объемной доли карбида тита�
на была проанализирована структура наплавки
«сталь Р6М5 – (5 % TiC + 15 % WC)». Как показали
расчеты, в верхней части наплавки объемная доля
карбида титана составляет 10,5 %, в средней обла�
сти – 10,3 %, а в нижней части наплавленного
слоя – 9,6 %. Данные значения хорошо аппрокси�
мируются линейной функцией, показывающей не�
большое увеличение доли карбида титана в верх�
ней части наплавки. Это может быть связано с ря�
дом причин.

Первая причина связана с тем, что частицы
карбида титана за счет слабой растворимости
в жидкометаллической ванне и тем более конгло�
мераты частиц не успевают раствориться. Второй
причиной может являться перекристаллизация че�
рез жидкую фазу более мелких частиц карбида ти�
тана и частичное растворение крупных частиц
и конгломератов с выделением мелких зерен слож�
ного карбида в ходе многократного подплавления
при многопроходной наплавке. Это подтверждает�
ся, с одной стороны, тем, что среднее значение
размера зерен карбида титана уменьшается при
движении от верха к низу наплавки. С другой сто�
роны, сложный карбид помимо атомов титана мо�
жет включать атомы вольфрама и железа, о чем го�

ворит изменение межплоскостных расстояний, ха�
рактерных для TiC. Образование такого сложного
карбида хорошо просматривается на микрострук�
туре в виде «кольцевых» образований на крупных
частицах карбида титана.

Из анализа графиков микротвердости (рис. 4)
видно, что с увеличением содержания карбидной
фазы в составе наплавляемого покрытия твердость
увеличивается. Причем интенсивность ее увеличе�
ния наиболее характерна для состава, содержащего
30 % карбидной фазы (рис. 4, кривая 1). Это связа�
но с тем, что при введении в сталь 20…25 % карби�
дов в ее структуре после наплавки сохраняется
большое количество аустенита, который после от�
пуска превращается в мартенсит, и, следовательно,
микротвердость возрастает (рис. 4, кривая 2). Зна�
чения микротвердости достигают 12 ГПа.

Рис. 4. Изменение микротвердости в зависимости от коли�
чества карбидной фазы и термической обработки:
1) после наплавки; 2) после наплавки и отпуска
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Рис. 3. Микроструктура покрытий «сталь Р6М5 – (5 % TiC+20 % WC)» (а) и «сталь Р6М5 – (5 % TiC+25 % WC)» (б) непосред�
ственно после наплавки

  
       



Таким образом, количество аустенита в компози�
ционном покрытии зависит от содержания карбида
вольфрама в общем объеме вводимой упрочняющей
фазы (WC+TiC). Максимальное количество аустени�
та (~75 %) имеют покрытия, в которых карбидной
составляющей содержится 20 %. При большем со�
держании упрочняющей фазы количество аустенита
уменьшается до 40…50 % от общего объема матри�
цы. В процессе однократного отпуска до 50 % оста�
точного аустенит превращается в игольчатый мар�
тенсит. Частицы карбида титана слабо растворяются
в жидкометаллической ванне расплава. Отмечается
образование конгломератов из этих частиц.

Выводы
На основе анализа композиционного покрытия

«сталь Р6М5 – (WC+TiC)» установлено, что коли�
чество остаточного аустенита в покрытии зависит
от содержания карбида вольфрама в общем объеме

вводимой упрочняющей фазы (WC+TiC). Макси�
мальное количество аустенита (75 %) от общего
объема матрицы имеют покрытия, в которых кар�
бидной составляющей содержится 20 %. При боль�
шем содержании карбидов количество остаточного
аустенита уменьшается до 40…50 % от общего
объема матрицы.

Показано, что в образцах непосредственно по�
сле наплавки мелкодисперсный мартенсит в ос�
новном образуется в непосредственной близости к
карбидным включениям титана, их конгломератам
или полностью окружает эти включения. В процес�
се однократного отпуска до 50 % аустенит превра�
щается в игольчатый мартенсит. Частицы карбида
титана слабо растворяются в жидкометаллической
ванне расплава.

Работа выполнена при финансовой поддержке государствен#
ного задания Министерства образования и науки РФ на проведе#
ние научно#исследовательских работ ТПУ № 8.3664.2011.
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Введение
Медно�хромовые контактные материалы широ�

ко используются в большинстве промышленных
сильноточных вакуумных выключателей, посколь�
ку обладают хорошими электрическими свойства�
ми, высокой отключающей способностью, стойко�
стью к дуговой эрозии и свариваемости. Наилуч�
шими характеристиками по отключающей способ�
ности обладают композиты, содержащие ~25 %
хрома [1, 2]. Однако многочисленные исследова�
ния структурных характеристик медно�хромового
композита показали, что уменьшение размера ча�
стиц хрома [3–5] вплоть до наноразмеров [6] может
значительно улучшить свойства Cu�Cr�материала.
В.Ф. Ридер с соавторами [3] обнаружил, что макси�
мальный прерывающий ток (ток среза) уменьшает�
ся и пробивная напряженность поля увеличивает�
ся, когда размер частиц хрома в контактном мате�
риале уменьшается от 150 до 36 мкм. Медно�хро�
мовые композиты, производимые посредством ду�
гового переплава, с размером зерен 15…30 мкм,
имеют лучшие технические характеристики, чем
традиционные спеченные Cu�Cr�материалы с раз�
мером зерен 74…150 мкм [5]. Более того, дополни�
тельный вакуумный переплав спеченных медно�
хромовых композитов способствует не только из�
мельчению хромовых выделений, но и формирова�
нию полукогерентных межфазных границ, что
обеспечивает более высокую допустимую нагрузку
по току, электрическую прочность и меньшую ше�
роховатость поверхности контактов после отклю�
чения, чем у спеченного материала того же состава
[4]. Следовательно, уменьшение среднего размера
и сферическая морфология частиц хрома, равно�
мерное их распределение в медной матрице спо�
собствуют улучшению технических характеристик
вакуумных выключателей.

Метод электронно�лучевой наплавки позволяет
сформировать на медной основе (подложке) мед�
но�хромовый контактный материал с мультимо�

дальной структурой [7, 8]: частицы исходного хро�
ма, хром в виде первичных частиц, образовавших�
ся при кристаллизации, и хром, выделившийся
по границам и внутри зерен матрицы (вторичные
частицы хрома) в результате старения твердого ра�
створа на основе меди. Средний размер первичных
частиц хрома растет от 1,8 до 5,1 мкм, а вторичных
частиц от 0,25 до ~1 мкм с увеличением темпера�
туры основного металла от 600 до 880 °С. Мини�
мальное количество исходных частиц хрома в ком�
позиционном Cu–Cr�покрытии соответствует тем�
пературе основного металла в начале/конце про�
цесса 500/600 °С. Сформировать более однородную
структуру без включений исходных частиц хрома
со средним размером первичных частиц хрома
~0,8 мкм возможно только при повторном оплав�
лении покрытия электронным лучом при условии,
что температура основного металла не превышает
360 °С.

Наплавка же при температуре 600 °С сопряжена
с определенными трудностями, которые заключа�
ются в необходимости поддержания повышенного
значения плотности мощности электронного луча и
обеспечения теплоотвода от медной подложки.
В технологическом плане наплавку проще вести
при температуре подложки в диапазоне 800...900 °С,
когда устанавливается баланс между подводимой
энергией и энергией, рассеиваемой подложкой
за счет излучения и теплопроводности в оснастку
технологического оборудования. Увеличение тем�
пературы подложки способствует повышению про�
изводительности процесса наплавки, но приводит
к росту среднего размера хромовых дендритов
и коагуляции хромовых выделений.

Известно положительное использование леги�
рующих элементов при индукционном плавлении
Cu–Cr контактного материала [9]. В частности, ле�
гирование никелем в количестве до 3 вес. % оказы�
вает положительное влияние на морфологию
и дисперсность хромовых выделений при индук�
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Изучено влияние легирования никелем на микроструктуру Cu–Cr контактного материала, полученного в условиях вакуумной
электронно�лучевой наплавки и дополнительного переплава. Введение никеля в исходную Cu–Cr�шихту способствует форми�
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Рис. 1. Микроструктура Cu–Cr�покрытия (ХД75) после наплавки (а, в, д, ж) и дополнительного переплава (б, г, е, з) с различ�
ным содержанием никеля: а, б – 0 %, в, г – 1 %, д, е – 2 %, ж, з – 4 %

     
       

     
       

     
       

     
       



ционном плавлении [10]. Процесс электронно�лу�
чевой наплавки характеризуется малым временем
существования жидкометаллической ванны, высо�
кой скоростью охлаждения расплавленной зоны
и формированием сильно пересыщенного твердо�
го раствора. Вопросы о влиянии легирования нике�
лем Cu–Cr�сплава в условиях быстрого охлажде�
ния расплава при электронно�лучевой наплавке
в литературе не изучены.

Целью работы является исследование влияния
легирования никелем на микроструктуру Cu–Cr
контактного материала, полученного в условиях
электронно�лучевой наплавки.

Материал, оборудование и методы исследования
Для электронно�лучевой наплавки использова�

ли смесь порошков меди (ПМС�Н) и хрома
(ПЭРХ�1/160), соответствующую составу ХД75
(75 вес. % Cu). На этапе подготовки исходных сме�
сей в них дополнительно вводился никель в коли�
честве 0, 1, 2, 3 и 4 вес. %. Дисперсность порошков
меди, хрома и никеля находилась в диапазоне
от 90 до 125 мкм. После наплавки часть образцов
дополнительно оплавляли электронным лучом.
Наплавку проводили на образцы, изготовленные
из бескислородной меди М0б (ГОСТ 10988�75),
в виде дисков диаметром 60 мм и толщиной 10 мм
по методике [11]. Температуру основного металла
(подложки) контролировали с помощью термопа�
ры (WRe5�WRe20), вставленной в глухое отвер�
стие, расположенное в центре диска. Диск вращал�
ся с угловой скоростью 3 мин–1 при неподвижной
термопаре. Температура образцов в процессе на�
плавки не превышала 700...900 °С. Дополнительное
оплавление части образцов электронным лучом
проводили при температуре подложки, не превы�
шающей 600 °С. После окончания процесса на�
плавки и оплавления скорость охлаждения образ�
цов до температуры ~200 °С составляла 20 °С/мин.

Микроструктуру наплавленных покрытий ис�
следовали с помощью оптического микроскопа
Olympus GX51, снабженного анализатором изобра�
жений SIAMS 700. С помощью анализатора изо�
бражений оценивали объемные доли частиц хрома,
их средние диаметры и среднеквадратичное откло�
нение размеров. Микротвердость Нμ упрочненного
слоя по всей его толщине и подложки, непосред�
ственно прилегающей к наплавке (1 мм), измеряли
на приборе ПМТ�3 (ГОСТ 9450–76) при нагрузке
0,981 Н с шагом между уколами 250 мкм.

Результаты и обсуждение
Как было показано в [11], доля исходных

не расплавившихся частиц хрома определяется
степенью перегрева медной ванны в зоне действия
электронного луча и зависит от плотности его
мощности и температуры подложки. При более
высокой температуре подложки требуется меньшая
плотность мощности электронного луча для под�
держания требуемого размера ванны расплава. Это

положительным образом сказывается на произво�
дительности процесса наплавки за счет ослабления
процесса сдувания наплавочной смеси потоком па�
ра из ванны, но при этом уменьшается степень пе�
регрева ванны, что ведет к увеличению в наплав�
ленном слое доли не расплавившихся частиц хро�
ма.

С помощью дополнительного легирования ни�
келем предполагалось увеличить производитель�
ность процесса наплавки. Поэтому наплавка ве�
лась на верхнем пределе температуры (900 °С).
Влияние никеля на микроструктуру медно�хромо�
вых композитов, наплавленных электронным лу�
чом, представлено на рис.1, а, в, д, ж.

Во всех трех составах, содержащих никель
(рис. 1, в, д, ж), наряду с не расплавившимися ис�
ходными частицами хрома и крупными первичны�
ми частицами (ж), выпавшими при кристаллиза�
ции и содержащими внутри себя отдельные мелкие
выделения меди, наблюдаются мелкие выделения
хрома, доля которых растет с увеличением содер�
жания никеля. Это говорит о том, что никель поло�
жительно влияет на процесс плавления исходных
хромовых частиц. Согласно двойным диаграммам
состояния Cu–Ni и Cr–Ni, никель имеет неогра�
ниченную растворимость как в меди, так и в хроме.
Следовательно, добавка никеля будет способство�
вать формированию более гомогенного Cu–Cr�
расплава и уменьшать сегрегацию. Кроме того,
присутствуя в медно�хромовом расплаве, никель
ограничивает рост дендритов хрома при охлажде�
нии (анизотропический рост кристаллов хрома).

При дополнительном переплаве покрытий
электронным лучом независимо от содержания
никеля полностью исчезают исходные частицы
хрома (рис. 1, б, г, е, з). С увеличением содержания
никеля изменяется морфология хромовых выделе�
ний от протяженных дендритообразных до окру�
глых равноосных (рис. 1, г, е, з).

Рис. 2. Изменение среднего размера хромовых выделений
от содержания никеля в Cu–Cr наплавочном матери�
але
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Кроме изменения морфологии хромовых выде�
лений, влияние никеля также связано и с уменьше�
нием среднего размера частиц хрома (рис. 2). При
увеличении содержания никеля до 4 вес. % сред�
ний размер хромовых выделений уменьшается бо�
лее чем в два раза. Наиболее интенсивно (~35 %)
данное уменьшение отмечается уже при введении
никеля в количестве 1 вес. % в исходный наплаво�
чный материал. Одновременно с уменьшением
размера хромовых частиц уменьшается и их дис�
персия в распределении по размерам, что говорит
о более однородной структуре.

Выводы
1. Изучено влияние легирования никелем на ми�

кроструктуру Cu–Cr контактного материала, по�
лученного в условиях электронно�лучевой на�
плавки. Показано, что введение никеля в исход�

ную Cu�Cr�шихту способствует формированию
более гомогенного медно�хромового расплава,
уменьшает сегрегацию и ограничивает рост ден�
дритов хрома при кристаллизации покрытий по�
сле вакуумной электронно�лучевой наплавки.

2. Доказано, что дополнительный переплав на�
плавленных Cu–Cr�покрытий, легированных
никелем, способствует полному исчезновению
как исходных, так и первичных крупных частиц
хрома. С увеличением содержания никеля от 1
до 4 вес. % изменяется морфология хромовых
выделений от протяженных дендритообразных
до округлых равноосных, а их средний размер
уменьшается более чем в два раза.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ № 11#08#00089#а и частично государственного зада#
ния Министерства образования и науки РФ на проведение на#
учно#исследовательских работ № 8.3664.2011.
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Введение
В [1] изучено влияние термической обработки

на структурно�фазовый состав и свойства аустенит�
ных композиционных покрытий, наносимых с по�
мощью электронно�лучевой наплавки. Установлен
рациональный режим старения (600 °С в течение
1...2 ч), обеспечивающий сохранение аустенитной
структуры матрицы и равномерное мультимодаль�
ное распределение карбидной фазы по размерам в
объеме упрочненного слоя: d1=0,3…2,0, d2=2…4
и d3=4…7 мкм. Показано, что сформировать подоб�
ное структурно�фазовое состояние композицион�
ного покрытия возможно в условиях совмещения
процесса вакуумной электронно�лучевой наплавки
и термической обработки. На основе анализа ми�
кроструктуры и данных рентгеноструктурного ис�
следования матрица в данных покрытиях предста�
влена γ�фазой (аустенит), а упрочняющие частицы
карбидами М6С и VC. Однако детального анализа
выделений частиц карбида ванадия в зависимости
от типа аустенитной матрицы (никелевый и марган�
цовистый аустенит) в работе [1] не проведено. Вме�
сте с тем дисперсность карбида и его объемная доля
может существенно влиять на износостойкость [2].

Целью данной работы является изучение влия�
ния термоциклирования при многопроходной
электронно�лучевой наплавке и последующего
старения на особенности выделения частиц карби�
да ванадия в матрице на основе никелевого или
марганцовистого аустенита.

Материалы и методики проведения исследований
Для электронно�лучевой наплавки в вакууме

(остаточное давление не выше 10–2 Па) использова�
лись композиционные порошки на основе марган�
цовистого и никелевого аустенита. Для образца
№ 526 (вес. %): 20 Mn, 0,9 С, 4 Mo, 4 V, 15 WC, Fe –
остальное; для образца № 527: 20 Ni, 4 Mo, 4 V,
15 WC, Fe – остальное. Композиционные порошки
готовили путем смешивания порошков исходных
компонентов, спекания, последующего дробления

полученных спеков и рассевом их на фракции
по методике [3]. Для наплавки использовалась
фракция дисперсностью 50…350 мкм. Наплавку
проводили на плоские образцы размером
30×200 мм и толщиной 30 мм, изготовленные из
стали 30. Число проходов электронного луча было
равно четырем, что позволило сформировать по�
крытие общей толщиной ~ 3 мм. Мощность элек�
тронного луча была равна 4050…4300 Вт, диаметр
электронного луча, длина развертки и скорость
движения подложки составили 1 мм, 20 мм и
2,8 мм/с соответственно. После каждого прохода
основной металл с наплавленным покрытием ох�
лаждался до 200 °С со скоростью 20 °С/с.

Термическую обработку (старение) наплавлен�
ных образцов проводили при температуре
Тс=600±10 °С в течение 2 ч с последующим охлаж�
дении на спокойном воздухе.

Структуру наплавленных покрытий (на про�
дольных и поперечных микрошлифах) исследова�
ли с помощью растрового электронного микроско�
па (РЭМ) Philips SEM 515, снабженного микроана�
лизатором EDAX ECON IV.

В настоящей работе способ приготовления ми�
крошлифов традиционный – механическое шли�
фование и полирование на алмазных пастах раз�
личной дисперсности. Химическое травление про�
изводилось в 4%�м спиртовом растворе HNO3 и
смеси кислот HNO3 (1 об. часть) и HCl (3 об. ча�
сти). Определение количественных характеристик
микроструктуры (количества, размеров, формы,
распределения различных фаз) проводили линей�
ным и точечным методами.

Исследование фазового состава образцов непо�
средственно после наплавки и после старения про�
водили методом рентгеноструктурного анализа
на дифрактометре ДРОН�7 с фильтрованным CoKα�
излучением в режиме сканирования в интервале
углов 2Θ от ~ 15 до 150°, с шагом 0,1°. При прове�
дении качественного фазового анализа использо�
вались хорошо известные картотеки.
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Изучено влияние термоциклирования при многопроходной электронно�лучевой наплавке и последующего старения на особен�
ности выделения частиц карбида ванадия в матрице на основе стали из никелевого и марганцовистого аустенита. Установлено,
что карбид ванадия в композиционных покрытиях представлен в виде отдельных равноосных частиц, средний размер которых
в марганцовистой матрице равен 94 нм, а в никелевой  – 0,8 мкм.
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Микротвердость (Hμ) покрытий и основного
металла (подложки), непосредственно прилегаю�
щей к наплавке (2 мм), измеряли на приборе
ПМТ�3 (ГОСТ 9450�76) с шагом по глубине
100 мкм при нагрузке 0,981 Н. Измерения произ�
водили в виде двух параллельных дорожек со сме�
щением уколов индентора между дорожками
50 мкм. Расстояние между дорожками было

200 мкм. Это позволило построить график измене�
ния микротвердости по толщине с шагом 50 мкм.

Результаты и обсуждение
На рис. 1 представлена микроструктура покры�

тий образца № 526 в различных ее участках (в верх�
ней части, середине и у подложки) непосредствен�
но после наплавки и дополнительного старения
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Рис. 1. Микроструктура покрытий образца № 526 после наплавки (а, в, д) и старения (б, г, е) при температуре 600 °С в тече�
ние 2 ч; а, б – верх, в, г – середина наплавки; д, е – у подложки

   
       

   
       

   
       



при температуре 600 °С в течение 2 ч. Анализ дан�
ной микроструктуры свидетельствует, что в объеме
наплавленного металла первого и второго прохода
(общая толщина ~ 1,5 мм) как непосредственно
после наплавки, так и после дополнительного ста�
рения наряду с первичными эвтектическими
и вторичными вытянутыми частицами карбида
М6С наблюдаются дисперсные округлые выделе�
ния частиц карбида VC (рис. 1, д, е). В середине на�
плавки данные частицы выявляются методом РЭМ
только после старения (рис. 1, г), и их размер зна�
чительно меньше (в ~ 2 раза) по сравнению с ча�
стицами VC, расположенными в нижней части
(рис. 1, д, е). В верхней части наплавки (объем на�
плавленного металла четвертого прохода) данные
частицы методом РЭМ не выявляются (рис. 1, а, б).

На рис. 2 представлена гистограмма выделив�
шихся в объеме нижней части покрытия (у под�
ложки (рис. 1, д)) частиц карбида ванадия по раз�
мерам. Видно, что их средний размер равен
94±28 нм.

Рис. 2. Гистограмма размеров частиц VC в нижней части на�
плавки образца № 526 (рис. 1, д)

Анализ микроструктуры покрытий образца
№ 527 выявил наличие выкрашивания карбидных
частиц и пористости (рис. 3). Карбидная сетка эв�
тектических карбидов М6С более грубая по сравне�
нию с покрытием образца № 526 (рис. 1, б). Наблю�
даются отдельные крупные угловатые частицы кар�
бидов. Карбидов ванадия нанодисперсного диапа�
зона не наблюдается по всему объему покрытия как
после наплавки (рис. 3, а, б), так и после дополни�
тельной термической обработки (рис. 3, в, г). Одна�
ко число дисперсных карбидов (d1) со средним раз�
мером ~ 0,8 мкм (рис. 4) после старения увеличива�
ется в объеме упрочненного слоя с 1,0 до 2,6 %.

Отдельные крупные карбиды типа М6С в про�
цессе травления получают разную степень града�
ции уровня серого: от светло�серого на внешней
части частицы до тёмно�серого в ее центральной
части. Микрорентгеноспектральный анализ эл�
ементного состава в этих областях (точки 1, 2 и 3
на рис. 3, д) свидетельствует о его различии, как по�
казано в таблице.

Таблица. Результаты МРСА покрытия образца № 527 в раз�
личных областях (рис. 3, д)

В более светлых областях карбидной частицы
(точки 1 и 2 на периферии) количество молибдена
в два с лишним раза меньше, чем в ее центральной
части, в то время как вольфрама в этих областях,
наоборот, больше примерно втрое. Это говорит о
том, что данные частицы карбида типа М6С форми�
ровались как на этапе кристаллизации, так и на
этапе термоциклирования в процессе многопро�
ходной наплавки.

Таким образом, с учетом работ [1, 4], можно
с уверенностью утверждать, что в процессе наплав�
ки и последующего старения в покрытии № 526
наряду с карбидом типа М6С трех типоразмеров
(d1=0,3…2,0 мкм, d2=2…4 мкм и d3=4…7 мкм), вы�
деляются дисперсные частицы карбида ванадия че�
твертого диапазона (d4) размером до 150 нм. Следо�
вательно, формируется мультимодальное распре�
деление карбидов по размерам в объеме матрицы,
которое эффективно влияет на увеличение микро�
твердости. Так, Hμ для покрытия № 526 увеличива�
ется с 4,5±0,5 до 5,9±0,4 ГПа после старения, а для
покрытия № 527 – с 3,7±0,6 до 4,1±0,4 ГПа.

Для композиционных покрытий на основе мар�
ганцовистого аустенита эффект упрочнения в про�
цессе старения более значителен, чем у покрытий
на основе никелевого аустенита, что связано, по�
видимому, с низкой энергией дефекта упаковки
марганцовистого аустенита, образованием при де�
формации дефектов упаковки, развитием процес�
сов деформационного двойникования и мартенси�
тного превращения [5]. В [4] исследовали структуру,
механизмы выделения карбидов и механические
свойства сталей на основе марганцовистого (сталь
45Г20М2Ф2) и никелевого (сталь 45Н26М2Ф2) аус�
тенита. Авторами установлено, что для всех иссле�
дуемых сталей характерно гомогенное матричное
выделение карбидов ванадия. Однако в марганцо�
вистом аустените выделяются самые мелкие карби�
ды (3…6 нм) с плотностью распределения
(2…10)·1016 см–3. В никелевом аустените в единице
объема данных карбидов на порядок меньше,
а их средний размер в 1,5…2,0 раза больше. Это об�
уславливает самый высокий уровень упрочнения
марганцовистого аустенита (σ0,2=1290 МПа) после
старения при 650 °С в течение 10 ч по сравнению
с никелевым аустенитом (σ0,2=765 МПа).

Увеличение размера частиц карбида ванадия в
нижней части наплавки по сравнению с данными
[4] обусловлены тем, что в процессе многопроход�
ной наплавки ранее нанесенные слои подвергают�

Анализируемая
область

Химический состав в вес. %

Mo V Cr Mn Ni W Fe

Точка 1 18,52 3,02 2,06 – 11,60 48,73 16,00

Точка 2 18,72 2,84 2,44 0,85 12,16 45,75 17,25

Точка 3 47,51 2,51 3,29 0,81 22,64 14,54 8,69

Интегральная 
(рис. 3, б)

5,68 4,19 2,22 0,93 24,97 7,26 54,75
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ся термоциклированию. При этом абсолютная ве�
личина температуры в термоцикле значительно
выше, чем 600 °С. Это вызывает наряду с выделе�
нием дисперсных карбидов и их коагуляцию.
В верхних слоях наплавки число циклов нагрев�ох�
лаждение уменьшается и, следовательно, процессы
роста и коагуляции частиц карбида ванадия не
фиксируются. Это подтверждается данными рабо�

ты [6], где изучали тонкую структуру теплостойкой
стали 12Х1МФ после различного периода наработ�
ки при температуре эксплуатации ~ 570…600 °С.
Авторы установили, что коагуляция карбидов вана�
дия начинает заметно проявляться только после
100 тыс. ч наработки. До этого момента наблюдает�
ся только процесс выделения дисперсных карбидов
ванадия на дислокациях.
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Рис. 3. Микроструктура покрытий образца № 527 после наплавки (а, б, д) и старения (в, г) при температуре 600 °С в течение
2 ч; а, в) середина наплавки; б, г) у подложки

   
      

   
      

 
 



Выводы
При исследовании влияния термоциклирования

при многопроходной электронно�лучевой наплавке
и последующего старения композиционных покры�
тий установлено, что карбид ванадия в покрытиях
представлен в виде отдельных равноосных частиц,
средний размер которых в марганцовистой матрице
равен 94 нм, а в никелевой порядка 0,8 мкм.

Показано, что частицы карбида после на�
плавки фиксируются в объеме упрочненного

слоя, непосредственно прилегающего к основ�
ному металлу (~1,5 мм). В процессе последую�
щего старения при 600 ±10 °С в течение 2 ч ча�
стицы карбида обнаруживаются и в объеме на�
плавленного металла при третьем проходе элек�
тронного луча. Однако их размер примерно в два
раза меньше.

Работа выполнена при финансовой поддержке государствен#
ного задания Министерства образования и науки РФ на проведе#
ние научно#исследовательских работ ТПУ № 8.3664.2011.
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Рис. 4. Гистограмма размеров частиц VC в нижней части образца № 527 после наплавки (а) и дополнительного старения (б)
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Введение
Особенностями никелида титана TiNi является

его способность изменять фазовый состав и, соот�
ветственно, свойства при термических воздействи�
ях и в силовых полях [1–6]. Так, при понижении
температуры Т исходная аустенитная (А) фаза пе�
реходит в более пластичную мартенситную (М) фа�
зу. Возврат температуры к исходной сопровождает�
ся обратным превращением мартенсита в аустенит.
Подобное превращение может произойти также
под действием напряжений σ и деформаций ε, при
котором фаза А переходит в мартенсит деформа�
ции (Мд) с теми же его свойствами, что и в терми�
ческом мартенсите. Снятие внешней нагрузки
приводит к обратному Мд→А превращению. Реак�
ция А→Мд происходит при температурах до
60…80 °С. Выше этих температур мартенсит дефор�
мации не образуется.

Таким образом, TiNi, как и другие материалы
с памятью формы (ПФ), относятся к классу слож�
ных материалов, свойства которых, а также коли�
чественные соотношения фаз переменны и зависят
от температуры и напряженно�деформированного
состояния. Возникновение твердофазных реакций
типа А↔М и А↔Мд превращений является перво�
причиной ряда аномалий в свойствах этих матери�
алов, в частности механических, таких как сниже�
ние сопротивления деформациям, увеличение вну�
треннего трения, пластичности, особое поведение
материалов с ПФ в условиях трения и износа. Так,
в [7, 8] была установлена аномально высокая изно�
состойкость TiNi, выявлены механизмы износа
и установлена их природа. Однако для установле�
ния полной физической картины необходимо изу�
чение предыстории их проявления, вопросов про�
текания пластических деформаций в поверхност�
ных слоях при трении, структурно�фазового со�
стояния последних, формирования дорожек тре�
ния и возможных способов удаления материала.

Разрешение данных вопросов, призванных
углубить и расширить понимание механизмов из�
носа, составило цель данной работы.

Формирование пластической волны
Вначале рассмотрим задачу скольжения с тре�

нием сферического штампа (индентора) по пла�
стическому материалу в феноменологическом при�
ближении. Подобная пара трения общепринята
в механике контактного взаимодействия, в кото�
рой как дискретные, так и единичные микронеров�
ности моделируются набором сферических сегмен�
тов радиусами R1 и R2. По аналогии примем одну
из контактирующих поверхностей как жесткое те�
ло с R1=R, а другую – как пластичное с R2=∞, что
приводит к задаче о скольжении сферического
штампа по упруго�пластическому полупростран�
ству.

На первой стадии контактного взаимодействия
приложение только нормальной нагрузки Py вызы�
вает внедрение сферического индентора (СИ)
на глубину h (рис. 1, а). Материал при этом сжима�
ется и частично удаляется в навалы, образуя осно�
ву будущей волны. На рисунке показано поле на�
пряжений в области контакта, возникающих при
вдавливании СИ [9]. Первичный проход инденто�
ра по упруго�пластическому полупространству под
действием сил Py=const и монотонно возраста�
ющей сдвигающей Pz (рис. 1, б) сопровождается об�
разованием дорожки трения (трека). Приложение
силы Pz разгружает СИ (на рисунке левую сторо�
ну), причем дальнейшая деформация материала
реализуется за счет смещения сферического ин�
дентора (на рисунке вправо). Так как силы трения,
действующие на границе контакта, удерживают
СИ от проскальзывания, то индентор движет перед
собой нарастающую пластическую волну.

Дорожка формируется за счет выдавливания ма�
териала на боковые поверхности трека, образова�
ния перед индентором пластической волны и – в
меньшей степени – за счет адгезионного вырыва�
ния. Из�за образования больших отрицательных
«передних» углов и h<<R микрорезание отсутствует.

Силы, ответственные за фронтальный и боко�
вой сдвиги, различны в разных точках контакта
(показаны на рис. 2). Величины Pz, Pb – сжимаю�
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щая и боковая силы; В – произвольная лежащая
на одном из горизонтальных уровней точка (ли�
ния 2) площадки контакта; линии 1 и 3 – контуры
дна трека и его верхней границы. Как видно из схе�
мы, Pz и Pb изменяются в зависимости от β: от
Pz=Pzmax и Pb=0 при β=0° до Pz=0 и Pb=Pbmax при
β=90°. При этом только часть выдавленного из тре�
ка материала движется перед индентором.

Рис. 2. Вид трека в плане

Рассмотрим процесс формирования дорожки тре�
ния и движения материала вдоль оси z. На рис. 1, б
приведена схема его перемещения индентором.
На рисунке ab*c – граница контакта CИ с полу�
пространством, cde – пластическая волна. Для
удобства и упрощения анализа процесса перехода
от состояния покоя индентора к скольжению заме�
ним криволинейную границу ab*c на прямую abc.
Такая замена допускает незначительную ошибку
в расчетах, т. к. h<<R. Так, например, в наших экс�
периментах при R=1,5 мм и Py=2 H глубина трека
h=0,007…0,008 мм, т. е. h и R отличаются друг
от друга более чем на два порядка.

Проанализируем силовую часть схемы. Ввиду
малости abc положим в первом приближении, что

центр действующих на линии касания сил распо�
ложен в точке b. Тогда в этой точке действуют:
сжимающая (нормальная к оа) сила Py, сдвигающая
Pz, сила сопротивления скольжению – сила трения
Tтр, преодолевающая ее касательная Т и нормаль�
ная к abc сила N, равнодействующая к Pz, Py и Т, N
сила Р. Силы трения и нормальная связаны между
собой известным соотношением Tтр=Nf, f – адге�
зионно�деформационный коэффициент трения.

Если T<Tтр, то на площадке abc существует
только микропроскальзование, а общее скольже�
ние отсутствует. Движение индентора вызывает об�
разование пластической волны, увеличение ее
объема, силы сопротивления Tтр и, соответственно,
коэффициента трения. Для преодоления Tтр

необходимо увеличение Pz. При этом будут возра�
стать Т, N и α. Скольжение CИ по волне начнется
при N=P и tgα=tgϕ [10], где ϕ – угол трения (угол
между линиями abc и оа), tgϕ=f. В результате этого
индентор перескакивает через вершину d волны,
занимая новое устойчивое, энергетически более
выгодное положение с образованием под действи�
ем Py исходной лунки, как и в первом случае.
На профилограмме (рис. 3, б) показаны этапы дви�
жения CИ от исходного состояния (точка 1), обра�
зования трека (1–2) с перемещением пластической
волны (2–3), перескоком через вершину 3 в новое
положение (3–4). Далее процесс повторяется – об�
разуется новая увеличивающаяся в размерах волна
(5–6) перескок через вершину (7) и т. д. Причем
этот процесс формирования волн повторяется
многократно при одноразовом циклическом дви�
жении CИ под нагрузками.

Факт подобного образования и развития пла�
стической волны экспериментально подтвержден
нами на TiNi [11], а также в работе Челлена и Ок�
сли [12] в опытах с индентором в виде клина и пла�
стичными металлами. Они назвали схему дефор�
мирования, аналогичную описанной выше, модой
растирания (размазывания), поскольку материал
растекается вдоль поверхности основы без отделе�
ния от нее. Вариант, когда вытесненный материал
скользит вдоль основания с отделением частиц
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Рис. 1. Перемещение индентора и силовые схемы: а) вертикальное перемещение и поле линий скольжений; б) тангенциаль�
ное смещение

         



в результате многократных проходов индентора
и усталости металла (как было показано в [8]), они
назвали модой износа. В нашем случае прослежи�
вается аналогия образования валика клином [11]
и сферой при h<<R (рис. 1).

Экспериментальные исследования
Рассмотренные выше условия формирования

пластической волны, скачкообразное движение
индентора и пульсирующий вид дорожек трения
подтвердились экспериментально на никелиде ти�
тана. Были испытаны сплавы двух составов, отли�
чающиеся между собой пределами прочности σв и
характеристическими температурами начала обра�
зования температурного мартенсита МН: сплав № 1
Ti49,2Ni50,8 с σв min=650 МПа, σв max=1200 МПа,
МН=–20 °С и сплав № 2 Ti50Ni47,5Fe2,5 c σв min=1000 МПа
σв max=1500 МПа, МН=–80 °С. Следует отметить, что
в полях напряжений и деформаций температуры
МН повышаются.

Работа выполнялась на шариковом трибометре
«CSEM instruments» с корундовым сферическим

индентором диаметром 3 мм и 3D�профилографе
«Still». Задавались нагрузка Pz=2Н и скорости
v=0,09…0,15 м/с. Опыты проводились при темпе�
ратурах 20 и 400 °С.

На рис. 3, а, б видно периодическое, пульси�
рующее изменение размеров и формы треков: на�
блюдается фронтальное пластическое оттеснение
материала с нарастанием его объема, сопровож�
дающееся ростом силы сопротивления скольже�
нию СИ, перескоком в новое положение и после�
дующим повторением процесса. Это согласуется
с изложенными представлениями. Коэффициент
трения равен 0,45. Понижение скорости  движения
индентора приводит к снижению температуры
на контакте, увеличению сопротивления материа�
ла движению индентора, коэффициента трения и,
следовательно, к увеличению частоты и уменьше�
нию шага пульсаций (рис. 4). Коэффициент трения
при этом составлял 0,55.

Процесс формирования треков у сплава № 1
несколько иной. Хотя на профилограмме прогля�
дываются следы скачкообразных переходов инден�
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Рис. 3. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). Ti49,2Ni50,8, h=19 мкм, а=2,47 мм, b=1,17 мм. Р=2 Н,
v=0,157 м/с

Рис. 4. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). Ti49,2Ni50,8, h=11,8 мкм, а=2,47 мм, b=1,17 мм. Р=2 Н,
v=0,09 м/с

Рис. 5. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). ТН�1К, h=17,9 мкм, а=2,49 мм, b=1,5 мм. Р=2 Н,
v=0,157 м/с

Рис. 6. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). ТН�1К, h=9,92 мкм, а=2,5 мм, b=1 мм. Р=2 Н,
v=0,157 м/с. Т=400 °С

 
           

           

           

           



тора (рис. 5, б), но обнаружить их на изображении
поверхности трения (рис. 5, а) сложно.

Иначе выглядит картина формирования треков
на сплаве № 1, нагретом до 400 °С вблизи темпера�
тур гомогенизирующего отжига. Процесс идет
в полном соответствии с теоретическими предста�
влениями (рис. 6). Наблюдаются пульсационные
скачкообразные следы движения индентора, пла�
стические волны и боковые навалы. Коэффициен�
ты трения в опытах при комнатных температурах
равны 0,38, а при повышенных f=0,45.

Таким образом, экспериментально получено
следующее:
• Вид поверхности трения аналогичен описанной

выше схеме. Наблюдается образование валика,
волны, перескок (СИ) в новое положение и по�
следующее повторение цикла.

• С увеличением температуры опыта податли�
вость TiNi уменьшается, шаг перескока увели�
чивается, что является следствием реализации
неравенства T≥Tпр на большей длине прохода
и уменьшения f.

• Повышение скорости движения СИ равносиль�
но повышению общей температуры пары тре�
ния. Как было показано ранее [8], при относи�
тельно высоких скоростях скольжения контрте�
ла по никелиду титана локальные вспышки
температур существенно изменяют процесс
трения и триботехнические характеристики ма�
териала. В нашем случае увеличение v приводит

к уменьшению f, шага перескоков и увеличе�
нию его частоты.

• Форма волны – дугообразная, приблизительно
одинакового поперечного сечения.

• В отдельных местах поверхности скольжения
отслеживаются следы адгезионного вырывания
металла (рис. 3, а, б), и, судя по их масштабам,
оно является вторичным механизмом износа.

• Интенсивность адгезионного вырывания с по�
вышением скорости и температуры остается
практически неизменной.
Таким образом, результаты опытов, проведен�

ных на TiNi, показали полное соответствие с рас�
смотренной выше теорией формирования фрон�
тальных пластических волн. Положения ее могут
быть применимы к любым пластическим материа�
лам. Например, опыты со скольжением СИ по ме�
ди показали качественно аналогичные результаты.
На рис. 7 и 8 приведены виды дорожек трения и их
продольные профилограммы для T=20 °C (рис. 7) и
T=300 °C (рис. 8) температур, полученных на меди
МО с σв=190…215 МПа и σT=60…75 МПа. Из ри�
сунков следует, что размеры треков по глубине
и высота гребней волн выше, чем у никелида тита�
на. Частота тем ниже и шаг пульсаций тем выше,
чем выше температура. Уровень адгезионного взаи�
модействия такой же, как у TiNi, коэффициент
трения f=0,43. Но с повышением температуры
на меди усиливаются процессы схватывания, что
приводит к росту коэффициента трения до 0,62.

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

128

Рис. 7. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). Cu, h=26 мкм, а=2,49 мм, b=1,18 мм. Р=2 Н,
v=0,157 м/с, T=20 °C

Рис. 8. Вид поверхности трения (a) и ее продольная профилограмма (б). Cu, h=41,1 мкм, а=2,96 мм, b=1,16 мм. Р=2 Н,
v=0,09 м/с, T=300 °C

  

 



Обсуждение результатов
Выше произведено сравнение по внешним

признакам: виду, форме, размерам треков и коэф�
фициентам трения. Существенные же отличия
формирования волн в никелиде титана от подоб�
ного процесса традиционных материалов кроются
во внутренних факторах – структурно�фазовом со�
стоянии (СФС) в приповерхностных слоях и в са�
мой пластической волне. На рис. 1, а показано по�
ле линий напряжений под индентором при его вне�
дрении без скольжения. Здесь возникает равномер�
ное напряженное состояние со сжимающими на�
пряжениями и прямолинейным полем линий
скольжения. В области под границей контакта
(cc1c2 и oc1c2) – центрированное поле линий с цен�
трами в точках о и с и остальное поле с линиями
скольжения, имеющими переменную кривизну.
Как показано в [9], действие сдвигающей силы не
изменяет характер полей линий скольжения с той
лишь разницей, что сторона материала слева от ин�
дентора становится свободной от напряжений.

В материалах с пластичностью, определяемой
дислокационными механизмами, скольжение со�
провождается пластическими деформациями с де�
формационным упрочнением в волне и в поверх�
ностном слое, следы которого сохраняются и об�
наруживаются на поверхности треков по твердо�
сти. Поскольку температуры в контакте при тре�
нии ниже точек фазовых превращений, фазовый
состав и свойства остаются неизменными. Изме�
няется только структура за счет текстурирования
и измельчения зерен.

В TiNi при действии сил Pz и Py на умеренных
скоростных режимах и в широком диапазоне да�
влений (Py=5…30 Н) в подповерхностных слоях и в
теле «волны» возникает сложный структурный и
фазовый состав, состоящий из мартенсита Мд

вблизи границы контакта, совокупности Мд и А на
глубине материала и в самой «волне», а также тон�
кого белого слоя толщиной 10…25 мкм на границе
ab*cde, где возникает большое гидростатическое

давление. Причем эти состояния качественно сох�
раняются после прохождения индентора и упруго�
го восстановления после разгрузки материала с ле�
вой от СИ стороны (аналогично СФС в полях оста�
точных деформаций, отмеченных в [13]). Локаль�
ное повышение температур при трении мало
и не влияет на СФС [8].

Несколько иное СФС должно возникать при
внешнем термическом воздействии при повыше�
нии температуры выше температур начала мартен�
ситного превращения TMд. Условие Т>TMд исключа�
ет возникновение мартенситной фазы, и процесс
скольжения идет по TiNi в аустенитном состоянии.
Однако это состояние можно назвать квазиаусте�
нитным, поскольку так же как и при исходных
(Т=20 °C) температурах, происходит образование
белого слоя, состоящего из целого набора фаз
и представляющего сложную гетерогенную высо�
кодисперсную (наноразмерную) систему. Она
обладает, как показывают опыты, свойствами бело�
го слоя, возникающего при исходных температурах
трения, и, соответственно, повышенной цикличе�
ской прочностью и долговечностью.

Заключение
На основе анализа силовой схемы скольжения

с трением сферического индентора установлено,
что образованная им фронтальная пластическая
волна, монотонно увеличиваясь в объеме, повы�
шает силу сопротивления скольжению и, следова�
тельно, коэффициент трения. При значениях сдви�
гающих сил, превышающих силы трения, происхо�
дит перескок индентора через вершину волны
в новое устойчивое положение. Этот процесс ци�
клически повторяется, а на дорожках трения на�
блюдаются периодически повторяющиеся пульса�
ции глубины треков и самих волн, размеры кото�
рых определяются давлением, скоростью и темпе�
ратурой. Показано хорошее совпадение экспери�
ментальных результатов и представлений о форми�
ровании пластических волн.
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Введение
Никелид титана (TiNi) относится к классу мате�

риалов с памятью формы (ПФ), в которых в полях
напряжений и деформаций инициируются фазо�
вые превращения: исходная прочная пластичная
аустенитная фаза А переходит частично или полно�
стью в новую менее прочную пластичную мартен�
ситную фазу Мд. Реализуется прямое А–Мд мартен�
ситное превращение. При снятии нагрузки проис�
ходит обратное мартенситное превращение. Про�
исходит полное или частичное обратное мартенси�
тное превращение. Количество «недовозвращен�
ного» мартенсита зависит от уровня внешней на�
грузки, степени деформации, вида напряженно�де�
формированного состояния (НДС), состава спла�
ва, внешней среды, условий нагружения и т. п.

В последнее время получены достаточно об�
ширные результаты по структурно�фазовому со�
стоянию (СФС) в условиях линейного и простей�
ших плоских НДС [1, 2]. Показано, что А↔Мд пе�
реходы вызываются сдвиговой компонентой тензо�
ра напряжений и сдвиговыми деформациями.
Но остается открытым вопрос о влиянии всесто�
роннего равномерного сжатия (гидростатического
давления) на СФС и свойства сформированной
структуры, что, по�видимому, является следствием
сложности технической реализации, контроля
и исследования этого состояния.

Вместе с тем несомненна важность таких иссле�
дований как с фундаментальной точки зрения, так
и в прикладном плане – например, в целях созда�
ния наноструктурированного состояния поверх�
ностных слоев с особыми свойствами в задачах
контактной механики, трения и поверхностного
разрушения тел из материалов с ПФ.

В настоящей работе исследуется структурно�
фазовое состояние и свойства никелида титана в
условиях больших гидростатических давлений,
создаваемых в поверхностном контактном слое
при внедрении сферического штампа (индентора)
в упруго�пластическое полупространство из нике�
лида титана. Рассмотрим условия его образования
с позиций контактной механики.

НДС при вдавливании сферического штампа 
в упруго?пластические среды
При вдавливании шарового индентора в упру�

го�пластическое полупространство образуется кру�
говая площадка радиусом а, возрастающая с увели�
чением нагрузки Р. В пределах упругости задача о
размерах площадок контакта, распределения да�
влений и напряжений решена Герцем, Губером и
др. [2]. Основные зависимости задачи Герца приве�
дены ниже:

(1)
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(2)

(3)

где p, p0, pm – текущее, максимальное и среднее да�
вления на площадке контакта; R=R1R2/(R1+R2)–
приведенный радиус, R1 и R2 – радиусы кривизны
индентора и TiNi, E=E1E2/(E1+E2) – приведенный
модуль упругости, E1 и E2 – модули упругости ин�
дентора и TiNi.

Из этих уравнений следует, что давление р
на площадке контакта распределяется по парабо�
лическому (1) закону, имеет максимальное значе�
ние в центре и нулевое (3) на периферии.

Теория Герца позволяет рассматривать одно
из контактирующих тел как упругое полупростран�
ство. Приняв в уравнениях (1–3)R1=∞ при a<<R1,
приходим к задаче о внедрении жесткого сфериче�
ского штампа (индентора) в упруго�пластическое
полупространство. Для подобной задачи существу�
ет обширная экспериментально�теоретическая ба�
за, которая может быть использована с некоторы�
ми интерпретациями и для материалов с термо�
упругими мартенситными превращениями.

Главными напряжениями σ1, σ2, σ3 являются ра�
диальные σr, окружные σθ и осевые σz соответствен�
но. Распределение их по глубине в плоскости осе�
вого сечения показано на рис. 1 [3]. Цифры обозна�
чают напряжения в долях p0. Здесь ВВ – поверх�
ность полупространства; АОА – исходная состояние
поверхности; АА – поверхность вдавливания.

Распределение максимальных касательных на�
пряжений τm вдоль оси z в глубину материала пока�
зано на рис. 2, а, а на рис. 2, б – изолинии τm в пло�
скости осевого сечения. Здесь τm вычислялась как
полуразность наибольших и наименьших главных
напряжений. Из рис. 2, а видно, что наибольшее τm

достигает максимума на глубине z=0,48а и равно
τm=0,465qa [2].

Под площадкой контакта главные напряжения –
сжимающие и близки между собой по величине.
Поэтому в этой области возникают большие гидро�
статические давления. Вне зоны контакта вблизи
поверхности напряженное состояние соответствует
чистому сдвигу, поскольку здесь σz=0, а σθ=σr.

Рис. 2. Изменение максимальных касательных напряжений:
а) зависимости напряжений от z; б) линии равных
касательных напряжений

Увеличение сжимающей нагрузки Р приводит к
развитию пластической деформации в подповерх�
ностных слоях. Причем пластическое течение на�
чинается с точки τm=σT/2=(σr–σz)/2 (по критерию
Треска), т. е. в точке с наибольшими значениями τ.

Рис. 3. Пластическая деформация под индентором: а) ра�
спределение контактного давления р; б) развитие
пластической зоны τm/qa

Распространение пластической зоны показано
на рис. 3 [3]. Здесь PT, τT, aT – нагрузка, приводящая
к течению материала, соответствующие ей напря�
жение и радиус площадки контакта при P/PT=1.

Из рис. 3, а видно, что пластическое течение
приводит к выполаживанию распределения давле�
ний р. Каждая линия соответствует значениям
P/PT. Линия P/PT =1 – начало пластического тече�
ния. Распределение пластических зон для различ�
ных P/PT показано на рис. 3, б.

Изучение развития пластической деформации
позволило выявить ряд особенностей деформиро�
вания, установленных в [4, 5] и подтвержденных
нами на TiNi экспериментально в [6, 7]. Суть их за�
ключается в следующем:
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Рис. 1. Линии равных напряжений в плоскости осевого сечения: а) σ1, б) σ2, в) σ3

               



• контуры пластической зоны приблизительно
совпадают с линиями максимальных касатель�
ных напряжений (рис. 2);

• экспериментально установлено, что такое сход�
ство возможно, если между индентором и пла�
стически деформируемым полупространством
имеется тонкое упругое включение в виде слоя;

• в центре контактной зоны существует тонкий
поверхностный слой упругой деформации,
окруженный пластическим материалом, кото�
рый может сохраняться при снятии нагрузок;

• смещения под поверхностью имеют радиаль�
ную симметрию относительно точки О, а по�
верхности равных деформаций имеют пример�
но полусферическую форму.

Рис. 4. Модель упруго�пластического внедрения индентора

В рамках этих предположений создана модель,
в которой поверхность контакта охватывается по�
лусферическим «ядром» радиуса а, внутри которо�
го развиваются гидростатические напряжения ин�
тенсивностью p–i (рис. 4). Считается, что с наруж�
ной поверхности ядра напряжения и перемещения
совпадают с такими же параметрами в неограни�
ченном идеальном упруго�пластическом теле,
в поле которых действует давление p–i . Качественно
аналогичная схема должна сохраняться и при сня�
тии нагрузки, после упруго формовосстановления.

Разработанная модель пластического течения
с гидростатическим ядром отслеживает всю дефор�
мированную область: с гидростатическим сжати�
ем, пластическим деформированием, исходную
область с упругой предысторией. Границы между
областями теоретически четкие, а реально должны
быть несколько размытые, что, однако, не поме�
шает анализировать упруго�пластическую дефор�
мацию негерцевского контакта.

В нашем случае интерес представляет деформи�
рованная область с гидростатическим ядром и для
сравнительного анализа – прилегающая к ней зо�
на – область с исходным аустенитом.

Материалы и оборудование
Для исследования свойств по глубине зоны

с остаточными деформациями использовался раз�

работанный авторами метод разрезных образцов,
который заключался в следующем: образец цилин�
дрической формы разрезался вдоль оси z на две
равные части, затем производилась полировка раз�
резанных поверхностей образца таким образом,
чтобы после соединения обеих половинок в же�
сткой обойме между ними не было бы зазора.

Структурно�фазовое состояние и прочностные
свойства изучались с использованием нанотвердо�
мера «CSEM instruments». Исследовались микроо�
бласти во всем деформированном пространстве:
вдоль центральной оси z осесимметричного образ�
ца из никелида титана, а также вдоль других осей
параллельных z и удаленных от нее на расстояниях
h=1,5;3;6 мм. Анализ структуры и твердости про�
водился в зонах, удаленных от точки начального
контакта сферы с плоскостью на z=1,1…13,5 мм.

В качестве индентора использовался закален�
ный шар диаметром 20 мм (сталь ШХ–15), испы�
туемый материал – сплав ТН–1К (Ti50Ni47,5Fe2,5).
Образцы отжигались при температуре 800 °С. Ха�
рактеристическая температура начала фазовых
превращений Tн=–80 °С, пределы прочности –
σbmin=1000 МПа, σbmax=1500 МПа. Нагрузка на ин�
дентор Р=50 и 100 кН (давление p0=1300 МПа).
Внедрение индентора проводилось на машине
ЦДМУ.

Результаты исследований
Показано, что в результате нагружения в мате�

риале образца образуются три зоны: область с бе�
лым слоем, с мартенситом деформации Мд и со
смешанным А–Мд состоянием. Причем четкая гра�
ница между этими областями отсутствует – проис�
ходит плавный переход от одной области к другой.

Рассмотрим состояние и свойства первой зо�
ны – белого слоя. Белые слои получались при тре�
нии и на классических материалах при тяжелых ре�
жимах работы [8], и на никелиде титана [9, 10].
В работе [11] показано, что при скольжении тел по
идеально�пластическому полупространству сред�
ние нормальные напряжения на контакте равны
напряжениям при внедрении без скольжения. Та�
ким образом, образующиеся во время трения бе�
лые слои являются следствием начального внедре�
ния и последующего давления при скольжении
контртела и в меньшей степени – сдвиговыми на�
пряжениями в тонком поверхностном слое.

Внешние характеристики этого слоя – плохая
травимость в обычных реактивах и повышенная
твердость. На рис. 5 показано изменение нано�
твердости по глубине h от дна дорожек трения.
Из рисунка видно, что твердость вблизи границы
близка к исходной, затем повышается до значений,
существенно превышающих исходную H� с после�
дующим ее уменьшением. Подобная зависимость
показана на рис. 6 для образцов из алюминия при
высоких давлениях [11]. В обоих случаях аналогия
изменения твердости позволяет считать единой
природу таких изменений H�, в основе которой ле�
жит гидростатическое воздействие.
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Рис. 5. Зависимость твердости H� от расстояния h от дна до�
рожки трения. Сферический индентор, R=1,5 мм;
Ру – нагрузка на индентор твердомера

Рис. 6. Изменение микротвердости образца из алюминия
при трении [11]

Обратимся к вопросу структурно�фазового со�
стояния TiNi в гидростатическом ядре. Точно оце�

нить СФС в нем с использованием рентгенострук�
турного анализа, электрономикроскопического и
других методов сложно. Можно привести в первом
приближении характеристику белого слоя, исполь�
зуя косвенные данные (литературные источники,
результаты анализа микроструктуры, твердости,
термического воздействия), а также теорию мар�
тенситных превращений и эффект памяти формы.

Исследование микроструктуры деформирован�
ного материала показано на рис. 7. Здесь приведе�
ны фотографии микроструктуры TiNi в некоторых
зонах подконтактной области, отражающей СФС
после разгрузки и упругого восстановления мате�
риала. На рисунке видна область белого слоя
и примыкающая к ней область со структурой мар�
тенсита. Граница между ними размыта. Особенно�
сти этого слоя заключаются в непротравливаемо�
сти, повышенной прочности, цвете, в размерах,
форме и месторасположении относительно грани�
цы, аналогичных тем же параметрам гидростатиче�
ского ядра. Последовательный нагрев разгружен�
ного образца вплоть до температур гомогенизи�
рующего отжига (500 °С) указывает на некоторые
изменения в зонах с Мд� или А�состояниях путем
реализации ПФ, но не дает видимых изменений ни
в размерах и внешнем виде слоя (рис. 8), ни в проч�
ностных характеристиках: зависимость H�–h близ�
ка к первоначальной при Т=20 °С.

Анализ результатов
Важной особенностью белого слоя является его

высокие пластические свойства и прочность. Они
проявляются и при внедрении сферического ин�
дентора в условиях гидростатического давления,
и при скольжении его с трением с образованием
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Рис. 7. Микроструктура сплава ТН–1К в направлении оси z: а) z = 1,1 мм; б) z = 2,5 мм; в) z = 9,5 мм

Рис. 8. Микроструктура сплава ТН�1К в направлении оси z после нагрева до 500 °С: а) z=1,1 мм; б) z=2,5 мм; в) z=9,5 мм

               

               



фронтальных пластических волн, и в условиях
многократных проходов СИ, когда поверхностные
слои испытывают циклические сжатие и разгрузку
с элементами растягивающих напряжений. Эти
факты были установлены авторами на основе изу�
чения микроструктуры слоя и физико�механиче�
ского его состояния с точки зрения трещинообра�
зования и поведения в условиях сложных НДС.

Вообще, любые твердофазные химические ре�
акции сопровождаются повышением пластичности
и снижением сопротивления деформированию [1].
Аномалии механических свойств проявляются
не только в ходе самих превращений под нагруз�
кой, но и в связи с прошедшим ранее превращени�
ем. Существует несколько каналов воздействия фа�
зовых превращений на пластичность, реализуемых
в материалах с ПФ, в том числе и в никелиде тита�
на. Это ориентирование зародышей новой фазы
вдоль напряжений, появление микропластических
деформаций в направлении силы из�за изменения
объема фаз, активации направленного массопере�
носа за счет диффузионных процессов, иницииро�
ванных полями напряжений, за счет перестройки
блочной и дислокационной структуры с движени�
ем дефектов в сторону приложенных напряжений.

Таким образом, существует целый спектр при�
чин повышения пластических свойств в полях на�
пряжений и деформаций не только в новой М�фа�
зе, но и в исходной аустенитной.

На основе проведенного анализа обширных
экспериментальных результатов и литературных

источников делается вывод о том, что белый слой в
TiNi представляет собой квазиравновесную аусте�
нит�мартенситную систему, состоящую из интер�
металлидов недовозвращенного мартенсита, не�
превращенного под влиянием гидростатического
давления аустенита, вторичных фаз (Ti2Ni, TiNi3).

Влияние гидростатического давления здесь
должно сказываться на протекании самих А↔М
реакций, отличных от реакций недеформирован�
ного материала или в условиях простейших НДС.
На наш взгляд, эти процессы затормаживаются
или исключаются совсем под действием гидроста�
тики. Важным вкладом последней считаем образо�
вание высокодисперсного, наноразмерного со�
стояния кристаллической структуры, обеспечи�
вающего повышенную прочность и высокую пла�
стичность.

Заключение
На основе рассмотрения классической задачи о

внедрении жесткого сферического штампа в упру�
го�пластические среды выявлены условия форми�
рования гидростатического ядра давления, приле�
гающего к границе контакта сферы с упруго�пла�
стическим полупространством. Применительно к
никелиду титана исследованы инициированные
высоким гидростатическим сжатием прочностные
свойства, структурно�фазовое состояние, предста�
вляющее собой квазиравновесную аустенит�мар�
тенситную систему с высокодисперсным нанораз�
мерным кристаллическим состоянием.
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Введение
Поиск и разработка новых материалов для из�

готовления медицинских имплантатов постоянно
находятся в центре внимания материаловедов. По�
требность в изготовлении и разработке импланта�
тов из сплавов на основе никелида титана в по�
следние годы достигло промышленных масштабов
и требует всё более высокого уровня технологии
производства и обработки материалов. Сплавы
на основе никелида титана, проявляющие эффек�
ты памяти формы и сверхэластичности, использу�
ются в различных областях медицины [1, 2]. В за�
висимости от решения конкретных задач, при ис�
пользовании имплантатов из никелида титана
нужно выбирать такой сплав, который характери�
зуется необходимым температурным интервалом
формоизменения, заданной степенью восстано�
вления формы, определенной величиной обрати�
мой деформации и необходимым уровнем проч�
ностных свойств. К числу факторов, влияющих
на изменение физико�механических свойств им�
плантатов, изготовленных из проволочных образ�
цов сплавов на основе никелида титана, относятся
сложная технология получения проволочных полу�
фабрикатов, при которой сплавы подвергаются
воздействию больших степеней деформации и вы�
соким температурам отжига, а также изменение со�
става сплава, связанное с увеличением или умень�
шением концентрации никеля, титана и легирую�
щих элементов.

Изменение фазовых границ при отклонении со�
става от области гомогенности системы TiNi приво�
дит при излишке титана или никеля к появлению
в исходной матрице вторичных фаз: обогащенных
титаном (Ti2Ni) и обогащенных по никелю (TiNi3).
Мартенситные превращения, обусловливающие
эффекты памяти формы и сверхэластичности, ха�
рактерны только для соединения TiNi, и выделение
указанных фаз, сопровождающееся обеднением
матрицы одним из компонентов, изменяет харак�

теристики и последовательность структурных пре�
вращений [1–3]. Более того, наличие в исходной
B2�матрице фаз выделений Ti2Ni, TiNi3, различных
по структуре, размеру и степени их распределения,
оказывает существенное влияние на кинетику мар�
тенситного превращения, морфологию мартенси�
тной фазы и, как следствие, на изменение физико�
механических свойств: предела текучести, проч�
ностных и пластических характеристик сплавов
на основе никелида титана.

Промышленные сплавы на основе никелида
титана ТН–10, ТН–20, ТН–1В соответствуют
по своим физико�механическим и гистерезисным
свойствам поведению живых тканей организма
и находятся в ряду наиболее перспективных меди�
цинских материалов. Такие сплавы позволяют соз�
давать функциональные имплантаты с различны�
ми величинами развиваемых усилий при эффектах
памяти формы и высоким уровнем прочностных
свойств при изменении формы и многократных
механических воздействиях.

В этой связи исследование физико�механиче�
ских и прочностных свойств сплавов на основе ни�
келида титана ТН–10, ТН–20, ТН–1В в широком
диапазоне температур является важной научной
и практической задачей.

Материалы и методы
Состав исследованных сплавов на основе нике�

лида титана ТН–10, ТН–20, ТН–1В (основу спла�
вов составляет Ti, Ni, Mo, Fe) приведен в табл. 1.
Восстановление формы сплавов после деформации
происходит в следующих интервалах: ТН–10
+(10…35) °С, ТН–20 +(25…55) °С, ТН–1В
+(45…75) °С.

Проволочные образцы были получены путем
ротационной ковки, волочения, протяжки через
фильеры указанных сплавов и промежуточных от�
жигов при температурах 650…700 °С. Размеры ис�
следуемых образцов составляли 1×60 мм.
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Проведено исследование физико�механических свойств сплавов на основе никелида титана ТН–10, ТН–20, ТН–1В. Установлено,
что величина деформации разрушения и значение напряжения разрушения каждого из сплавов определяются состоянием ма�
трицы, в котором сплав находится при заданной температуре деформации, и вкладом мартенситных механизмов деформации,
протекающих при нагрузке. Показано, что сформированная структура и величина пластической составляющей деформации
сплавов оказывают существенное влияние на вид и характеристики излома.
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Испытания по определению температурной за�
висимости напряжения мартенситного сдвига про�
водили в условиях деформации растяжением в
мартенситном состоянии с помощью стандартной
установки, работающей в условиях деформации
растяжением с последующим нагревом [1]. Опре�
деление величины критического напряжения и де�
формации разрушения для всех сплавов проводили
в диапазоне температур –196…+250 °С, более по�
дробно исследованы и проанализированы процес�
сы при температурах –196, 0, 25, 150 °С. Изломы
поверхностей разрушения образцов изучали мето�
дом растровой электронной микроскопии с ис�
пользованием электронного микроскопа PHILIPS
SEM 515 и микроанализатора EDAX ECON IV.

Результаты и их обсуждение
При анализе критических напряжений мартен�

ситного сдвига в зависимости от температуры важ�
ным является понимание того, что не только со�
став сплава определяет многообразие механизмов
проявления свойств, но и температурные интерва�
лы деформации, степень деформации и условия
эксперимента [4]. Для сплавов ТН–10, ТН–20,
ТН–1В на температурной зависимости критиче�
ских напряжений мартенситного сдвига, рис. 1,
можно выделить несколько областей.

Для всех сплавов можно выделить низкотемпе�
ратурную область – 50…196 °С, которая характери�
зуется проявлением ферроэластичных свойств.
Интервал температур, определяющий эту область,
связан с тем, что все сплавы находятся ниже харак�
теристической температуры конца прямого мар�
тенситного перехода Mf и соответствуют мартенси�
тному B19'�состоянию. Деформация в этом интер�
вале температур осуществляется за счет процессов
переориентации и двойникования структуры мар�
тенситной фазы.

Область температур –20…+50 °С включает темпе�
ратуру начала прямого мартенситного перехода Ms.
Для этой области характерно в основном двухфазное
B2+B19' и предмартенситное состояние. Приложе�
ние нагрузки в этом интервале температур приводит
к процессам перехода под действием напряжения
B2�фазы в фазу B19' и процессам переориентации
мартенситных кристаллов (мартенситных пластин)
в соответствии с приложенным напряжением.

Высокотемпературная область (+100…250 °С)
включает интервал температур выше критической
температуры обратного мартенситного перехода Аf

и ограничена температурой Мd – максимальной
температурой, при которой возможно возникнове�
ние мартенсита под действием напряжения. Эта

область связана с появлением под действием на�
грузки мартенсита напряжения в В2�фазе в усло�
виях высокого уровня предела текучести исходной
фазы. Величина напряжения, при котором появля�
ется мартенситная фаза, определяется из уравне�
ния Клапейрона–Клаузиуса [1, 2].

Рис. 1. Температурная зависимость напряжения мартенси�
тного сдвига сплавов: а) ТН–1В; б) ТН–20; в) ТН–10

Наличие в сплавах ТН–10 и ТН–20 обогащен�
ных по никелю мелкодисперсных когерентных ча�
стиц TiNi3 приводит к упрочнению матрицы B2�
фазы и повышению предела текучести в отличие
от сплава ТН–1В, обогащенного по титану, где
большая часть матрицы, насыщенная крупными
частицами Ti2Ni, приводит к снижению предела те�
кучести сплава. Более того, частицы фаз выделе�
ний при деформации сплавов ТН–10, ТН–20,
ТН–1В до разрушения в указанных температурных
интервалах оказывают большое влияние на проч�
ностные свойства сплавов.

Деформация сплавов на основе никелида тита�
на, в которых реализуются мартенситные превра�
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Таблица 1. Состав сплавов на основе никелида титана, ат. %

Сплав
Химические элементы

Ni Mo Fe Co Cu Al Ti
ТН–10 50,0…51,5 0,50…1,50

0,5 0,2…0,3 0,1…0,2 0,05…0,10 БалансТН–20 49,0…50,5 0,50…1,25
ТН–1В 48,0…49,5 0,50…1,00



щения, складывается из упругой εу, мартенситной
εм и пластической εпл составляющих деформации
(εв=εу+εм+εпл).

На рис. 2 представлены типичные зависимости
«напряжение–деформация» σ(ε) до разрушения
сплавов ТН–10, ТН–20, ТН–1В. Кривые деформа�
ции в зависимости от многих факторов (структуры
испытуемого сплава и температуры испытания)
имеют различный вид. Отличия в величине напря�
жения и деформации разрушения свидетельствуют
о различных механизмах упругой, мартенситной
и пластической составляющих деформации при
различных температурах [4]. Поскольку вклад
упругой деформации незначителен и не превыша�
ет 0,2 %, то он не учитывается. Что касается вклада
мартенситной составляющей деформации, то он
не превышает для сплавов на основе никелида ти�
тана 10 %. Остальной вклад связан с пластической
деформацией. Точка прерывания на кривой σ(ε)
характеризует максимальное значение напряжения
разрушения и максимальную деформацию разру�
шения.

Рис. 2. Зависимость «напряжение–деформация» σ(ε) для
сплавов а) ТН–1В; б) ТН–20; в) ТН–10 при температу�
рах: 1) –196; 2) 150; 3) 0; 4) 25 °С

Из анализа представленных температурных за�
висимостей напряжения мартенситного сдвига раз�
личных сплавов можно сделать вывод, что наличие
в структуре исходной и мартенситной фазы частиц

выделений приводит как к появлению дополни�
тельных источников внутренних напряжений, вы�
зывающих фазовый переход и стимулирующих дви�
жение межфазной границы, так и дополнительных
препятствий её движению. Развитие мартенситного
превращения в сплаве ТН–10 возможно при гораз�
до меньших напряжениях, чем в сплавах ТН–20,
ТН–1В, матрицы которых более насыщены фазами
выделений, рис. 1. На начальном этапе деформа�
ции преодоление неоднородностей структуры в ви�
де фаз выделений особенно сказывается в сплавах
ТН–20, ТН–1В, где движение межфазных границ
происходит при довольно высоких напряжениях
по сравнению со сплавом ТН–10.

Минимальный уровень напряжения мартенси�
тного сдвига для различных сплавов отличается
не только по температуре, но и по величине на�
пряжения, т. к. связаны с различными механизма�
ми деформации сплавов, рис. 1. В критическом
минимуме мартенситного сдвига сплавы ТН–20,
ТН–1В находятся в двухфазном состоянии, а сплав
ТН–10 имеет В2�структуру, соответствующую
предмартенситному состоянию, когда при малей�
шей нагрузке возникает мартенсит напряжения,
однородный по своей структуре и морфологии.

Таблица 2. Напряжения мартенситного сдвига сплавов на ос�
нове никелида титана σ, МПа

Деформация сплавов при температуре 150 °С
связана с особой ролью пластической составляю�
щей деформации. При деформации в таком со�
стоянии релаксация напряжений осуществляется
не столько путем возникновения мартенситной
фазы, а в основном пластическим сдвигом. По�
явление мартенситной фазы в температурном ин�
тервале вплоть до температуры Мd происходит в со�
ответствии с зависимостью Клапейрона–Клаузиу�
са при достаточно высоких напряжениях и соста�
вляет для сплавов ТН–10, ТН–20, ТН–1В
410…600 МПа, табл. 2.

Особенности фрактограмм поверхностей разру�
шения (рис. 3) определяются величиной пластиче�
ской составляющейдеформации, а также сформи�
рованной в процессе получения и передела мате�
риала структурой сплавов. Как показано ранее,
в матрице сплавов на основе никелида титана всег�
да присутствуют частицы, обогащенные по титану
Ti2Ni, и мелкодисперсные когерентные с матрицей
частицы, обогащенные по никелю TiNi3. Сформи�
рованная структура сплавов оказывает существен�
ное влияние на характеристики разрушения. Кру�
пные частицы достаточно хрупкие и не приспоса�
бливаются к пластической деформации окружаю�
щей кристаллической решетки матрицы. Пустоты

Сплав
Температура, °С

–196 0 25 150
ТН–1В 390 70 90 600
ТН–20 400 150 120 510
ТН–10 390 160 130 410

 
 

 
 

 
 

Математика и механика

137



и крупные чашки на поверхности излома являются
следствием участия больших по размеру частиц
уже при малых деформациях, до 3 %, в то время
как окончательное разрушение происходит при де�
формациях, превышающих десятки процентов.
Крупные включения не участвуют и при деформа�
ции в процессе разрушения, а лишь определяют
место начала разрушения. Разрушение связано с
участием более мелких частиц, размером
100…900 нм. При возникновении в окрестности
таких частиц локальных зон пиковых напряжений
они теряют сцепление с кристаллической решет�
кой, образуя микроскопические пустоты, которые
растут за счет слияния с соседними и формируют в
структуре исходной фазы микропоры [1–3, 5].

Исследования поверхностей разрушения пока�
зали, что при изменении температуры от 150 до
25 °С для всех сплавов характерно вязкое разруше�
ние. Фрактограммы, соответствующие температу�
ре 150 °С, характеризуются вязким разрушением
с изломами «чашечного» типа с короткими стенка�
ми ячеек, рис. 3. На поверхностях изломов всех
сплавов после разрушения видны ямки в широком

диапазоне размеров. При больших увеличениях
на стенках более крупных ямок наблюдается боль�
шое количество мелких выделений.

Сравнительный анализ поверхностей излома
при температурах 25 и 0 °С, рис. 3, показал иден�
тичность поверхностной структуры. Для всех спла�
вов характерна беспорядочная ячеистая структура.
Микрорельеф разрушения содержит довольно
большое число мелкодисперсных выделений раз�
личного размера.

Деформация сплава в мартенситном состоянии
при температуре –196 °С обусловлена не лавинооб�
разным появлением мартенсита, а переориентаци�
ей уже существующего термического мартенсита,
рис. 3. Наряду с этим происходит процесс двойни�
кования структуры мартенситных кристаллов. На�
пряжение в этом случае превосходит значения на�
пряжений для температур 0 и 25 °С. На поверхно�
сти излома видны характерные особенности сме�
шанного вязко�хрупкого излома. Разрушение при
температуре –196 °С проходит в виде скола вблизи
границ мартенситных пластин, область которых
в процессе растяжения образца пластически де�
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Рис. 3. Фрактограммы поверхностей излома сплавов: а) ТН–1В; б) ТН–20; в) ТН–10

 150 °  

 
 0 °  

 
 –196 °  

 
   



формируется в первую очередь. Для сплавов при
этой температуре характерна пластическая дефор�
мация в 8…12 %.

Анализ температурных зависимостей макси�
мальных значений напряжений разрушения и пла�
стической деформации для всех трех сплавов пока�
зывает, что при смещении из области высоких тем�
ператур к низким температурам наблюдается нели�
нейная зависимость снижения пластичности.

При температурах 0, 25 °С, когда сплавы ТН–1В и
ТН–20 находятся в двухфазном состоянии B2+B19',
а сплав ТН–10 в предмартенситном состоянии,
приложение нагрузки вызывает проявление макси�
мальной пластической деформации сплавов при
достаточно высоких уровнях напряжений разруше�
ния, табл. 3. Возникающий при нагрузке мартенсит
напряжения релаксирует пиковые напряжения в
В2�фазе путём мартенситной реакции и пластиче�
ского сдвига, увеличивая деформационные воз�
можности образца сплава, табл. 3.

Таблица 3. Величина деформации разрушения ε (%) и зна�
чение напряжения разрушения σв (МПа) сплавов
на основе никелида титана

Понижение температуры до –196 °С приводит к
снижению пластических свойств, хотя уровень на�
пряжения разрушения достаточно высок, табл. 3.
При этой температуре сплавы находятся в полно�
стью мартенситном состоянии. Вследствие того,
что мартенсит имеет более низкие пластические
свойства, чем исходная В2�фаза, деформирование
сплавов в этом состоянии отвечает и более низко�
му уровню пластичности. Наличие в матричной
фазе большого количества кристаллов мартенси�

тной фазы приводит к повышению величины на�
пряжений разрушения для всех сплавов до уровня
950…1000 МПа.

Особую роль пластическая деформация играет
при температуре 150 °С, когда критические напря�
жения возникновения мартенсита в сплавах и их
пределы текучести близки. Даже при незначитель�
ной деформации сплава в таком состоянии релак�
сация пиковых напряжений осуществляется в ос�
новном пластическим сдвигом. Величина дефор�
мации в этом случае достигает 35…40 %, табл. 3.

Выводы
1. Установлено, что развитие мартенситного пре�

вращения в сплаве ТН–10 на основе никелида
титана при температурах 0 и 25 °С происходит
при меньших напряжениях, чем в сплавах
ТН–20 и ТН–1В, что связано с формировани�
ем более однородной структуры сплава ТН–10.
Это открывает перспективу использования обо�
гащенных никелем сплавов при достаточно
низких напряжениях мартенситного сдвига.

2. Показано, что существенное влияние на фор�
мирование особенностей поверхностей разру�
шения будут оказывать сформированная струк�
тура сплавов и величина пластической соста�
вляющей деформации.

3. Зависимость «напряжение–деформация» для
всех сплавов ТН–10, ТН–20, ТН–1В при раз�
ных температурах характеризуется высоким
уровнем пластичности сплавов. Величина де�
формации разрушения и значение напряжения
разрушения каждого из сплавов определяется
состоянием матрицы, в котором сплав находит�
ся при заданной температуре деформации,
и вкладом мартенситных механизмов деформа�
ции, протекающих под нагрузкой.

4. Анализ поверхностей разрушения сплавов по�
казал, что вид излома меняется от вязкого при
высоких температурах до смешанного вязко�
хрупкого при более низких температурах.

Сплав
Температура, °С

–196 0 25 150
ε σв ε σв ε σв ε σв

ТН–1В 20 1080 35 1020 45 740 40 760
ТН–20 25 1040 35 1110 50 820 35 860
ТН–10 20 950 45 1010 50 1110 35 950
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Применение галлия в качестве жидкометалли�
ческого теплоносителя в первичном контуре атом�
ных энергетических установок чрезвычайно перс�
пективно благодаря исключительно широкому
температурному диапазону существования его
в жидкой фазе (от 30 до 2230 °С). Однако использо�
вание жидкого металла может пагубно отразиться
на прочности конструкционных материалов, кон�
тактирующих с ним. Так, известно, что некоторые
пластичные при обычных условиях испытаний ме�
таллы и сплавы разрушаются абсолютно хрупко
при растяжении их в контакте с определенными
жидкими металлами. Это явление – одно из про�
явлений эффекта Ребиндера, называется жидкоме�
таллической хрупкостью [1, 2]. Установлено, что
жидкий галлий дает исключительно резкий эффект
охрупчивания для алюминия и его сплавов. При
растяжении алюминиевых образцов на воздухе от�
носительное удлинение до разрушения составляло
30 %, а при растяжении в контакте с жидким гал�
лием – практически 0 %, при этом прочность пада�
ла в 30 раз.

Для объяснения эффекта Ребиндера применяют
энергетический подход. В отличие от силовой мо�
дели разрушения, где считают, что разрушение про�
исходит, когда напряжение в вершине трещины до�
стигает предела прочности, в энергетическом под�
ходе рассчитывается энергетический баланс разру�
шения, в котором важную роль играет энергия
вновь образующихся поверхностей. С этой точки
зрения разрушить тело – значит выполнить работу
по компенсации этой избыточной поверхностной
энергии. Поверхностная энергия уменьшается,
если поверхность покрыть смачивающей её жидко�
стью. Чем более эффективно при смачивании жид�
кость снижает поверхностную энергию твердого те�
ла, тем легче образовать в этом твердом теле новые
поверхности, а значит, и разрушить его [3].

Для алюминия галлий является идеальной сма�
чивающей жидкостью, наиболее эффективно сни�
жающей поверхностную энергию, так как галлий –
химический аналог алюминия. Эксперименты
по охрупчиванию алюминия и его сплавов прово�
дились и ранее, но при этом применялся уже гото�

вый жидкий галлий [4]. Однако работать с ним не�
рационально, поскольку он дефицитен, дорог, а в
опытах используется большой избыток галлия –
нанести его на образец тонким, контролируемой
толщины слоем не удается. Кроме того, более до�
ступным и удобным в хранении является оксид
галлия Ga2O3. В нашей работе ставились задачи по�
лучения раствора галлия с использованием оксида,
отработка метода выделения металлического гал�
лия из полученного раствора, осаждение его на ак�
тивной зоне образца и проведение механических
испытаний.

Для приготовления раствора оксида галлия
в качестве растворителя брали 40%�й водный ра�
створ КОН. Однако при обычных условиях раство�
рение происходило крайне вяло. Попытка полу�
чить 10%�й раствор Ga2O3 не удалась даже при
двухнедельной выдержке оксида в растворе.

Эти сложности удалось преодолеть, проведя ра�
створение при повышенных температурах. Однако
прямой нагрев раствора опасен, так как при его за�
кипании возможен выброс едкой щелочи на нагре�
вательный элемент. По этой причине нагрев осу�
ществляли в водяной бане при температуре 100 °С.

Следующей задачей было получение металли�
ческого галлия из раствора. Изначально нами была
выбрана, казалось бы, классическая схема – элек�
тролиз. Были изготовлены электролитические ван�
ны, отработаны режимы электролиза. Электролиз
шел бурно уже при малых напряжениях, порядка
5…6 В. Наблюдалось бурное газовыделение, по�ви�
димому, водорода, на катоде появлялся черный ос�
адок. При снижении напряжения реакция шла ме�
нее бурно, однако она не прекращалась даже при
уменьшении напряжения вплоть до нуля. При от�
сутствии напряжения восстановление галлия
из раствора, очевидно, происходит за счет реакции
замещения. Более активный алюминий вытесняет
галлий из раствора.

Таким образом, в результате проведенного ис�
следования были решены обе поставленные зада�
чи: отработана методика получения достаточно
концентрированного водно�щелочного раствора
оксида галлия (состав которого следующий: 40 %
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КОН в воде плюс 10 % вес Ga2O3); найден удобный
и простой способ выделения металлического гал�
лия из полученного раствора и осаждения его
на поверхности образца.

Механические испытания проводились в режи�
ме длительной прочности при постоянных растя�
гивающих напряжениях. Для удобства подведения
агрессивной среды к рабочей части была выбрана
схема горизонтального расположения образца.
В непосредственной близости к его поверхности
располагали стеклянную подставку, на которую
помещали тампон, смоченный охрупчивающим
раствором, рабочая часть образца находилась
в контакте с раствором (рис. 1). Образец – алюми�
ниевая проволока диаметром 1 мм, покрытая ла�
ком, удаленным только с рабочей части, длина ко�
торой составляла 5...7 мм. Образец закрепляли
на установке, нагружали, затем подводили агрес�
сивную среду и засекали время до разрушения. За�
висимость времени до разрушения от нагрузки
представлена на рис. 2.

Наблюдается резкая зависимость времени
до разрушения от нагрузки при испытаниях в аг�
рессивной среде: при напряжении более 107 Па раз�
рушение происходит в течение 10 секунд, умень�
шение напряжения до 0,3 107 Па приводит к увели�
чению времени до разрушения почти в десять раз,
хотя при этом скорость химических процессов,
необходимых для выработки охрупчивающего реа�
гента, очевидно галлия, остается неизменной. Сле�
дует отметить, что в отсутствие агрессивной среды
разрушающее напряжение этих образцов составля�
ло (4,1–4,4)⋅107 Па, а при напряжении 4⋅107 Па раз�
рушение не происходило более чем за 10 суток ис�
пытаний.

Рис. 1. Схема для установки для механических испытаний
в агрессивной среде

Мы проверили, не является ли охрупчивающее
действие результатом наличия щелочи КОН. Для
этого провели испытания в среде 40 % КОН без ра�
створенного оксида галлия. Испытания провели
при напряжении немного меньше 4⋅107 Па. Разру�
шение не произошло за 10 суток, следовательно,
причина охрупчивания – наличие солей галлия
в растворе.

Была изучена микроструктура излома при ис�
пытаниях в охрупчивающем растворе. Излом ока�
зался межзеренным, следов пластической дефор�
мации нет, шейка отсутствует – это типичный
хрупкий излом.

При разбавлении раствора в два раза (20 %
КОН + 5 % Ga2O3) обнаружен неожиданный эф�
фект: охрупчивающее действие раствора непро�
порционально резко снижается. Возможно, это
объясняется не только более вялым протеканием
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Рис. 2. Результаты механических испытаний. Логарифм времени до разрушения. • – испытания в растворе 40 % КОН + 10 %
Ga2O3; – испытания в растворе 20 % КОН + 5 % Ga2O3; � – испытания в растворе 40 % КОН; ■ – испытания на воздухе



реакции осаждения металлического галлия из�за
снижения концентрации раствора, но и растворе�
нием галлия в твердом алюминии, обеспечиваю�
щим отвод его с поверхности разрушения.

Таким образом, установлено, что водно�щелоч�
ной раствор галлия действительно вызывает край�
не резкое охрупчивание алюминия. Хрупкость
возникает в результате совместного действия ра�
створа и растягивающих напряжений, что харак�
терно для жидкометаллической хрупкости.
Об этом же свидетельствует и характер излома об�
разцов: межзеренный, камневидный. Полученные
результаты позволяют предположить следующую
схему разрушения: в результате реакции раствора
с алюминием на поверхности последнего осажда�
ется галлий, который, в свою очередь, является
причиной возникновения жидкометаллической
хрупкости. Следовательно, эффект Ребиндера в
этом случае реализуется по бинарной схеме, вклю�
чающей два этапа:
1. Химическое взаимодействие, приводящее к по�

явлению галлия на поверхности алюминия.
2. Охрупчивающее действие жидкого галлия

на твердый алюминий, то есть возникновение
классической жидкометаллической хрупкости.

Выводы
1. Получен водно�щелочной раствор, содержа�

щий 10 % оксида галлия.

2. Отработана методика получения металлическо�
го галлия из жидкого раствора и его нанесения
на поверхность алюминия.

3. Отработана схема механических испытаний об�
разцов алюминия в агрессивной среде в режиме
длительной прочности.

4. Показано резкое охрупчивающее действие ра�
створа.

5. Доказано, что для хрупкого разрушения алюми�
ния в этих условиях необходимо совместное
действие охрупчивающего раствора и растяги�
вающих напряжений, что является типичным
для жидкометаллической хрупкости.

6. Излом носит межзеренный характер, что также
типично для разрушения при жидкометалличе�
ской хрупкости.

7. Обнаружено, что снижение концентрации ра�
створа в два раза приводит к непропорционально
резкому ослаблению охрупчивающего эффекта.

8. Полученные результаты позволили предполо�
жить следующую схему разрушения под дей�
ствием разработанного нами охрупчивающего
раствора: в результате реакции раствора с алю�
минием на поверхность алюминия осаждается
галлий, являющийся причиной возникновения
жидкометаллической хрупкости алюминия.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке
ФЦП «Научные и научно#педагогические кадры инновацион#
ной России на 2009–2013 гг.» (Соглашение № 14.740.11.1559).
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Введение
Нормальным в зависимости от температуры

для большинства твердых тел считается уменьше�
ние при повышении температуры по линейному
закону и малая зависимость (или ее отсутствие)
при низких температурах скоростей распростране�
ния упругих волн, упругих постоянных и упругих
модулей [1, 2]. Всякое отклонение от указанных
функциональных изменений принято трактовать
как аномальное. В этом контексте результаты экс�
периментальных исследований температурных за�
висимостей постоянных жесткости cij(T) монокри�
сталлов цианидов щелочных металлов, выполнен�
ных в первую очередь Хауссюлем и др. [3–7], дают
основание для подобной оценки. Особенности тер�
моупругого поведения высокотемпературных разу�
порядоченных кубических фаз цианидов MeCN
(Me=Na, K, Rb, Cs) сводятся к следующему:
а) скорости распространения упругих волн увели�

чиваются с повышением температуры в значи�
тельных температурных интервалах;

b) одна из двух сдвиговых постоянных (в NaCN
постоянная жесткости с44) стремится к нулю
в случае приближения температуры к критиче�
скому значению Tс (Tс – температура структур�
ного фазового перехода NaCN I→NaCN II,
Тс=283,7 К [5], 288,1 К [8]) согласно зависимо�
сти T44=d(logc44)/dT=1/(TlogT/T0), где Т – тем�
пература в К, а Т0 – специфическая постоянная
(для NaCN Т0=255,4 К [5]);

с) объемная сжимаемость и термическое расши�
рение при изменении температуры демонстри�
руют типичные для стабильных твердых тел за�
висимости.
Теория размягчения постоянных жесткости и

фононов в ионных молекулярных кристаллах на
примере щелочных цианидов рассмотрена в [9].
Были предложены соотношения, описывающие
перенормировку фононных частот из�за взаимо�
действия трансляционных степеней свободы с вра�
щательными. Из соотношений следует, что при не�
которых температурах постоянные жесткости c11, с44

могут обращаться в нуль. В щелочных цианидах

при повышении температуры первой обращается в
нуль постоянная с44, в супероксидах – c11. Это раз�
личие определяется соотношением между силами
короткодействующего отталкивания и силой взаи�
модействия квадрупольного момента молекулы
с флуктуирующим из�за наличия фононов гради�
ентом электрического поля. На зависимость c11, с44

от температуры влияют также ангармоничность и
непосредственное взаимодействие молекул. Из
условия с44=0 для NaCN рассчитанная критическая
температура сегнетоупругого перехода составила
337,5 К, что существенно превышает эксперимен�
тальное значение Т0. Расхождение связывают с тем,
что при расчете использовалось приближение
среднего поля.

Сведения о значениях упругих модулей (модуля
Юнга Е, модуля сдвига G) в трех особых кристалло�
графических направлениях <100>, <110>, <111>
кубической фазы (Т >Тс) монокристалла NaCN, ве�
личины этих модулей поликристалла цианида нат�
рия, а также анизотропные (σ<hkl>) и изотропные
(σ) коэффициенты Пуассона данного представите�
ля группы цианистых кристаллов в литературе от�
сутствуют. В настоящей работе определены и об�
суждаются указанные упругие характеристики ку�
бического NaCN, а также некоторые свойства циа�
нида, связанные с его упругостью, в частности ан�
гармонические.

Некоторые общие сведения о NaCN 
и других цианидах щелочных металлов
Изоморфные цианиды натрия, калия и рубидия

при комнатной температуре имеют решетку KCN�
типа, искаженный тип решетки каменной соли
(NaCl, тип В1, пространственная группа Fm�3m),
что формально невозможно, так как кристалличе�
ская решетка данных веществ состоит из трех раз�
личных атомов (рис. 1) [10, 11]. Однако с пониже�
нием температуры структуры их решеток становят�
ся менее симметричными (табл. 1), и тогда уже по�
ложения атомов углерода С и азота N можно разли�
чить: расстояние между ними равно 0,105 нм. В ку�
бических фазах цианидов щелочных металлов ион
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CN– ведет себя, как если бы его симметрия была
шаровой. Однако это только среднестатистически
так за счет того, что жестко связанные («гантель»)
атомы С и N вращаются вокруг общего центра тя�
жести и таким образом имитируют шаровую сим�
метрию.

Рис. 1. Элементарная ячейка кубических фаз кристаллов
KCN�типа: большие сферы – CN–, маленькие – Na+;
K+, Rb+ [11]

Альтернативным вращательному механизму ра�
зупорядочения в решетках цианидов является ори�
ентация ионов CN– по ограниченному числу поло�
жений [12]. Приращение энтропии ΔS≈Rln2 при
переходе III→II в солях NaCN и KCN вполне убе�
дительно показывает, что в орторомбических фор�
мах II этих кристаллов ионы CN– случайно распре�
делены между двумя ориентациями. Из прираще�

ния энтропии при переходе NaCN II→NaCN I сле�
дует, что в результате происходит значительное
дальнейшее ориентационное разупорядочение
в высокотемпературной кубической фазе ΔS≈Rln4
и соответствует переходу к восьми ориентациям
цианид�ионов. Анализ результатов теплоемкости,
ядерного магнитного резонанса спектра неупруго�
го рассеяния нейтронов в NaCN I показал, что
барьеры переориентации ионов CN– в кубической
фазе сравнительно малы (8–12 кДж/моль) [12]. До�
вольно общим свойством разупорядоченных куби�
ческих форм цианидов щелочных металлов являет�
ся то, что на движение ионов одного типа заметно
влияет ориентационное движение ионов другого
типа (цианид�ионов).

Результаты и их обсуждение
В основе настоящей работы лежат эксперимен�

тальные данные по постоянным жесткости cij мо�
нокристалла NaCN I в интервале 283,7…473,0 К,
полученные ультразвуковым резонансным мето�
дом на частоте 15 МГц с предельной погрешностью
для c11, c44 и c12 соответственно 0,4, 0,8 и 1,0 % [5].
Эксперимент на более высоких частотах (порядка
единиц�десятка гигагерц, метод бриллюэновского
рассеяния) приводит к значениям c11, c12 на 6...7 %
ниже, а c44 – на 14 % для NaCN при 20 °С [13]. Этот
факт для c44 проверялся и обсуждался в [14]: дис�
персия c44 отсутствует, и потеря устойчивости ре�
шетки NaCN I при T→Tс из�за стремления к нулю
модовой частоты поперечных акустических фоно�
нов сохраняется. Упругие аномалии при превраще�

Na+, K+, Rb+     CN– 
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Таблица 1. Термодинамические и структурные данные по цианидам щелочных металлов [12]

Примечание: Тс – температура перехода; ΔSc – изменение энтропии; R – универсальная газовая постоянная; (λ) – плавный пе�
реход; (F) – резкий переход.
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ниях типа ориентационного дипольного стекла
в смешанных кристаллах Na(CN)хCl1–х (x<xс≈0,65)
изучались в работе [15]. Упругость низкотемпера�
турных форм чистого цианида натрия не исследо�
вана.

Все используемые в работе расчетные соотно�
шения приведены в [15, 16]. Результаты настоящих
исследований приведены в табл. 2–4 и на рис. 2.

Таблица 3. Фактор упругой анизотропии А, соотношение Ко�
ши Δ, модули всестороннего сжатия В, Юнга Е
и сдвига G монокристалла NaCN

Табл. 2 содержит сведения об анизотропных
скоростях распространения продольных (υL), попе�
речных (υt) упругих волн, параметрах Грюнайзена γ
в направлениях <100>, <110>, <111> монокристал�
ла NaCN в интервале от 283,7 до 473,0 К. За исклю�
чением продольной скорости звука в направлении
гранной диагонали <110> все другие скорости рас�
пространения нелинейно увеличиваются с повы�
шением температуры. Максимальную температур�
ную зависимость демонстрирует скорость попереч�
ной волны в направлении ребра куба (<100>, увели�
чение в 1,79 раза). Анизотропные параметры Грюн�
айзена по трем особым направлениям монокри�
сталла NaCN с повышением температуры суще�
ственно снижаются, особенно γ2<110> (на 26 %), что
нетипично для ионных кристаллов, например для
NaCl. При этом во всем исследованном диапазоне

температур между параметрами Грюнайзена сохра�
няется неравенство: γ<110>>γ1<110>>γ<111>>γ2<110>.

Фактор упругой анизотропии и соотношение
Коши (табл. 3) свидетельствуют о том, что кри�
сталл NaCN является сильно анизотропным объек�
том, в котором одновременно силы взаимодей�
ствия между ионами являются значительно нецен�
тральными. Например, для NaCl при обычной тем�
пературе А=0,72 и Δ=1,02 (близки к единице) [15].
Анизотропные модули Юнга E<hkl> и сдвига G<hkl>

в противоположность модулю всестороннего сжа�
тия увеличиваются с повышением температуры
и между ними выполняются следующие неравен�
ства: E<100>>E<110>>E<111>, G<100><G<110><G<111>.

Таблица 4. Плотность ρ, коэффициент термического расши�
рения α, скорости звука, упругие модули, термо�
динамический γD и акустический γа параметры
Грюнайзена поликристалла NaCN

Упругие и некоторые другие характеристики
поликристалла NaCN помещены в табл. 4 (заме�
тим: для кубических решеток В моно� и поликри�
сталлов совпадают). Здесь хотелось бы обратить
внимание на два момента. Первое. Отношение мо�
дулей B/G в NaCN велико, особенно вблизи Tс. Та�
кие значения B/G характерны для сверхпластичных
материалов. Для сравнения приведем типичные
значения B/G для пластичного золота (6,03), хруп�
кого алмаза (0,83) и находящегося на границе

Т ρ, 103 α, 10–6 υL υt Е G
B/G γа γD

К кг/м3 К–1 м/с ГПа
283,7 1,602 58 3527 908 3,87 1,32 13,75 3,62 1,10
293,0 1,599 58 3538 953 4,25 1,45 12,44 3,55 1,31
313,0 1,593 59 3555 1029 4,91 1,69 10,60 3,42 1,50
333,0 1,587 59 3572 1094 5,50 1,90 9,33 3,32 1,49
353,0 1,582 60 3586 1151 6,05 2,10 8,37 3,22 1,51
373,0 1,576 60 3600 1207 6,60 2,30 7,56 3,12 –
393,0 1,570 60 3614 1258 7,12 2,49 6,92 3,04 –
413,0 1,564 61 3627 1305 7,59 2,66 6,39 2,96 –
433,0 1,558 62 3635 1345 8,01 2,82 5,97 2,89 –
453,0 1,552 63 3642 1384 8,41 2,97 5,60 2,82 –
473,0 1,546 64 3647 1419 8,78 3,11 5,27 2,76 –

Т, К А Δ В
Е<100> Е<110> Е<111> G<100> G<110> G<111>

ГПа
283,7 0,045 61,51 18,2 14,45 0,93 0,71 0,24 0,46 0,66
293,0 0,061 43,76 18,1 14,86 1,28 0,98 0,33 0,62 0,88
313,0 0,086 28,40 17,9 15,56 1,90 1,47 0,50 0,91 1,27
333,0 0,111 20,83 17,7 16,05 2,51 1,96 0,66 1,19 1,62
353,0 0,134 16,43 17,6 16,45 3,08 2,42 0,82 1,45 1,94
373,0 0,158 13,32 17,4 16,78 3,67 2,91 0,99 1,71 2,26
393,0 0,182 11,16 17,2 17,03 4,25 3,40 1,16 1,96 2,55
413,0 0,205 9,59 17,0 17,22 4,81 3,87 1,32 2,20 2,82
433,0 0,226 8,46 16,8 17,35 5,30 4,30 1,48 2,41 3,05
453,0 0,248 7,51 16,6 17,44 5,79 4,74 1,63 2,61 3,27
473,0 0,269 6,75 16,4 17,47 6,26 5,15 1,78 2,80 3,47
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Таблица 2. Анизотропные скорости звука и параметры Грюнайзена монокристалла NaCN

Т, К
Направление в кристалле

<100> <110> <111>
υL υt γ υL υt1 υt2 γ1 γ2 υL υt γ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
283,7 3967 385 4,360 3731 385 1816 4,340 2,089 3396 1500 2,396
293,0 3981 454 4,310 3556 454 1846 4,263 1,873 3403 1530 2,340
313,0 4004 557 4,220 3569 557 1898 4,151 1,790 3412 1583 2,243
333,0 4020 645 4,133 3582 645 1936 4,043 1,733 3423 1624 2,171
353,0 4031 720 4,050 3592 720 1967 3,942 1,688 3433 1659 2,112
373,0 4040 793 3,964 3602 793 1994 3,838 1,650 3443 1691 2,060
393,0 4046 860 3,879 3612 860 2016 3,737 1,621 3455 1719 2,016
413,0 4049 920 3,797 3620 920 2033 3,641 1,599 3466 1743 1,981
433,0 4049 973 3,723 3626 973 2047 3,556 1,580 3474 1763 1,949
453,0 4045 1025 3,647 3630 1025 2059 3,469 1,563 3480 1782 1,920
473,0 4039 1073 3,572 3632 1073 2067 3,385 1,552 3486 1798 1,896



хрупкости�пластичности NaCl (1,73). Второе. Пло�
хое согласие между акустическим и термодинами�
ческим параметрами Грюнайзена. Правда, тепло�
емкость NaCN измерена только в низкотемпера�
турной области (5…345 К [8, 17]), и сравнение γа

и γD приходится на небольшой перекрывающийся
интервал температур, примыкающий к Tс, значе�
ние которой в двух методах регистрации расходит�
ся (см. введение).

Рис. 2. Коэффициенты Пуассона моно� (1, 2, 3, 4) и поли�
кристалла (5) NaCN в зависимости от температуры:
1 – σ<100,001>, 2 – σ<110,001>, 3 – σ<110,11

�
0>, 4 – σ<111,111>

Коэффициенты Пуассона моно� и поликристал�
ла цианида натрия в зависимости от температуры
представлены на рис. 3. Диаметрально противопо�
ложна продольно�поперечная деформация NaCN
в направлении <110>: σ<110,001> минимален по значе�
нию и в функции от температуры имеет положи�

тельный наклон, σ<110,11–0> максимален, вблизи Tс его
значение стремится к единице, а dσ<110,11

�
0>/dT<0.

В точке перехода Tс в частично упорядоченную ор�
торомбическую фазу NaCN II изотропный коэффи�
циент Пуассона приближается к верхнему пределу
0,5 (σ=0,454), и при дальнейшем понижении темпе�
ратуры на зависимости σ(Т) очевиден излом. Все
коэффициенты Пуассона кубической фазы кри�
сталла NaCN I положительны в исследованном ин�
тервале температур и ожидаются таковыми вплоть
до плавления (Tпл=835 К). Нулевого значения может
достичь лишь коэффициент Пуассона σ<110,001> в фазе
NaCN II вблизи температуры 250 К (экстраполяция
от Tс). Это значение температуры хорошо совпадает
с экспериментально установленным параметром
T0=255,4 К для описания температурной зависимо�
сти сдвиговой постоянной жесткости в виде
c44(T)=2,144(T–T0)/T0 ГПа [5]. Примет ли σ<110,001>
NaCN II отрицательные значения при T < Tс и пре�
вратится ли ромбический цианид натрия таким об�
разом в неаксиальный ауксетик, пока остается под
вопросом.

Заключение
На основе сведений по постоянным жесткости

исследованы температурные зависимости анизо�
тропных и изотропных акустических и упругих ха�
рактеристик моно� и поликристаллов цианида нат�
рия в интервале 283,7…473,0 К. Установлено, что
с ростом температуры наблюдается аномальное
возрастание скоростей звука (кроме продольной
скорости в направлении <110>). Нетипичная тем�
пературная зависимость наблюдается для анизо�
тропных параметров Грюнайзена – по трем особым
направлениям с повышением температуры они су�
щественно снижаются. Кристалл NaCN является
сильно анизотропным объектом, в котором одно�
временно силы взаимодействия между ионами яв�
ляются значительно нецентральными. Отношение
модулей B/G в NaCN свидетельствует о сверхпла�
стичности кристалла вблизи Tс. Температурные за�
висимости анизотропных модулей (Юнга, сдвига,
всестороннего сжатия) и коэффициентов Пуассо�
на линейны.

 

 ,  300 400

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 1 
2 
3 
4 
5 

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

146

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Беломестных В.Н. Физико�химическая акустика кристаллов. –

Томск: Изд�во ТРОЦА, 1998. – 183 с.

2. Сорокин Б.П., Глушков Д.А., Александров К.С. К температур�

ной зависимости упругих постоянных второго порядка кубиче�

ских кристаллов // ФТТ. – 1999. – Т. 41. – № 2. – С. 235–240.

3. Haussu
..

hl S. Anomalous thermoelastik behaviour of cubic potassium

cyanide // Solid State Communic. – 1973. – V. 13. – № 2. –

P. 147–151.

4. Kasser W., Buchenau U., Haussu
..

hl S. Brillouin scattering in cubic

potassium cyanide // Solid State Communic. – 1976. – V. 18. –

№ 3. – P. 287–289.

5. Haussu
..

hl S., Eckstein J., Recker K., Wallrafen F. Cubic sodium cy�

anide, another crystal with KCN�type anomalous thermoelastic

behaviour // Acta Cryst. – 1977. – V. A33. – № 5. – P. 847–849.

6. Haussu
..

hl S. Temperature and pressure derivatives of the elastic con�

stants of cubic rubidium cyanide // Solid State Communic. –

1979. – V. 2. – № 2. – P. 181–183.

7. Loidl A., Haussu
..

hl S., Kjems J.K. Elastic properties CsCN //

Z. Phys. – 1983. – V. B50. – № 3. – P. 187–192.

8. Matsuo T., Suga H., Seki S. Thermodynamic properties and phase

transitions of sodium cyanide crystal // Bull. Chem. Soc. Japan. –

1968. – V. 41. – № 3. – P. 583–593.

9. Sahu D., Mahanti S.D. Theory of elastic and phonon softening in

ionic molecular solids. Applications to alkali cyanides // Phys. Rev.

B: Condens. Matter. – 1982. – V. 26. – № 6. – P. 2981–3000.

10. Нараи�Сабо И. Неорганическая кристаллохимия / Пер. с вен�

герского под ред. академика Н.В. Белова. – Будапешт: Изд�во

академии наук, 1969. – 504 с.

11. Stokes H.T., Decker D.L., Nelson H.M., Jorgensen J.D. Structure

of potassium cyanide at low temperature and high pressure determi�



ned by neutron diffraction // Phys. Rev. – 1993. – B 47 (17). –

Р. 11082–11092.

12. Парсонидж Н., Стейвли Л. Беспорядок в кристаллах: в 2 ч.

Ч. 1 / пер. с англ. под ред. Г.Н. Жижина. – М.: Мир, 1982. –

434 с.

13. Satija S.K., Wang C.H. Brillouin scattering of a sodium cyanide sin�

gle crystal in its disordered phase // J. Chem. Phys. – 1977. –

V. 66. – № 5. – P. 2221–2222.

14. Rehwald W. Absence of dispersion in the elastic shear stiffness c44 of

sodium cyanide // Phys. Letters. – 1982. – V. 87A. – № 5. –

P. 245–247.

15. Беломестных В.Н., Теслева Е.П. Ангармонические эффекты

в твердых телах (акустические аспекты). – Томск: Изд�во Том�

ского политехнического университета, 2009. – 151 с.

16. Беломестных В.Н., Теслева Е.П., Орлова К.Н. Упругие и аку�

стические свойства двойного сплава Cu3Au в интервале темпе�

ратур 4,2…725 К // Известия Томского политехнического ун�

та. – 2011. – Т. 318. – № 2. – С. 126–130.

17. Messer Ch.E., Ziegler W.T. III. Rotation of groups in ionic lattices.

The heat capacities of sodium and potassium cyanides // J. Amer.

Chemic. Society. – 1941. – V. 63. – № 10. – P. 2703–2708.

Поступила 18.09.2012 г.

Математика и механика

147

В процессе очистки воздуха на промышленных
предприятиях от взвешенных частиц пыли немало�
важное внимание уделяется качеству очистки воз�
духа, содержанию вредных для здоровья человека
веществ в очищенном воздухе, что напрямую зави�
сит от эффективности работы фильтрующего
устройства. Удельное электрическое сопротивле�
ние, вторичный унос – явления, негативно влия�
ющие на эффективность работы электрофильтра.

Многие ученые всего мира на протяжении десят�
ков лет исследуют процессы, происходящие в работе
электрофильтра. В работе [1] В.Н. Ушов исследовал
основные законы работы промышленных электро�
фильтров и вывел формулы процесса коронного раз�
ряда для частиц пыли очищаемого воздуха. Букелл
(1996) и Лами (1997) [2, 3], используя формулы Эйле�
ра–Лагранжа, разработали математическую модель
трубчатого электрофильтра, работающего на по�
стоянном напряжении. Выведенная учеными мате�
матическая модель полностью описывает работу
электрофильтра, однако в полученной модели не бы�
ли учтены такие негативные факты, как удельное
электрическое сопротивление и вторичный унос.

В данной статье предлагается использование
электрофильтра с вращающимися осадительными
электродами для устранения удельного электриче�

ского сопротивления и вторичного уноса. Цель
данной работы заключается в определении зависи�
мости скорости вращающего осадительного элек�
трода от времени зарядки частиц, а также с ис�
пользованием уравнения Эйлера–Лагранжа разра�
ботка математической модели электрофильтра
с вращающимся осадительным электродом.

Электрическая очистка газов от взвешенных
частиц (пыли, тумана, дыма) основана на следую�
щем принципе. В процессе ионизации газовых мо�
лекул электрическим разрядом происходит зарядка
частиц, содержащихся в газе, а затем под действи�
ем электрического поля эти частицы осаждаются
на электродах и таким образом выделяются из га�
зового потока [4].

Для создания электрического поля, способного
вызвать коронный разряд между электродами, по�
следние должны быть присоединены к источнику
постоянного тока высокого напряжения (высокой
разности потенциалов). E0 – критическая напря�
женность электрического поля (величина напря�
женности, при которой возникает корона), которая
определяется по формуле (1):
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В среде воздуха при давлении, близком к атмо�
сферному, для коронного разряда, при котором на
коронирующий электрод подается отрицательное
напряжение, и круглого провода можно принять:

где В – барометрическое давление, t – температу�
ра, °С.

В процессе работы электрофильтра возникают
такие проблемы, как вторичный унос, обратная ко�
рона, влияние удельного сопротивления осажден�
ных частиц на эффективность работы электро�
фильтра. Для решения данных проблем группой
ученых и магистрантов Евразийского националь�
ного университета им Л.Н. Гумилева под руковод�
ством Баубека А.А. было предложено выполнить
электроды в виде непрерывно вращающейся лен�
ты, опирающейся на валы и разделенной перего�
родкой на две части, причем одна часть связана
с газоходом, а другая – со щеточным узлом, уста�
новленным снизу перегородки с возможностью
контактирования с осадительным электродом,
и бункером для приема пыли.

Физическая сущность работы предлагаемого
электрофильтра заключается в том, что осадитель�
ный электрод выполнен в виде непрерывно вра�
щающейся бесконечной ленты. Твердые частицы
технологических газов, проходя через коронирую�
щие электроды, приобретают электрический заряд
и, подчиняясь закону электростатики, осаждаются
в верхней части осадительного электрода.

В нижней части перегородки установлен щеточ�
ный механизм, который контактирует с осадитель�
ным электродом и счищает с него твердые частицы
пыли. Таким образом, осадительный электрод очи�
щается от твердых частиц, которые затем попадают
в приемный бункер.

В результате проведенного теоретического ана�
лиза и из работы [5], согласно законам электрога�
зодинамики, было выявлено, что на эффектив�
ность улавливания и осаждение пылевидных ча�
стиц наибольшее влияние оказывают следующие
силы: сила Кулона Fкл, аэродинамическая сила Fгид,
сила тяжести Fg, сила индукции Fи, сила сопротив�
ления Fc и в некоторой степени сила электрическо�
го ветра Fэл.в (рисунок).

Значения короны зависят от этих точек. Про�
цесс заряжения частиц и процесс их осаждения
на осадительном электроде зависят от напряжения
и тока. Для уменьшения влияния удельного элек�
трического сопротивления, вторичного уноса
необходимо, чтобы лента двигалась со скоростью,
при которой частицы удаляются с поверхности
электрода [6]. Время зарядки частицы определяет�
ся формулой

где зависимость между временем зарядки и скоро�
стью вращающейся ленты выражается формулой

где L – длина электрофильтра.
Следовательно, оптимальная скорость вращаю�

щейся ленты электрофильтра расчитывается
по данной формуле:

где υ1 – скорость вращающейся ленты; L – длина
электрофильтра; Sn – площадь осаждения поля, м2;
V – количество газов, поступающих в поле, м3/с;
zвх – запыленность на входе в поле, г/м3; η – сте�
пень очистки газов полем электрофильтра.
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Рисунок. Силы, действующие на заряженную частицу



В общем случае частицы подвергаются совме�
стному эффекту силы тяжести и электростатиче�
ской силы, а также аэродинамической силы вслед�
ствие взаимодействия между газом и частицами
вдоль их траекторий. Эти силы балансировки вы�
равнивают инерцию частиц силами, действующи�
ми на частицу, и могут быть представлены в виде
формулы (2):

(2)

где ρр и du6pi – плотность и скорость частиц; g6i –
ускорение силы тяжести, действующее в верти�
кальном направлении, которое заставляет частицу
отклоняться в газе; F

6

x относится к внешнему уско�
рению частицы, электростатическая сила:

где q и mp означают электрический заряд и массу
частицы.

FD(u6i–u6pi) – сила сопротивления на единицу
массы частицы, соответствующая относительной
скорости частицы. Для мелких частиц используют
закон сопротивления Стокса, определяемый как

где u6 – скорость осаждения (скорость движения
частицы); μ – вязкость воздуха; ρp – плотность ча�
стиц; dp – диаметр частицы; CC – поправочный ко�
эффициент скольжения Гунингема.

Для сухого воздуха в атмосферных условиях
CC – фактор коррекции скольжения Гунингема для
закона сопротивления Стокса и вычисляется как
(3):

(3)

где Kn – номер Кнудса; λ – длина свободного про�
бега молекулы.

Длина свободного пробега зависит от коэффи�
циента Больцмана (kB=1,38⋅10–23 Дж/К) и σ – коэф�
фициента аккомодации газа:

Время пребывания газа в электрофильтре
не превышает обычно десяти секунд. В течение
этого времени пылинка, например, диаметром ме�
нее 20 мкм упадет под влиянием силы тяжести все�
го на несколько сантиметров. Таким образом,
влияние этой силы на движение частицы в элек�
трофильтре можно не учитывать. Пренебрегаем
силой тяжести. Электрическая сила и сила сопро�

тивления воздуха рассматриваются как основные
силы, действующие на частицы.

Полагаем, что частицы, осаждающиеся на ос�
адительный электрод, удаляются, прежде чем они
смогут разрядиться (так как пластина выполнена
в виде непрерывно движущейся ленты).

С использованием данных, приведенных в табли�
це, были рассчитаны формулы (1), (2).

Таблица. Данные параметров электрофильтра

Для пластинчатого электрофильтра напряжен�
ность электрического поля из работы [7] в любой
точке x рассчитывается по следующей формуле:

или

Используя уравнение Коши

уравнение примет вид:

Линеаризуем функции U 2, x12. Для линеариза�
ции используем разложение в ряд Тейлора:
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Обозначение Наименование Значение

T Температура 150 °С

N Число элементарных зарядов в 1 см3 108
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где x0 – начальное состояние. Для U0 берем крити�
ческое напряжение, которое вычисляется по фор�
муле

Подставляя значения, находим:

Преобразим наше уравнение:

В общем виде уравнения состояния имеют вид:

Представим в матричной форме:

На выходе наблюдаем эффективность очистки
воздуха. Эффективность очистки воздуха опреде�
ляется по формуле:

где L – длина электрофильтра; υ – скорость пото�
ка газа; H – расстояние между коронирующим
и осадительным электродом; ω – скорость части�
цы, причем

Заменяем ω=x2. Разложим в ряд Фурье выраже�
ние e–x2 f. Начальное условие для скорости x20=0:

Подставляем найденное значение:

В итоге наша система описывается в виде ура�
внений состояний:

В матричной форме:

Выведенная математическая модель может
быть использована для дальнейшего анализа рабо�
ты электрофильтра в различных режимах.

Выводы
Показано, что наибольшее влияние на эффек�

тивность работы электрофильтра с вращающимися
осадительными электродами оказывает скорость
вращающейся ленты, напряжение на коронирую�
щем электроде, напряженность электрического
поля, скорость движения частиц от коронирующе�
го электрода к осадительному. Выполнение осади�
тельного электрода в виде бесконечно вращаю�
щейся ленты уменьшает влияние таких негативных
факторов, как вторичный унос и удельное электри�
ческое сопротивление заряженных частиц, на эф�
фективность работы электрофильтра.
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Появление на российском рынке моторных ма�
сел иностранных фирм ставит задачу их идентифи�
кации на соответствие группам эксплуатационных
свойств и классам вязкости. Для решения этой за�
дачи разработана комплексная методика [1–4], по�
зволяющая определить склонность масел к окисле�
нию при статической и циклически изменяющих�
ся температурах, изменение вязкости и летучести,
оценить влияние продуктов окисления на проти�
воизносные свойства и установить интенсивность
процессов, протекающих на фрикционном кон�
такте.

Целью исследований является определение ка�
чества частично синтетического моторного масла
Bizol Dizel Ultra 10W�40 CJ�4/SL.

Методика исследования предусматривала тер�
мостатирование масла массой 100±0,1 г в термо�
стойком стеклянном стакане при температуре
180 °С с перемешиванием стеклянной мешалкой
с частотой вращения 300 об/мин в течение 8 ч. По�
сле каждых восьми часов испытания стакан с тер�
мостатированным маслом взвешивался на элек�
тронных весах (MW 1200) для определения массы
испарившегося масла с точностью ±0,1 г, отбира�
лись пробы масла для прямого фотометрирования
при толщине фотометрируемого слоя 2 мм и опре�
деления коэффициента поглощения светового по�
тока и вязкости. После измерения параметров ото�
бранные пробы сливались в стеклянный стакан,
который повторно взвешивался, после чего испы�
тания продолжались до достижения значений ко�
эффициента поглощения светового потока, равно�
го 0,7–0,8 ед.

С целью определения температур начала оки�
слительных процессов и испарения моторное ма�
сло испытывалось по аналогичной методике, но
температура изменялась циклически в диапазоне
от 150 до 180 °С (цикл повышения) и от 180 до
150 °С (цикл понижения). Измерение вязкости, ле�
тучести и оптических свойств термостатированных

масел производилось через 8 ч испытания. Темпе�
ратура испытания поддерживалась автоматически
и повышалась или понижалась в каждом цикле
на 10 °С.

Противоизносные свойства термостатирован�
ных проб масел определялись на трехшариковой
машине трения со схемой трения «шар–цилиндр»
при достижении коэффициента поглощения свето�
вого потока значений, равных 0,1; 0,2; 0,3–0,8 ед.
При отборе пробы масла массой 80 г для проведе�
ния испытаний на машине трения и измерения
вязкости проба масла в стеклянном стакане доли�
валась до 100±1 г.

Параметры трения составляли: нагрузка 13 Н;
скорость скольжения 0,68 м/с; температура масла
в объеме 80 °С; время испытания 2 ч. Оценка про�
тивоизносных свойств производилась по среднеа�
рифметическому значению диаметров пятен изно�
са на трех шарах. В качестве образцов применялись
шары диаметром 9,5 мм и обойма конусного под�
шипника диаметром 80 мм из стали ШХ15. Диаме�
тры пятен износа измерялись на оптическом ми�
кроскопе «Альтами» Мет1М.

Для исследования процессов, протекающих
на фрикционном контакте, через один из шаров
пропускался постоянный ток (100 мкА) от внешне�
го стабилизированного источника питания (3 В),
устанавливаемый при статическом положении пар
трения сопротивления, что позволяло определять
изменения фрикционного контакта в зависимости
от концентрации продуктов окисления.

На рис. 1 представлены графические зависимо�
сти показателей термоокислительной стабильности
от времени окисления частично синтетического
моторного масла Bizol Dizel Ultra 10W�40 CJ�4/SL.
Установлено, что зависимость коэффициента по�
глощения светового потока от времени окисления
(рис. 1, а) имеет изгиб при коэффициенте
Кп=0,27 ед. (37 ч) и описывается кусочно�линей�
ной функцией, что указывает на образование двух
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видов продуктов окисления с различной оптиче�
ской плотностью, которые названы низко� и высо�
коэнергоемкие. За 64 ч испытания коэффициент
поглощения светового потока достиг значения
0,78 ед.

Коэффициент относительной вязкости (рис. 1, б),
определяемый отношением вязкости окисленного
масла к вязкости товарного, увеличивается прямо
пропорционально времени окисления и за 64 ч со�
ставил 1,09, т. е. вязкость увеличилась на 9 %. Од�
нако в первые 16 ч испытания вязкость уменьши�
лась на 2 %, что может объясняться температурной

деструкцией вязкостной присадки. В целом про�
дукты окисления увеличивают вязкость.

Летучесть масла G при термостатировании в те�
чение 48 ч увеличивается по линейной зависимо�
сти и за 64 ч испытания составила 11 г. Точка пере�
сечения зависимости G=f(t) (рис. 1, в) с осью орди�
нат определяет концентрацию легких фракций
и воды в исследуемом масле.

Интенсивность процессов окисления и испаре�
ния масла при термостатировании оценивалась из�
менениями их скоростей за 8 ч (рис. 2). Установле�
но, что в течение 56 ч изменения скоростей оки�
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Рис. 1. Зависимость коэффициента поглощения светового потока Кп (а), относительной вязкости Кμ (б) и летучести G (в)
от времени испытания частично синтетического моторного масла Bizol Dizel Ultra 10W�40 CJ�4/SL

Рис. 2. Зависимости скорости окисления (а) и летучести (б) от времени испытания (усл. обозн. см. на рис. 1)



сления и испарения находятся в противофазах,
т. е. происходит перераспределение избыточной
тепловой энергии между продуктами окисления
и испарения, что характеризует процесс самоорга�
низации, протекающий в смазочном масле при его
термостатировании. Однако после 32 ч испытания
скорость окисления масла преобладает над скоро�
стью испарения, что вызвано образованием более
энергоемких продуктов окисления, вызывающих
изгиб зависимости Кп=f(t) (рис. 1).

Интенсивность процессов самоорганизации
предложено оценивать коэффициентом интенсив�
ности Кс:

Кс=VКп/VG, г–1.

Зависимость коэффициента Кс от времени оки�
сления представлена на рис. 3. Показано, что ин�
тенсивность процессов самоорганизации значи�
тельно возрастает после 32 ч испытания, когда
в масле образуются более энергоемкие продукты
окисления.

Рис. 3. Зависимость коэффициента интенсивности процес�
сов самоорганизации, протекающих в частично син�
тетическом моторном масле, от времени его окисле�
ния при температуре 180 °С

Результаты испытания моторного масла Bizol
Dizel Ultra 10W�40 CJ�4/SL при циклическом из�
менении температуры представлены на рис. 4. Ма�
сло выдержало неполных четыре цикла повышения
температуры от 150 до 180 °С и три цикла пониже�
ния температуры от 180 до 150 °С, а время испыта�

ния составило 168 ч. Установлено, что в циклах по�
нижения температуры испытания окислительные
процессы стабилизируются при температурах
150 и 160 °С, а процесс испарения масла замедля�
ется (рис. 4, б). За 168 ч испытания коэффициент
поглощения светового потока составил 0,8 ед.,
а летучесть – 14,7 г (14,7 %).

Для определения температур начала окисления
и испарения масла при циклическом изменении
температуры построены зависимости скоростей
изменения коэффициента VКп и летучести VG

(рис. 5). Показано, что скорость окислительных
процессов при температурах 150…160 °С равна ну�
лю или приобретает отрицательные значения, поэ�
тому при температуре 160 °С начинаются процессы
окисления.

Скорость испарения масла (рис. 5, б) при 150 °С
имеет минимальное значение (0,025 г/ч), поэтому
температурой начала испарения масла является
температура ниже 150 °С.

Температуры начала окислительных процессов
и испарения являются показателями, характери�
зующими температурную область работоспособно�
сти масла, и рекомендуются для обоснования груп�
пы эксплуатационных свойств при их классифика�
ции.

Интенсивность процессов самоорганизации
при циклическом изменении температуры испыта�
ния, выраженная коэффициентом Кс, как отноше�
ние скорости окисления к скорости испарения
(рис. 6), характеризуется уменьшением в циклах по�
нижения температуры, причем в циклах 4 и 6 пони�
жения температуры интенсивность процессов
приобретает отрицательные значения за счет коагу�
ляции продуктов окисления, вызывающих диспер�
сию светового потока и создающих эффект освет�
ления окисленного масла. Согласно данным рис. 6
интенсивность процессов самоорганизации увели�
чивается при температуре 180 °С с увеличением
времени испытания за счет повышения концентра�
ции более энергоемких продуктов окисления.
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Рис. 4. Зависимость коэффициента поглощения светового потока (а) и летучести (б) от времени испытания частично синтети�
ческого моторного масла при циклическом изменении температуры: 1, 3, 5, 7 – циклы повышения температуры
от 150 до 180 °С; 2, 4, 6 – циклы понижения температуры от 180 до 150 °С



Рис. 5. Зависимости скоростей окисления VКп (а) и летучести
VG (б) от времени окисления частично синтетическо�
го моторного масла при циклическом изменении
температуры окисления в диапазоне от 140 до 180 °С
(усл. обозн. см. на рис. 4)

Рис. 6. Зависимость коэффициента интенсивности процес�
сов самоорганизации, протекающих в частично син�
тетическом моторном масле, от времени окисления
при циклически изменяющейся температуре в ди�
апазоне от 150 до 180 °С (усл. обозн. см. на рис. 4)

Влияние продуктов окисления на противоиз�
носные свойства масла представлено зависимо�
стью диаметра пятна износа U от коэффициента
поглощения светового потока Кп (рис. 7, а). Пока�
зано, что противоизносные свойства моторного
масла изменяются в пределах от 0,32 до 0,26 мм,
причем значительные изменения наступают при
коэффициенте Кп=0,25, т. е. когда образуются бо�
лее энергоемкие продукты окисления. В этой связи
предложен критерий противоизносных свойств П
(рис. 7, б), определяемый эмпирическим выраже�
нием:

П=Кп/U. (1)

Данный критерий характеризует концентрацию
продуктов окисления на номинальной площади
фрикционного контакта и описывается линейным
уравнением вида

П=3,5Кп,

где 3,5 – коэффициент, характеризующий скорость
изменения критерия П.

Рис. 7. Зависимость диаметра пятна износа (а) и критерия
противоизносных свойств П (б) от коэффициента по�
глощения светового потока частично синтетического
моторного масла

Предложенный критерий рекомендуется ис�
пользовать при классификации моторных масел
по группам эксплуатационных свойств и контроле
их противоизносных свойств без испытания на ма�
шине трения при их производстве. В этом случае
используют формулу (1) и принимают график
(рис. 7, б) за эталонную зависимость

U=Кп/П.

Для контроля противоизносных свойств доста�
точно термостатировать масло при температуре
180 °С в течение 20…30 ч, определить коэффици�
ент Кп и диаметр пятна износа.

Механические процессы, протекающие на
фрикционном контакте, оценивались коэффици�
ентом электропроводности фрикционного контак�
та Кэ и временем его формирования tфпк, определя�
емыми из диаграмм записи тока (рис. 8), проте�
кающего через фрикционный контакт от внешнего
стабилизированного источника питания (3 В).
Из представленных диаграмм видно, что ток уме�
ньшается до определенного значения, а затем ста�
билизируется на определенной величине, завися�
щей от концентрации продуктов окисления. Коэф�
фициент электропроводности Кэ определялся от�
ношением тока, протекающего через фрикцион�
ный контакт к заданному току (100 мкА), устана�
вливаемого при статическом положении шара и
цилиндра и при наступлении стабилизации, т. е.
установившегося изнашивания, а время формиро�
вания фрикционного контакта определялось по
времени наступления стабилизации тока.

При термостатировании и триботехнических
испытаниях смазочный материал избыточную те�
пловую энергию сбрасывает в виде продуктов оки�
сления, испарения и формирования защитных гра�
ничных слоев на поверхностях трения. Поэтому
в работе предложен критерий условной энергии Qу,
поглощенной смазочным материалом при термо�
статировании и триботехнических испытаниях,
определяемый суммой коэффициента термооки�
слительной стабильности и параметра износа. За�
висимость данного критерия от коэффициента по�
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Рис. 8. Диаграммы записи тока, протекающего через фрикционный контакт, при разных концентрациях продуктов окисления
частично синтетического моторного масла. Значения Кп: 1) товарное масло; 2) 0,237; 3) 0,280; 4) 0,480; 5) 0,587;
6) 0,780



глощения светового потока представлена на рис. 10
и описывается линейным уравнением вида

Qу=0,284+1,053Кп,

где 0,284 – коэффициент, характеризующий погло�
щенную энергию маслом при триботехнических
испытаниях; 1,053 – коэффициент, характеризую�
щий скорость изменения критерия Qу; Кп – коэф�
фициент поглощения светового потока.

Рис. 10. Зависимость критерия условной энергии, поглощен�
ной смазочным материалом при термостатировании
и триботехнических испытаниях частично синтетиче�
ского моторного масла

Данный критерий принят за условно безраз�
мерную величину и учитывает склонность масла к
окислению, испарению, влияние продуктов оки�
сления на его противоизносные свойства и реко�
мендуется для применения при классификации

моторных масел по группам эксплуатационных
свойств.

Выводы
1. Применение фотометрического метода позво�

ляет установить два вида продуктов окисления
при термостатировании частично синтетиче�
ского масла при статической температуре
180 °C, определить изменение вязкости, лету�
чести и интенсивность процессов самооргани�
зации.

2. Термостатирование масел по циклам повыше�
ния и понижения температуры позволяет уста�
новить температуры начала процессов окисле�
ния и испарения, определить температурную
область работоспособности и совершенство�
вать систему классификации по группам эк�
сплуатационных свойств.

3. Предложены критерии оценки противоизнос�
ных свойств, которые позволяют охарактеризо�
вать концентрацию продуктов окисления
на номинальной площади фрикционного кон�
такта и условную тепловую энергию, погло�
щенную смазочным маслом при термостатиро�
вании и триботехнических испытаниях, а также
более точно классифицировать масла по груп�
пам эксплуатационных свойств.
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Рис. 9. Зависимость коэффициента электропроводности фрикционного контакта Кэ (а) и времени его формирования tфпк (б)
от концентрации продуктов окисления частично синтетического моторного масла



Появление на российском рынке высококаче�
ственных смазочных материалов иностранных
и отечественных производителей ставит задачу по�
вышения эффективности их использования. Од�
ним из направлений решения этой задачи является
увеличение ресурса. Поэтому целью настоящей ра�
боты является обоснование возможности увеличе�
ния ресурса моторных масел путём осуществления
контроля за их состоянием в процессе эксплуата�
ции двигателя.

Исследованию подвергалось всесезонное уни�
версальное синтетическое моторное масло Mobil
1 0W�40 SN/CF, предназначенное для бензиновых
и дизельных двигателей. Методика изложена в ра�
ботах [1, 2] и предусматривает использование сле�
дующих средств контроля: фотометра – для прямо�
го фотометрирования и определения коэффициента
поглощения светового потока; малообъёмного ви�
скозиметра; центрифуги с частотой вращения рото�
ра 8000 об/мин – для определения состава продук�
тов старения масла; трёхшариковой машины трения
[3] со схемой трения «шар–цилиндр» – для опреде�
ления противоизносных свойств работающих масел.

Методика предусматривала отбор проб масел
из прогретого двигателя массой 30 г с помощью
шприца. Часть пробы масла после тщательного пе�
ремешивания подвергалась прямому фотометриро�
ванию при толщине фотометрируемого слоя
0,15 мм. Вторая часть пробы массой 9 г подверга�
лась центрифугированию в течение 1 ч, после чего
отцентрифугированная проба подвергалась пов�
торному фотометрированию, причём проба отби�
ралась с верхнего слоя. Это позволило определить
концентрацию растворимых продуктов старения,
а по разности между коэффициентами поглоще�
ния светового потока до и после центрифугирова�
ния определялась концентрация нерастворимых
продуктов старения. Третья часть пробы масла мас�
сой 9 г использовалась для определения кинемати�
ческой вязкости. Остальная проба использовалась
для определения противоизносных свойств на ма�
шине трения. Параметры трения составляли: на�
грузка 13 Н, скорость скольжения 0,68 м/c, темпе�

ратура масла в объёме 80 °С, время испытания 2 ча�
са. Температура масла в процессе испытания под�
держивалась автоматически с помощью терморегу�
лятора ТР 101. Противоизносные свойства оцени�
вались по среднеарифметическому значению диа�
метров пятен износа на трёх шарах.

Согласно инструкции по эксплуатации регла�
ментируемые сроки замены масел составляют
10000 км пробега. Для исследования влияния ре�
сурса масла на его основные свойства пробег авто�
мобиля увеличен до 15000 км.

Зависимость коэффициента поглощения свето�
вого потока от пробега автомобиля представлена
на рис. 1.

Рис. 1. Зависимость коэффициента поглощения светового
потока от пробега автомобиля

Установлено, что после отработки нормативно�
го срока (10 тыс. км) коэффициент поглощения
светового потока составил 0,18 ед., а после пробега
15,2 тыс. км он составил 0,36 ед., причем в диапа�
зоне пробега от 8,6 до 10,8 тыс. км значение коэф�
фициента поглощения светового потока Кп практи�
чески стабилизируется. Увеличение коэффициента
Кп наблюдается после 12 тыс. км пробега, что
объясняется уменьшением производительности
системы фильтрации и увеличением концентрации
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растворимых продуктов старения, поэтому необхо�
димо исследовать состав продуктов старения с по�
мощью центрифугирования проб работающих ма�
сел с последующим фотометрированием.

На рис. 2 представлены зависимости концен�
трации растворимых Кпр и нерастворимых продук�
тов Кпн старения от пробега автомобиля. Показано,
что концентрация растворимых продуктов старе�
ния после 8,6 тыс. км растёт, а концентрация нера�
створимых продуктов колеблется от 0,02 до 0,17 ед.,
причём в диапазоне пробега от 8,6 до 12,2 тыс. км
концентрация нерастворимых продуктов изменяет�
ся от 0,11 до 0,09 ед. При сравнении зависимостей
на рис. 1 и 2 видно, что основное влияние на коэф�
фициент Кп (рис. 1) оказывают нерастворимые про�
дукты старения. Колебания значений концентра�
ции нерастворимых продуктов старения вызваны
периодическим преобразованием растворимых
продуктов старения в нерастворимые. Этот период
характеризуется увеличением концентрации нера�
створимых продуктов и наблюдается за время про�
бега автомобиля от 7,6 до 8,6 и от 12,2 до 13,2 тыс.
км, однако после уменьшения скорости преобразо�
вания за счёт уменьшения концентрации раствори�
мых продуктов система фильтрации уменьшает
концентрацию нерастворимых продуктов (период
от 8,6 до 12,2 и от 13,2 до 15,2 тыс. км).

Рис. 2. Зависимости концентрации растворимых Кпр и нера�
створимых продуктов Кпн старения от пробега авто�
мобиля

Изменение вязкости работавшего масла (рис. 3)
оценивалось коэффициентом относительной вяз�
кости Кν, определяемым отношением вязкости ра�
ботавшего масла к вязкости товарного (рис. 3).
Установлено, что вязкость работавшего масла
за время пробега 15,2 тыс. км увеличилась на 16 %
(допускается 35 %), поэтому по данному показате�
лю данное масло имеет значительный резерв.

Рис. 3. Зависимость коэффициента относительной вязкости
Кν от пробега автомобиля

Противоизносные свойства работающего масла
(рис. 4) за весь период эксплуатации двигателя ха�
рактеризуются двумя участками. На первом участ�
ке (пробег 7,6 тыс. км) противоизносные свойства
понижаются по сравнению с товарным маслом
(точка на ординате), а затем повышаются, и после
пробега от 13,0 тыс. км они превышают проти�
воизносные свойства товарного масла. Повышение
противоизносных свойств наступает в период по�
вышения концентрации растворимых продуктов
старения (см. рис. 2), поэтому концентрация и со�
став продуктов старения в масле определяют про�
тивоизносные свойства работающих масел.

Рис. 4. Зависимость параметра износа от пробега автомо�
биля

На рис. 5 представлена зависимость параметра
износа U от концентрации общих продуктов старе�
ния, выраженных коэффициентом Кп. Показано,
что при значениях коэффициента Кп>0,12 ед. про�
тивоизносные свойства работающего масла повы�
шаются, т. е. по данному параметру масло Mobil
1 0W�40 SN/СF имеет запас ресурса. Кроме того,
замена масла произошла, когда противоизносные
свойства его превышали товарное масло.

Рис. 5. Зависимость параметра износа U от коэффициента
поглощения светового потока при старении синтети�
ческого моторного масла Mobil 1 0W�40 SN/СF

В этой связи предложен критерий оценки про�
тивоизносных свойств П, определяемый отноше�
нием коэффициента Кп к диаметру пятна износа и
характеризующий условную концентрацию про�
дуктов старения на номинальной площади фрик�
ционного контакта, зависимость которого от ко�
эффициента Кп представлена на рис. 6.

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

158



Рис. 6. Зависимость критерия противоизносных свойств
от коэффициента поглощения светового потока при
старении синтетического моторного масла Mobil
1 0W�40 SN/СF

Установлена линейная зависимость между эт�
ими показателями, описываемая уравнением вида

П=αКп–b,

где α – коэффициент, характеризующий скорость
изменения критерия П; b – начальное значение
критерия П при замене масла в картере двигателя.

Регрессионное уравнение зависимости П=f(Кп)
имеет вид

П=5,25Кп–0,29.

Данное уравнение можно использовать для
прогнозирования противоизносных свойств рабо�

тающего масла Mobil 1 0W�40 SN/СF без испыта�
ния на противоизносные свойства на машине тре�
ния. Для этого достаточно найти коэффициент по�
глощения светового потока, с помощью графика
(рис. 6) определить критерий и по нему определить
параметр износа U=Кп/П.

Выводы
1. Проведённые испытания показали, что приме�

нение таких средств контроля состояния рабо�
тающих моторных масел, как фотометр, виско�
зиметр, центрифуга и трёхшариковая машина
трения позволяет осуществлять текущий кон�
троль состояния моторных масел в период эк�
сплуатации двигателей и замену масел по фак�
тическому состоянию, обеспечивать эффектив�
ное их использование и повысить надёжность
двигателей.

2. Применение критерия противоизносных свойств
позволяет прогнозировать противоизносные
свойства моторных масел без испытания на из�
нашивание при условии определения эталон�
ных зависимостей П=f(Кп) для каждого смазоч�
ного материала.

3. Проведённые испытания синтетического масла
Mobil 1 0W�40 SN/СF показали, что оно не
отработало свой потенциальный ресурс даже
при увеличении нормативного пробега в 1,5 ра�
за. При наборе статистических данных с приме�
нением предложенных средств контроля возни�
кает возможность установления и обоснования
предельного состояния для каждого смазочного
материала.
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Процессу ультразвуковой (УЗ) коагуляции аэ�
розолей посвящено много работ. Многие авторы
рассматривают процессы взаимодействия частиц
теоретически, но результаты эксперимента, тем не
менее, описываются эмпирическими формулами.

В работах [1, 2] приводятся математические мо�
дели, использующие балансовый подход Смолу�
ховского в сочетании с выкладками ортокинети�
ческой и гидродинамической гипотез взаимодей�
ствия частиц. При этом проведено сравнение с экс�
периментом по оптимальным частотам и амплиту�
дам звукового воздействия. Однако полученные
выражения не наглядны, не позволяют просмо�
треть асимптотические закономерности, и для
прогнозирования процессов коагуляции аэрозолей
приходится либо проводить численный экспери�
мент, либо пользоваться более наглядными, но не
обоснованными физически интерполяционными
формулами, описывающими физический экспери�
мент.

В работе предложены выражения для кинетики
коагуляции в зависимости от основных параме�
тров воздействия, свойств аэрозоля и среды: часто�
ты и амплитуды звуковых колебаний, концентра�
ции и дисперсного состава исходного аэрозоля,
вязкости и температуры среды, физико�химичес�
ких параметров материала частиц.

Рассмотрим трансформацию распределения ча�
стиц в произвольном облаке по размерам с течени�
ем времени t. Следуя [3–5], запишем балансовое
уравнение (интегральный вариант уравнения Смо�
луховского), описывающее изменение со временем
функции распределения частиц по размерам:

(1)

где I1 описывает убыль частиц с диаметром D
за единицу времени в единице объема за счет стол�
кновения капли диаметра D с любой каплей диаме�
тра D1:

где K(D,D1) – вероятность столкновений частиц; 

H – верхняя граница облака; g –

ускорение свободного падения; η – динамическая
вязкость среды; ρч – плотность частицы. Все части�
цы, масса которых превышает критическое значе�
ние Dкр(t), выпадают из облака и не принимают
дальнейшего участия в коагуляции; спектр частиц
на каждый момент времени t будет обрезан справа
за счет седиментации крупных частиц, причем, по�
степенно эта граница будет смещаться в сторону
все более малых частиц.

Член I2 описывает возникновение частиц диа�
метра D за счет столкновения капель с диаметрами
D1 и D–D1:

Жидкие капли испаряются тем быстрее, чем ме�
ньше их размер, за счет кривизны поверхности.
Член I3 описывает уменьшение массы частиц за
счет их испарения с учетом уравнения Кельвина
для капиллярного эффекта:

где m – масса капли; Df – коэффициент диффузии;
М – молекулярная масса жидкой капли; R – уни�
версальная газовая постоянная; T – абсолютная
температура; pdrop и ppl – парциальное давление над
каплей и плоской поверхностью.

Член уравнения I3 имеет смысл для жидкока�
пельных аэрозолей, состоящих из микронных и суб�
микронных капель, испарение для которых суще�
ственно из�за кривизны их поверхности, причем при
невысокой влажности окружающей среды (pdrop>>ppl).

Начальные условия для уравнения (1): при
t=t0 f(D,t0)=f0(D) – начальное распределение частиц
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по размерам. Для описания функции распределе�
ния частиц по размерам обычно применяют гамма�
распределение: f0(D)=aD *exp (–bD), где b, α – пара�
метры распределения; a – нормировочный коэф�
фициент. В качестве характерного размера данного
распределения можно выбрать модальный диаметр
D0=α/b.

Относительная концентрация аэрозоля умень�
шается по сравнению с начальной n0 за счет испа�
рения и седиментации, и на момент времени t это
уменьшение составит:

(2)

Важным вопросом является определение веро�
ятности столкновений частиц; чем она выше, тем
быстрее произойдет коагуляция и осаждение аэро�
золя. В отсутствие какого�либо воздействия эта ве�
личина обуславливается броуновским движением
[3]. В работе [4] вероятность столкновений частиц
аэрозоля без дополнительного воздействия счита�
лась пропорциональной сумме масс частиц:

(3)

где kb – коэффициент пропорциональности; ν –
кинематический коэффициент вязкости среды.

В условиях ультразвукового воздействия повы�
шается вероятность столкновений частиц. В выра�
жение (3) должны войти параметры, характеризую�
щие ультразвуковое воздействие, прежде всего ам�
плитуда и частота излучения.

Согласно [6], коагуляцию можно рассматривать
как образование агрегатов в звуковом поле в ре�
зультате взаимодействия частиц, вызванного аку�
стическими течениями вокруг них в звуковом по�
ле. Следуя этой работе, рассчитаем число встреч
частиц в звуковом поле, полагая, что частицы
встретятся в том случае, если линия тока потока,
возникающего около одной из частиц и увлека�
ющего вторую, пройдет в «трубке» диаметром, рав�
ным двум диаметрам частицы 2D. Число встреч
на единицу длины выделенной частицы за единицу
времени равно N=dSn0U0, где dS – площадка, огра�
ниченная линиями тока; U0 – скорость движения
частиц. При невысоких уровнях звукового давле�
ния в [6] получено, что число встреч пропорцио�
нально диаметру частиц, квадрату скорости их дви�
жения (которая, в свою очередь, определяется ам�
плитудой звуковых колебаний), концентрации ча�
стиц, коэффициенту обтекания kобт, и обратно про�
порционально вязкости среды:

(4)

Взвешенная в газе частица под действием сил
звукового поля вовлекается в колебательное дви�
жение («ортокинетическая» гипотеза). В зависимо�
сти от свойств среды, размеров и плотности части�
цы она может увлекаться средой лучше или хуже,

что определяется коэффициентом увлечения kувл –
отношение амплитуды скорости взвешенной ча�
стицы к амплитуде скорости частицы газа. Считая,
что между частицей и средой действует сила Сток�
са, получим формулу для коэффициента увлечения
в виде [7]:

(5)

где ω – частота акустического воздействия;
τ=ρчD2/18η – время релаксации частицы; η – ди�
намический коэффициент вязкости среды. Анализ
этого выражения показывает, что амплитуда коле�
бания частицы тем больше отличается от амплиту�
ды колебания окружающей среды, чем больше раз�
мер и плотность частицы, чем выше частота звука
и меньше вязкость.

Учитывая выражение для коэффициента увле�
чения частицы в звуковом поле (4), можно считать,
что частица увлекается звуковым полем, повышая
вероятность столкновений с фиксированной ча�
стицей в k2

обтka(1–kувл)
2 раз, где ka – коэффициент

пропорциональности. Тогда вероятность столкно�
вений частиц с диаметрами D и D1 пропорциональ�
на N (1–kувл)

2, или, с учетом (2)–(5):

(6)

Анализируя выражение (6), заметим, что:
• при отсутствии акустического поля (kaU0

2=0) ве�
роятность столкновений сводится к броунов�
ской (3);

• с повышением амплитуды воздействия (а зна�
чит, скорости U0) вероятность повышается;

• акустическое воздействие с относительно низ�
кими частотами (ω 2τ2<<1) неэффективно
(kувл→1, (1–kувл)→0);

• существует оптимальная частота воздействия
(ω2τ2>>1), наиболее эффективная с точки зре�
ния коагуляции аэрозолей (kувл→0, (1–kувл)→1).
Такое поведение функции (6) соответствует экс�

периментальным и теоретическим данным [1, 2, 4].
Пользуясь выражением (6), найдем предельно низ�
кие (неэффективные) и оптимальные частоты
ультразвукового воздействия:

(7)

(8)

Обозначим повышение вероятности столкнове�
ний частиц при ультразвуковом воздействии через 

K1: Поведение по�

2

2

1 0
2 2

1
1 1 .

1
a

K k U
ω τ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

max

1 1
1 .

(1)o
ω

τ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
3

0 0

min

0

( )1
1/ 1 1 ,

b

a

o k n D

U k
ω

τ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= − −
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

1

2

3 3 20
1 0

2 2

( , )

1
( ) 1 1 .

1

b

a

K D D

k n
D D k U

ν ω τ

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

óâë
2 2

1
,

1
k

ω τ
=

+

2 2 3 3

0 0 îáò 1( )
.

U n k D D
N

ν
+

≈

3 30
1 1( , ) ( ),b

k n
K D D D D

ν
= +

êð 0

êð 0

( )/

3

0 0 0 ( )/

( , ) .

D t Dt

D t D

n
I dx f D t dx dt

n

∞⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

Математика и механика

161



вышающего коагуляцию коэффициента в зависи�
мости от частоты иллюстрирует рис. 1 (водный аэ�
розоль, kaU0

2=1).

Рис. 1. Зависимость коэффициента K1 от частоты УЗ�воздей�
ствия для водного аэрозоля: 1) D=5 мкм; 2) D=1 мкм

Расчет для водного аэрозоля минимальной и
оптимальной частот воздействия по формулам (7)
и (8) приведен на рис. 2.

Рис. 2. Оптимальная (1) и минимальная частота (2) для вод�
ного аэрозоля

Рис. 3 иллюстрирует уменьшение массы субми�
кронного аэрозоля во времени в процессе коагуля�
ции и испарения под действием ультразвука и без
УЗ�воздействия. Параметры начального распреде�
ления частиц аэрозоля по размерам: b=1, α=0,1.
Неиспаряющийся аэрозоль (кривая 1) коагулирует
и осаждается медленно; ультразвуковое воздей�
ствие существенно ускоряет этот процесс.
((ωτ)2=2, кривая 2). Быстро испаряющийся субми�
кронный водный аэрозоль теряет массу в результа�
те испарения (кривая 3); ультразвуковое воздей�
ствие еще увеличивает скорость убыли массы аэро�
золя (кривая 4). Эти расчеты соответствуют много�
численным экспериментальным данным, в том чи�
сле полученным авторами ранее [4]. В опытах, ре�
зультаты которых приведены в работе [4], время
полного осаждения аэрозоля (мука, вода) умень�
шалось при УЗ�воздействии в 1,5–2,0 раза.

Начальный спектр распределения частиц по раз�
мерам претерпевает деформацию в течение време�
ни. На рис. 4 приведено массовое распределение ча�
стиц по размерам для водного аэрозоля в начальный
момент времени (кривая 1) и через 1 минуту при УЗ�
воздействии для неиспаряемого (кривая 3) и испа�
ряемого водного аэрозоля (кривая 2). Массовая

функция распределения по размерам g(D) связана
со счетной соотношением g(D)=m/m10f(D), где m10 –
среднеарифметическая масса частиц: 

m – масса частицы диаметра D.

Рис. 3. Зависимость относительной массы аэрозоля от вре�
мени: 1) без испарения и без УЗ�воздействия; 2) без
испарения, с УЗ�воздействием; 3) с испарением (во�
да), без УЗ�воздействия; 4) с испарением и с УЗ�воз�
действием

Рис. 4. Массовое распределение частиц по размерам при
УЗ�воздействии: 1) начальный момент времени; 2) и
3) неиспаряемый аэрозоль через 1 мин

Спектр распределения неиспаряемого аэрозоля
за этот промежуток времени практически не изме�
нился; водяные капли из�за быстрого испарения
сильно уменьшились в размерах, сместив макси�
мум функции распределения в область ~ 10–7 ми�
крона. Качественный вид кривой 2, рис. 4, под�
твержден в экспериментах по динамическим изме�
рениям функции распределения субмикронных ча�
стиц водного аэрозоля [8]; количественное расхож�
дение теоретических и экспериментальных резуль�
татов по средним диаметрам и концентрации ча�
стиц не превысило 20 %, что говорит об адекватно�
сти предлагаемой модели.

Выводы
На основе модели коагуляции аэрозоля под

действием ультразвука в виде варианта интеграль�
ного уравнения Смолуховского, со стоком (испа�
рение) и обрезанием спектра (осаждение), получе�
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ны зависимости эффективности осаждения от ча�
стоты ультразвука. Показано, что для каждого ха�
рактерного размера частиц аэрозоля существует
оптимальная и минимальная частота акустическо�
го воздействия. Ультразвук с частотой ниже мини�
мальной для аэрозоля с данным характерным раз�
мером частиц никак не влияет на скорость коагу�
ляции и осаждения; повышение частоты ультраз�
вука выше оптимальной не приводит к изменению
эффективности осаждения.

С помощью численных расчетов получены зависи�
мости относительной массы аэрозоля и массового ра�
спределения частиц по размерам от времени для испа�
ряющихся, неиспаряющихся аэрозолей при ультраз�
вуковом воздействии и без него. Испарение и ультраз�
вуковое воздействие (с частотой, большей, чем мини�
мальная для аэрозолей с данным размером частиц)
оказывают существенное влияние на уменьшение
концентрации частиц аэрозолей. Расчеты нашли каче�
ственное экспериментальное подтверждение.
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1. Методика эксперимента
В рамках развития термографического подхода

при исследовании усталостной повреждаемости
были проведены испытания трубчатого образца
при его продольных циклических колебаниях. По�
середине рабочей части образца на его наружной
поверхности делалась риска (концентратор напря�
жений) глубиной 0,05 мм.

Схема испытания приведена на рис. 1, а. Обра�
зец 1 верхним концом жестко крепится к непо�
движной массе 2. К нижнему концу прикреплена
масса 3, на внешнем торце которой закреплены
плотно стянутые листы из трансформаторной ста�
ли. Обмотки электромагнита 4 запитаны от шкафа
управления. При подаче питания на обмотки в об�
разце возбуждаются продольные колебания. Регу�
лируя частоту питающего напряжения, колебатель�
ную систему вводят в резонансный режим. Регули�
ровкой силы тока устанавливают необходимую ам�
плитуду колебаний.

Осуществляется поэтапная циклическая нара�
ботка образца со ступенчато возрастающей от эта�
па к этапу амплитудой колебаний. Продолжитель�
ность наработки на каждом этапе незначительна
и составляет 3 % от базового числа циклов при на�
пряжениях ниже предполагаемого предела выно�
сливости или от расчетной долговечности образца
при напряжениях выше предела выносливости.

Эксперимент показал, что через некоторый мо�
мент времени t0 температурное поле образца прак�
тически стабилизируется. Это поле фиксировалось
с помощью тепловизора «Рубин», имеющего чув�
ствительность 0,01 °С при выключенном механиз�
ме сканирования. На полученных температурных
кривых выделяется зона повышенного тепловыде�
ления в районе риски – очаг зарождения и разви�
тия усталостных повреждений (см. рис. 1, б, в).

2. Расчетные формулы
Поставим задачу: по температурному полю

T=T(t,x) при колебаниях образца со стационарной
амплитудой напряжений σa определить мощность
q1

*=q1
*(t,σa), выделяющуюся в районе концентратора

напряжений, и удельную мощность q2=q2(t,σa), вы�
деляющуюся в остальной части образца (рис. 1, б).

Для элемента образца составим уравнение те�
плопроводности с учетом отдачи тепла конвекцией
с его поверхности (излучением из�за его малости
пренебрегаем) [1]:

(1)

Здесь ρ, Cv, λ – плотность, удельная теплоем�
кость и коэффициент теплопроводности материа�
ла образца; T0 – температура окружающего воздуха;
r=απD/A, где α – местный коэффициент теплоот�
дачи конвекцией; D, A – наружный диаметр и пло�
щадь сечения образца. В выражении (1) предпола�
гается постоянство температуры по толщине труб�
ки вследствие ее тонкостенности.

Поскольку при t≥t0 процесс является квазиста�
ционарным, то можно принять ∂T/∂t≈0. В этом
случае уравнение (1) упрощается:

(2)

Общее решение неоднородного уравнения (2):

После нахождения констант интегрирования
из граничных условий:
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Показано, как по тепловому полю образца при его поэтапном ступенчатом циклическом нагружении с возрастающей амплиту�
дой напряжений можно определять мощность теплового источника, который как бы функционирует в очаге развития усталост�
ной повреждаемости. По кинетике этой мощности оказалось возможным неразрушающим образом прогнозировать некоторые
характеристики усталостного процесса, в частности индивидуальный предел выносливости испытываемого объекта.
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• при x=L, T=T2m (T2m – средняя температура
на концах образца) получаем закон распределе�
ния температуры вдоль оси образца:

(3)

Здесь

3. Результаты эксперимента
На рис. 1, в, представлены пять эксперимен�

тальных кривых по результатам испытаний одного
образца. Для определения величин q1

* и q2 следует
обработать эти кривые с учетом распределения
температуры по выражению (3). Каждая темпера�
турная кривая соответствует определенному уров�
ню σa. Чем выше σa, тем резче возрастает темпера�
тура в районе концентратора напряжений (x=0).

Расчет ведем по шести точкам на левой и пра�
вой ветвях температурных кривых. Их координаты:

x1=0; x2=7,8; x3=15,8; x4=23,7; x5=31,6; x6=40 мм.
Асимметрия левых и правых ветвей температурных
кривых объясняется тем обстоятельством, что ни�
жняя масса 3 имеет более высокую температуру,
чем верхняя, т. к. она, несмотря на ее охлаждение,
нагревается от электромагнита: T2

*–T2=1 °C. Поэ�
тому возникает небольшой дополнительный те�
пловой поток от нижней массы к верхней, кото�
рый, используя принцип суперпозиции, можно ис�
ключить из расчетов. Для этого температуры сим�
метричных расчетных точек усредняются и в ура�
внении (3)

Обработка температурных кривых проводилась
по методу наименьших квадратов [2]. В таблице
представлены исходные данные для обработки,
взятые по кривой 5 из рис. 1, в.

После определения коэффициентов нормаль�
ных уравнений последние принимают вид:

6q1+7,64⋅10–6q2=0,402;

7,64⋅10–6q1+10,8·10–12q2=0,513⋅10–6.

Из решения этой системы находились q1 и q2.
Затем определялись веса этих величин и средние
квадратические ошибки на единицу веса при опре�
деленной доверительной вероятности p. Оказалось,
что q1

* практически не зависит от того, в какой мо�
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Рис. 1. Схема проведения эксперимента
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мент времени (при t≥t0) на соответствующем этапе
нагружения велся расчет, а зависит только от σa,
т. е. q1

*=q1(σa).
В результате получилось:

при p=0,68 q1
*=0,06170,002 (Вт), q2=8501500 (Вт/м3);

при p=0,95 q1
*=0,06170,004 (Вт), q2=8503000 (Вт/м3).

Низкая точность расчета q2 вполне закономерна и
вызвана двумя обстоятельствами. Во#первых, эта ве�
личина очень маленькая по сравнению с q1 (если их
привести к одной размерности, то с учетом объема
всей регулярной части образца V=2AL=1,58⋅10–6 м3,
q2

*=q2·V=0,001 Вт, т. е. q1
*>>q2

*). Во#вторых, q2 при
обработке кривых по методу наименьших квадра�
тов определяется как разность двух очень близких
по значению величин, поэтому даже небольшие
погрешности, связанные с их расчетом, много�
кратно возрастают при расчете q2.

Но практический интерес представляет только
мощность q1

*, выделяющаяся в зоне концентратора
напряжений, т. к. именно эта мощность ответ�
ственна за процесс накопления усталостной пов�
реждаемости. Величина q1

* подсчитана с удовлетво�
рительной точностью.

Расчет выполнен при: ρ=7800 кг/м3,
α=23,2 Вт/(м2К), cv=662 Дж/(кг⋅К), λ=38 Вт/(м·К),
D=18,3 мм, A=33,4 мм2, L=47,5 мм.

4. Выводы
1. Результаты работы показали практическую

возможность использования теплового метода для
исследования процесса накопления и развития

усталостной повреждаемости (по мощности тепло�
вого источника q1

* в очаге повреждаемости) [3].

Рис. 2. Кривая q1
*=q1

*(σa), полученная по результатам испы�
тания образца из стали Ст. 45 на шести уровнях ам�
плитудных напряжений σa

2. По кинетике q1
* в зависимости от уровня ам�

плитудных напряжений σa оказалось возможным
неразрушающим образом определять индивиду�
альные пределы выносливости σ–1 испытанных об�
разцов.

Из рис. 2 видно, что кривая q1
*=q1

*(σa) в районе
предела выносливости σ–1 имеет характерный из�
лом.
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Таблица. Обработка результатов эксперимента 

Номер 
точки

x, м T, °K
Условные уравнения 
(на основе фор.(3))

Канонический вид 
условных ур.

Канонич. вид 
нормальных ур.

1 0 295,98 q1+0,68⋅10–6q2=0,067

aiq1+bjq2=lk

(i=j=k=6)

[aa]q1+[ab]q2=[al];
[ba]q1+[bb]q2=[bl]

2 0,0079 295,60 q1+0,88·10–6q2=0,066

3 0,0158 295,30 q1+1,11·10–6q2=0,065

4 0,0237 295,11 q1+1,34·10–6q2=0,069

5 0,0316 294,89 q1+1,53·10–6q2=0,066

6 0,0400 294,66 q1+2,10·10–6q2=0,069



Существующие методы создания аэрозолей
не всегда удовлетворяют предъявляемым к ним
требованиям по дисперсности и времени генера�
ции. Во многих практически важных приложениях
требуется быстро, в течение нескольких секунд,
создать облако аэрозоля с характерным размером
капель 1…10 мкм или меньше микрона. Например,
тушение пожара в замкнутом пространстве (теле�
коммуникационные шкафы, кабины, узкие кори�
доры, лифты), дезинфекция помещений, осажде�
ние дыма и пыли, ингаляция в медицине и ветери�
нарии и т. п. требуют быстрой генерации аэрозоль�
ного облака с развитой поверхностью капель, что
позволяет им наиболее полно взаимодействовать
со средой. Развитие традиционных способов рас�
пыления жидкостей, видимо, достигло своего тех�
нологического предела по скорости создания
и степени дисперсности аэрозолей, что определяет
актуальность развития новых подходов к решению
данной проблемы. Разработка импульсного распы�
лителя позволит удовлетворить требованиям авто�
номности и портативности генераторов аэрозолей,
что также бывает важно в критических ситуациях.
Как было показано в работах [1–3], где рассматри�
валась модель импульсного распылителя, исполь�
зующего энергию ВЭМ, развитие ударно�акустиче�
ской кавитации в такой модели ведет к уменьше�
нию размеров получаемых частиц по сравнению
с теми, которые можно наблюдать при использова�
нии обычных способов распыления, основанных
на аэродинамическом разрушении капель. Мелко�
дисперсный аэрозоль успешно получается и с при�
менением ультразвуковых распылителей, что также
основано на эффекте кавитации; однако время по�
лучения облака аэрозоля импульсным методом ме�
ньше в сотни раз.

Таким образом, импульсный метод распыления
уже известен и хорошо себя зарекомендовал, но на
небольших объемах распыляемой жидкости.
Из соображений безопасности нельзя применять
ВЭМ для распыления объемов жидкости, измеря�
емых литрами и кубометрами. Необходимо разра�
ботать более технологичный способ распыления

жидкости, основанный на тех же принципах, что
и распылитель «взрывного» типа, с аналогичными
характеристиками дисперсности и времени гене�
рации облака. В работе предложена новая кон�
струкция и физико�математическая модель такого
распылителя.

Рассмотрим вариант конструктивной схемы
распылителя, когда сжатый газ используется
не только для создания ударного импульса, но и
для раскрутки жидкости по принципу центробеж�
ной форсунки. В этом случае результирующую
конструкцию можно отнести к классу комбиниро�
ванного устройства, в котором заложены принци�
пы как центробежной, так и пневматической фор�
сунки импульсного типа.

Распылитель (рис. 1) состоит из компрессион�
ной камеры 1, емкости с распыляемой жидкостью
2, объем которой ограничен мембранами 3. Пло�
щадь поперечного сечения конструкции – S, высо�
та емкости с жидкостью – L. Через отверстия
4 тангенциально поступает газ под давлением p.
Выброс жидкости происходит из отверстия 5.
Предсопловой блок имеет воздушный зазор 6 объе�
мом Vpnb.

Рис. 1. Схема ударно�волнового распылителя (сжатый воз�
дух)
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Предложена физико�математическая модель импульсного распылителя, работающего от источника сжатого газа. Показана
роль кавитации в процессе распыления. Приведен ряд результатов параметрических исследований модели, устанавливающих
зависимости дисперсности аэрозоля, угла распыла и массового расхода жидкости от безразмерных параметров, характеризую�
щих геометрические свойства распылителя. Физико�математическая модель позволяет подбирать характеристики распылителя
с целью получения аэрозольных сред с заранее заданными параметрами.
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Сжатый газ, проходя через объем жидкости, ра�
скручивает ее, барботирует и накапливается в пред�
сопловом объеме 6. Частично газ растворяется в
жидкости, образуя зародыши кавитации – сжатые
под давлением микропузырьки. При достижении
заранее заданного давления pcr происходит разрыв
верхней мембраны. При этом происходит «вскипа�
ние» смеси – расширение пузырьков. Разгоняясь
от перепада давления, жидкогазовая смесь двинет�
ся к сопловому торцу и, достигнув сопловой крыш�
ки, ударится об нее. Резкое повышение давления
(гидроудар) формирует ударную волну навстречу
потоку, доходит до основания, отражается и при
определенных условиях обеспечивает кавитацию
жидкости. Как будет показано ниже, импульс да�
вления необходим для развития в жидкости удар�
но�волновой кавитации, что, в свою очередь, тре�
буется для обеспечения более высокой дисперсно�
сти получаемого аэрозоля.

Чтобы оценить (в стационарном приближении)
амплитуду ударной волны, возникающей при ги�
дроударе, используем уравнение неразрывности
на сечении сопла: Su=Snun, где u – скорость движе�
ния газожидкостной смеси внутри конструкции;
Sn – площадь отверстия распылителя; и уравнение
Бернулли (без учета сжимаемости кавитированной
жидкости, что справедливо для низких концентра�
ций газа):

где pa – давление во внешней среде. Тогда скорость,
с которой смесь ударяется о сопловой торец, опре�
делится выражением

(1)

Скорость после истечения из сопла определит�
ся выражением

(2)

Тогда в соответствии с формулой Жуковского
амплитуда давления в результате гидроудара соста�
вит: pm=ucρmix, где с – скорость звука; ρmix – плот�
ность газожидкостной смеси, ρmix=kρl, где k – коэф�
фициент, характеризующий изменение плотности
жидкости. Можно определить величину этого коэф�
фициента, оценив количество растворенного в жид�
кости газа, которое в соответствии с законом Генри
пропорционально парциальному давлению газа над
жидкостью. Так, для воздуха под давлением 8,5 МПа
растворенный газ изменит плотность жидкости
в k=0,82 раза. При таком значении коэффициента k
концентрация растворенного газа (порядка 10–4 для
воды при указанном давлении) достаточно мала,
чтобы жидкость можно было считать несжимаемой.

Ударная волна в относительно плоском слое
жидкости испытает ряд отражений с постепенным
затуханием. Если время истечения жидкости будет

много больше времени прохождения волны, уста�
новятся резонансные акустические колебания с 

длиной волны λ=2L и частотой Интенсив�

ность звукового поля за время прохождения волны 

составит: где Q – энергия ударного воздей�

ствия, равная энергии, запасенной в сжатом газе
в предсопловом объеме: Q=i/2Vpnbpcr, где i – число
степеней свободы молекулы газа (для трехатомного
газа советуют принять i=7 [4]). С другой стороны, 

интенсивность волнового поля Отсю�

да получаем выражение для амплитуды смещения
частиц в звуковой волне:

Получим безразмерный параметр

характеризующий эффективность процессов кави�
тации, – величина плоского разрыва по отноше�
нию к высоте столбика жидкости. Этот параметр
определяется прежде всего величиной энергии
сжатого газа по отношению к массе жидкости: чем
больше это отношение, тем выше эффективность
кавитации. Если данный параметр мал, то процес�
сами ударно�волновой кавитации в задаче можно
пренебречь.

Следующая за волной сжатия плоская волна
разрежения с амплитудой Zm порождает плоский
разрыв с эффективной толщиной Zef=Zm/√

–
2 [5].

Фаза сжатия приводит к преобразованию плоского
разрыва в ансамбль шарообразных пузырьков диа�
метра Db, заполненных водяными парами и ранее
растворенными в воде газами. При равномерном
наполнении жидкости такими пузырьками можно
выделить элемент, частично заполненный водой,
частично – газами и парами воды; его плотность
составит kρl, Db=(1–k)Zef. Тогда, с учетом (1), полу�
чим выражение для диаметра пузырька:

Газожидкостная смесь, представляющая собой
водяной каркас с распределенными в нем кавита�
ционными пузырьками, под действием давления
сжатого газа вырывается через отверстие. В пред�
положении, что в момент истечения кавитирован�
ной жидкости каждый пузырек, находящийся под
давлением p, раздуется до атмосферного и в этот
момент разорвется на капли диаметром, равным
толщине водяного слоя, в работе [1] получена
оценка диаметра капель:

(3)
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Проведем оценки величин времени, характери�
зующих процесс. Время прохождения волны по
слою жидкости толщиной L составит: tw=L/c, где c
– скорость звука в кавитированной жидкости. Вре�
мя истечения можно оценить как tex=L/un, где un –
скорость истечения, определяемая по формуле (2).
Тогда для воды (если скорость звука не меняется в
кавитированной жидкости) отношение времени
прохождения волны ко времени истечения:
tw/tex=un/c≈0,03±0,1<<1 при рассматриваемых уров�
нях давлений (порядка 1…5 МПа). Таким образом,
в процессе истечения жидкости из сопла конструк�
ции в ее толщине успевают развиться акустические
колебания, вызывающие кавитацию, причем таких
колебаний пройдет не менее 10. В этом случае
устанавливается стационарный режим истечения.
Поскольку жидкость движется, как показано в [7],
схлопывания кавитационных пузырьков не проис�
ходит, и они разрывают сплошность жидкости,
способствуя в дальнейшем образованию более
мелких капель аэрозоля, чем при распылении не�
кавитированной жидкости. Более подробно этот
вопрос будет обсужден ниже.

Для описания первой стадии процесса рассмо�
трим истечение газа из камеры 1 через небольшое
отверстие при поддержании в резервуаре постоян�
ного давления. Будем считать, что размеры резер�
вуара настолько велики по сравнению с размерами
выходного отверстия, что можно полностью прене�
бречь скоростью движения газа внутри резервуара,
и, следовательно, давление и плотность газа внутри
резервуара будут иметь значения p, ρ. Давление
во внешней среде обозначим через pа. Скорость
истечения газа можно определять по формуле [6]:

где γ – показатель адиабаты истекающего газа.
Из закона сохранения импульса находим тан�

генциальную скорость движения жидкости:

(4)

где ρl – плотность жидкости.
В рассматриваемой конструкции импульсного

распылителя происходит раскручивание жидкости,
как в центробежной форсунке. Отличие от прин�
ципа центробежной форсунки заключается в том,
что в отверстия 4 (рис. 1) втекает не жидкость, а
сжатый газ, передавая импульс движения жидкости
и раскручивая ее. Теория центробежной форсунки
была разработана Г.Н. Абрамовичем и развита
(с учетом сил трения) Л.А. Клячко. Поскольку
в емкости с жидкостью создаются все условия, со�
ответствующие классической центробежной фор�
сунке, считая скорость «втекания» жидкости по
формуле (4), пренебрегая сжимаемостью кавити�
рованной жидкости, воспользуемся этой теорией
для приближенного описания процессов истече�

ния из форсунки, оценки основных эксплуата�
ционных характеристик устройства в зависимости
от параметров конструкции.

Необходимо рассчитать геометрический ком�
плекс А (Абрамович Г.Н.):

где R – радиус емкости с жидкостью; rin – радиус
входного отверстия; rn – радиус сопла; Sin – площадь
входных отверстий. Эквивалент геометрического
комплекса, учитывающий вязкость (Клячко Л.А.):

где – эквивалентный радиус отверстий; 

– коэффициент трения, критерий Рей�

нольдса относится к жидкости в каме�

ре закрутки; ν – кинематическая вязкость.
В центре сечения факела распыла возникает

воздушный вихрь с давлением, равным давлению
окружающей среды. Коэффициент живого сече�
ния, характеризующий степень заполнения жидко�
стью факела распыла, обозначим ε. Теория Абра�
мовича–Клячко позволяет рассчитать коэффици�
ент живого сечения, зная значение геометрическо�
го комплекса Ae, путем решения трансцендентного
уравнения:

Угол факела распыла рассчитывается по формуле:

Объемный расход G и коакси�

альная составляющая выходной скорости потока uz

рассчитываются в соответствии со следующими со�

отношениями: G=πr 2
innuin=πrn

2uzε, отсюда

Время истечения можно оценить исходя из значе�

ния объемного расхода:

Таким образом, имея в качестве исходных дан�
ных геометрические характеристики форсунки L,
S(R), Sin(rin,n), Sn(rn), а также импульс давления pm,
мы получаем объемный расход жидкости, время
истечения, угол распыла.

Определению дисперсности аэрозолей, получен�
ных с помощью центробежных форсунок, посвящено
множество работ ([6] и ссылки там же). В работе [8]
получена полуэмпирическая формула для широкого

0

.( ) /
ext

l lG t dt M ρ=∫

.in

z

in

n

uS
u

S ε
=

(1 ) 8
tg

(1 1 )

.
ε

ϕ
ε ε

−
=

+ −

3

1
.

/ 2
e
A

ε

ε

−
=

2
Re in in

u r

ν
=

0,3

1,05

Re
λ =

e

in
S

r
π

=

2

2
1 1

2 2

,

e in

e

A A
A

R S
A A

r S

λ λ
= =

+ − + −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

( ) 1
1 ,n

in in in

in n
R r r SS

A
nr S S n

−
= = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,
in g

l

v v
ρ

ρ
=

2 1

1

1 2
,

1

a a
g

p p
v p

S p p

γ
γ γγ

ρ
ρ γ

+⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Математика и механика

169



ряда центробежных распылителей в диапазоне пара�
метров: А=1,72–9,51; П1=8(10–6–10–2); Re=800–25 000.
Опытные данные обобщены формулой:

(5)

где r – радиус капли; число Рейнольдса относится к
исходящему потоку; параметр П1 характеризует со�
отношение инерционных и вязкостных сил в жид�

кости: μl – кинематическая вязкость;

σ – поверхностное натяжение жидкости. Эта зави�
симость является наиболее общей среди подобных
[6], учитывающих влияние большого числа вход�
ных параметров. Следует прежде всего отметить,
что все подобные зависимости дают величины ра�
диуса получаемых капель порядка 100 мкм и более,
притом чем выше скорость потока (а следователь�
но, и Re), тем выше дисперсность получаемого аэ�
розоля. Это соответствует аэродинамическому ме�
ханизму разрушения струй жидкости и разделения
их на капли [9]. Оценки размеров капель аэрозоля
по «кавитационному» механизму (3) дают для на�
ших условий приблизительно на порядок более вы�
сокую дисперсность, чем полученные из рассмо�
трения аэродинамического механизма образова�
ния капель (5).

На рис. 2 приведены результаты расчета зависи�
мости радиуса образующихся капель аэрозоля по
кавитационному механизму и по аэродинамиче�
скому, в зависимости от Wo. Практическое след�
ствие данных модельных расчетов таково: чтобы
получить высокодисперсный аэрозоль (радиус ка�
пель около 1…10 мкм), необходимо создать усло�
вия для кавитации (Wo>0,01), но не допускать
слишком большого импульсного воздействия
на жидкость Wo~0,08…0,09.

Рис. 2. Зависимость радиуса капель аэрозоля, соответ�
ствующая аэродинамическому (1) и кавитационному
механизму (2)

Проведем параметрические исследования пред�
ложенной модели. Для этого выделим следующие
безразмерные геометрические параметры, характе�
ризующие процесс распыления: S/Sin – отношение
площади сечения емкости с жидкостью к площади
входных отверстий; S/Sn – отношение площади се�
чения емкости с жидкостью к площади сечения со�

пла; параметр Абрамовича А, являющийся комби�
нацией вышеуказанных параметров и количества
входных отверстий n (9).

На рис. 3 приведена зависимость угла распыла
от указанных безразмерных параметров. Из расче�
тов видно, что параметр Абрамовича (кривая 3)
и параметр S/Sin (кривая 1), характеризующий от�
ношение площади емкости с жидкостью к площа�
ди входных отверстий, существенно увеличивают
угол распыла: с ростом этих параметров угол факе�
ла распыла можно увеличить до 60° и выше.

Из трех перечисленных геометрических пара�
метров лишь S/Sin оказывает влияние на объемный
расход жидкости: с увеличением данного параме�
тра (относительным уменьшением площади вход�
ных отверстий) объемный расход падает.

Проведем расчет для следующих параметров
распылителя, изображенного на рис. 1: площадь
поперечного сечения S=0,0064 м2, вода общей мас�
сой 300 г, сжатый воздух под давлением p=85 атм,
Vpnb=50 см3. Давление в ударной волне составит
pm=300 атм, скорость втекающего в воду сжатого
воздуха 1920 м/с, скорость потока воды – 250 м/с,
угол факела распыла – 70°, скорость истечения во�
ды из отверстия распылителя – 20 м/с, время исте�
чения 53 с. Экспериментальные данные: угол рас�
пыла 65°, скорость истечения 25 м/с, время истече�
ния 50 с. Величина параметра Wo=0,014, характер�
ный радиус капель r=6 мкм (в расчете по аэродина�
мическому механизму (5) r=23,5 мкм).

Рис. 3. Зависимость угла распыла ϕ от параметров S/Sin (1),
S/Sn (2), А (3)

Пропорции конструкции играют большую роль
в управлении дисперсностью аэрозоля. Если, оста�
вляя объем компрессионной камеры и распыляе�
мой жидкости постоянными, менять высоту стол�
бика жидкости (и, соответственно, площадь S),
то радиус капель, рассчитанный по (3), будет ме�
няться линейно от 2,7 мкм при L=3 см до 13,1 мкм
при L=10 см.

Выводы
Предложена новая конструкция и физико�ма�

тематическая модель центробежной пневматиче�
ской форсунки при импульсном воздействии сжа�
того газа. На основе предложенной модели получе�
ны выражения для расчета основных определяю�
щих параметров распыления от входных параме�
тров форсунки; имея в качестве исходных данных
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геометрические характеристики форсунки L, S, Sin,
Sn, мы получаем объемный расход жидкости, время
истечения, угол распыла и дисперсность получае�
мого аэрозоля.

Показано, что для обеспечения более высокой
дисперсности аэрозоля необходимо обеспечить
импульсный характер воздействия на жидкость;

предложен безразмерный критерий Wo, характери�
зующий определяющий механизм диспергирова�
ния. Расчеты нашли качественное эксперимен�
тальное подтверждение.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
Российского Фонда Фундаментальных Исследований
(№ 12#08#90810#мол_рф_нр).
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Современная технология изготовления плит
из крупноразмерной ориентированной стружки
(Oriented Strand Board – OSB) предусматривает
их ориентирование при формировании стружечно�
го ковра, который в дальнейшем подвергается го�
рячему прессованию. Благодаря укладке частиц на�
ружных слоев брикета в продольном, а внутрен�
них – в поперечном направлении возможно значи�
тельное повышение прочности на изгиб изгото�
вляемых плит. Причем чем меньше угол разброса
частиц, тем выше прочность готовой плиты, кото�
рая приближается к прочности исходной древеси�

ны. Ориентирование частиц является одной из ос�
новных операций в технологическом процессе из�
готовления OSB, что требует ее подробного изуче�
ния с целью совершенствования ориентирующих
устройств.

Зная динамику движения древесной частицы, в
частности изменение скорости и времени падения
и разворота от ориентирующего органа до укладки
в стружечный ковер, можно так подобрать дей�
ствующий на частицу вращающий импульс, что
она будет уложена в ковер с наименьшим углом от�
клонения. Это позволит значительно улучшить ос�
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новной механический показатель OSB – проч�
ность на статический изгиб.

Рассмотрим поступательное и вращательное
движения частицы раздельно.

Без учета вращательного движения на частицу,
свободно падающую в воздушной среде, действуют
сила тяжести mg и сила сопротивления воздуха Fв.
Дифференциальное уравнение поступательного
движения частицы имеет вид:

(1)

где m – масса частицы, кг; s – путь, проделанный
частицей, м; g=9,81 м/с2 – ускорение свободного
падения.

С учетом силы Fв, которая зависит от скорости
движения частицы относительно воздуха, уравне�
ние (1) принимает вид:

(2)

где Cx – коэффициент аэродинамического (лобово�
го) сопротивления частицы; Sd –площадь проек�
ции поперечного сечения частицы на плоскость,
перпендикулярную направлению ее движения, м2;
ρв=1,29 кг/м3 – плотность воздушной среды при
нормальных условиях; V – скорость поступатель�
ного движения при падении частицы, м/с.

Масса частицы зависит от ее размеров и удель�
ной плотности материала:

m=BLhρч, (3)

где B – ширина частицы; L – длина частицы; h –
толщина частицы; ρч – плотность материала части�
цы (400…700), кг/м3.

Площадь Sd при плоскопараллельном падении
частицы определяется по формуле: Sd=BL.

Для определения скорости V по уравнению (2)
необходимо знать величину коэффициента аэро�
динамического сопротивления Сх. В [1] значения
Cx при малых числах Рейндольса Re имеют боль�
шой разброс и недостоверны, т. к. получены на ос�
новании малого числа экспериментов. Коэффици�
ент Сх нелинейно зависит от числа Re. Последнее,
в свою очередь, зависит от скорости частицы V.
Исключение из расчетов значений Сх возможно
за счет моделирования аэродинамических процес�
сов, возникающих при падении частицы в воздуш�
ной среде.

Расчет падения частицы с учетом ее аэродина�
мики заключался в определении зависимости силы
торможения частицы Fв от времени ее падения чи�
сленным моделированием в программе Comsol
Multiphysics 3.5 [2]. Получаемые значения силы F в
виде аппроксимирующего выражения вводились в
S�модель падения частицы, созданную в програм�
ме MatLab/Simulink. При этом скорость и время
падения частицы определялись с учетом силы аэ�
родинамического торможения в воздухе. Таким об�
разом, необходимость использования нелинейной
зависимости коэффициента Сх от числа Рейнольд�
са отпадает.

Программа Comsol Multiphysics использует
обобщенную версию уравнений Навье–Стокса,
чтобы учесть переменную вязкость. Уравнения
имеют вид:

(4)

где η – динамическая вязкость, Па·с; u – вектор�
ное поле скоростей; p – давление, Па; F – объё�
мная плотность силы, действующей на среду, в том
числе и сила тяжести, Н/м3.

Первое уравнение – это уравнение переноса ко�
личества движения, а второе – уравнение нераз�
рывности потока для несжимаемой жидкости.

Поскольку длина частицы в десятки раз больше
ее поперечных размеров, то для сокращения ма�
шинного времени моделирования решалась пло�
ская задача. При этом мы пренебрегаем аэродина�
мическим сопротивлением на концах частицы –
это приводит к погрешности величиной не более
2…3 %, что вполне допустимо при таких расчетах.

Важной особенностью движения частиц в
устройствах ориентирования является ламинарный
характер обтекания частиц воздушной средой. Так,
для характерных размеров частиц длиной до
150 мм, шириной до 30 мм, толщиной до 1 мм [3]
при их свободном падении или вращении со ско�
ростями вращательного движения в пределах от 1
до 8 рад/с число Рейнольдса, характеризующее об�
текание частиц потоком, составляет от 10 до 800,
что соответствует ламинарному режиму.

Ламинарный режим движения однородных
сред и их взаимодействие с обтекаемыми телами
хорошо подчиняется численным методам расчета,
поэтому для определения коэффициента аэроди�
намического сопротивления частиц был применен
численный эксперимент. Он заключается в сле�
дующих шагах:
• производится расчет стационарного процесса

движения частицы в потоке воздуха при нор�
мальных условиях методом численного модели�
рования с помощью программы Comsol Mul�
tiphysics 3.5. Для того чтобы при 2D�моделиро�
вании учесть длину частицы, при постпроцес�
сорной обработке результатов определялась по�
гонная суммарная сила F/l, действующая на об�
текаемое тело, в противоположном движению
частицы направлении;

• по рассчитанному значению погонной силы
определяется коэффициент аэродинамического
сопротивления частицы;

• результаты, полученные для частиц близкой
формы, усредняются;

• усредненные результаты аппроксимируются
аналитическими выражениями, которые будут
пригодны для дальнейших расчетов.
Сила взаимодействия потока с обтекаемым им

телом описывается формулой [4]:
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Тогда коэффициент аэродинамического сопро�
тивления может быть найден:

(5)

В качестве примера на рис. 1 показана картина
обтекания частицы (без учета ее вращения) через
0,2 с после начала движения.

Рис. 1. Поле скоростей через 0,2 с после начала падения

По результатам моделирования падения части�
цы получена зависимость силы сопротивления воз�
духа Fв от числа Рейнольдса, аппроксимируя кото�
рую с помощью пакета Curve Fitting программы
MatLab, получим выражение (коэффициент корре�
ляции R=0,99991):

где В0=0,002 м – средняя ширина частицы;
L0=0,1 м – средняя длина частицы.

Имитационная модель для данной задачи со�
ставлена в пакете Simulink. Выражение (4) в моде�
ли рассчитывает блок Fcn2. Схема модели предста�
влена на рис. 2, некоторые результаты моделирова�
ния – на рис. 3.

В результате моделирования установлено, что вре�
мя падения частицы Т0 зависит от ее толщины и плот�
ности и не зависит от длины и ширины частицы,
т. к. при увеличении этих величин во столько же раз
возрастает площадь сечения частицы и, соответствен�
но, растет сила аэродинамического торможения.
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Рис. 2. Имитационная модель (S�модель) падения плоской частицы
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Зная время падения частицы Т0, можно опреде�
лить скорость ее вращения [рад/с], необходимую
для минимизации угла укладки частицы в стружеч�
ный ковер:

(6)

где αнач – угол схода частицы с направляющих, за�
висящий от расстояния между направляющими и
длины частицы [рад]; n=0 или 1 – количество обо�
ротов, задаваемое частице; k – коэффициент аэро�
динамического торможения, учитывающий замед�
ление частицы при вращении.

Число n определяется производительностью
ориентирующего устройства. Чем оперативнее тре�
буется ориентировать частицы, тем больший им�
пульс вращения следует им придать, тем больше
должна быть начальная скорость ω0. При этом ча�
стица может совершить дополнительный оборот.
В последнем случае возрастает также угол разброса
частиц в ковре. На основании (6) можно определить
оптимальную скорость направляющих элементов
в системе ориентации древесных частиц [5].

Для оценки аэродинамического коэффициента
k в выражении (6) необходим анализ вращательно�
го движения частицы.

Пусть плоская частица длиной L, шириной В и
толщиной h вращается вокруг оси ОOI с угловой
скоростью ω (рис. 4).

На рисунке: R=L/2; dF – элементарная сила со�
противления; ω – скорость вращения частицы; r –
текущая координата рассматриваемого участка ча�
стицы.

Сила аэродинамического сопротивления F по
длине частицы будет изменяться, поскольку раз�
ные ее участки будут двигаться с разной линейной
скоростью относительно воздуха. Рассмотрим бес�
конечно малый участок частицы длиной dr на рас�
стоянии r от оси вращения. Элементарная сила со�
противления dF, действующая на участок частицы
длиной dr и шириной В:

где Vк – линейная скорость перемещения краев ча�
стицы, м/с.
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Рис. 3. Зависимость времени падения частицы от высоты Ho падения при B=0,01 м; L=0,1 м; h=0,0005 м; ρч=400 кг/м3: 1 – для
воздуха; 2 – для вакуума

Рис. 4. Свободное вращение частицы прямоугольного сечения в воздухе



Выразив линейную скорость через угловую
Vк=rω, получим:

Элементарный тормозящий момент, считая и си�
лу, воздействующую на вторую половину частицы:

dM=2dFr=CxρвВω2r3dr. (7)
Для определения суммарного тормозящего мо�

мента необходимо проинтегрировать выражение
(7) по длине частицы от оси вращения до ее конца:

(8)

где K=ρвВω2.
Коэффициент аэродинамического сопротивле�

ния Сх в (8) зависит от скорости движения частицы
относительно воздуха, которая, в свою очередь,
определяется текущей координатой рассматривае�
мого участка  и угловой скоростью ω. Для общно�
сти последующих выводов будем считать, что ко�
эффициент Сх имеет следующий вид:

(9)

Частицы шириной 4, 15 и 25 мм и толщиной 0,2,
0,5 и 1,0 мм располагались при моделировании
широкой стороной вдоль и поперек потока. При�
мер полученных зависимостей погонной силы
от скорости вращения частиц приведен на рис. 5.

После расчета по выражению (5), усреднения
результатов и аппроксимации кривых средствами
программы MatLab получены выражения, позво�
ляющие для каждой из групп частиц с точностью
до 10 % определять коэффициент Сх.

Для частиц, расположенных шириной В вдоль
и поперек потока соответственно:

Выражение (9) получено для аргумента, кото�
рым является число Рейнольдса. Хотя это обще�
принятый критерий движения потоков среды, для

практического расчета движения древесных частиц
в системах ориентирования он неудобен, т. к.
скрытно содержит размеры частиц и их скорость,
которые приходится аналитически интегрировать
в процессе расчета. В нашем частном случае для
последующего анализа удобнее выразить Сх как
функцию скорости движения частиц относительно
воздуха. Для частиц, расположенных шириной
В вдоль и поперек потока соответственно:

Подставив (9) в (8), получаем:

(10)

Выражение (10) содержит два интеграла:

(11)

Подставляя (11) в (10) получим:

Из (10) получим выражение тормозящего мо�
мента:

Введем обозначения:

(12)

Тогда окончательно получим зависимость аэро�
динамического момента торможения от размеров
частицы и ее угловой скорости:

(13)

Для определения закона движения частицы за�
пишем второй закон Ньютона для вращающейся
частицы:
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Рис. 5. Погонная сила, действующая на частицы с шириной В поперек потока



(14)

где J – момент инерции частицы относительно оси
ООI, кг·м2.

Для пластины массой m и длиной L момент
инерции, как известно, составляет [6]:

(15)

Подставив (15) в (14), получим:

(16)

Интегрируем обе части полученного дифферен�
циального уравнения (16):

(17)

Масса частицы m не входит в коэффициенты
уравнения (12), поэтому, согласно (17), она опреде�
ляет скорость вращения частицы в обратной про�
порции.

Уравнение (17) нелинейно, поэтому для его ин�
тегрирования применим численные методы, а
именно имитационное моделирование с помощью
пакета Simulink программы MatLab.

Общий вид модели для плоских частиц предста�
влен на рис. 6.

Блок подготовки данных вычисляет значение
коэффициентов уравнения (17), блок решения
дифференциальных уравнений решает (17), инте�
грируя его правую часть. Блок обработки данных
вычисляет угловую скорость частицы во времени.
При этом вычисляются два значения углового от�
клонения частицы: с учетом сил аэродинамическо�
го торможения и идеальное – без учета данных сил.
Данные значения индицируются на дисплеях An�
gle_degrees (в градусах) и Angle_% (в процентах

от идеального значения). Осциллограф Scope по�
казывает процесс изменения угловой скорости при
движении частицы во времени.

Моделирование проводилось для плотности
воздуха 1,204 кг/м3, его кинематической вязкости
1,51·10–5 м2/с и плотности частицы 400 кг/м3.

Толщина В частицы, встречающей поток, не
влияет на замедление частицы при вращении. Это
следует из выражений (12) и (13). Коэффициенты a и
b в выражении (12) прямо пропорциональны шири�
не частицы В. Но, масса плоской частицы, определя�
емая по формуле (3), в формуле момента инерции
(15) также пропорциональна ширине частицы В.

Учитывая, что R=L/2 и проведя сокращения,
получим:

В то же время, ширина частицы Н оказывает
влияние на скорость замедления. Чем она больше,
тем меньше замедляет вращение частица. Это мож�
но объяснить тем, что увеличение Н приводит к
увеличению момента инерции частицы, мало
влияя на аэродинамическое сопротивление. Одна�
ко следует учитывать, что вследствие увеличения
площади трения частицы о воздух с увеличением
ее ширины Н аэродинамическая сила торможения
также несколько возрастает. Это приводит к увели�
чению скорости торможения частицы.

Полученные в результате численного эксперимен�
та поля скоростей потоков при обтекании частицы
(без учета ее падения) представлены на рис. 7, графи�
ки изменения угловой скорости частицы – на рис. 8.

В результате моделирования поступательного
движения плоской частицы получено значение
времени ее падения в зависимости от ее размеров
и высоты падения. Данное время зависит от ее тол�
щины и плотности частицы и не зависит от ее дли�
ны и ширины. Определены также отклонения вре�

3 2 2
2â â12

.
16 7 2

R

÷ 0

ÀL ÑL L
ù dt

Hñ

ρ ρ ω
ω

ω

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫2

2

2

3
.a b dt

mR

ω
ω ω

ω

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

2
2

2

3
.

d
a b

dt mR

ω ω
ω

ω

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 21 1

(2 ) .
12 12 3

mR
J mL m R= = =

,
d

J M
dt

ω
= −

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

176

Рис. 6. Имитационная модель вращения плоской частицы
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мени падения от среднего значения при сочетании
параметров частицы случайным образом.

При вращении частицы действующая на нее
погонная сила аэродинамического сопротивления
возрастает нелинейно с увеличением размеров ча�
стицы. Угловая скорость частиц относительно на�
чальной скорости снижается по закону, близкому к
линейному, причем за время ориентирования для
частиц длиной 150 мм угловая скорость снижается
на 20 %, для частиц длиной 75 мм – на 12 %. Дан�
ное снижение линейно возрастает с уменьшением
плотности частиц. Таким образом, для всего диапа�
зона диаметров частиц коэффициент аэродинами�

ческого торможения k в выражении (6) принимает
значения от 1,12 до 1,20 и зависит от размеров ча�
стиц, их плотности, начальной скорости вращения
и времени разворота, которое пропорционально
высоте ориентирующего устройства.

Точность расчетов удалось повысить за счет то�
го, что коэффициент аэродинамического сопро�
тивления в обеих моделях определялся в числен�
ном эксперименте.

Использование результатов исследования по�
зволит уменьшить угол разброса частиц в форми�
руемом стружечном ковре и тем самым повысить
прочность на изгиб готовых плит OSB.
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Рис. 7. Поле скоростей при движении частицы шириной 20 мм, толщиной 1 мм: а) плоская сторона вдоль потока; б) плоская
сторона поперек потока

Рис. 8. Зависимость ω=f(t) для частицы с параметрами: h=0,5 мм, B=20 мм, движущейся узкой гранью навстречу потоку
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В технологии переработки жидких радиоактив�
ных отходов (ЖРО) в крупнотоннажных емкостях
прямоугольной или цилиндрической формы объе�
мом 1000…1500 м3 проводятся операции по сбору
и усреднению отходов, требующие интенсивного
перемешивания с подъемом осадков, для после�
дующей подготовки их к переработке. В общем
случае перемешивание может осуществляться ре�
циркуляционными насосами и механическими ме�
шалками (для небольших объемов), пневматиче�
ским (барботажным) перемешиванием и струйным
методом (для больших объемов).

Анализ конкретных условий работы позволяет
сделать выбор вариантов устройств для перемеши�
вания ЖРО. Так, изменение столба жидких отходов
в емкости во время эксплуатации при раскачке
до минимальных уровней ограничивает примене�
ние барботеров только у днища емкости, делает не�
возможным использование эрлифтного способа
перемешивания, а также нерациональным приме�
нение планетарных мешалок из�за низкой интен�
сивности перемешивания при большой консоли
вала и малых оборотах мешалки. Перемешивание
отходов барботажными устройствами увеличивает
газовые выбросы, требующие установки дополни�
тельного оборудования для очистки сбросного воз�
духа от радиоактивных аэрозолей.

Наиболее приемлемым и перспективным для
переработки ЖРО в емкостях больших объемов яв�
ляется метод струйного перемешивания погружен�
ными соплами. Процесс осуществляется в цилин�
дрических емкостях при тангенциальном располо�
жении сопел, для прямоугольных емкостей – вер�
тикальными соплами с циркуляцией исходного ра�
створа насосом через систему сопел. Перемешива�
ние сопровождается взаимодействием растекаю�
щихся струй и созданием турбулентных закручен�
ных потоков перемешиваемой жидкости, а турбу�
лентность определяется как совокупность разно�
масштабных вихрей, из�за растяжения которых
создается непрерывное распределение пульсаций
скоростей в потоке [1].

Организация закрученных течений перемеши�
ваемых потоков жидкостей исходным раствором
через погруженные сопла и насос позволяет вы�
полнить эксплуатационные требования к оборудо�
ванию со сроком службы до 20 лет при изменяю�
щемся уровне раствора в емкости в период подго�
товки ЖРО к переработке или глубинному подзем�
ному захоронению [2–4].

При проектировании перемешивающих
устройств для прямоугольных емкостей больших
объемов, предназначенных для сбора и последую�
щей переработки ЖРО, необходимо определить
влияние скоростных характеристик взаимодей�
ствующих затопленных струй жидкости, вытекаю�
щих из сопел, на время перемешивания τ и вы�
явить основные физические и конструктивные па�
раметры при подъеме частиц, осевших на дне ем�
кости [5, 6].

Определение времени перемешивания τ ослож�
няется тем, что процесс осуществляется с задан�
ным расходом и изменяющимся уровнем раствора
при его переработке. Эти вопросы можно разре�
шить только путем моделирования процесса на ос�
нове теории подобия гидродинамических явлений,
для которых требуется соблюдение геометрическо�
го подобия размеров емкостей, физического подо�
бия жидкостей, а также динамического подобия
вытекания жидкости из сопел равенством крите�
риев Рейнольдса при циркуляции через сопла.

В совокупности емкость и циркуляционная си�
стема (сопла, насосы) определяются следующими
параметрами: ρ, μ, d0, υ0, τ, т. е. время перемешива�
ния τ жидкости в емкости зависит от плотности
жидкости ρ, вязкости μ, диаметра сопла d0, опреде�
ляющего факел струи и скорость струи υ0 на срезе
сопла, величина которой влияет как на способ�
ность струи перемешивать данный объем при ра�
стекании ее в пространстве крупнотоннажной ем�
кости, так и на время τ.

В качестве примера разработки и конструиро�
вания перемешивающих устройств струйного типа
принята емкость прямоугольной формы объемом
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1000 м3 (табл.), применяемая на радиохимических
заводах (РХЗ).

Таблица. Характеристика промышленной прямоугольной
емкости и перемешивающего устройства

Исходя из критериальных условий подобия,
рассчитывая масштабный коэффициент скорости
жидкости aυ в сопле, при этом задаваясь масшта�
бом aL=0,1 (геометрического подобия емкостей на�
турного и модельного аппарата lн>lм в 10 раз), aρ=1,
aμ=1, можно записать следующее:

Таким образом, уменьшая размеры модельной
емкости и сопла в 10 раз (aL=0,1) из условия геоме�
трического подобия, скорость потока жидкости
из сопла на модели необходимо увеличить в 10 раз,
тогда υ0 будет равна 5,3 м/с. Для этой скорости
определены экспериментально скоростные характе�
ристики потоков растекающихся струй на модель�
ном аппарате объемом 1,0 м3 (1000×1000×1000 мм)
и получена зависимость времени перемешивания τ
от критерия Re (рис. 1).

Рис. 1. Зависимость времени перемешивания от критерия
Рейнольдса

Для выяснения условий отрыва твердых частиц
от дна емкости и их переноса недостаточно знания
одних только средних характеристик скорости по�
тока. Дальнейший перенос твердых частиц осу�
ществляется благодаря наличию в турбулентном
потоке пульсаций вертикальной составляющей
скорости, и требуются данные о пульсационных
характеристиках полей скоростей по всему объему
и значений интенсивности турбулентности в пото�
ке жидкости.

Так как время τ зависит от среднеарифметиче�
ской скорости потоков υср и интенсивности турбу�
лентности I, то скорость υ в любой точке турбу�
лентного потока можно выразить как:

где Δυ – отклонение истинной скорости от средне�
го значения (рис. 2).

Рис. 2. Скоростные характеристики турбулентного потока

Величиной, характеризующей меру рассеива�
ния истинных скоростей υ относительно средней
скорости υср, является среднеквадратичное откло�
нение σ:

где Pi – вероятность появления скорости υср; D –
дисперсия.

Отношение среднеквадратичного отклонения σ
к скорости υср характеризуется интенсивностью
турбулентности I и является мерой пульсаций
в точке потока:

Определение υср и σ проводилось на модельной
емкости (рис. 3) на различных высотах h располо�
жения сопел от дна емкости и в характерных пло�
скостях, а также определялись линии тока вихре�
вых потоков перемешиваемой жидкости. Эти дан�
ные необходимы для конструирования перемеши�
вающих устройств выше указанной емкости под
ЖРО.

Измерения проводились на расстояниях l=0,02;
0,04; 0,08; 0,12; 0,16; 0,20; 0,24 м от оси сопла
до точки измерения, на разных уровнях от дна ем�
кости (h0=0,05; 0,15; 0,50 м) и при изменяющихся
уровнях заполнения.

Характерные эпюры скоростей υср и интенсив�
ности турбулентности I показаны на рис. 4.

Экспериментальные данные полей средних
скоростей и интенсивности турбулентности, ли�
ний тока и взаимодействие растекающихся струй
в модельном аппарате, определяющих структуру
вихревых течений, режим процесса и время гомо�
генизации при перемешивании растворов струй�
ным методом выявили правильность выбора сим�
метричного расположения вертикальных сопел
на определенном расстоянии от дна емкости, наи�
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Параметры Значения

Объем раствора, м3 1000

Высота уровня раствора (max) H, м 8

Расход раствора на перемешивание Q, м3/ч 50

Количество сопел (расчетное), n 4

Диаметр сопел (расчетный) d0, мм 50

Скорость струи на срезе сопла υ0, м/с 0,53

Величина критерия Рейнольдса (Re) 36 000

Угол расширения струи от сопла 14°20'
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более выгодный режим работы сопел при
Re=3,6⋅104 на срезе сопла, обеспечивающий вихре�
вой характер потоков перемешиваемой жидкости
с максимальной интенсивностью турбулентности I
до 75 %, необходимые величины средних пульса�
ционных скоростей для подъема осадков и переме�
шивания до суспензии [7].

Рис. 3. Устройство для перемешивания струйным методом:
1) вертикальные сопла (4 шт.); 2) трубная гребенка
для сопла; 3) насос; 4) емкость

Рис. 4. Распределение скоростей истечения жидкости и ин�
тенсивности турбулентности в зависимости от рас�
стояния от оси сопла: 1) h0=0,5 м; 2) h0=0,15 м; 3) ин�
тенсивность турбулентности; 4) h0=0,05 м

С увеличением критерия Рейнольдса время τ
уменьшается при всех измерениях. Высота столба
жидкости H в емкости и расположение сопел
от дна емкости h оказывают существенное влияние
на перемешивание, особенно при малых числах Re,

начиная от 0,7·104 иниже. В этих режимах жидкость
выше сопел перемешивается недостаточно. С уве�
личением h время τ несколько сокращается,
но этот фактор требует конкретного рассмотрения
с учетом необходимых скоростей струй у дна емко�
сти при подъеме частиц осадков.

Основываясь на известности фактических ве�
личин, участвующих в процессе перемешивания,
путем сопоставления этих величин установлен ха�
рактер функциональной зависимости для τ мето�
дом наименьших квадратов из экспериментальных
данных для τ=f(Re,h,g) и методом анализа размер�
ностей для τ=f(ν,D,g). Это вызвано тем, что при
проведении экспериментов величины ν, D, g оста�
вались постоянными. Найденные уравнения для τ
приведены в методике расчета перемешивающих
устройств.

Методика расчета перемешивающих устройств
струйного типа:
1. Диаметр сопла d0 определяется из соотноше�

ния: DЭ/d0≤180.
2. Длина насадки сопла принимается в пределах

l=(3…5)d0; форма насадки влияет на параметры
струи и выбирается по назначению.

3. Эквивалентный диаметр для прямоугольной
емкости шириной b равен:

4. Количество сопел при вертикальном располо�
жении определяется их размещением из усло�
вия максимального заполнения днища емкости
расчетными площадями струй с DХmax в сечении
корпуса на расстоянии Хmax от устья сопла.

5. Расстояние сопла от днища емкости Хmax(h) ре�
комендуется принимать равным 100d0, обеспе�
чивающим подсос жидкости при максимальной
турбулентности из окружающей среды к струе и
необходимые потоки в придонной области при
встрече струи с днищем. Расстояние между со�
плами с учетом взаимодействия струй вытекаю�
щей из них жидкости принимается 100d0,
а между соплами и стенкой емкости – 50d0.

6. Определяется расход через одно сопло Q1, ско�
рость на срезе сопла υ0, критерий Re:

7. Параметры струи рассчитываются по данным [8]:

где Xmax=100d0 – расстояние, на котором поток
вытекающей из сопла жидкости обладает еще
силой подхватывать жидкость из окружающей
среды; а – эмпирическая константа, зависящая
от структуры струи на срезе сопла, а=0,07…0,08;
S – площадь сечения струи на срезе сопла.

8. Время перемешивания τ рассчитывается по сле�
дующим зависимостям:

max 0 max

0
max 0

max

6,8 ,

0,48
,

0,14

X

X

D d à X

d

à X S
υ υ

= +

=

2

1 0 1 0 0 0/ , 4 / , Re / .Q Q n Q d dυ π υ ρ μ= = =

2

Ý

4
.

b
D

π
=

I

l

h
4

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 322. № 2

180



Уравнение справедливо для следующих усло�
вий: 0,5≤H/DЭ≤1; 0,4≤H/h≤1; DЭ/d0<125;
0,7·104≤Re≤(3,1…3,6)·104.
При уточнении влияния кинематической вяз�
кости ν перемешиваемой жидкости в пределах
(0,66…1,36)·10–6 м2/с при Т=(283…315) К зависи�
мость для τ принимает вид:

Максимальная погрешность τрасч и τэксп соста�
вляет 10 %.

9. По диффузионной теории подъем частиц осад�
ков со дна емкости осуществляется под дей�
ствием пульсаций скорости и давления, возни�
кающих в турбулентном потоке жидкости. Чем
больше отношение средней пульсационной
скорости W

–
к скорости осаждения частиц Wос,

тем больше вероятность уноса частиц с днища.
Величина средней пульсационной скорости

определяется следующим образом [9]:

Задаваясь ранее aL=0,1; aρ=1, aμ=1, получили
aυ=10.

Для известных значений υср,н, Hн, υср,м, Hм мас�
штабный коэффициент aW

– равен:

при aυср=10 и aH=0,1 получим aW
–=16,6

Полагая W
–

м/Wос,м=C и W
–

н/Wос,н=C, получим 

При этом aW
–/aWoc

=1 и aWoc
=aW

–=16,6 т. е. скорость
осаждения частиц при моделировании и принятых
aL, aρ, aμ должна быть в 16,6 раза больше скорости
осаждения на натурном аппарате.

Из формулы Стокса

по скорости Wос,н определяется размер частиц осад�
ков модели:

Условие взвешивания частиц осадка в потоке
раствора зависит от величины отношения W

–
м/Wос,м

или W
–

н/Wос,н. В этом случае с увеличением соотно�
шения увеличивается вероятность уноса частиц
со дна емкости для слабосолевых ЖРО.

Скорость осаждения частиц Wос,м рассчитывает�
ся по формуле Стокса, затем определяется крите�
рий Рейнольдса:

При условии Re>0,2 теоретическая скорость ос�
аждения W'ос,м рассчитывается через критерий Ар�
химеда [10]:

тогда определяется и сравнивается с

рассчитанными значениями по уравнению Стокса.

Выводы
1. На основе теории подобия проведено моделиро�

вание процесса перемешивания струйным мето�
дом слабосолевых жидких радиоактивных отхо�
дов в прямоугольной емкости. Разработана ме�
тодика расчета перемешивающего устройства.

2. По заданным характеристикам раствора и ча�
стиц осадка слабосолевых жидких радиоактив�
ных отходов РХЗ на модельной прямоугольной
емкости определены размер частиц, скорость
их осаждения, исследован режим перемешива�
ния и подъема осадков по скоростям потоков
жидкости.
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Введение
Одним из факторов, определяющих надеж�

ность и безопасность работы АЭС с водографито�
выми реакторами, является надежность графито�
вого замедлителя (кладки), рассчитанного на весь
срок эксплуатации реактора.

Графитовая кладка реактора РБМК�1000 имеет
форму цилиндра диаметром 11,8 м и высотой 7 м,
составленного из 2488 колонн, собранных из гра�
фитовых блоков сечением 0,25×0,25 м с осевыми
цилиндрическими отверстиями. В отверстиях уста�
новлены трубы каналов (ТК, СУЗ и др.). Тепловы�
деляющие сборки, расположенные внутри каналов,
охлаждаются водой с температурой 250…280 °C.
При работе реактора часть (5…6 %) полной тепло�
вой мощности реактора выделяется в графите
кладки. Это тепло также отводится к трубам ТК.
Для обеспечения теплового контакта с блоками
на трубы каналов надеты разрезные графитовые
кольца, а в зазоры между трубами и блоками пода�
ется продувочный газ (штатный состав 10 % азота
и 90 % гелия, по объёму). Конструктивные и схе�
мные решения реакторных установок РБМК по�
зволяют осуществлять изменение состава проду�
вочного газа [1].

Температурное поле в графитовой кладке опре�
деляется в первую очередь мощностью реактора.
Влияет на температуру графита и содержание азота
CN в азотно�гелиевой смеси (далее – состав проду�
вочного газа), т. к. ее компоненты существенно
различаются по теплофизическим свойствам: те�
плопроводность у гелия почти в шесть раз выше,
чем у азота.

Температура графита кладки является одним
из основных параметров, лимитирующих работу
реактора РБМК. В практике принято, что на всех
режимах работы реактора максимальная темпера�
тура графита не должна превышать значения поро�
говой температуры 750…800 °C [1, 2], при которой
окисление графита в присутствии водяных паров
идет более интенсивно. При нестационарных ре�

жимах работы реакторов РБМК влияние графито�
вой кладки на надежность и безопасность АЭС ещё
более возрастает, т. к. изменения мощности реак�
тора связаны с термоциклическими напряжения�
ми в графите и могут привести к преждевременно�
му разрушению кладки. Кроме того, колебания
средней температуры графита кладки (замедлите�
ля) ведут к соответствующим изменениям реактив�
ности реактора, т. к. аппараты типа РБМК облада�
ют существенным по величине положительным
эффектом реактивности по температуре замедли�
теля [1, 3].

Эффект, связанный с изменением температуры
графита при изменении состава смеси, может быть
использован для повышения эффективности рабо�
ты энергоблоков РБМК на частичных нагрузках.
Для этого, например, при снижении мощности ре�
актора увеличивают содержание азота в продувоч�
ной смеси. Отвод тепла от графита уменьшается,
температура его растёт и этим компенсируется из�
менение температуры, а значит и реактивности,
из�за изменения мощности [4, 5].

Следовательно, определение температурных ха�
рактеристик графитовой кладки реактора РБМК,
а также обоснование способов управления ее те�
пловым состоянием является актуальной задачей.

1. Экспериментальные исследования
Решение поставленной задачи требует знания

соответствующих статических и динамических ха�
рактеристик графитового замедлителя. Аналитиче�
ское определение большинства из них представля�
ет достаточно сложную задачу. Поэтому при по�
строении модели объекта широко использовались
результаты экспериментальных исследований
на реакторах РБМК�1000 первой очереди Ленин�
градской АЭС.

Специфические условия работы оборудования
АЭС обусловили использование для измерения ос�
новных исследуемых параметров штатных прибо�
ров с привлечением системы централизованного
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контроля (СЦК) «Скала». Для измерения темпера�
туры графита установлено 12 блоков термопар
БТ�0170 (8 – в а.з.). Каждый блок состоит из трех
термопар TXA�1449. Анализ состава продувочной
смеси осуществлялся посредством двух (на входе
и выходе) термокондуктометрических газоанали�
заторов типа ТП4102 с платиновой нитью в каче�
стве чувствительного элемента. Измерение расхода
смеси производилось с помощью дифманометра
ДМ�3573. Суммарная погрешность определения
основных исследуемых параметров не превышала
±(2,5…4) % для содержания азота в продувочной
смеси, ±(9…15) °С – для температуры графита,
±(12…15) нм2/ч – для расхода смеси.

Для определения статических характеристик
графитовой кладки реактора проводились экспери�
менты со ступенчатым изменением состава проду�
вочной смеси. В рамках каждого эксперимента,
включающего от трех до восьми опытов, мощность
аппарата поддерживалась неизменной, а состав га�
зовой смеси менялся от опыта к опыту. Промежуток
времени между двумя соседними опытами опреде�
лялся длительностью переходных процессов по
температуре графита кладки и составлял 3…5 часов.
Входные параметры в экспериментах варьирова�
лись в достаточно широких пределах: содержание
азота в продувочной смеси – от 7 до 100 %, тепло�
вая мощность реактора – от 1600 до 3180 МВт.

В качестве выходной величины рассматрива�
лась средняя по кладке температура tГК на стыках
графитовых колонн, рассчитываемая в СЦК «Ска�
ла» по штатной программе.

После первичной обработки проведенных экс�
периментов статистически значимыми оказались
результаты 18 опытов. Для их аппроксимации бы�
ли выбраны квадратичный и линейный полиномы,
оценка параметров последних производилась с по�
мощью традиционного метода наименьших ква�
дратов. Проверка адекватности моделей осущест�
влялась по F�критерию; значимость (уровень
α=0,9) коэффициентов регрессии – с помощью
критерия Стьюдента.

Указанные выше квадратичный и линейный
полиномы имеют вид [4]:

(1)

(2)

где b0, b1, b2,…, d0, d1,… – численные значения коэф�
фициентов регрессии; QP – тепловая мощность ре�
актора, МВт; CN – содержание азота в продувочной
смеси, % (по объему).

Анализ параметров квадратичного полинома (2)
позволил определить значения коэффициентов
влияния (передачи) тепловой мощности реактора kQ

и состава продувочной смеси kC на температуру гра�
фитового замедлителя. Выяснилось, что коэффици�
ент влияния kQ существенным образом зависит
от состава смеси в кладке: при изменении состава
с гелия на азот коэффициент kQ увеличивается более
чем в два раза (от 0,0643 до 0,1264 °С/МВт). На вели�

чину коэффициента влияния kC, напротив, сильное
воздействует уровень мощности аппарата: при из�
менении тепловой мощности от 3200 до 1600 МВт
коэффициент kC уменьшается с 1,98 до 0,99 °С/%.

Из соответствующего выражения линейного по�
линома (2) значения искомых коэффициентов пере�
дачи получаются следующими: kQ=0,0764 °С/МВт;
kC=1,197 °С/%. Использование более простого ли�
нейного полинома дает вполне удовлетворитель�
ное совпадение с экспериментальными данными
(рис. 1).

Рис. 1. Зависимость средней температуры графита кладки
реактора РБМК�1000 от состава продувочной смеси
и тепловой мощности аппарата: ��� – расчет по фор�
муле (2); +, ■, � – опытные данные при различных
нагрузках

Основной задачей динамических эксперимен�
тов являлось определение постоянных времени
при возмущении тепловой мощности реактора и
состава продувочной смеси. В качестве выходной
величины также рассматривалась температура гра�
фита tГК, осредненная по количеству термопар в ак�
тивной зоне (а. з.).

Исходной информацией для определения ха�
рактеристик графитовой кладки при возмущении
состава продувочной смеси послужили данные пя�
ти специально спланированных опытов. Для опре�
деления динамических характеристик графитовой
кладки при возмущении тепловой мощности реак�
тора использовались в основном данные об эк�
сплуатационных режимах.

Полученные переходные кривые по обоим ка�
налам аппроксимировались выражениями типа [6]

(3)

(4)

где k – коэффициент передачи (влияния) для соот�
ветствующего канала; τ – время транспортного
запаздывания; T – постоянная времени.

Значения параметров передаточных функций
приведены в таблице.

Анализ результатов динамических опытов по�
казывает, что существенная инерционность объек�

2

2
2

exp( )
( ) ,

( 1)

k s
W s

T s

τ−
=

+

ÃÊ 0 1 2 ;Ð Nt d d Q d C= + +

ÃÊ 0 1 2 ,Ð Nt d d Q d C= + +

2 2
ÃÊ 0 1 2 3 4 5 ,Ð N Ð Ð N Ðt b bQ b C b Q b Q C b Q= + + + + +
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та по каналу состав продувки – температура графи�
та, кроме всего прочего, обусловлена малыми ско�
ростями движения газа в кладке. За счет увеличе�
ния расхода при включении второй газодувки соот�
ветствующие постоянные времени могут быть 
уменьшены более чем в 1,3 раза. Инерционность
кладки по каналу тепловая мощность – температу�
ра графита существенно меньше, чем при возмуще�
нии состава смеси. Динамические характеристики
объекта при этом сильно зависят от состава проду�
вочного газа: при изменении состава с азота на ге�
лий постоянная времени уменьшается почти в три
раза (таблица).

Таблица. Значения передаточных функций графитовой
кладки реактора РБМК

2. Эффекты реактивности реактора РБМК
Основными эффектами реактивности, опреде�

ляющими динамику ядерного реактора РБМК
в эксплуатационных режимах, являются: отравле�
ние ксеноном�135; температурный эффект замед�
лителя; топливный температурный эффект и паро�
вой эффект. Отравление самарием, шлакование и
выгорание топлива, оказывающие влияние на ре�
активность, происходят только в продолжитель�
ных (десятки, сотни часов) переходных процессах.

Отравление реактора ксеноном. Наиболее важ�
ным эффектом, определяющим изменение реак�
тивности по сравнению с другими эффектами, яв�
ляется отравление реактора нуклидом ксенон�135,
обладающим максимальным сечением поглоще�
ния тепловых нейтронов σXe=3·10–18 см2. Дифферен�
циальные уравнения, описывающие временное из�
менение концентраций йода и ксенона в единич�
ном объёме а. з., имеют вид [7]:

где γJ, γXe – парциальный выход йода�135 и ксено�
на�135; λJ, λXe – постоянные радиоактивного распа�
да йода�135 и ксенона�135, 1/с;  – плотность пото�
ка тепловых нейтронов, нейтр/(см2·с); σf – сечение
деления урана�235, см2; σXe – сечение поглощения
тепловых нейтронов ксеноном�135, см2; N5, NJ,
NXe – концентрации ядер урана�235, йода�135 и
ксенона�135, 1/см2.

Эффект реактивности по температуре замедлите�
ля. Вторым по значению из эффектов, определяю�

щих поведение оперативного запаса реактивности
в переходных режимах, является температурный
эффект графитового замедлителя. При увеличении
температуры графита он вызывает увеличение ко�
эффициента размножения, т. е. представляет собой
положительную обратную связь.

Изменение реактивности, соответствующее из�
менению температуры графитового замедлителя на
1 градус, называется температурным коэффициен�
том реактивности замедлителя, 1/°C:

где Δρc – изменение реактивности, соответствую�
щее изменению средней температуры графита Δtc.

Коэффициент реактивности замедлителя суще�
ственным образом зависит от глубины выгорания
топлива. Так, в реакторах РБМК�1000 в процессе
перехода от начальной загрузки в режим устано�
вившихся перегрузок коэффициент αc изменяется
от 3·10–5 до 5·10–5 1/°C [3].

Эффект реактивности по температуре топлива.
На практике этот эффект называют мощностным.
Температурный эффект реактивности по топливу
обусловлен в основном эффектом Доплера. Для ре�
акторов на тепловых нейтронах он всегда отрица�
телен. Изменение реактивности при изменении
температуры топлива на 1 градус называют топлив�
ным коэффициентом реактивности, 1/°C:

где Δρt – изменение реактивности, соответствую�
щее изменению средней температуры топлива Δtt.

В рабочей точке для реактора РBMK�1000 то�
пливный коэффициент реактивности составляет
–(1,0…1,5)·10–5 1/°C [3, 8].

Паровой эффект реактивности. Паровой эффект
реактивности можно считать вторым мощностным
эффектом, т. к. количество пара в а. з. определяет�
ся мощностью реактора и изменяется практически
при неизменной температуре теплоносителя. Ниже
записанное отношение принято называть паровым
коэффициентом реактивности:

где Δρϕ – изменение реактивности, соответствую�
щее изменению среднего объёмного паросодержа�
ния Δϕ в каналах реактора.

Расчетные и экспериментальные исследования
показывают существенную зависимость парового
коэффициента реактивности от глубины выгора�
ния. Так, при номинальных параметрах реактора
РБМК�1000 коэффициент αϕ меняется по кампа�
нии от –0,006 до +0,018 [1, 3].

Баланс реактивности реактора РБМК. Учитывая
все вышесказанное, можно записать уравнение для
оценки результирующего изменения запаса реак�
тивности реактора РБМК в процессе его разгрузки,
например с номинальной мощности:

(5)

çàï 0 0

0 0

( ) ( )

( )( ),

t t t ñ ñ ñ

Xe Xe

t t t t

ϕ

ρ α α

α ϕ ϕ ρ ρ

Δ = − + − +

+ − −

,ϕ ϕα ρ ϕ= Δ Δ

,t t ttα ρ= Δ Δ

,c c ctα ρ= Δ Δ

5

5

Ô ;

Ô Ô ,

J J f J J

Xe Xe f J J Xe Xe Xe Xe

dN dt N N

dN dt N N N N

γ σ λ

γ σ λ λ σ

= −

= + − −

Канал
Режим работы газодувок

Примечания1 газодувка
в работе

2 газодувки
в работе

tТГ=f(CN)

τ1=25,3 мин;
T1=63,4 мин

τ1=12,4 мин;
T1=47,4 мин

Передаточная функция
(3)

τ2=9,4 мин;
T2=38,5 мин

τ2=2,0 мин;
T2=28,8 мин

Передаточная функция
(4)

tТГ=f(QP)
τ1=0 мин; T1=81 мин Передаточная функция

(3); продувка – азот

τ1=0 мин; T1=29,9 мин Передаточная функция
(3); продувка – гелий
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где индексом «0» обозначены номинальные значе�
ния соответствующих параметров реактора. По�
добным образом можно оценить изменение запаса
реактивности после перехода реактора с одного
произвольного уровня мощности на другой.

3. Описание модели
Для решения задачи по обоснованию способов

управления тепловым состоянием графитового за�
медлителя реактора РБМК�1000 и тем самым для
воздействия на его реактивность был разработан
код, составленный в системе объектно�ориентиро�
ванного визуального программирования Delphi.
Моделирующий код предназначен для расчета от�
носительно медленных переходных процессов в
реакторе РБМК�1000. Алгоритм, реализованный в
программном коде, учитывает теплогидравличе�
ские процессы в активной зоне и в частности в гра�
фитовом замедлителе, а также нестационарное
ксеноновое отравление, рассматриваемые в точеч�
ном приближении.

Исходя из поставленной задачи (исследование
относительно медленных переходных процессов),
изменение температуры топлива и паросодержания
вычисляется с помощью статических зависимостей
[4], а для описания нестационарного ксенонового
отравления и температурного состояния графитово�
го замедлителя используются дифференциальные
уравнения. В уравнениях, описывающих динамику
замедлителя, используются численные значения
констант (коэффициенты влияния kC, kQ; постоян�
ные времени T по каналам тепловая мощность –
температура графита, состав продувочного газа –
температура графита), полученные в результате на�
турных опытов на реакторах РБМК�1000 (табл. 1).

Баланс реактивности в модели представляет со�
бой алгебраическую сумму эффектов (5), обусловлен�
ных изменением всех определяющих параметров: па�
росодержания, температур топлива и графита.

Решения дифференциальных уравнений модели
производилось методом Рунге–Кутта 4�го порядка.

Для проверки адекватности модели был прове�
ден тестовый расчет теплового состояния графито�
вого замедлителя с исходными данными реального
эксплуатационного режима реактора: снижение те�
пловой мощности аппарата QP на 600 МВт при од�
новременном изменении содержания азота CN в
продувочном газе на 25…27 %. Результаты расчета
и опытные точки представлены на рис. 2.

Анализ зависимостей, приведенных на рис. 2,
указывает на удовлетворительное совпадение

(среднеквадратическое отклонение 3,4 °C) расчет�
ных по модели данных с опытными точками и воз�
можность ее использования для расчетных иссле�
дований.

Рис. 2. Временное поведение параметров реактора РБМК�
1000 в опыте с одновременным изменением тепло�
вой мощности аппарата и состава продувочного газа:
??? и ⎯⎯ – расчеты по модели; � – опытные данные

Выводы
1. Проведены исследования температурного ре�

жима кладки реактора РБМК при изменениях
его мощности с использованием регулируемого
состава продувочного газа.

2. На основе экспериментальных исследований
определены статические (коэффициенты влия�
ния) и динамические (времена запаздывания,
постоянные времени) характеристики темпера�
турного состояния графитового замедлителя
реактора РБМК�1000.

3. Установлено, что динамические параметры
объекта при возмущении тепловыделения зави�
сят от состава газовой среды. Рекомендовано
использовать полученные характеристики для
расчета медленных переходных процессов в ре�
акторах РБМК.

4. Разработан программный код для инженерных
расчетов интегральных характеристик, опреде�
ляющих величину запаса реактивности уста�
новки с реактором РБМК�1000, в медленных
переходных процессах.
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В последние два десятилетия источники спон�
танного ультрафиолетового и вакуумного ультра�
фиолетового излучения связанно�свободных пере�
ходов эксимерных (R2

*,X2
*) или эксиплексных (RX*)

молекул, где R – инертные газы (Ar,Kr,Xe) а X – га�
логены (F, Br, Cl, I), стали объектом многих иссле�
дований и приложений (см. ссылки в [1]). Ключе�
выми вопросами в исследовании эксиламп сегодня
являются вопросы обеспечения максимальной эф�
фективности и надёжности устройства. Для изуче�
ния традиционно применяются три подхода: 1) оп�
тический, с акцентом на регистрации и интерпре�
тации спектральных и энергетических параметров
излучения; 2) электрофизический, в котором мо�
делью лампы служит эквивалентная схема, а объек�
том внимания являются величины тока и напряже�
ния в системе; 3) плазмохимический, где основное
внимание уделяется кинетике процессов в плазме,
формирующейся в разрядном промежутке. Эти
подходы, как правило, дополняют друг друга [2–4]

и позволяют получать ценную информацию о ре�
жимах работы прибора.

В [5, 6] был предложен новый подход для изуче�
ния баланса энергии в эксилампах, основанный на
регистрации быстрой (характерное время ~100 мс)
и медленной (~100 с) составляющих скачка давле�
ния, возникающего при включении, работе и вы�
ключении эксилампы. Газовая смесь здесь рассма�
тривалась как термодинамическая система, повы�
шение температуры которой происходит при по�
стоянном объеме (изохорный процесс).

На основе обобщения экспериментальных дан�
ных в работах [5, 6] был сделан вывод, что амплиту�
да быстрой составляющей скачка давления харак�
теризует часть вложенной энергии, которая терма�
лизуется в газе, а амплитуда медленной составляю�
щей – энергию, расходуемую на нагрев колбы эк�
силампы. В рамках такого подхода за баланс энер�
гии в эксилампе барьерного разряда (БР) отвечают
четыре процесса:
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I) непосредственный нагрев газа (за счет терма�
лизации энергии разряда в плазмохимических
процессах);

II) генерация и диссипация акустических волн;
III) прямой нагрев стенок колбы за счет бомбарди�

ровки ионами и электронами;
IV) оптическое излучение.

В [7] были проведены прямые измерения акусти�
ческих параметров коаксиальной эксилампы и под�
тверждены выводы моделирования [5], согласно ко�
торым с увеличением давления в KrCl�эксилампе
БР наблюдается постепенная смена механизма дис�
сипации энергии. В частности, при увеличении да�
вления происходит существенное снижение доли
тепловой мощности разряда, ограничение мощно�
сти и эффективности УФ�излучения, и всё большая
доля энергии разряда расходуется на возбуждение
акустических колебаний. Переход к высоким давле�
ниям обогащает фурье�спектр акустического сигна�
ла и увеличивает его интенсивность. При очень вы�
соких давлениях происходит снижение акустиче�
ского сигнала до уровня, соответствующего колеба�
ниям колбы эксилампы при отсутствии разряда.

Цель данной работы – теоретическое и экспе�
риментальное исследование спектра акустических
колебаний планарной KrCl�эксилампы БР.

Эксперименты проводились на установке, рис. 1.
Колба эксилампы 2 была выполнена из двух кру�
глых кварцевых пластинок, имеющих пропускание
на λ=200 нм >90 %, спаянных по краям и обра�
зующих газоразрядный промежуток d=10 мм. Пер�
форированный электрод 4 выполнен из металли�
ческой сетки с пропусканием 72 %. Диаметр вы�
ходного окна составлял 6 см. Сплошной электрод�
отражатель 3 изготовлен из алюминиево�магни�
евой фольги толщиной 40 мкм. Толщина стенок
колбы составляла 1,4 мм.

Лампа была заполнена смесью Kr: Cl2=400:1 и
отпаяна при давлении смеси 20 кПа. Для этих усло�
вий, как было показано ранее [1], обеспечиваются
максимальные величины эффективности и плот�
ности мощности ультрафиолетового излучения ра�
бочих молекул KrCl*.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 – разрядный
промежуток; 2 – колба планарной лампы; 3, 4 – сплош�
ной и перфорированный электроды; 5 – собирающий
конус; 6 – микрофон; 7 – источник питания лампы; 8 –
задающий генератор; 9 – питание микрофона; 10 – по�
лосовой фильтр; 11 – выход на осциллограф

Акустический сигнал собирался конусом 5 на
ультралинейный конденсаторный микрофон
PMC�2 с трехконтактным выходом и близкой к ли�
нейной частотной характеристикой до 20 кГц. Че�
рез операционный усилитель 9 и RC�цепочку 10
(для фильтрации частот ниже 340 Гц) сигнал с ми�
крофона подавался на осциллограф TDS 3034 (Tek�
tronics Inс.).

Источник питания 7 создавал импульсы напря�
жения амплитудой до 5,2 кВ и длительностью на
полувысоте 1,5 мс. Частота следования импульсов f
могла меняться от 1 до 60 кГц. Для стабилизации
частоты применялся задающий генератор 8 (BNC
563, Berkeley Nucleonics Corp.).

Проведено теоретическое моделирование аку�
стических процессов в плоской колбе эксилампы,
а именно, найдены частоты собственных колеба�
ний стенок колбы эксилампы и акустических коле�
баний в газовой смеси, а также определена энергия
акустических колебаний газа в зависимости от ча�
стоты колебаний стенок.

Условия определения собственных частот коле�
баний стенок эксилампы, на которых расположе�
ны электроды, были таковы: стенки выполняют
функцию диэлектрических барьеров и представля�
ют собой круглые пластины с радиусом r0=30 мм и
толщиной b=14 мм. Материал станок – кварц КУ�1
(ООО «Завод «Кварц»). Собственные частоты ко�
лебаний круглой пластины можно определить
по следующей формуле [8]:

(1)

где αml – постоянные; m=0;1;2, … – азимутальное
число (определяет число узловых окружностей
за исключением граничной r=r0); l=1;2;3, … – ра�
диальное число (определяет число узловых диаме�
тров без единицы); h=b/2 – половина толщины
пластины; E – модуль Юнга; σ – коэффициент Пу�
ассона; ρ0 – плотность кварца.

В табл. 1 представлены некоторые собственные
частоты колебаний круглой пластины, зажатой
по краю (место сварки пластины с боковой стен�
кой кюветы). При расчетах, ур. (1), использовались
следующие значения: h=7 мм, r0=30 мм, плотность
плавленого кварца ρ0=2,21⋅103 кг/м3; σ=0,178;
E=7,25⋅1010 Па [9]. Значения коэффициентов αml

взяты из [8].

Таблица 1. Частоты собственных колебаний стенок эксилампы

Для расчёта частот и энергии акустических ко�
лебаний газа было использовано волновое уравне�
ние в цилиндрических координатах (r,ϕ,z) [10]:

ν0
ml, кГц

Радиальное число

1 2 3

m

0 4,23 16,5 36,9

1 8,85 25,3 50,0

2 14,50 36,7 65,7
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(2)

где υ – скорость звука; u – скорость перемещения
частиц газа в акустической волне; τ=τ(ω) – харак�
терное время затухания интенсивности акустиче�
ских волн с частотой ω. Предполагалось, что фор�
мирование акустических волн в газе происходит
из�за вынужденных колебаний стенок кюветы при
приложении к электродам импульсного напряже�
ния (электрострикционные силы).

Начало системы координат (r,ϕ,z) совпадает
с центром внутренней поверхности нижней стенки
колбы эксилампы, а координата z направлена пер�
пендикулярно поверхности стенки. Длина разряд�
ного промежутка составляет d=10 мм. Стенки кол�
бы эксилампы совпадают с плоскостями z=0 (ни�
жняя стенка) и z=d (верхняя).

Скорости перемещения стенок колбы в напра�
влении оси 0z могут быть представлены в виде ряда
по следующим гармоникам:

(3)

где 1, 2 – индексы, относящиеся к нижней и верх�
ней стенке колбы; Jm(x) – функция Бесселя поряд�
ка m; Г – гамма�функция [10]; βml – постоянные,
для которых Jm(kmlr0)=0 [8].

Решение уравнения (2) с граничными усло�
виями на верхней и нижней стенках кюветы вида
(3) и нулевым граничным условием на боковой
стенке ищем в следующем виде:

(4)

где n=1,2,… – продольное число (определяет число
узловых плоскостей без единицы).

Для коэффициентов Anml получаем следующие
выражения:

(5)

где ωnml – частоты собственных колебаний газа в
кювете,

При получении соотношения (5) было учтено,
что ωnml>>ωml для любых n≥1.

Исходя из выражений (4) и (5), находим, что
средняя плотность энергии акустической волны
ε=ρ�u2� (где ρ – плотность газовой среды) для мо�
ды колебаний стенок кюветы порядка (m, l) может
быть найдена по формуле

где α=1 при m=0 и α=1/2 для m≥1.
Наиболее интересными являются следующие

три случая, когда стенки колбы колеблются:
1) синхронно, т. е. U 1

ml=U 2
ml=Uml. В этом случае не�

нулевое значение имеют только нечетные по
числу n гармоники;

2) асинхронно, т. е. U 1
ml=–U 2

ml=Uml. В этом случае
ненулевое значение имеют только четные по n
гармоники;

3) в области резонанса ω=ωnml+Δω, где Δω<<ωnml,

Отсюда видно, что ширина резонанса на полу�
высоте составляет Δω1/2=1/τ.

Результаты расчётов представлены в табл. 2 и
на рис. 3–5. В расчетах был взят криптон при да�
влении 20 кПа и температуре 300 К. Для определе�
ния характерного времени затухания акустических
колебаний использовалось соотношение [11]:

где cV, cp – теплоемкости при постоянных объеме
и давлении; λ – коэффициент теплопроводности;
η – коэффициент сдвиговой вязкости; ζ – коэф�
фициент объемной вязкости.

В табл. 2 представлены собственные частоты
акустических колебаний газа в кювете. В таблице
также представлены частоты продольных колеба�
ний (для m=0; l=1 и r0>>d) νn=υn/2d.

На рис. 2 представлены частоты нескольких
низших мод колебаний газа, полученные в расчё�
тах, на фоне акустического сигнала, зарегистриро�
ванного в эксперименте. Видно, что частоты боль�
шинства мод колебаний газа совпадают с максиму�
мами акустического сигнала. То есть данные мак�
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симумы связаны с раскачкой стенок колбы акусти�
ческими колебаниями газа. Но в эксперименталь�
ном спектре также имеются максимумы (в районе
5 и 10 кГц), которые не совпадают ни с собствен�
ными частотами колебаний стенок колбы эксилам�
пы (табл. 1), ни с частотами колебаний газа
(табл. 2). Возможно, это собственные частоты ко�
лебаний колбы эксилампы как целого.

Таблица 2. Собственные частоты низших мод колебаний

Рис. 2. Акустический сигнал от эксилампы и частоты соб�
ственных колебаний газовой смеси в колбе эксилам�
пы. Собственным частотам соответствуют вертикаль�
ные жирные линии, у которых написаны порядок мо�
ды колебаний (n, m, l) и соответствующая частота

На рис. 3 представлена относительная плот�
ность акустических колебаний в диапазоне от 10 до
18 кГц для первой гармоники продольных колеба�
ний (n=1, синхронные колебания) и для второй
гармоники продольных колебаний (n=2, асинхрон�
ные колебания) в диапазоне 21…26 кГц.

Видно, что плотность энергии акустических ко�
лебаний для n=2 на порядок ниже, чем для n=1, что
связано с более слабым возбуждением акустиче�
ских колебаний (в ~4 раза) для второй продольной
гармоники (n=2) и более интенсивной диссипаци�
ей акустических волн с высокой частотой колеба�
ний. Характерное время затухания волн с частотой
10 кГц составляет 290 мс (Δν1/2≠1 Гц), с частотой
20 кГц – 73 мс (Δν1/2≠4,4 Гц), а с частотой 30 кГц –
32 мс (Δν1/2≠10 Гц), т. е. резонансы являются очень
узкими. Из рисунков видно, что в резонансах энер�
гия акустических колебаний в колбе эксилампы на
6–8 порядков выше, чем для нерезонансного слу�

чая. В области резонансов значительная доля мощ�
ности разряда может переходить в тепло за счет
диссипации энергии акустических колебаний.

Рис. 3. Относительное значение средней по объему колбы
эксилампы плотности энергии акустических волн для
различных мод колебаний стенок. У кривых расста�
влены номера мод (n, m, l). Колебания: а) синхрон�
ные (n=1); б) асинхронные (n=2)

Выводы
1. Проведены экспериментальные и теоретиче�

ские исследования акустических характеристик
планарной KrCl�эксилампы барьерного разря�
да, заполненной смесью Kr: Cl2=400:1 при да�
влении 20 кПа. В экспериментах обнаружены
резонансы на частотах 4,96; 5,36; 9,92; 10,80 и
21,60 кГц.

2. Теоретически определены частоты собственных
колебаний стенок колбы эксилампы и акусти�
ческих колебаний в газе, определена энергия
акустических колебаний газа в зависимости
от частоты колебаний.

3. Сравнение результатов экспериментов и расче�
тов показало, что в области частот >10 кГц мак�
симумы акустического сигнала, зарегистриро�
ванного в эксперименте, совпадают с собствен�
ными частотами колебаний газа в колбе экси�
лампы (в частности, резонансы на частотах
11,0 и 21,6 кГц), что обусловлено раскачкой
стенок колбы акустическими колебаниями газа.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(проект № 12–08–00020#а).
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νnml, кГц Радиальное число
n νn, кГц m 1 2 3

1 10,7
0 11,0 12,4 15,5
1 11,6 13,3 15,7
2 12,2 14,4 17,0

2 21,4
0 21,6 22,3 23,6
1 21,8 22,8 24,3
2 22,2 23,4 25,1

3 32,1
0 32,2 32,7 33,6
1 32,4 33,1 34,1
2 32,6 33,5 34,7
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Представлена история создания электроимпульсного способа разрушения горных пород ректором ТПИ А.А. Воробьевым.
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Многогранная деятельность ректора (1944–1970)
Томского политехнического института (ТПИ)
А.А. Воробьева как высококлассного руководителя
и талантливого ученого рассмотрена в многочи�
сленных публикациях, например в [1, 2]. Но ни
в одной работе нет материалов, убедительно дока�
зывающих, что А.А. Воробьев является изобретате�
лем электроимпульсного способа разрушения гор�
ных пород. Однако в мировой практике изобрета�
телями признают лишь тех новаторов, технические
решения которых защищены патентами или автор�
скими свидетельствами на изобретения, и никакие
публикации, доклады, дипломы на открытия, дис�
сертации не могут заменить эти охранные доку�
менты. Показателен пример с изобретением радио.
Замечательный русский физик А.С. Попов 7 мая
1895 г. на заседании физического отделения Рус�
ского физико�химического общества продемон�
стрировал беспроводную электросвязь, о чем
в журнале общества приведены публикации в 1895
и 1896 гг. Однако итальянский радиотехник Мар�
кони в 1896 г. подал заявку на изобретение, а в
1897 г. получил английский патент, в котором
принцип действия системы электросвязи без про�
водов и схема радиоприемника были тождествен�
ны созданным А.С. Поповым. Но во всем мире,
кроме нашей страны, изобретателем радио призна�
ют только итальянца Г. Маркони, которому за ра�
звитие радиотехники и распространение радио
в 1909 г. была присуждена Нобелевская премия.

Ее учредитель Альфред Нобель был обладателем
более 350 патентов на изобретения.

Первая заявка на изобретение А.А. Воробьева
в соавторстве с Е.К. Завадовской «Способ разру�
шения горных пород и полезных ископаемых»
имеет приоритет от 26 июня 1951 г. Предмет этого
изобретения следующий: «Способ разрушения гор�
ных пород и полезных ископаемых с помощью
электрических разрядов в них, отличающийся тем,
что с целью повышения его эффективности разру�
шение производят импульсными электрическими
разрядами при достижении напряженности поля
в горной породе или полезном ископаемом, рав�
ной или превышающей их электрическую проч�
ность» [3]. Уже первое изобретение по электроим�
пульсной технологии содержит такие важные су�
щественные признаки электроимпульсного спосо�
ба, как определенная величина напряженности
электрического поля, разрушение горных пород
и полезных ископаемых непосредственно высоко�
вольтными электрическими разрядами, развиваю�
щимися внутри разрушаемых материалов. Эти
признаки являются одними из основных отличий
электроимпульсного способа от других электро�
разрядных способов разрушения горных пород,
в том числе от электрогидравлического, изобре�
тенного Л.А. Юткиным и Л.И. Гольцовой 16 янва�
ря 1952 г. [4] и основанного на развитии высоко�
вольтных разрядов не внутри разрушаемого мате�
риала, а в воде над этим материалом [5].
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Новый способ был создан А.А. Воробьевым
не случайно. Еще до зачисления его в 1938 г. в штат
сотрудником Томского индустриального института
(с 1944 г. – ТПИ) он активно занимался электриче�
ским пробоем твердых и жидких диэлектриков
в однородных и неоднородных полях для нужд
электроаппаратостроения. Так, при рассмотрении
вопросов по формированию электрического про�
боя твердых диэлектриков [6] использованы мате�
риалы, полученные А.А. Воробьевым еще в
1934 г. Успеху в научной работе способствовала ор�
ганизация в 1946 г. кафедры техники высоких на�
пряжений, которой руководил А.А. Воробьев, в
1953 г. – проблемной научно�исследовательской
лаборатории электроники, диэлектриков и полу�
проводников, а в 1955–1959 гг. – первой в Сибири
высоковольтной лаборатории, оснащенной уста�
новками для получения высоких постоянных, пе�
ременных и импульсных напряжений. Во второй
половине 40�х гг. в ТПИ впервые были выполнены
исследования по отбойке горных пород (каменных
углей и горючих сланцев) высоковольтными им�
пульсными разрядами.

Наиболее полно материалы этих исследований
приведены в кандидатской диссертации И.И. Ка�
ляцкого [7], ученика А.А. Воробьева, который сме�
нил своего учителя на посту ректора ТПИ в
1970 г. Окончательно сформулировать сущность
электроимпульсного способа разрушения твердых
диэлектриков, в т. ч. горных пород, позволили ра�
боты еще двух учеников А.А. Воробьева: Г.А. Воро�
бьева и А.Т. Чепикова, которые выявили суще�
ственное влияние на внедрение высоковольтных
импульсных разрядов в твердый диэлектрик вре�
менного фактора. Г.А. Воробьев провел исследова�
ния электрического пробоя твердых диэлектриков
при различных временах воздействия импульсного
напряжения [8], а А.Т. Чепиков экспериментально
показал влияние временного фактора на моделях
буровых устройств [9]. Результатом многолетних
работ А.А. Воробьева и его учеников явилось изо�
бретение, определяющее сущность электроим�
пульсного способа разрушения горных пород и да�
ту его приоритета: «Способ бурения электрически�
ми импульсными разрядами». Это изобретение за�
щищено авторским свидетельством № 237073 с
приоритетом от 14 апреля 1959 г. [10]. Предмет это�
го изобретения изложен следующим образом:
«Способ бурения электрическими импульсными
разрядами, отличающийся тем, что для разруше�
ния породы разряд осуществляют в буримом твер�
дом теле под слоем жидкости, например воды,
трансформаторного масла и др., со временем нара�
стания напряжения импульса до пробоя менее
5⋅10–6 с».

Сведения об этом изобретении в открытой пе�
чати ранее не публиковались. С 2004 г. в Интерне�
те (сайт Федерального агентства по интеллектуаль�
ной собственности) можно ознакомиться лишь
с формулой изобретения, поэтому ниже приведено
полное его описание: «Известен способ бурения

скважин с помощью искровых разрядов в жидкой
среде. Описываемый способ отличается тем, что
для разрушения породы разряд осуществляют в бу�
римом твердом теле под слоем жидкости, напри�
мер воды, трансформаторного масла и др., со вре�
менем нарастания напряжения импульса до про�
боя менее 5⋅10–6 с. Для осуществления этого спосо�
ба при проходке скважин с использованием разря�
дов в породе медная токоведущая труба заканчива�
ется плоским или коническим наконечником,
на поверхности которого имеются выступы – ис�
кровые электроды. Разряды с этих электродов раз�
рушают породу под ними. После образования углу�
бления под каким�либо острием�выступом на ко�
нической поверхности (наконечника) углубление
(в породе) заполняется маслом. При подаче сле�
дующего импульса напряжения разряд происходит
в одном месте, а затем в другом. Объем выемки бу�
дет определяться свойствами грунта, формой элек�
трода, напряжением и энергией импульса. Масло,
захватывая продукты разрушения, входит во вну�
треннюю трубу и далее наружу. После выработки
некоторого объема породы вблизи электрода вся
связанная система (обсадная труба и электроды)
под действием собственного веса опускается ниже.
При заданной величине электрической прочности
горной породы, выбирая соответствующую вели�
чину разрядного напряжения масла и скорость ра�
звития разряда, можно добиться того, что пробой
будет происходить преимущественно в разрабаты�
ваемой породе, а не в обсадной трубе» [10].

Основой способа является установленная в
ТПИ А.А. Воробьевым и его учениками законо�
мерность превышения электрической прочности
жидких диэлектриков над электрической прочно�
стью твердых диэлектриков при малых временах
нарастания импульса напряжения до пробоя: ме�
нее 5⋅10–6 с. Это связано с тем, что с уменьшением
времени экспозиции импульсного напряжения
электрическая прочность жидких диэлектриков ра�
стет быстрее, чем твердых, и даже электрическая
прочность воды становится выше прочности твер�
дых диэлектриков. Вольт�секундные характеристи�
ки пробоя на фронте косоугольных импульсов на�
пряжения в системе «острие–плоскость» для тран�
сформаторного масла, фторопласта и технической
воды представлены на рис. 1. Этот и следующий
рисунки впервые приведены в кандидатской дис�
сертации А.Т. Чепикова в 1961 г. [9]. Как видно из
рис. 1, в точке «а» пробивное напряжение фторо�
пласта�4 становится равным пробивному напряже�
нию технической воды, а в точке «б» – трансфор�
маторного масла. Левее этих точек электрическая
прочность фторопласта�4 меньше электрической
прочности жидкостей. Кроме фторопласта в каче�
стве твердых диэлектриков были использованы об�
разцы нескольких десятков видов горных пород,
в том числе таких крепких, как кварцит, роговик,
гранит, и получены аналогичные вольт�секундные
характеристики, причем исследования проводи�
лись не при сквозном пробое, как показано на рис.
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1, а в условиях, приближенных к процессу бурения:
на одну сторону образца горной породы, погру�
женного в жидкую среду, устанавливались два раз�
нополярных стержневых электрода.

Рис. 1. Вольт�секундные характеристики: 1) трансформатор�
ное масло; 2) фторопласт; 3) техническая вода [9]

Чтобы проследить пути развития разрядов в твер�
дом диэлектрике при бурении скважин, на образец
фторопласта�4 накладывалось токопроводящее
кольцо, а в центре кольца перпендикулярно к образ�
цу устанавливался высоковольтный стержневой
электрод [9]. На приведенном на рис. 2 вертикаль�
ном разрезе образца четко видны каналы электриче�
ского пробоя фторопласта между концом высоко�
вольтного электрода и нижним торцом заземленного
кольца. При достаточной энергии импульса проис�
ходит отрыв от образца материала, расположенного
над каналом пробоя. Образующаяся откольная во�
ронка заполняется жидкостью, в которую предвари�
тельно погружен образец, и следующий разряд про�
исходит в другом месте образца. Многоимпульсное
воздействие приводит к формированию скважины.
Оторванный разрядами материал (шлам) выносится
из призабойной зоны с использованием прямой или
обратной схем промывки скважины.

Рис. 2. Фотография каналов электрического пробоя в об�
разце фторопласта�4 толщиной 20 мм, погруженно�
го в трансформаторное масло. Электроды «стержень
в центре кольца» расположены на одной поверхно�
сти образца с промежутком 30 мм [9]

Электроимпульсный способ разрушения твер�
дых диэлектриков, в т. ч. горных пород, явился ос�
новой научного открытия (диплом № 107) А.А. Во�
робьева, Г.А. Воробьева и А.Т. Чепикова «Законо�
мерность пробоя твердого диэлектрика на границе
раздела с жидким диэлектриком при действии им�
пульса напряжения» (приоритет открытия: 14 де�
кабря 1961 г.) [11]. Путь к признанию открытия был

непростым. Первоначально заявка была подана
в Государственный комитет Совета Министров
СССР по делам изобретений и открытий в 1986 г.
(№ ОТ�11384 от 2 июня 1986 г.). По ее материалам
были сделаны доклады в научных организациях,
в основном академических, расположенных
в г. Томске, Кемерове, Москве и Ленинграде. Поч�
ти все заключения, в том числе всемирно известно�
го ученика А.А. Воробьева академика Г.А. Месяца,
были положительными. Не обошлось и без отри�
цательных заключений, что затормозило рассмо�
трение заявки. Это связано с тем, что физическая
сущность открытия до сих пор не имеет однознач�
ного объяснения. Так, у авторов открытия [12], Г.А.
Месяца [13] и других ученых [14] гипотезы, объяс�
няющие явление внедрения канала разряда в твер�
дый диэлектрик, заметно отличаются.

Лишь в 1998 г. заявка (№ А�122 от 29 апреля
1998 г.) была передана в Российскую Академию
естественных наук, а 27 июля 1999 г. Международ�
ная ассоциация авторов научных открытий зареги�
стрировала открытие, в первоначальном названии
которого слово «свойство» было заменено словом
«закономерность». Окончательная формула откры�
тия такова: «Экспериментально установлена неиз�
вестная ранее закономерность пробоя твердого ди�
электрика на границе раздела с жидким диэлек�
триком при действии импульса напряжения, за�
ключающаяся в том, что при подаче импульса на�
пряжения с достаточно крутым фронтом на элек�
троды с большой кривизной происходит пробой
твердого диэлектрика, обусловленный образовани�
ем в приэлектродной области в жидкости объе�
много заряда, препятствующего развитию разряда
в жидкости и одновременно способствующего ра�
звитию разряда в твердом диэлектрике.

Открытие относится к области физических яв�
лений в диэлектриках в сильных электрических
полях, а именно к их пробою. Хорошо известно,
что напряженность электрического поля, при ко�
тором происходит пробой, у жидких и газообраз�
ных диэлектриков меньше, чем у твердых. Поэтому
при испытании твердого диэлектрика на пробой
всегда выполняются условия, чтобы напряжен�
ность поля в газе или жидкости, которые окружают
этот твердый диэлектрик, была меньше, чем в твер�
дом диэлектрике, а длина пути электрического раз�
ряда – значительно больше.

Авторы обнаружили, что в импульсных элек�
трических полях эта ситуация может измениться
на обратную, т. е. электрически более прочными
оказываются жидкости, а не твердые тела. Это ка�
чественно новое явление они подвергли и количе�
ственному анализу. Оказалось, что у жидкостей
(трансформаторное масло, вода) пробивное поле
нарастает с уменьшением длительности импульса
напряжения быстрее, чем у твердых тел. При уме�
ньшении длительности от десятка секунд до долей
микросекунды у твердого тела напряжение пробоя
возрастает примерно в полтора раза, тогда как
у жидкостей – в четыре–шесть раз.
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Научное значение открытия состоит в том, что
оно вносит коренные изменения в представления о
развитии разряда на границе двух диэлектриков
и позволяет более глубоко понять происходящие
при этом разрядные процессы.

Практическое значение открытия заключается
в том, что на его основе разработана новая элек�
троимпульсная технология разрушения твердых
тел многоцелевого назначения».

А.А. Воробьев является изобретателем не толь�
ко электроимпульсного способа, но и устройств
[15, 16], реализующих этот способ (оба изобрете�
ния имеют приоритет от 17 ноября 1960 г.). Более
подробно остановимся на первом из них. Прежде
всего, обращает на себя внимание то, что юридиче�
ски это изобретение является дополнительным к
изобретенному ранее способу бурения электриче�
скими импульсными разрядами [10], т. к. в ограни�
чительной части предмета изобретения бура указа�
но, что изобретение создано «по авторскому свиде�
тельству № 237073»: «Бур для проходки скважин
электрическими импульсными разрядами по ав�
торскому свидетельству № 237073, отличающийся
тем, что к нижнему концу токопроводящего стерж�
ня прикреплены с возможностью перемещения
в осевом направлении не изолированные от окру�
жающей жидкости электроды, расположенные
по окружности и в центре торцовой части трубы».

В открытой печати сведения по этому буру
ограничены. С 10.04.2004 г. в Интернете можно оз�
накомиться лишь с формулой изобретения.
В Большой советской энциклопедии [17] в инфор�
мации по электроимпульсному бурению ошибочно
описан не этот бур, а электрогидравлический [4],
не позволяющий вести проходку скважин электро�
импульсным способом. В связи с этим представля�
ет интерес привести полнее материалы по буру,
изобретенному А.А. Воробьевым и А.Т. Чепиковым
[15]. На рис. 3 представлен общий вид бура, приве�
денный в заявочных материалах на фиг. 1 и имею�
щий следующее описание: «Известен бур для про�
ходки скважин электрическими импульсными раз�
рядами по авт. св. № 237073. Описываемый бур яв�
ляется развитием авторского свидетельства
№ 237073 и отличается от известного тем, что к ни�
жнему концу токопроводящего стержня прикре�
плены с возможностью перемещения в осевом на�
правлении не изолированные от окружающей
жидкости электроды, расположенные по окружно�
сти и в центре торцовой части трубы. На фиг. 1 изо�
бражен описываемый бур, общий вид; на фиг. 2 –
схема расположения электродов. Бур включает по�
лый центральный стержень 1, на который подают�
ся импульсы напряжения, он оканчивается пятью
электродами 2, четыре из которых расположены
по окружности, а пятый – по оси трубы. Заземлен�
ная труба имеет четыре выреза 3, образующие че�
тыре заземленные электрода 4, расположенные на
одинаковых расстояниях от высоковольтных элек�
тродов 2. Стержень от трубы изолируется при по�

мощи проходного изолятора из фторопласта�4, по�
лиэтилена или других высококачественных изоли�
рующих материалов, обладающих достаточной
эластичностью. Стержень и труба изготовлены из
стали. По полому стержню на забой скважины по�
дается жидкость, служащая в качестве жидкой сре�
ды при бурении и для удаления бурового шлама».

Рис. 3. Электроимпульсный бур А.А. Воробьева и А.Т. Чепи�
кова по фиг. 1 к описанию а. с. № 282216 [15]

Удивительным является то, что, хотя данная
конструкция бура была разработана много лет на�
зад и к настоящему времени предложены десятки
видов электроимпульсных буровых снарядов и на�
конечников, рассматриваемый бур (рис. 3) являет�
ся одним из наиболее эффективных. Для сравне�
ния конструкций на рис. 4 приведен перспектив�
ный современный буровой наконечник для элек�
троимпульсного бурения скважин сплошного за�
боя [18]. Отличие последнего состоит лишь в том,
что призабойные концы электродов не заострены и
центральный электрод не имеет осевого отверстия.
Выполнение центрального электрода полым явля�
ется основой электроимпульсного колонкового бу�
ра радиально�тангенциального типа [19], кон�
струкция которого (рис. 5) имеет много общего с
первым буром [15].

Рис. 4. Буровой наконечник для проходки скважин сплош�
ного забоя электроимпульсным способом [18]
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А.А. Воробьев большое внимание уделял и раз�
работке оборудования для получения импульсов
высокого напряжения [21, 22], в т. ч. необходимого
для реализации предложенного способа. Эффек�
тивность электроимпульсного бурения была мно�
гократно показана при различных условиях. Так,
в Рудном Алтае на месторождении полиметалличе�
ских руд в микрокварците пробурены десятки
взрывных скважин глубиной до 20 м и одна сква�
жина глубиной 47,5 м. Общий метраж скважин,
пробуренных в микрокварцитах, составил около
1000 м [20]. В г. Томске возле 11�го корпуса ТПИ
(район Лагерного сада) в окварцованном песчани�
ке электроимпульсным способом пройдена сква�
жина в интервале от 154 до 233 м, причем интервал
195…197 м пробурен с отбором керна. На Степа�
новском карьере г. Томска в глинистых сланцах
и окварцованном песчанике несколько колонко�
вых скважин глубиной 10…14 м пробурено с про�
мывкой водой. С использованием в качестве про�
мывочной жидкости дизельного топлива на этом
же карьере было пробурено несколько колонковых
скважин глубиной до 37,5 м и три скважины боль�
шого диаметра (более 500 мм) глубиной до 9 м; в
условиях Крайнего Севера (Магаданская область –
пройдено две скважины глубиной 8,8 и 14,3 м).
На Кольском полуострове испытана установка для
электроимпульсного бурения в подземных усло�
виях [14]. Технико�экономические показатели
электроимпульсного бурения значительно превос�
ходят показатели других известных способов.
Электроимпульсный способ разрушения успешно
испытан также при дроблении горных пород, про�
ходке щелей, резании блоков горных пород, обра�
ботке поверхности (пассировке) блоков, разруше�
нии некондиционных железобетонных изделий.

Нет возможности в одной статье всесторонне
рассмотреть достигнутые результаты, проанализи�
ровать преимущества электроимпульсного спосо�
ба, перечислить десятки ученых, работавших в рас�
сматриваемой области, авторов диссертационных
работ, в т. ч. нескольких докторских, упомянуть за�
рубежные разработки. Однако приведенные мате�

риалы, в первую очередь по авторскому свидетель�
ству СССР № 237073 «Способ бурения электриче�
скими импульсными разрядами» [10] и по автор�
скому свидетельству СССР № 282216 «Бур для про�
ходки скважин электрическими импульсными раз�
рядами» [15], достаточно обоснованно показыва�
ют, что высокоэффективный электроимпульсный
способ разрушения горных пород, основанный
на пробое и разрушении твердых диэлектриков
электрическими разрядами, изобретен в ТПИ
14 апреля 1959 г. и главным его изобретателем яв�
ляется ректор института, член�корреспондент
АПН СССР, профессор, доктор физико�математи�
ческих наук, заслуженный деятель науки и техники
РСФСР А.А. Воробьев.

Рис. 5. Электроимпульсный колонковый бур радиально�
тангенциального типа [19]

Необходимость обоснования приоритета изо�
бретения электроимпульсного способа разрушения
горных пород вызвана тем, что в последние годы
во многих странах (США, ФРГ, Японии, Норвегии,
Швейцарии, Великобритании и т. д.) этому спосо�
бу уделяют все большее внимание. Например,
в странах Западной Европы активно изучают воз�
можности его применения при бурении геотер�
мальных скважин (ФРГ, Швейцария) и при про�
ходке стволов в крепких горных породах для захо�
ронения отходов атомного производства (Шве�
ция).
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THE RESEARCH OF HIGH�INTENSTY MAR�ARRIVAL
PROCESS
The paper introduces the research of MAR�arrival process having

high conditional intensities of event occurrence. It is shown that the
number of events occurred in such arrival process for the fixed time
interval is normal in asymptotics (under condition of unconstrained
intensity growth). The characteristics of this distribution were
obtained.

UDC 519.872

Nazarov A.A., Moiseeva E.A.
THE RESEARCH OF RQ�SYSTEM BY MMPP|M|1 METHOD 
OF ASYMPTOTIC ANALYSIS AT HEAVY LOAD
The authors have studied the mathematical model of

MMPP|M|1 system with the source of repeated calls by the method of
asymptotic analysis at heavy load. The obtained distributions of prob�
abilities of order amount in the source of the repeated calls were com�
pared with limiting distribution obtained by numerical methods. It
demonstrated the acceptability of using the proposed asymptotic
method.

UDC 514.763

Al�Khassani M.A., Moldovanova E.A.
AFFINE SPACE MAPPING TO THE ZERO�PAIR VARIETY 
OF THE PROJECTIVE SPACE
The differentiable mappings of affine space to the varieties of

all nondegenerate and all degenerate zero�pairs of the projective
space have been studied. The bind between these mappings is con�
sidered.

UDC 517

Churikov V.A.
EXPONENTIAL DEGENERATION IN CASE 
OF NOT�INTEGRAL ORDERS IN LOCAL FRACTIONAL
ANALYSIS BASED ON d�OPERATOR
The article introduces and considers the properties of exponents

in fractional analysis of not�integral orders. It is shown that degener�
ation of various degrees is possible for not�integral orders in different
cases when there is more than one exponent for various orders. It was
obtained that the number of exponents for rational orders is finite and
it is infinite for irrational ones.

UDC 517.3

Churikov V.A.
INTEGRATION AND DIFFERENTIATION OF BINOMIAL
DECOMPOSITIONS IN LOCAL FRACTIONAL ANALYSIS
The paper considers the integro�differentiation of binomial

decompositions in local fractional analysis based on d�operator.

UDC 530.145

Breev A.I.
METHOD OF GENERALIZED ZETA�FUNCTION FOR SCALAR
FIELD ON HOMOGENEOUS SPACES WITH INVARIANT MET�
RIC AND ZERO DEFECT
Using the orbits method the author has found out the expression

for local zeta�function of Clein–Gordon operator on static homoge�
neous spaces with invariant metric and zero defect. Within the
method of the generalized zeta�function the vacuum means of ener�
gy momentum tensor of scalar field were calculated.

UDC 621.313: 519.688

Khokhlova T.E., Glazyrin A.S., Polishchuk V.I.
ESTIMATION OF RL�CHAIN PARAMETERS IN ELECTRO�
MECHANICAL SYSTEMS IN OPERATING MODE BASED ON
THE COORDINATE�WISE DESCENT TECHNIQUE
The authors have proposed the algorithm of parametric identifica�

tion of RL�chains in electromechanical systems in operating mode. It is
not necessary to interrupt the system regular operation due to initial con�
dition synchronization in this algorithm. The algorithm is based on the
technique of coordinate�wise descent and allows obtaining the estimates
of the object model parameters so that the output signals mismatch is
minimum. The algorithm operation was studied on the laboratory setup.

UDC 621.391

Karpov I.G., Zyryanov Yu.T., Gribkov A.N.
JOHNSON’S MODIFIED DISTRIBUTIONS AND THEIR 
APPLICATION FOR APPROXIMATION OF DISTRIBUTION
LAWS OF THE EXPERIMENTAL DATA
The authors have proposed Johnson’s modified distributions for

approximation of distribution laws of the experimental data taking only
positive values. The technique for estimating the parameters of Johnson’s
modified distributions by the experimental data was developed.

UDC 621.313: 519.688

Bolovin E.V., Glazyrin A.S.
THE METHODS FOR INCREASING MATRIX CONDITIONALITY
WHEN SOLVING THE DIFFERENCE EQUATIONS SYSTEMS IN
PROBLEMS OF IDENTIFICATION OF DYNAMIC OBJECT
PARAMETERS
The authors have developed the algorithm for identifying the

dynamic object parameters at the harmonic input effects based on the
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solution of the difference equations systems. The technique of time
coefficient selection when generating the difference equations was
proposed and tested. The main methods for improving the condition�
ality of the input values matrix were considered and proposed.

UDC 539.219.3:546.82

Grabovetskaya G.P., Nikitenkov N.N., Mishin I.P., 
Dushkin I.V., Stepanova E.N., Sypchenko V.S.
HYDROGEN DIFFUSION IN SUBMICROCRYSTALLINE 
TITANIUM
The authors have carried out the comparative studies of hydrogen

diffusion in coarse� and submicrocrystalline titanium by the method
of electrolytic cell conjugation with vacuum chamber through the
membrane. It was ascertained that the formation of submicrocrys�
talline structure results in decrease of effective coefficient of hydro�
gen diffusion in titanium and increase of capacity to accumulate
hydrogen in the volume. It is conditioned by large extension of grain
boundary in submicrocrystalline samples in comparison with the
coarse�crystalline ones. The authors have analyzed the influence of
dislocation density and grain boundary extension on titanium capacity
to accumulate hydrogen in the volume.

UDC 621.385.69

Grigoryev V.P., Timofeev A.A., Grigoryev A.V.
THE THEORY OF ELECTROMAGNETIC OSCILLATION 
EXCITATION IN COAXIAL REFLECTIVE TRIODE 
WITH RADIATE BEAM
The authors study the mechanism of electromagnetic oscillations

radiation in cylindrical triode with virtual cathode with radiate beam by the
method of kinetic equation. Spectrum and increment of the excited oscil�
lations were determined and the expression for radiation efficiency was
obtained. The radiation efficiency on the type of the excited oscillations
and system parameters was analyzed. The paper demonstrates that the
lower oscillation modes are mostly excited in the coaxial triode. The most
efficient excitation of electromagnetic oscillations occurs on TEM�mode.

UDC 620.17

Ismailov G.M., Pavlov M.S., Tyurin A.E.
ESTIMATION OF SHIFTING EFFORTS OF ELEMENTS 
IN MULTICORE CABLE AT BEND DEFORMATIONS
The paper considers the issues of assessment of elements power inter�

action in cable structures at bend deformations. The authors have obtained
the expressions for estimating the value of shifting efforts occurring at
winding in multicore cables on the basis of multicore cable representation
as a compound core with absolutely rigid cross�section bonds.

UDC 530.1:519.2:681.5

Deeva V.S., Romanishina S.A., Slobodyan S.M.
STABILITY OF ENTROPY ESTIMATION OF SYSTEM VITALITY
The authors have determined the connection of reliability varia�

tion estimation for separate elements and the system itself or the
device with entropy as a measure for evaluating the system state
uncertainty caused by a number of random operational occurrences of
their functioning at practical application. On the assumption of valid�
ity of exponential probability law of time to system failure it was
determined that the range of entropy estimation values for various
types of elements, nodes, devices is in a certain range of variation
interval of entropy index level similar to the chaotic Hurst coefficient.

UDC 621.313:534

Deeva V.S., Slobodyan S.M.
DESTRUCTION OF SLIDING LAMELLAR CONTACT
The authors have proposed the probabilistic approach to the

description of dynamics in destruction of bodies contact pair when
one body is sliding over infinite periodic surface of the other. The pos�
sibility of solving the problem of accurate estimation of collectors
vitality was analyzed. The Markovian model of collector wear at sliding
over collector lamella was proposed.

UDC 535.36

Goryachev B.V., Mogilnitsky S.B.
OPTICAL RADIATION TRANSFER IN LAYERED DISPERSION
MEDIA WITH REFLECTIVE SURFACE
The article considers the radiation transfer in two�layered disper�

sion media with reflective surface. The analytical expressions for
determining radiation balance characteristics were obtained. It was
shown that the ground layer even at low optical density and its weak
change affects considerably on reflectivity of the system «two�lay�
ered media–reflective surface» at all the values of reflection coeffi�
cient of underlying surface. It was ascertained that the growth ground
layer optical density at absorption results in almost compete
absorbance independence of the system «two�layered media–reflec�
tive surface» on reflection coefficient of the underlying surface.

UDC 539.3

Bochkareva S.A., Reutov Yu.A.
THE RESEARCH OF STRESS�STRAIN STATE OF MULTILAYER
POLYMER PIPES BY THE FINITE ELEMENT METHOD
The authors have specified the relevance of estimating the stress�

strain state of polymer material pipelines by the numerical techniques.
Three�layer reinforced polymer pipe was calculated by the finite ele�
ment method using the deformation�strength properties of the layers.
The graph of distribution of equivalent stresses and movements were
obtained. The article introduces the description of the developed algo�
rithm of problem numerical implementation and comparison of pro�
gram operation results with the existing analytical solutions. The com�
putation was repeated in software ANSYS to check the results reliabil�
ity. The conclusion was made on viability of the method application.

UDC 535.211

Makenova N.A., Dzhuraev R.F.
WAVEFRONT REVERSAL USING AMPLITUDE TRANSPARENCY
The paper considers the wavefront reversal using amplitude

transparency (modulator). As a result of numerical investigations it is
shown that almost full compensation of turbulent distortions is
achieved in spite of considerable energy absorption by modulator.

UDC 534.2

Provotorov D.S., Solovyev A.V., Vinogradov Yu.A.
AMPLITUDE�FREQUENCY CHARACTERISTICS OF LAND
EXPLOSION INFRASOUND SIGNALS
The authors have determined the amplitude�frequency character�

istics of infrasound signals generated by land explosion. The acoustic
signal directions of arrival were determined by triangulation method.
The signals indicate the source of explosive works. The use of wavelet
transform with Morlet basic function allowed definitely identifying
low�frequency land explosions acoustic signals.

UDC 621.384.6

Egorov I.S., Kaykanov M.I., Remnev G.E.
EXIT WINDOW OF HIGH�CURRENT ACCELERATOR OF
ASTRA ELECTRONS
The article introduces the results of researches of injecting high

current pulsed electron beam into atmosphere at repetition to
50 pulse/sec. with electron energy 300…350 keV, current to 0,6 kA,
pulse duration of beam current 120 nsec. The authors have determined
the energy of injected electron beam for constructions of exit window
with and without supporting grid. Thermal operating conditions for
the mentioned exit window constructions were analyzed.

UDC 533.9.01

Lutsenko Yu.Yu., Zelenetskaya E.P., Vlasov V.A.
SKIN EFFECT INFLUENCE ON ELECTRODYNAMIC CHARAC�
TERISTICS OF HIGH�FREQUENCY TORCH DISCHARGE
The paper considers the solution of electrodynamic problem for

high�frequency torch discharge at pronounced skin effect considering
radial inhomogeneity of its channel. The authors have detected the shift
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of magnetic field maximum in discharge plasma along radial coordinate
at skin effect strengthening. The wave number of electromagnetic wave
propagating along the torch discharge channel was calculated. It was
shown that the ratio of attenuation coefficient to phase coefficient of
electromagnetic wave increases at skin effect strengthening.

UDC 621.51

Filipas A.A., Osinenko V.V., Kladiev S.N., Fomin A.A.
ESTIMATION OF ELECTRIC DRIVE LOAD CHARACTERISTICS
IN ANGLE COMPRESSOR
The authors have proposed the algorithm of estimating parame�

ters and characteristics of angle reciprocating compressor as a specif�
ic load of controlled electric drive on the basis of kinematic scheme
analysis. The obtained load characteristics are used for refined selec�
tion of controlled electric drive power.

UDC 669.337

Karimova L.M., Kayralapov E.T., 
Zhumashev K.Zh., Tokbulatov T.E.
MATHEMATICAL DESCRIPTION OF THE RESULTS OF
STUDYING DRYING OF GRANULATED ROUGH COPPER�
MOLYBDENUM CONCENTRATE OF «TASTAU» DEPOSIT
The article introduces the results of the research of drying being a

part of the technology which includes the granulation of rough cop�
per�molybdenum concentrate of «Tastau» deposit. The authors have
obtained the mathematical models describing dehydratation laws and
changes of material properties at thermal treatment. The controlled
parameters were the relative mass loss at drying, at subsequent addi�
tional granule drying, the degree of their dehydratation. It was ascer�
tained that the characteristics of phase composition affect the results
of their subsequent treatment. The specific character of the material
determines also the selection of firing and leaching combination using
which it became possible to achieve a certain goal – the most complete
extraction of copper and molybdenum.

UDC 621.791.92

Gnyusov S.F., Durakov V.G.
STRUCTURIZATION OF COMPOSITION COATINGS «STEEL
R6М5 – (WC+TiC)» DEPENDING ON TUNGSTEN CARBIDE
CONTENT IN ORIGINAL BATCH
The authors have studied the features of forming structural and

phase composition of composition coatings «steel R6М5 –
(WC+TiC)» depending on tungsten monocarbide content. It was
ascertained that retained austenite amount in composition coating
depends on tungsten carbide content in the total volume of input
strengthening phase. The coatings with 20 % of carbide constituent
have austenite maximum (75 %) of the total matrix volume.

UDC 621.793.794.357.7

Durakov V.G., Gnyusov S.F., Dekhonova S.Z.
NICKEL EFFECT ON MICROSTRUCTURE AND PROPERTIES 
OF COPPER�CHROMIUM CONTACT MATERIAL OBTAINED
BY ELECTRON BEAM FACING
The authors have studied the effect of alloying with nickel on

microstructure Cu–Cr of the contact material obtained at vacuum
electron beam facing and additional refining. Nickel input into original
Cu–Cr�batch enhances the formation of homogenous copper chromi�
um melt, decreases segregation and restrains chromium dendrites
growth at crystallization.

UDC 621.791.92

Gnyusov S.F., Makov D.A.
THE STRUCTURE OF CARBIDE SUBSYSTEM OF COMPOSI�
TION COATINGS ON THE BASIS OF AUSTENITIC STEELS
The authors have studied the effect of temperature cycling at

multipass electron beam facing and further aging on features of
vanadium carbide particles extraction in matrix on the basis of steel of
nickel and manganiferous austenite. It was ascertained that vanadium

carbide in composition coatings is represented in the form of separate
equiaxed particles. Their average size equal 94 nm in manganiferous
matrix and about 0,8 μm in nickel one.

UDC 669.295:539.62

Potekaev A.I., Khokhlov V.A., Galsanov S.V., 
Tabachenko A.N., Shulepin I.A.
PLASTIC WAVES IN TITANIUM NICKELIDE AT SPHERICAL
INDENTER SLIDING
The authors have analyzed the conditions for generating frontal

plastic waves and forming friction tracks at spherical indenter sliding
over plastic half�space of titanium nickelide. The pulse step character
of indenter movement and the changes of friction track type at vari�
ous temperature�speed conditions were determined.

UDC 669.295:539.62

Khokhlov V.A., Potekaev A.I., Galsanov S.V.
THE INVESTIGATION OF TITANIUM NICKELID PROPERTIES
INITIATED BY HIGH HYDROSTATIC PRESSURE
The article demonstrates the conditions for occurrence of pres�

sure hydrostatic kernel at spherical indenter introduction into plastic
media. The effect of hydrostatics on structural and phase states and
strength properties of titanium nickelide was determined.

UDC 539.21:539.42.214

Soldatova M.I., Khodorenko V.N., Gyunter V.E.
PHYSICAL�MECHANICAL AND STRENGTH PROPERTIES 
OF ALLOYS ON THE BASIS OF TITANIUM NICKELIDE 
(ТN–10, ТN–20, ТN–1V)
Physical�mechanical properties of alloys on the basis of titanium

nickelide TN–10, TN–20, TN–1V were studied. It was ascertained that
failure strain size and the failure stress value of each alloy are deter�
mined by matrix state for the alloy at fixed deformation point and by
contribution of martensitic deformation mechanisms occurring at
load. It was shown that the structure formed and the value of plastic
constituent of alloy deformation affect considerably on fracture type
and characteristics.

UDC 541.64:547.759.32

Sarychev K.Yu., Myasnikova V.I., Voloshina M.S., 
Konovalov S.V., Gromov V.E.
IMPLEMENTATION OF REHBINDER EFFECT IN
ALUMINUM–GALLIUM SYSTEM ACCORDING TO BINARY
SCHEME
The authors have developed the technique for implementing

Rehbinder effect in aluminum–gallium system according to binary
scheme. Aluminum brittle fracture has two stages: chemical interac�
tion resulting in gallium occurrence on aluminum sample surface, clas�
sical liquid�metal brittleness development in aluminum–gallium sys�
tem.

UDC 539.21;534.22

Belomestnykh V.N., Tesleva E.P.
ANOMALOUS THERMO�STRAIN BEHAVIOR OF CUBIC
PHASE OF CYANIC CRYSTALS. I. SODIUM CYANIDE
The authors have studied temperature dependences of anisotrop�

ic and isotropic acoustic (elastic waves velocities), sizing (elastic mod�
ules) and dimensionless (Poisson’s ratios) elastic characteristics of
mono� and polycrystals of sodium cyanide in the range of
283,7...473,0 К.

UDC 681.5.01

Kasimova B.R., Baubek A.A., Kusataeva A.K.
THE DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL MODEL OF ELECTRIC
PRECIPITATOR WITH ROTATING COLLECTING ELECTRODE
The authors have developed the theoretical mathematical model

of operation of electric precipitator with rotating collecting electrode.
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The collecting electrode in the form of rotating strip was proposed to
be applied to eliminate negative factors such as resistivity and re�
entrainment affecting the electric precipitator operation; economic
velocity for rotating strip was calculated.

UDC 621.892.1

Kovalsky B.I., Malysheva N.N., Tarasov E.V., Dyakov S.A.
THE RESULTS OF THE TEST OF SEMI�SYNTHETIC ENGINE OIL
BIZOL DIZEL ULTRA 10W�40 CJ�4/SL
The article introduces the results of the test of all�season and all�

purpose engine oil for thermal�oxidative stability and antiwear prop�
erties; the authors have proposed the criteria of antiwear properties
and total energy absorbed by oil at thermal and tribotechnical tests.

UDC 621.892.28

Vereshchagin V.I., Kovalsky B.I., Runda M.M.
THE RESULTS OF INVESTIGATION OF MOTOR OIL STATE AT
ENGINE OPERATING
The article introduces the data on the change of optical proper�

ties, viscosity, concentration of soluble and insoluble aging products
and antiwear properties of synthetic motor oil Mobil 1 0W�40 SN/СF
at engine operating.

UDC 544.733.422:519.87

Kudryashova O.B., Antonnikova A.A.
MATHEMATICAL MODEL OF AEROSOL EVOLUTION 
AT ULTRASONIC INFLUENCE
The mathematical model is based on Smoluchowski equation. The

latter describes the dynamics of changing the size distribution func�
tion of aerosol particles considering ultrasonic influence, evaporation
(for liquid�drop aerosols) and sedimentation. The authors have stud�
ied the asymptotic behavior of probability function of aerosol particle
collision on ultrasonic frequency.

UDC 669:539.67

Kurilenko G.A.
EXPERIMENTAL DETERMINATION OF THERMAL SOURCE
INTENSITY IN DAMAGE CENTER AT CYCLIC LOADS
It is shown that it is possible to determine the capacity of thermal

source which seems to function in the center of developing the fatigue
damage by thermal field of a sample at its step cyclic loading with the
increasing peak stress. According to the kinetics of this capacity it
turned out to be possible to predict in non�destructive way some char�
acteristics of the fatigue process, the individual endurance limit of the
tested object in particular.

UDC 621.45.042:532.592.2:544.772

Korovina N.V., Kudryashova O.B., 
Vorozhtsov B.I., Shrager E.R.
LIQUID ATOMIZATION AT PULSE INFLUENCE 
BY COMPRESSED AIR
The authors propose the physico�mathematical model of pulse

atomizer operating on the compressed gas source. The cavitation role
in atomization is shown. The article introduces a number of results of
the model parametric study determining the dependences of aerosol
dispersion, spray angle and mass liquid flow on dimensionless param�
eters characterizing the atomizer geometric properties. The physic�
mathematical model allows selecting the atomizer characteristics for
obtaining aerosol media with the prescribed parameters.

UDC 674.815–41

Plotnikov S.M., Lurye M.S.
MODELING THE TRANSLATIONAL�ROTATIONAL MOTION
OF WOOD PARTICLES AT ORIENTATION
The article introduces the results of modeling the orientation of

flat wood particles used for making plates of large size ship. The
authors have obtained the dependences of fall time and particle turn�
ing rate on their parameters and height of fall which allow minimizing
particle packing angle in chip mat.

UDC 66.021.1

Balyasnikov A.V., Zaripova L.F., 
Pishchulin V.P., Svarovsky A.Ya.
MODELING MIXING PROCESS BY THE JET METHOD OF LIQ�
UID RADIOACTIVE WASTE IN RECTANGLE RESERVOIRS
The process of mixing liquid radioactive wastes (LRW) in rectan�

gle reservoirs at vertical position of nozzles has been considered. The
process modeling was carried out based on the similarity theory. The
authors determined the constructive characteristics of mixing devices,
solution velocity characteristics when flowing from mixing devices,
the conditions of particles weighing in weak�salt LRW for defining the
mixing time by the jet method.

UDC 621.039.576

Vorobyev A.V., Antonova A.M.
IMPROVEMENT OF EFFICIENCY OF THE DEVICE WITH
WATER�GRAPHITE REACTOR AT PARTIAL LOADS
The authors have proposed and substantiated the method of

operation of water�graphite reactor of RBMK type at controlled com�
position of blow�down gas. The article introduces the static and
dynamic characteristics of temperature state for graphite moderator
in the reactor RBMK�1000 determined experimentally. The authors
developed the software code for engineering analysis of integral char�
acteristics determining the reactivity margin value of the reactor
RBMK�1000 in slow transitions.

UDC 534:621.32

Sosnin E.A., Panarin V.A., Pikulev A.A., Tarasenko V.F.
ACOUSTIC CHARACTERISTICS OF PLANAR KrCl�EXCILAMP
OF DIELECTRIC BARRIER DISCHARGE
The authors have investigated experimentally and theoretically

the acoustic characteristics of planar KrCl�exilamp of dielectric barrier
discharge filled with a mix Kr:Cl2=400:1 at pressure 20 kPa. The
acoustic oscillation spectra of excilamp bulb were measured.
Resonances were found out experimentally on frequencies of 4,96;
5,36; 9,92; 10,80 and 21,60 kHz. Frequencies of natural oscillations of
excilamp bulb walls and acoustic waves in gas were determined by cal�
culations. Energy of gas acoustic waves in dependence on oscillation
frequency of bulb walls was defined. The comparison of the experi�
mental results and the calculations shown that maximums of the
acoustic signal in the frequency domain >10 kHz coincide with natural
frequencies of gas oscillations in excilamp bulb.

UDC 622.243.1

Adam A.M.
RECTOR OF TPI A.A. VOROB'YEV IS THE INVENTOR 
OF ELECTROPULSE METHOD OF ROCKS DESTRUCTION
The article introduces the history of developing the electropulse

method of rocks destruction by the rector of TPI A.A. Vorob'yov.
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технического института ТПУ. Р.т. 41
89
13. E
mail: bre

ev@tpu.ru. Область научных интересов: метод орбит, ме

тоды точного интегрирования дифференциальных ура

внений, квантовая теория поля в искривленном про

странстве
времени.

Верещагин Валерий Иванович, 1964 г.р., аспирант кафедры то

пливного обеспечения и горюче
смазочных материалов
Института нефти и газа ФГОУ ВПО «Сибирский федераль

ный университет», г. Красноярск. Р.т. 8
(391)
249
76
67.
E
mail: labsm@mail.ru. Область научных интересов: тре

ние и износ, термоокисление и температурная стойкость
смазочных материалов, процессы самоорганизации.

Виноградов Юрий Анатольевич, 1966 г.р., канд. техн. наук,
зам. директора по научной работе Кольского филиала
Геофизической службы РАН. Р.т. 8
(815)
557
94
94.
E
mail: vin@krsc.ru. Область научных интересов: сейсмо

логия, инфразвук, геодинамика, землетрясения, взрыв,
метеориты.

Власов Виктор Алексеевич, 1958 г.р., д
р физ.
мат. наук, про

фессор, и.о. ректора Томского государственного архи

тектурно
строительного университета, зав. кафедрой
технической физики Физико
технического института
ТПУ. Р.т. 56
39
14. E
mail: vik@tpu.ru. Область научных
интересов: масс
спектроскопия, термодинамика, физи

ка и химия плазмы.

Волошина Марина Сергеевна, 1967 г.р., канд. пед. наук, до

цент кафедры высшей математики Сибирского государ

ственного индустриального университета, г. Новокуз

нецк. Р.т. 8
(384
3)
46
19
00. E
mail: myasnikova.v.i@gma

il.com. Область научных интересов: физика разрушения
под действием агрессивных сред.

Воробьев Александр Владимирович, 1949 г.р., канд. техн. наук,
доцент кафедры атомных и тепловых электростанций
Энергетического института ТПУ. Р.т. 42
08
37. E
mail:
worob@tpu.ru. Область научных интересов: исследование
процессов в парогенерирующем оборудовании атомных
электростанций (ядерных реакторов, парогенераторов).

Ворожцов Борис Иванович, 1929 г.р., д
р техн. наук, профес

сор, гл. науч. сотр. лаб. 5 Института проблем химико

энергетических технологий СО РАН, г. Бийск.
Р.т. 8
(385
4)
30
18
69. E
mail: olgak@yourline.ru.
Область научных интересов: неразрушающий контроль,
ультразвук, методы генерации аэрозольных сред, кине

тика аэрозолей, оптические измерения дисперсных
сред.

Галсанов Солбон Владимирович, 1988 г.р., аспирант кафедры
механики деформируемого твердого тела физико
техни

ческого факультета Томского государственного универ

ситета. Р.т. 53
35
77. E
mail: s_galsanov@sibmail.com.
Область научных интересов: изучение триботехнических
свойств никелида титана.

Глазырин Александр Савельевич, 1978 г.р., канд. техн. наук,
доцент кафедры «Электропривод и электрооборудова

ние» Энергетического института ТПУ. Р.т. 56
32
55.
E
mail: asglazyrin@tpu.ru. Область научных интересов:

Сведения об авторах



методы и алгоритмы динамической идентификации
и управления состоянием электрических приводов.

Гнюсов Сергей Федорович, 1960 г.р., д
р техн. наук, профес

сор кафедры «Оборудование и технология сварочного
производства» Института неразрушающего контроля
ТПУ. Р.т. 41
95
41. E
mail: gnusov@rambler.ru. Область
научных интересов: использование фазового превраще

ния и эффекта сверхпластичности при формировании
композиционных материалов, износостойких покрытий
и сварке биметаллического инструмента.

Горячев Борис Валентинович, 1947 г.р., канд. физ.
мат. наук,
доцент кафедры общей физики Физико
технического
института ТПУ. Р.т. 56
32
14. E
mail: bvg@tpu.ru. Область
научных интересов: перенос излучения, атмосферная
оптика.

Грабовецкая Галина Петровна, д
р физ.
мат. наук, вед. науч.
сотр. Института физики прочности и материаловедения
СО РАН, г. Томск. Р.т. 28
69
49. E
mail: grabg@ispms.tsc.ru.
Область научных интересов: диффузия и диффузионно

контролируемые процессы в нано
 и поликристалличе

ских металлических материалах.

Грибков Алексей Николаевич, 1981 г.р., канд. техн. наук, до

цент кафедры «Конструирование радиоэлектронных и
микропроцессорных систем» Тамбовского государствен

ного технического университета. Р.т. 8
(475
2)
63
94
17.
Е
mail: GribkovAlexey@yandex.ru. Область научных инте

ресов: методы и алгоритмы анализа и синтеза оптималь

ного помехоустойчивого управления, информационно

управляющие системы многомерными объектами, ин

теллектуальные и экспертные системы.

Григорьев Александр Владимирович, 1972 г.р., аспирант кафе

дры прикладной математики Института кибернетики
ТПУ. E
mail: gav@am.tpu.ru. Область научных интересов:
физика плазмы и пучков заряженных частиц.

Григорьев Владимир Петрович, 1941 г.р., д
р физ.
мат. наук,
профессор, зав. кафедрой прикладной математики Ин

ститута кибернетики ТПУ. Р.т. 42
04
00. E
mail:
grig@am.tpu.ru. Область научных интересов: физика
плазмы и пучков заряженных частиц, моделирование
динамических процессов в физике и экологии.

Громов Виктор Евгеньевич, 1947 г.р., профессор, д. физ.
мат. н.,
заслуженный деятель науки РФ, лауреат премии Прави

тельства в области науки, заведующий кафедрой физики
Сибирского государственного индустриального универ

ситета, г. Новокузнецк. Р.т. 8
(384
3)
78
43
66. E
mail:
gromov@physics.sibsiu.ru Область научных интересов:
физическое материаловедение, физика прочности
и пластичности материалов в условиях внешних энерге

тических воздействий.

Гюнтер Виктор Эдуардович, 1947 г.р., д
р техн. наук, профес

сор кафедры физики металлов физического факультета
Томского государственного университета, директор НИИ
медицинских материалов и имплантатов с памятью фор

мы Сибирского физико
технического института при
Томском государственном университете. Р.т. 41
34
57.
E
mail: nii_mm@sibmail.com. Область научных интере

сов: сплавы и конструкции с памятью формы в медици

не, физика твердого тела, изучение свойств сплавов
на основе никелида титана.

Деева Вера Степановна, 1983 г.р., аспирант кафедры электри

ческих сетей и электротехники Энергетического инсти

тута ТПУ. Р.т. 56
32
67. E
mail: sms_46@ngs.ru;
sms1@tpu.ru. Область научных интересов: анализ и син

тез вероятностных процессов и систем.

Дехонова Светлана Зиновьевна, 1963 г.р., инженер кафедры
«Оборудование и технология сварочного производства»
Института неразрушающего контроля ТПУ. Р.т. 41
95
41.
E
mail: dana0863@mail.ru. Область научных интересов:
электронно
лучевая наплавка и сварка.

Джураев Рустам Факритдинович, 1992 г.р., студент кафедры
электроэнергетических систем Энергетического инсти

тута ТПУ. Р.т. 56
34
33. E
mail: mna.05@mail.ru. Область
научных интересов: адаптивная оптика, атмосферная
оптика.

Дураков Василий Григорьевич, 1963 г.р., канд. техн. наук, ст.
науч. сотр. лаборатории физической мезомеханики Ин

ститута физики прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск. Р.т. 28
69
13. E
mail: electron@ispms.tsc.ru.
Область научных интересов: электронно
лучевая на

плавка и сварка.

Душкин Игорь Валерьевич, 1973 г.р., докторант ТПУ, ООО
«НаноСканТехнология», г. Долгопрудный Московской
обл. E
mail: igor@nanoscantech.ru. Область научных ин

тересов: разработка новых спектроскопических методов.

Дьяков Сергей Александрович, 1986 г.р., соискатель кафедры
«Топливообеспечение и горючесмазочные материалы»
Института нефти и газа ФГАОУ ВПО «Сибирский феде

ральный университет»; коммерческий директор ООО
«Магнат
РД», г. Красноярск. Р.т. 8
(391)
206
29
31.
E
mail: labsm@mail.ru. Область научных интересов: тре

ние и износ, термоокисление и температурная стойкость
смазочных материалов, процессы самоорганизации.

Егоров Иван Сергеевич, 1985 г.р., инженер
исследователь ла

боратории № 1 Института физики высоких технологий
ТПУ. Р.т. 41
91
01. E
mail: egoris@tpu.ru. Область науч

ных интересов: импульсные ускорители электронов, ге

нерация электронных пучков с высокой частотой следо

вания, разработка импульсных электронных ускорите

лей, применение импульсных электронных пучков.

Жумашев Калкаман, 1948 г.р., д
р техн. наук, зав. лаборато

рией физико
химии комплексного использования кон

денсированных отходов Химико
металлургического ин

ститута, директор ТОО «Инновация», г. Караганда, Рес

публика Казахстан. Р.т. 8
(721
2)
43
19
73. E
mail: inno

vaciya
zh@mail.ru. Область научных интересов: цветная
металлургия.

Зарипова Людмила Федоровна, канд. техн. наук, доцент ка

федры машин и аппаратов химических и атомных про

изводств технологического факультета Северского тех

нологического института НИЯУ «МИФИ». Р.т. 8
(382
3)

78
01
51. E
mail: mila_zf@sibmail.com. Область научных
интересов: электротехнологические процессы, техноло

гия получения фтороводорода, переработка отходов хи

мических предприятий.

Зеленецкая Екатерина Петровна, ассистент кафедры элек

троники и автоматики физических установок Физико

технического института ТПУ. Р.т. 41
91
45. Е
mail: kica

ket@mail.ru. Область научных интересов: численное мо

делирование физических процессов, электродинамика
высокочастотных разрядов.

Зимин Вячеслав Прокопьевич, 1955 г.р., канд. техн. наук, ст.
науч. сотр., доцент кафедры прикладной математики
Института кибернетики ТПУ. Р.т. 42
61
00. Е
mail: zi

min@tpu.ru. Область научных интересов: моделирование
процессов в низкотемпературной плазме, информа

ционные технологии, применение нейросетевой техно

логии и вычислительного эксперимента при решении
практических задач.
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Зырянов Юрий Трифонович, 1960 г.р., д
р техн. наук, профес

сор кафедры «Конструирование радиоэлектронных и
микропроцессорных систем» Тамбовского государствен

ного технического университета. Р.т. 8
(475
2)
63
94
17.
Е
mail: zut
tmb@mail.ru. Область научных интересов:
управление состоянием организационно
технических
систем при ограниченных ресурсах.

Исмаилов Гафуржан Маматкулович, 1964 г.р., канд. техн.
наук, доцент кафедры прикладной механики факультета
технологии и предпринимательства Томского государ

ственного педагогического университета. Р.т. 57
43
25.
E
mail: gmismailov@rambler.ru. Область научных интере

сов: механика кабелей, трибология, динамика, проч

ность машин, механизмов и аппаратуры.

Кайканов Марат Исламбекович, 1987 г.р., инженер
исследова

тель лаборатории № 1 Института физики высоких техно

логий ТПУ. Р.т. 41
91
01. E
mail: kaikanov_m@mail.ru.
Область научных интересов: импульсные ускорители
электронов, применение импульсных электронных пуч

ков, радиационная химия, радиационный крекинг нефти.

Кайралапов Ерлан Токпаевич, 1973 г.р., ст. науч. сотр. лабора

тории физико
химии комплексного использования кон

денсированных отходов Химико
металлургического ин

ститута, ТОО «Инновация», г. Караганда, Республика Ка

захстан. Р.т. 8
(721
2)
43
31
61. E
mail: hmi@mail.krg.kz.
Область научных интересов: цветная металлургия.

Каримова Люция Монировна, 1979 г.р., канд. хим. наук, ведущ.
науч. сотр. лаборатории физико
химии комплексного ис

пользования конденсированных отходов Химико
метал

лургического института, ТОО «Инновация», г. Караганда,
Республика Казахстан. Р.т. 8
(721
2)
43
31
61. E
mail: lut

sia.08@mail.ru. Область научных интересов: цветная ме

таллургия.

Карпов Иван Георгиевич, 1949 г.р., д
р техн. наук, профессор
кафедры «Информационные системы и защита инфор

мации» Тамбовского государственного технического
университета. Р.т. 8
(475
2)
63
13
58. E
mail: zera

tul68@mail.ru. Область научных интересов: разработка
вероятностных моделей негауссовских случайных вели

чин и процессов, а также методов их идентификации.

Касимова Ботагоз Рахметоллаевна, канд. техн. наук, доцент
кафедры «Системный анализ и управление» Физико

технического факультета Евразийского национального
университета им. Л.Н. Гумилева, г. Астана, Казахстан.
E
mail: kasimova_br@enu.kz. Область научных интересов:
математическое моделирование технологических про

цессов, теоретические основы электротехники, опти

мальное использование ресурсов в строительной инду

стрии, разработка электронных учебных пособий на ба

зе программных продуктов National Instruments.

Кладиев Сергей Николаевич, 1960 г.р., канд. техн. наук, до

цент кафедры электропривода и электрооборудования
Энергетического института ТПУ. Р.т. 56
37
59. E
mail:
kladiev@tpu.ru. Область научных интересов: автоматиза

ция технологических процессов, автоматизированный
электропривод переменного тока общепромышленных
механизмов.

Ковальский Болеслав Иванович, 1943 г.р., д
р техн. наук, про

фессор кафедры «Топливообеспечение и горючесмазоч

ные материалы» Института нефти и газа ФГАОУ ВПО
«Сибирский федеральный университет», г. Красноярск.
Р.т. 8
(391)
206
29
31. E
mail: labsm@mail.ru. Область на

учных интересов: трение и износ, термоокисление
и температурная стойкость смазочных материалов, про

цессы самоорганизации.

Коновалов Сергей Валерьевич, 1976 г.р., доцент, к.т.н., доцент ка

федры физики Сибирского государственного индустриаль

ного университета, г. Новокузнецк. Р.т. 8
(384
3)
78
43
66.
E
mail: konovalov@physics.sibsiu.ru. Область научных ин

тересов: физика конденсированного состояния, физика
прочности и пластичности материалов в условиях внеш

них энергетических воздействий.

Коровина Наталья Владимировна, 1988 г.р., мл. науч. сотр.
лаб. 5 Института проблем химико
энергетических тех

нологий СО РАН, г. Бийск. Р.т. 8
(385
4)
30
18
69.
E
mail: korovina.nata@mail.ru. Область научных интере

сов: методы генерации аэрозольных сред, кинетика аэ

розолей, физико
математическое моделирование.

Кудряшова Ольга Борисовна, 1962 г.р., канд. физ.
мат. наук,
ст. науч. сотр. лаб. 5 Института проблем химико
энерге

тических технологий СО РАН, г. Бийск. Р.т. 8
(385
4)

30
18
69. E
mail: olgakudr@inbox.ru. Область научных
интересов: физико
математическое моделирование,
теория горения и взрыва, кинетика аэрозолей, оптиче

ские измерения дисперсных сред.

Куриленко Георгий Алексеевич, 1939 г.р., д
р техн. наук, про

фессор кафедры теоретической механики и сопротив

ления материалов Новосибирского государственного
технического университета. Р.т. 8
(383)
346
17
77.
E
mail: teormech@ngs.ru. Область научных интересов:
исследование повреждаемости металлов термографи

ческим способом.

Кусатаева Алия Кибадулловна, магистрант кафедры «Систем

ный анализ и управление» Физико
технического фа

культета Евразийского национального университета
им. Л.Н. Гумилева, г. Астана, Казахстан. E
mail: zhubat

can@gmail.com. Область научных интересов: математи

ческое моделирование технологических процессов.

Лурье Михаил Семенович, 1951 г.р., д
р техн. наук, профес

сор кафедры электротехники Сибирского государствен

ного технологического университета, г Красноярск.
Р.т. 8
(391
2)
27
57
67. Е
mail: m_o_l@rambler.ru. Область
научных интересов: расходометрия, моделирование ги

дро
 и аэродинамических процессов.

Луценко Юрий Юрьевич, 1962 г.р., канд. физ.
мат. наук, до

цент кафедры технической физики Физико
технического
института ТПУ. Р.т. 70
17
77(*1), доб. 2278. E
mail:
luts@mail.ru. Область научных интересов: электродинами

ка высокочастотных разрядов, физика и химия плазмы.

Макенова Наиля Алтынхановна, канд. физ.
мат. наук, доцент
кафедры электрических сетей и электротехники Энерге

тического института ТПУ. Р.т. 56
34
33. E
mail:
mna.05@mail.ru. Область научных интересов: адаптивная
оптика, коррекция атмосферных искажений лазерного
излучения, нелинейная оптика.

Маков Дмитрий Анатольевич, 1983 г.р., главный сварщик
ООО «Сибирский механический завод», г. Северск.
Р.т. 8
(382
3)
54
11
91. E
mail: makov@mail.ru. Область
научных интересов: использование фазового превраще

ния при формировании износостойких покрытий.

Малышева Наталья Николаевна, 1983 г.р., канд. техн.
наук, ст. преподаватель кафедры «Топливообеспече

ние и горючесмазочные материалы» Института нефти
и газа ФГАОУ ВПО «Сибирский федеральный уни

верситет», г. Красноярск. Р.т. 8
(391)
206
28
75.
E
mail: nataly.nm@mail.ru. Область научных интере

сов: трение и износ, термоокисление и температур

ная стойкость смазочных материалов, процессы сам

оорганизации.
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Мишин Иван Петрович, 1980 г.р., мл. науч. сотр. Института
физики прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск. Р.т. 28
68
03. E
mail: grabd@ispms.tsc.ru.
Область научных интересов: получение и свойства ульт

рамелкозернистых материалов.

Могильницкий Сергей Борисович, 1951 г.р., канд. физ.
мат.
наук, доцент кафедры общей физики Физико
техниче

ского института ТПУ. Р.т. 56
38
35. E
mail: msb@tpu.ru.
Область научных интересов: перенос излучения, атмо

сферная оптика.

Моисеев Александр Николаевич, 1971 г.р., канд. техн. наук, до

цент кафедры программной инженерии факультета ин

форматики Томского государственного университета.
Р.т. 52
94
96. E
mail: alexander
moiseev@mail.ru. Область
научных интересов: системы массового обслуживания,
имитационное моделирование, программная инженерия.

Моисеева Екатерина Александровна, 1992 г.р., магистрант
Факультета прикладной математики и кибернетики
Томского государственного университета. E
mail: mois

kate@mail.ru. Область научных интересов: исследование
систем массового обслуживания с источником повтор

ных вызовов.

Молдованова Евгения Александровна, преподаватель кафе

дры высшей математики Физико
технического институ

та ТПУ. Р.т. 56
37
29. E
mail: eam@tpu.ru. Область науч

ных интересов: локальная дифференциальная геоме

трия.

Мясникова Вероника Ивановна, 1992 г.р., студентка Архитек

турно
строительного института Сибирского государ

ственного индустриального университета, г. Новокуз

нецк. Р.т. 8
(384
3)
78
43
67. E
mail: myasnikova.v.i@
gmail.com. Область научных интересов: физика разруше

ния под действием агрессивных сред.

Назаров Анатолий Андреевич, 1947 г.р., д
р техн. наук, зав. ка

федрой теории вероятностей и математической статисти

ки факультета прикладной математики и кибернетики
Томского государственного университета. Р.т. 52
95
99.
E
mail: anazarov@fpmk.tsu.ru. Область научных интере

сов: математическое моделирование, прикладной веро

ятностный анализ систем массового обслуживания.

Никитенков Николай Николаевич, 1953 г.р., д
р физ.
мат.
наук, профессор кафедры общей физики Физико
техни

ческого института ТПУ. Р.т. 56
34
40. E
mail: nikiten

kov@tpu.ru. Область научных интересов: взаимодействие
излучений и ускоренных частиц с твердым телом, спек

троскопические методы исследования.

Осиненко Виталий Владимирович, 1988 г.р., студент кафедры
«Электроника и автоматика физических установок» фа

культета технологий и автоматизации атомной промы

шленности Северского технологического института На

ционального исследовательского ядерного университета
«МИФИ». Р.т. 8
(382
3)
56
39
29. E
mail: roytek@mail.ru.
Область научных интересов: электропривод переменно

го тока, компрессорные установки.

Павлов Михаил Сергеевич, 1984 г.р., ассистент кафедры тео

ретической и прикладной механики Института физики
высоких технологий ТПУ. Р.т. 56
45
88. E
mail: mspav

lov@tpu.ru. Область научных интересов: механика де

формируемого твердого тела.

Панарин Виктор Александрович, 1962 г.р., инженер лаборато

рии оптических излучений Института сильноточной
электроники СО РАН, г. Томск. Р.т. 49
14
43. E
mail: pa

narin@ya.ru. Область научных интересов: эксилампы
барьерного разряда, схемотехника.

Пикулев Алексей Александрович, 1970 г.р., нач. отдела Ин

ститута ядерной и радиационной физики «ФГУП
РФЯЦ
ВНИИЭФ», г. Саров Нижегородской области.
Р.т. 8
(313
0)
2
81
72. E
mail: a.a.pikulev@gmail.com.
Область научных интересов: физика лазеров, источники
спонтанного излучения, термо
 и газодинамика плазмы,
ядерная физика.

Пищулин Владимир Петрович, 1943 г.р., канд. техн. наук,
профессор кафедры машин и аппаратов химических
и атомных производств технологического факультета
Северского технологического института НИЯУ «МИ

ФИ». Р.т. 8
(382
3)
78
01
52. E
mail: pischulin@ssti.ru.
Область научных интересов: электротехнология, техно

логия получения фтороводорода, урана, переработка от

ходов химических предприятий, включая жидкие радио

активные отходы.

Плотников Сергей Михайлович, 1951 г.р., д
р техн. наук, про

фессор кафедры электротехники Сибирского государ

ственного технологического университета, г. Красно

ярск. Р.т. 8
(391
2)
27
57
67. Е
mail: smplotnikov@ram

bler.ru. Область научных интересов: автоматизация дере

вообрабатывающих производств, древесные компози

ционные материалы.

Полищук Владимир Иосифович, 1966 г.р., канд. техн. наук, до

цент кафедры электроэнергетических сетей и электро

техники Энергетического института ТПУ. Р.т. 56
37
63.
E
mail: polischukvi@tpu.ru. Область научных интересов:
развитие теории построения релейной защиты и диагно

стики синхронных машин.

Потекаев Александр Иванович, 1951 г.р., д
р физ.
мат. наук,
профессор, директор Сибирского физико
техническо

го института им. акад. В.Д. Кузнецова при Томском го

сударственном университете. Р.т. 41
46
53. E
mail: pote

kaev@spti.tsu.ru. Область научных интересов: триболо

гия, слабоустойчивые структуры, межфазовые превра

щения.

Провоторов Денис Сергеевич, 1987 г.р., мл. науч. сотр. кафе

дры космической физики и экологии радиофизического
факультета Томского государственного университета.
Р.т. 41
39
76. E
mail: provotorov@sibmail.com. Область на

учных интересов: распространение инфразвуковых
волн, источники инфразвуковых волн, связь инфразву

кового фона с метеорологическими величинами.

Ремнев Геннадий Ефимович, 1948 г.р., д
р техн. наук, профес

сор, заведующий лабораторией № 1 Института физики
высоких технологий ТПУ. Р.т. 41
91
58. E
mail: re

mnev@hvd.tpu.ru. Область научных интересов: пучково

плазменные технологии, модификация материалов
мощными ионными пучками (МИП), импульсная плаз

мохимия, радиационная химия.

Реутов Юрий Анатольевич, 1989 г.р., магистрант кафедры
транспорта и хранения нефти и газа Института природ

ных ресурсов ТПУ. E
mail: reutov@tpu.ru. Область науч

ных интересов: прочность и надежность конструкций
из полимерных композиционных материалов.

Рожкова Светлана Владимировна, д
р физ.
мат. наук, про

фессор кафедры высшей математики Физико
техниче

ского института ТПУ. Р.т. 56
37
29. E
mail: rozhko

va@tpu.ru. Область научных интересов: фильтрация, ин

терполяция, экстраполяция, распознавание стохастиче

ских процессов, передача стохастических сигналов
по непрерывно
дискретным каналам с памятью; обна

ружение аномальных помех; математическая теория фи

нансового анализа.
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Романишина Светлана Анатольевна, 1970 г.р., ассистент кафе

дры механизации и автоматизации Житомирского на

ционального агроэкологического университета.
Р.т. 8
(412)
22
38
44. E
mail: sms_46@ngs.ru. Область на

учных интересов: анализ и синтез вероятностных про

цессов и систем.

Рунда Михаил Михайлович, 1951 г.р., соискатель кафедры то

пливного обеспечения и горюче
смазочных материалов
Института нефти и газа ФГОУ ВПО «Сибирский федераль

ный университет», г. Красноярск. Р.т. 8
(391)
249
76
67.
E
mail: labsm@mail.ru. Область научных интересов: трение
и износ, термоокисление и температурная стойкость сма

зочных материалов, процессы самоорганизации.

Сарычев Константин Юрьевич, 1944 г.р., канд. хим. наук, до

цент кафедры высшей математики Сибирского государ

ственного индустриального университета, г. Новокуз

нецк. Р.т. 8
(384
3)
46
19
00. E
mail: myasnikova.v.i@gma

il.com. Область научных интересов: физика разрушения
под действием агрессивных сред.

Сваровский Александр Яковлевич, 1938 г.р., д
р техн. наук,
профессор кафедры машин и аппаратов химических
и атомных производств Северского технологического
института НИЯУ «МИФИ». Р.т. 8
(382
3)
78
01
52.
E
mail: pischulin@ssti.ru. Область научных интересов:
процессы и аппараты технологий ядерно
топливного
цикла, обезвреживание радиоактивных отходов и защи

та окружающей среды, включая жидкие радиоактивные
отходы.

Слободян Степан Михайлович, 1946 г.р., д
р техн. наук, про

фессор кафедры электрических сетей и электротехники
Энергетического института ТПУ. Р.т. 56
32
67. E
mail:
sms_46@ngs.ru. Область научных интересов: стохастиче

ская динамика физических процессов и систем.

Солдатова Мария Ивановна, аспирант кафедры физики ме

таллов физического факультета Томского государствен

ного университета. Р.т. 41
31
99. E
mail: nii_mm@sibma

il.com. Область научных интересов: физика твердого те

ла, изучение свойств сплавов на основе никелида тита

на.

Соловьев Андрей Вениаминович, 1974 г.р., канд. техн. наук,
доцент кафедры космической физики и экологии ра

диофизического факультета Томского государственного
университета. Р.т. 41
39
76. E
mail: andrio@mail.tsu.ru.
Область научных интересов: распространение инфраз

вуковых волн, инфразвуковые шумы, влияние инфраз

вука на организм человека.

Соснин Эдуард Анатольевич, 1971 г.р., д
р физ.
мат. наук,
профессор кафедры управления инновациями Томского
государственного университета, ст. науч. сотр. Институ

та сильноточной электроники СО РАН. Р.т. 49
16
85.
E
mail: badik@loi.hcei.tsc.ru. Область научных интересов:
создание и применение источников ультрафиолетового
излучения, управление научными исследованиями, фе

номен творчества.

Степанова Екатерина Николаевна, канд. техн. наук, доцент
кафедры общей физики Физико
технического институ

та ТПУ. Р.т. 56
38
45. E
mail: enstepanova@tpu.ru. Область
научных интересов: влияние легирования водородом
на структурно
фазовое состояние и деформационное
поведение металлов.

Сыпченко Владимир Сергеевич, 1988 г.р., аспирант кафедры
общей физики Физико
технического института ТПУ.
Р.т. 56
34
40. E
mail: sypchenkov@mail.ru. Область науч

ных интересов: физика твердого тела, водород в метал


лах, взаимодействие излучений и ускоренных частиц
с твердым телом.

Табаченко Анатолий Никитович, 1946 г.р., канд. физ.
мат.
наук, зав. лаб. металлографии Сибирского физико
тех

нического института им. акад. В.Д. Кузнецова при Том

ском государственном университете. Р.т. 53
13
02. E
ma

il: tabachenko@spti.tsu.ru. Область научных интересов:
трибология, сплавы титана.

Тарасенко Виктор Федотович, 1946 г.р., д
р физ.
мат. наук, зав.
лабораторией оптических излучений Института сильно

точной электроники СО РАН, г. Томск. Р.т. 49
16
85.
E
mail: vft@loi.hcei.tsc.ru. Область научных интересов:
физика лазеров, спектроскопия, физика низкотемпера

турной плазмы.

Тарасов Евгений Валерьевич, 1986 г.р., соискатель кафедры
«Топливообеспечение и горючесмазочные материалы»
Института нефти и газа ФГАОУ ВПО «Сибирский феде

ральный университет»; начальник отдела реализации
масел и автохимии ООО «Магнат
РД», г. Красноярск.
Р.т. 8
(391)
250
62
13. E
mail: tarasov@magnat
rd.ru.
Область научных интересов: трение и износ, термооки

сление и температурная стойкость смазочных материа

лов, процессы самоорганизации.

Теслева Елена Павловна, канд. физ.
мат. наук, доцент кафе

дры естественно
научного образования Юргинского тех

нологического института (филиала) ТПУ. Р.т. 8
(384
51)

6
44
32. E
mail: tesleva@mail.ru. Область научных инте

ресов: исследование акустических и упругих свойств не

органических диэлектриков со смешанной химической
связью, изучение особенностей полиморфных превра

щений типа «ориентационный порядок
беспорядок»,
акустическая диагностика ангармонизма в кристаллах.

Тимофеев Андрей Анатольевич, 1990 г.р., магистрант кафедры
прикладной математики Института кибернетики ТПУ.
E
mail: andreytimoff@mail.ru. Область научных интере

сов: физика плазмы и пучков заряженных частиц.

Токбулатов Талгат Есенгалиевич, 1961 г.р., исполнительный
директор ТОО «КазГидроМедь», г. Караганда, Республи

ка Казахстан. Р.т. 8
(721
2)
40
24
29. E
mail: tokbula

tov61@mail.ru. Область научных интересов: цветная ме

таллургия.

Тюрин Андрей Евгеньевич, 1987 г.р., аспирант кафедры меха

троники факультета точной механики и технологий
Санкт
Петербургского национального исследователь

ского университета информационных технологий, меха

ники и оптики. Р.т. 8
(951)
679
34
93. E
mail: a.e.tyu

rin@gmail.com. Область научных интересов: приборы
и методы измерения механических величин, триболо

гия.

Филипас Александр Александрович, 1964 г.р., канд. техн. наук,
доцент кафедры «Электроника и автоматика физических
установок» факультета технологий и автоматизации
атомной промышленности Северского технологического
института Национального исследовательского ядерного
университета «МИФИ». Р.т. 8
(382
3)
78
01
94. E
mail:
alf@ssti.ru. Область научных интересов: автоматизация
технологических процессов, автоматизированный элек
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Показана возможность расчета … Установлено, что … Сделан вывод о том, что … (Аннотация, 10 кегль). 
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Усилительный каскад, регулировка тока. 
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