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Введение
Пусть A(t)∈Rm×n – параметрическая матрица (па�

раметр t может быть временем, оператором Лапласа 

или другим параметром), а X(t)=A+(t)∈Rm×n –

соответствующая ей обобщенная обратная, подлежа�
щая определению. По аналогии с известными соотно�
шениями для числовых матриц [1] введем следую�
щие условия Мура–Пенроуза для матриц A(t) и X(t):

(1)

(2)

(3)

(4)

Тогда параметрическая обобщенная обратная
матрица X(t) единственным образом будет опреде�
ляться условиями (1)–(4). Далее, используя обозна�
чения, приведенные в [2], можно определить ряд
других обратных матриц: если выполняется усло�
вие (1), то X(t)=A(1)(t); если условия (1) и (2) выпол�
няются одновременно, то X(t)=A(1,2)(t); если одно�
временно выполняются условия (1) и (3), то
X(t)=A(1,3)(t); если одновременно выполняются усло�
вия (1) и (4), то X(t)=A(1,4)(t); если одновременно вы�
полняются все условия (1)–(4), то X(t)=A(1–4)(t).

С учетом этих обозначений по аналогии с чи�
словыми матрицами A(1)(t) назовем g(t) обратной;
A(1,2)(t) рефлексивной g(t) обратной (AR(t));
A(1,3)(t)–g(t) обратной со свойством наименьших
квадратов (AL(t)); A(1,4)(t)–g(t) обратной со свойством
минимальной нормы (AM(t)); A(1–4)(t)–g(t) обратной
(обобщенной обратной) Мура–Пенроуза (A+(t)).

Как показывают исследования [3–6], для опре�
деления матриц X(t) весьма эффективными оказы�
ваются дифференциальные преобразования [7, 8].
Так, при применении этих преобразований метод
определения X (t) на основе раздельного использо�
вания условия (1) был предложен в работе [3], ме�
тод определения X(t) на основе раздельного ис�
пользования условия (2) – в работе [4], метод опре�
деления X(t) на основе совместного использования
условий (1) и (2) – в работе [5], метод определения
X(t) на основе раздельного использования простей�
ших соотношений (см. далее) – в работе [6]. В на�
стоящей работе предлагается новый метод опреде�
ления X(t) на основе совместного использования
этих простейших соотношений также с примене�
нием дифференциальных преобразований.

Математический аппарат
Рассмотрим произведение соотношений (1) и

(2). При этом имеем:

(5)[ ( )] ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )A t X t A t X t A t X t A t X t⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

( ( ) ( )) ( ) ( ).
T

X t A t X t A t⋅ = ⋅

( ( ) ( )) ( ) ( ),
T

A t X t A t X t⋅ = ⋅

( ) ( ) ( ) ( ),X t A t X t X t⋅ ⋅ =

( ) ( ) ( ) ( ),A t X t A t A t⋅ ⋅ =

~
d

s
dt

⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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или

или

(6)

где E – единичная матрица порядка m.
Из соотношения (6) имеем

(7а)

либо
(7б)

либо
(7в)

Теперь рассмотрим произведение соотношений
(2) и (1). При этом имеем:

(8)

или

или

(9)

где E – единичная матрица порядка n.
Из соотношения (9) имеем

(10а)

либо

(10б)

либо
(10в)

Очевидно, при условиях (7а), (7б) и (10а), (10б)
соотношения (1) и (2) не выполняются. Следова�
тельно в итоге образования сверток (5) и (8) усло�
вия (1) и (2) трансформируются в условия (7в) и
(10в), при которых как условия (1) и (2), так и
условия симметричности (3) и (4) выполняются ав�
томатически. Таким образом, условия (7в) и (10в)
полностью эквивалентны условиям (1)–(4), ввиду
чего для определения матрицы X(t) в дальнейшем
будем оперировать простейшими соотношениями
(7в) и (10в), о которых шла речь выше [6].

Вариант 1.
Рассмотрим произведение соотношений (7в) и

(10в), что, очевидно, может иметь место лишь при
условии m=n. При этом

или
(11)

Матричное уравнение (11) представим в виде
системы

и переведем ее из области оригиналов в область Д�изо�
бражений [7, 8], допустив при этом, что все матрицы
X(t), Y1(t) и A(t) обладают элементами, аналитически�
ми в центре аппроксимации. При этом получим:

где

(16)

– тейлоровская единица, а матричные дискреты

(17)

(18)

(19)

где H – масштабный коэффициент; tv – центр ап�
проксимации; ℵ1(•),ℵ2(•) и ℵ3(•) – обратные
Д�преобразования, восстанавливающие оригина�
лы�матрицы X(t), Y1(t) и A(t) соответственно; сим�
вол –⋅– – знак перехода из области оригиналов в
область Д�изображений и наоборот [7].

Рассмотрим, к чему приводят соотношения
(14)–(16) с учетом (17)–(19) при изменении цело�
численного аргумента K=⎯0,∞⎯. Итак,
при K=0:

откуда

(20)

при K=1:

откуда

(21)

при K=2:

откуда

1 1

1 1

1 1

1

(0) (0) (2) (0) (1) (1)

(0) (2) (0) (1) (1) (0)

(2) (0) (0) (1) (0) (1) 0,

(2) (0) (2) (1) (1) (2) (0),

A Y A A Y A

A Y A A Y A

A Y A A Y A

Y X X X X X X

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎧

⎪
+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎪

⎨

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
⎪

⎪ = ⋅ + ⋅ + ⋅
⎩

1

1

(0) (1) (1) [ (0)]

(0) (0) (1)
(0) (0);

(1) (0) (0)

X X X X

A Y A
X X

A Y A

⋅ − ⋅ − =

⋅ ⋅ +⎡ ⎤

= − ⋅ ⋅
⎢ ⎥
+ ⋅ ⋅

⎣ ⎦

1 1

1

1

(0) (0) (1) (0) (1) (0)

(1) (0) (0) 0,

(1) (0) (1) (1) (0),

A Y A A Y A

A Y A

Y X X X X

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎧

⎪

+ ⋅ ⋅ =⎨

⎪
= ⋅ + ⋅

⎩

2
(0) (0) (0) ;A X A E⋅ ⋅ =

1

2

1

(0) (0) (0) ,

(0) (0) (0) [ (0)] ,

A Y A E

Y X X A
+

⋅ ⋅ =⎧

⎨

= ⋅ =
⎩

3

( )
( ) ,

!

0, ( ) ( , , , ( )),

K K

K

t t

H d A t
A K

K dt

K A t t t H A K

ν

ν

=

= ⋅

= ∞ − =ℵ
�

1

1

1 2

( )
( ) ,

!

0, ( ) ( , , , ( )),

KK

K

t t

d Y tH
Y K

K dt

K Y t t t H Y K

ν

ν

=

= ⋅

= ∞ − =ℵ
�

1

( )
( ) ,

!

0, ( ) ( , , , ( )),

K K

K

t t

H d X t
X K

K dt

K X t t t H X K

ν

ν

=

= ⋅

= ∞ − =ℵ
�

1,   åñëè  0,
( )

0,  åñëè  1

K
K

K
δ

=⎧

= ⎨

≥
⎩

(14)

(15)

1

0 0

1

0

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 0,

m K

l m

K

l

A l Y m l A K m E K

Y K X l X K l

δ

= =

=

⎧

⋅ − ⋅ − = ⋅
⎪
⎪

⎨

⎪
− ⋅ − =

⎪
⎩

∑∑

∑

(12)

(13)

1

2

1

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) 0

A t Y t A t E

Y t X t

⋅ ⋅ =⎧

⎨

− =
⎩

2
( ) ( ) ( ) .A t X t A t Å⋅ ⋅ =

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]A t X t X t A t Å⋅ ⋅ ⋅ =

( ) ( ) .
n n

X t A t E
×

⋅ =

( ) ( ) ,X t A t E⋅ = −

( ) ( ) [0],X t A t⋅ =

2
[[ ( ) ( )] ] ( ) ( ) [0],X t A t E X t A t⋅ − ⋅ ⋅ =

3
[ ( ) ( )] ( ) ( ),X t A t X t A t⋅ = ⋅

[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )X t A t X t A t X t A t X t A t⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

( ) ( ) .
m m

A t X t E
×

⋅ =

( ) ( ) ,A t X t E⋅ = −

( ) ( ) [0],A t X t⋅ =

2
[[ ( ) ( )] ] ( ) ( ) [0],A t X t E A t X t⋅ − ⋅ ⋅ =

3
[ ( ) ( )] ( ) ( )A t X t A t X t⋅ = ⋅
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(22)

при K=K:

откуда

(23)

Таким образом, получена рекуррентная цепоч�
ка линейных матричных уравнений (21)–(23) типа
уравнений Сильвестра [1] с инвариантными, по от�
ношению к номерам неизвестных матричных дис�
крет X(1),X(2),…,X(K), левыми частями (везде фи�
гурируют матрицы X(0) и –X(0)). Вычислив на�
чальные матричные дискреты X(0)=A+(0) [1] и
Y1(0)=X2(0), далее некоторым численным алгорит�
мом [9] можно рекуррентно определить матричные
дискреты X(1),X(2),…,X(K), а затем и восстано�
вить аппроксимирующее решение X(t) в соответ�
ствии с (17).

Вариант 2.
Теперь рассмотрим произведение соотношений

(10в) и (7в), что также может иметь место лишь
при условии m=n. При этом

или

(24)

Матричное уравнение (24) представим в виде
системы

Здесь обратим внимание на то, что системы
(12), (13) и (25), (26), несмотря на то, что по виду
вполне идентичны, по содержанию отличны друг
от друга ввиду отличия матриц Y1(t) и Y2(t). С уче�
том этого обстоятельства и соотношений (16)–(19),
систему (25), (26) переведем из области оригиналов

в область Д�изображений, имея ввиду, что (анало�
гично (18)) вместо матричных дискрет Y1(K) будут
фигурировать матричные дискреты Y2(K). Следо�
вательно получим:

Теперь рассмотрим, к чему приводят соотноше�
ния (27), (28), (16) с учетом (17)–(19) при измене�
нии целочисленного аргумента K=⎯0,∞⎯. Итак,
при K=0:

откуда

(29)

при K=1:

откуда

(30)

при K=2:

откуда

(31)

при K=K:

(32)

где

(33)

Таким образом, получается другая рекуррент�
ная цепочка линейных матричных уравнений

2

0

( ) ( ) ( ).
m

l

Y K A l A K l

=

= ⋅ −∑

2 2

2

0 1

(0) (0) ( ) ( ) [ (0) (0)]

( ) ( ) ( ),
m K

l m

X Y X K X K Y X

X l Y m l X K m

= =

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ − ⋅ −∑∑

�

2 2

2

(0) (0) (2) (2) [ (0) (0)]

(0) [ (0) (1) (1) (0)] (1)

(0) (2)

(0) (1) (1) (0)
;

(2) (0)

(1) [ (0) (1) (1) (0)] (0)

(1) (0) (1)

X Y X X Y X

X A A A A X

A A

X A A X

A A

X A A A A X

X Y X

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −⎡ ⎤

⎢ ⎥
⋅ +⎡ ⎤

⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅ + ⋅ + ⋅ −

⎢ ⎥
− ⎢ ⎥

⎢ ⎥+ ⋅
⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥
− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −

⎢ ⎥

− ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 2

2 2

2

(0) (0) (2) (0) (1) (1)

(0) (2) (0) (1) (1) (0)

(2) (0) (0) (1) (0) (1) 0,

(2) (0) (2) (1) (1) (2) (0),

X Y X X Y X

X Y X X Y X

X Y X X Y X

Y A A A A A A

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎧

⎪
+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎪

⎨

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
⎪

⎪ = ⋅ + ⋅ + ⋅
⎩

2 2
(0) (0) (1) (1) [ (0) (0)]

(0) [ (0) (1) (1) (0)] (0);

X Y X X Y X

X A A A A X

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

2 2

2

2

(0) (0) (1) (0) (1) (0)

(1) (0) (0) 0,

(1) (0) (1) (1) (0),

X Y X X Y X

X Y X

Y A A A A

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎧

⎪

+ ⋅ ⋅ =⎨

⎪
= ⋅ + ⋅

⎩

2
(0) (0) (0) ;X A X E⋅ ⋅ =

2

2

2

(0) (0) (0) ,

(0) (0),

X Y X E

Y A

⋅ ⋅ =⎧

⎨

=
⎩

(27)

(28)

2

0 0

2

0

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 0.

m K

l m

K

l

X l Y m l X K m E K

Y K A l A K l

δ

= =

=

⎧

⋅ − ⋅ − = ⋅
⎪
⎪

⎨

⎪
− ⋅ − =

⎪
⎩

∑∑

∑

(25)

(26)
2

2

2

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) 0.

X t Y t X t E

Y t A t

⋅ ⋅ =⎧

⎨

− =
⎩

2
( ) ( ) ( ) .X t A t X t E⋅ ⋅ =

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]X t A t A t X t E⋅ ⋅ ⋅ =

1

0 0

1

1

(0) ( ) ( ) [ (0)]

(0) [ ( ) ( ) ( )] (0)

( ) ( ).

m l K

m K

l m

K

l

X X K X K X

X A l Y m l A K m X

X l X K l

− ≠

= =

−

=

⋅ − ⋅ − =

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ −

∑ ∑

∑

1

1

0 0

1

1

1

(0) ( ) (0)

( ) ( ) ( ),

( ) (0) ( )

( ) ( ) ( ) (0),

m l K

m K
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K

l

A Y K A
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Y K X X K
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− ≠

= =

−

=
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⎪
⎪

⎨
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⎪
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∑ ∑

∑

�

1

1

2

1

1

1

(0) (2) (2) [ (0)]

(0) (0) (2)

(0) (1) (1)

(0) (1) (1) (0) (0) (1);
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X A Y A X X

A Y A

A Y A
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(30)–(32) также типа уравнений Сильвестра [1] с
инвариантными, по отношению к номерам неиз�
вестных матричных дискрет X(1),X(2),…,X(K), ле�
выми частями (здесь везде фигурируют матрицы
X(0)·Y2(0) и – Y2(0)·(0)). Вычислив начальные дис�
креты X(0)=A+(0) [1] и X2(0)=A2(0), далее некото�
рым численным алгоритмом и здесь можно рекур�
рентно определить матричные дискреты
X(1),X(2),…,X(K), а затем и восстановить аппрок�
симирующее решение X (t) в соответствии с (17).

Тестовая задача [10].
Пусть дана матрица

Тогда при маклореновском центре аппроксима�
ции (tv=0) имеем:

а) При применении варианта 1 получаем:

Далее, в соответствии с (21), имеем матричное
уравнение

обладающее решением

В соответствии с (22), имеем матричное уравне�
ние

обладающее решением

Такая же картина имеет место и для последую�
щих матричных дискрет X(K)=[0], ∀K≥3. Следо�
вательно, обратные дифференциально�маклоре�
новские преобразования [7] приводят к решению

точно совпадающему с известным решением, полу�
ченным в [10].

б) При применении варианта 2 получаем:

а матрицы

Тогда, в соответствии с (30), имеем матричное
уравнение
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полученным выше при применении варианта 1.
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обладающее решением, полученным выше при
применении варианта 1. Такая же картина имеет
место и для последующих матричных дискрет
X(K)=[0], ∀K≥3. Следовательно, и при этом обрат�
ные дифференциально�маклореновские преобразо�
вания [7] приводят к решению, полученному выше
при применении варианта 1 и точно совпадающе�
му с известным решением, полученным в [10].

Наконец, сделаем несколько замечаний.
Замечание 1. Использование соотношений (7в) и

(10в), из�за известных свойств обобщенных обрат�
ных матриц, не гарантирует их точное выполнение
при найденном X(t). Обычно имеет место одно из
следующих четырех возможных двойных условий:
1) A(t)⋅X(t)=E,  A(t)⋅X(t)=E;
2) A(t)⋅X(t)≠E,  A(t)⋅X(t)=E;
3) A(t)⋅X(t)=E,  A(t)⋅X(t)≠E;
4) A(t)⋅X(t)≠E,  A(t)⋅X(t)≠E.

Естественно, эти условия остаются в силе с точ�
ностью до начальных матричных дискрет
A(0)=A(tv) и X(0)=X(tv). Следовательно, нелиней�
ные матричные уравнения (20) при варианте 1 и
(29) при варианте 2 в общем случае также не будут
выполняться точно.

Замечание 2. При переходах от (1), (2) к (11) и от
(2), (1) к (24) порождаются квадратичные матрич�
ные уравнения по отношению к неизвестной матри�
це X(t), ввиду чего, наряду с единственным реше�
нием исходной задачи, могут появляться также
«побочные решения» [5]. С целью выделения этого
единственного решения из полученного множества
решений, естественно, необходимо провести допол�
нительные вычисления, в частности, убедиться в
одновременном выполнении условий (1)–(4).

Замечание 3. Для решения систем рекуррент�
ных матричных уравнений типа уравнений Силь�
вестра (21)–(23) или (30)–(32) может быть исполь�
зован известный алгоритм Бартельса–Стюарта [9].

Замечание 4. В рассмотренном примере матри�
цы X(0) и –X(0) (вариант 1), а также матрицы
X(0)·Y2(0) и – Y2(0)·X(0) (вариант 2) имеют общие
нулевые собственные значения. Ввиду этого, ма�
тричные уравнения Сильвестра для определения

матричных дискрет X(1) и X(2) в обоих вариантах,
в зависимости от свободных членов, либо противо�
речивы (что в данном случае, естественно, не могут
иметь место), либо могут иметь бесчисленное мно�
жество решений [1. С. 207; 11. С. 240].

В частности, при применении обоих вариантов
получаются также следующие «побочные» ма�
тричные дискреты:

Очевидно, при этом первые приближения – на�
чальные матричные дискреты X(0) и матричные
дискреты X(K), ∀K≥2 точного решения и «побоч�
ного решения», полностью совпадают. Следова�
тельно, «побочное решение» выглядит так:

при котором, как нетрудно убедиться, условия
(1)–(4) также выполняются точно.

Таким образом, в общем случае с учетом отме�
ченных обстоятельств вопрос об определении окон�
чательного решения – матричного оригинала
X(t)=A(1–4)(t)=A+(t) (обобщенной обратной матрицы)
ввиду ее существования и единственности, требует
дополнительного изучения.

Замечание 5. Теоретические исследования ре�
шения уравнений Сильвестра–Ляпунова при невы�
полнении условий однозначной разрешимости рас�
смотрены, в частности, в работах М.Г. Крейна [12].
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Вейвлетом называется маленькая, т. е. корот�
кая или быстро затухающая волна, множество
сжатий и смещений которой порождает некоторое
пространство ограниченных функций на всей чи�
словой оси [1–4]. Если таких волн несколько, то
возникают мультивейвлеты [5, 6].

В данной статье мы построим базисные мульти�
вейвлеты на основе эрмитовых сплайнов пятой сте�
пени. При этом, наряду с классическим, рассмо�
трим неизвестный ранее тип «ленивых» мульти�
вейвлетов и обоснуем новый подход к вычислению
вейвлет�преобразования на основе конечных неяв�
ных соотношений разложения с расщеплением по
четным и нечетным узлам.

Основой для построения вейвлет�преобразования
является набор вложенных пространств
…VL–1⊂VL⊂VL+1…. В данном случае пространство VL яв�
ляется пространством сплайнов степени 5 гладкости
C2 на отрезке [a,b] с равномерной сеткой узлов ΔL: ui=a
+(b–a) i/2L, i=0,1,…,2L, L≥0, и базисными функциями
NL

i,k(v)=ϕk(v–i), k=0,1,2∀i, где v=2L(u–a)/(b–a)+1, с
центрами в целых числах, порожденными сжатиями
и сдвигами трех функций вида [7]:

На любой сетке ΔL, L≥0, интерполяционный эрми�
тов сплайн 5�й степени может быть представлен как

(1)

где коэффициенты Ci
L,k, k=0,1,2, являются значе�

ниями и, соответственно, первыми и вторыми про�
изводными аппроксимируемой функции в узлах.

Суть вейвлет�преобразования состоит в том, что
оно позволяет иерархически разложить заданную
функцию на серию все более грубых приближен�
ных представлений и локальных уточняющих по�
дробностей. При этом «более грубый» уровень
представления функции в VL–1 получается из «бо�
лее подробного» уровня представления функции в
VL посредством прореживания (удаления каждого
второго, как правило, отсчета). Здесь необходимо
лишь, чтобы каждая базисная функция в VL–1 мо�
гла быть выражена в виде линейной комбинации
базисных функций в VL. В частности, двухмас�
штабное соотношение для эрмитовых сплайнов 5�й
степени можно записать в виде следующей вектор�
ной формулы [5]:

(2)

где

В этом случае базисными функциями для
VL–1 будут функции NL–1

i,k , с носителями в два раза
большими по ширине и центрами в четных целых
числах. Следующим этапом является определение
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пространства уточняющих подробностей WL–1.
В отличие от классического определения вейвле�
тов, мы не требуем, чтобы базисные функции из
WL–1 были ортогональны базисным функциям в
VL–1. Вместо этого просто потребуем, чтобы про�
странство WL–1 являлось дополнением VL–1 до VL.
Следовательно, любая функция в VL может быть за�
писана в виде суммы некоторой функции в VL–1 и
некоторой функции в WL–1. Очень простой способ
получения базисных функций в WL–1 заключается
в использовании функций NL

i,k в VL с центрами в не�
четных целых числах [3].

Для облегчения выполнения дальнейших действий
удобно записать базисные сплайн�функции в виде еди�
ной матрицы�строки ϕL=[NL

0,0,NL
0,1,NL

0,2,NL
1,0,NL

1,1,…,NL
2L,2] и

упорядочить коэффициенты сплайна в виде векто�
ра CL=[C0

L,0,C0
L,1,C0

L,2,C1
L,0,C1

L,1,…,C2L
L,2]T. Тогда уравне�

ние (1) переписывается как SL (u)=ϕ
L (u)CL. Анало�

гично обозначим базисные вейвлет�функции как
ML–1

i,k =ϕk(v–2i+1), k=0,1,2, i=1,2,…,2L–1, и запишем их
в виде матрицы�строки ψ

L=[ML
1,0,ML

1,1,ML
1,2,…,ML

2L,2].
Соответствующие коэффициенты вейвлет�разложе�
ния на уровне разрешения L будем собирать в вектор
DL=[D1

L,0,D1
L,1,D1

L,2,…,D2L
L,2]T.

Тогда для уровня разрешения L–1 можно запи�
сать функции ϕL–1 и ψ L–1 в виде линейных комбина�
ций функций ϕL,ϕL–1=ϕ

LPL и ψL–1=ϕ
LQL, где блоки

матрицы PL составлены из коэффициентов соотно�
шений (2), так как каждую широкую базисную
функцию внутри отрезка аппроксимации можно
построить из трех, а по краям интервала из двух,
троек узких базисных функций, тогда как все эле�
менты столбцов матрицы QL – нули, за исключени�
ем единственной единицы, так как каждый лени�
вый вейвлет – это одна узкая базисная функция.

Следовательно, справедлива цепочка равенств
ϕ

L CL=ϕ
L–1C L–1+ψ

L–1DL–1=ϕ
LPLC L–1+ϕ

LQLDL–1.
Таким образом, процесс получения CL из CL–1 и

DL–1 может быть записан как CL=PLC L–1+QLDL–1 или,
используя обозначения для блочных матриц,

(3)

Обратный процесс разбиения коэффициентов
CL на более грубую версию CL–1 и уточняющие коэф�
фициенты DL–1 состоит в решении системы линей�
ных уравнений (3). Для данного случая блоки ма�
трицы [AL|BL], обратной по отношению к [РL|QL], яв�
ляются разреженными. Поэтому процесс создания
версии с низшим разрешением, CL–1, характеризуе�
мой меньшим количеством коэффициентов, мож�
но выразить в явном виде с помощью матричного
равенства CL–1=ALCL. При этом потерянные детали
собираются в другой вектор DL–1, определяемый
выражением DL–1=BLC L.

При выполнении анализа заданной функции в
соответствии с полученным выше результатом гру�
бое приближение получается из более точного пу�
тем исключения узлов, соответствующих нечет�
ным числам. Следовательно, самое грубое прибли�

жение зависит только от нескольких начальных
значений, и оно может оказаться очень плохим
приближением исходной функции. Чтобы улуч�
шить усредняющие свойства представленного ме�
тода анализа данных, мы предлагаем использовать
в качестве вейвлетов для WL–1 функции N L

i,k в VL с
центрами в четных целых числах. Поскольку
WL–1 должно являться дополнением VL–1 в VL, раз�
мерности этих пространств должны удовлетворять
соотношению Dim(VL)=Dim(VL–1)+Dim(WL–1). Для
выполнения этого условия мы предлагаем из ис�
ходных координат вычитать уравнение прямой,
соединяющей первую и последнюю вершины при
дополнительном условии, что вторая производная
в последней точке обращается в нуль.

Будем обозначать базисные сплайн�функции и
коэффициенты эрмитового сплайна 5�й степени с
отсутствующими элементами по концам отрезка
аппроксимации как ϕ0

L и C0
L.. Аналогично обозна�

чим базисные вейвлет�функции как ML–1
i,k =ϕk(v–2i),

k=0,1,2, i=0,1,…,2L–1 и запишем их в виде матри�
цы�строки

Соответствующие вейвлет�коэффициенты на
уровне разрешения L будем собирать в вектор

В результате вейвлет�преобразование может
быть записано как

(4)

Нетрудно проверить, что матрицы, обратные по
отношению к [P0

L|Q0
L], теряют разреженную струк�

туру. Поэтому систему линейных уравнений (4)
приходится решать численно. При этом матрицу
[P0

L|Q0
L] удобно сделать ленточной, изменив поря�

док неизвестных так, чтобы столбцы матриц P0
L и

Q0
L перемежались [3]. Тем не менее, хотя разреши�

мость полученной системы и гарантирована ли�
нейной независимостью базисных функций, во�
прос ее хорошей обусловленности остается откры�
тым. В [6] для частного случая кубических эрмито�
вых сплайн�вейвлетов с помощью метода неопре�
деленных коэффициентов были впервые получены
конечные неявные соотношения разложения.
В матричном виде полученные результаты можно
представить следующим равенством [P0

L|Q0
L]RL=GL,

где матрица RL представляет собой простую лен�
точную матрицу, а матрица GL – трехдиагональную
матрицу со строгим диагональным преобладани�
ем. После этого решение системы уравнений типа
(4) можно записать в матричном виде как [8]:

(5)
1

1 10
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т. е. решение сводится к трехдиагональной систе�
ме линейных уравнений. Для представленного вы�
ше типа мультивейвлетов, как нетрудно проверить
непосредственным вычислением, справедливы
аналогичные равенства, например,

(6)

Следующее утверждение дает последователь�
ность вычисления коэффициентов вейвлет�анали�
за по известным коэффициентам сплайн�разложе�
ния на любом уровне разрешения L, L≥2.

Теорема 1. Пусть значения сплайн�коэффици�
ентов Ci

L,2, Ci
L,0 и Ci

L,1 в нечетных узлах пересчита�
ны из последовательного решения трех систем ли�
нейных уравнений, соответственно, вида

Здесь точки, расставленные по диагонали, оз�
начают, что предшествующий столбец повторяет�
ся соответствующее число раз, сдвигаясь при этом
вниз на одну позицию.

Тогда вектор сплайн�коэффициентов на проре�
женной сетке Δ

L–1 представляет собой результат
умножения матрицы

на вектор [C1
L,0,C1

L,1,C1
L,2,…,C2L–1

L,2 ] T сплайн�коэффици�
ентов в нечетных узлах густой сетки ΔL, тогда как
вектор вейвлет�коэффициентов равен такому же
произведению с матрицей

при условии добавления к результату вектора
[C0

L,1,C0
L,2,C2

L,0,C2
L,1,C2

L,2,…,C2L
L,1]T сплайн�коэффициентов

в четных узлах густой сетки. Здесь точки, расста�
вленные по диагонали, означают, что предшествую�
щие три столбца повторяются соответствующее чи�
сло раз, опускаясь при этом вниз на три ряда.

Доказательство. Согласно построению, на каж�
дых m внутренних шагах сетки ΔL перекрываются
по 3(m–1) широких базисных функций и вейвле�
тов и 3(2m–1) узких базисных функций. Поэтому
после соответствующего изменения нумерации уз�
лов на отрезке [0, m] можно записать следующие
три конечных неявных соотношения разложения:

(7)
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где ϕk(2x–i) – эрмитовы базисные сплайны на гу�
стой сетке; ϕl(x–j) – эрмитовы базисные сплайны
на прореженной сетке, ϕl(2x–1–2j) – базисные вей�
влеты на прореженной сетке.

Тогда для вычисления неопределенных коэф�
фициентов соотношения (7) при k=0 с использо�
ванием табл. 1 и легко проверяемых равенств 

имеем, соот�

ветственно, в точках

Одно из решений полученной системы уравне�
ний имеет вид: a0

2j+1=b0
j=1, j=0,…,m–2, при усло�

вии, что все остальные коэффициенты равны ну�
лю. Это означает, что в нечетных узлах выполня�
ются тождества для базисных сплайн�вейвлетов
ϕ0(2x–1–2j).

Попытаемся найти систему уравнений, связы�
вающую коэффициенты разложения для четных
узлов (случай, когда a0

1=a0
3=…=a0

2m–3=0). При m=2,
3 нетрудно убедиться, что система имеет только
тривиальное решение. При m=4 решение имеет

вид: a0
1=a0

3=a0
5=b01

1=c01
1=0, b00

0=b00
2=–4, b00

1=–20,
b01

0=–15, b01
2=15, b02

0=b02
2=–45, b02

1=90, c00
0=c00

2=4,
c00

1=20, c01
0=30, c01

2=–30, c02
0=c02

2=180, c02
1=–360,

a0
0=a0

6=1/8, a0
2=a0

4=111/8.
Таким образом, из соотношения (7) выделяется

неявное четырехчленное разложение вида

Таблица. Значения базисных функций и их производных в
точках отрезка [0,2]

Совершенно аналогично с помощью табл. 1 не�
трудно убедиться, что для эрмитовых базисных
сплайнов первых производных на густой сетке
справедливо неявное трехчленное разложение вида

а для базисных сплайнов вторых производных име�
ет место неявное четырехчленное разложение вида

Соответствующие разложения по краям отрез�
ка аппроксимации содержатся в матричном равен�
стве (6). Введем последовательности матриц GL и
RL, блоки которых составлены из коэффициентов
левых и правых частей полученных разложений,
соответственно. В результате находим, что базис�
ные функции пространства эрмитовых сплайнов
5�й степени на густой сетке, базисные функции на
прореженной сетке и вейвлеты удовлетворяют ра�
венству ϕ0

LGL=[ϕ0
L–1|ψ0

L–1] RL, L≥2.
Отсюда, используя свойство дополнения про�

странства вейвлетов, находим
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После этого решение системы уравнений (4)
можно записать в виде (5), откуда после расщепле�
ния по четным и нечетным узлам вытекает утвер�
ждение Теоремы 1.

Пример. Рассмотрим в качестве тестовой функ�
ции функцию Хартена:

Начиная с верхнего уровня разрешения L=5, то
есть при числе разбиений n=2L=32, на интервале
0≤x≤1 с длиной шага Δx=1/n находим последова�
тельно, при L=5: D0

4=[–5,856, –88,1, 3,295, 5,904,
–25,81, 14,12, 2,663, –173,8, 8,263, –1,359,
–83,65, 11,54, –4,808, –144,9, 2,226, –19,38,
60,93, 66,25, 0,1275, –855,7, 6,406, –8,153,
0,7788, 23,93, –12,57, –352, 6,406, 8,153, 0,7788,
66,25, –0,1276, –855,7, 2,029, 10,15, 78,23,
–8,348, –5,076, 95,12, –11,52, –1,357, 132,6,
–10,86, 2,664, 124,9, –6,528, 5,788, 75,11, 6,961]T;

L=4: D0
3=[–407,3, –2522, –121,3, 15,31, 2087,

44,06, –29,11, –313,5, 17,2, –9,35, 2376, 127,6,
–0,003728, –3,504, 17,1, 9,76, 2375, 74,52, –8,945,
–885,9, 93,62, 10,86, –1204, 28,64]T; L=3:
D0

2=[–13980, –80860, –1099, 986, 23240, 459,8,
–10,01, –5093, –1401, 235,3, 19260, –802,2] T; L=2:
D0

1=[–11760, 225000, 27040, 1022, –262700,
15090] T; L=1: на последнем шаге остается три ко�
эффициента разложения производных на концах
интервала C0

0=[–3,871·106, –4,625·107, 5,768·105]T и
три вейвлет�коэффициента D0

0=[2,018·106,
1,214·107, –3,156·105] T.

При условии обнуления незначимых вейвлет�коэф�
фициентов D0

2(6),D0
3(3), …,D0

4(48) итоговый коэффици�
ент сжатия равняется 3*33/(96–32)=99/64=1,55.

Несложно предложить параллельную реализа�
цию представленного в статье алгоритма вейвлет�
преобразования эрмитовых сплайнов 5�й степени,
в которой три прямых хода прогонки выполняют�
ся независимо, а три обратных хода выполняются
с максимальным запаздыванием на два такта. Это
позволит преодолеть некоторое отставание в вычи�
слительной эффективности вейвлет�алгоритмов в
сравнении с универсальными алгоритмами сжа�
тия [9].

Работа выполнена при поддержке РФФИ 13�01�90900
мол_ин_нр, 13�07�90900 мол_ин_нр.
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Введение
Данная статья является продолжением статьи

[1] и посвящена изучению дифференцируемого
отображения аффинного Qm и проективного Pn про�
странств при m<n.

В данной статье, как и в [1], решается задача об
инвариантном определении отображений аффин�
ного пространства Qm в многообразия M2n–1 вырож�
денных и M2n невырожденных нуль�пар проектив�
ного пространства Pn.

Статья состоит из трех разделов. В первом разде�
ле приводится аналитический аппарат, связанный с
определением отображения Vm,n:Qm→Pn(m<n). Во
втором разделе доказываются теоремы об инвари�
антном определении дифференцируемых отображе�
ний fm

2n–1:Qm→M2n–1 и fm
2n:Qm→M2n(m<n) с заданной в

текущей точке B∈Qm оснащающей (n–m)�плоскости
Ln–m⊂Pn к m�поверхности Sm в соответствующей при
отображении Vm,n(m<n) точке A0∈Pn. Третий раздел
посвящен инвариантному определению оснащаю�
щей (n–m)�плоскости Ln–m.

Все рассмотрения в данной статье носят локаль�
ный характер, а встречающиеся функции предпо�
лагаются функциями класса C∞. Обозначения и тер�
минология соответствуют принятым в [1–9].

1. Аналитический аппарат
1.1. Пусть задано m�мерное аффинное про�

странство Qm, отнесенное к подвижному аффинно�
му реперу Q={B

–
,ε–a} с деривационными формулами

и структурными уравнениями

(1)

1.2. Рассмотрим n�мерное эквипроективное
пространство Pn, отнесенное к подвижному экви�
проективному реперу P={A

–
I} с деривационными

формулами и структурными уравнениями:

(2)

Здесь предполагается, что линейно независи�
мые аналитические точки A

–
K∈Pn удовлетворяют

условию:

(3)

т. е. внешнее произведение аналитических точек 
A
–

K равно 1. Из (2) и (3) получаем

1.3. Будем рассматривать дифференцируемое
отображение

(4)

аффинного Qm и проективного Pn пространств. Ре�
перы Q и P выбираются так, что дифференциаль�
ные уравнения отображения (4) принимают вид:

(5)

Здесь величины Aa
i с учетом (1) и (2) являются

компонентами внутреннего фундаментального гео�
метрического объекта первого порядка

(6)

отображения (5) в смысле Г.Ф. Лаптева [2, 3] и удо�
влетворяют дифференциальным уравнениям:

(7)

Заметим, что геометрически отображение (4)
направление u={B

–
,ε–a}ua

∈Qm в точке B∈Qm перево�
дит в направление

(8)

пространства Pn в соответствующей точке A0∈Pn.
В данной статье в случае m<n, как и в статье [1]

в случае m=n, решается задача о нахождении полей
геометрических образов, определяемых геометри�
ческим объектом (6) и внутренним фундаменталь�
ным геометрическим объектом второго порядка

(9)

компоненты которого удовлетворяют дифферен�
циальными уравнениям (7) и уравнениям

(10)

0

[ ]

( ) ,

0, ( , , 1, ; , , 1, ).

i j i i c i c

ab ab j cb a ac b

j i l l i i c

b a j a j l abc

i

abc

dA A A A

A A A A

A a b c m i j l n

θ θ

δ δ ω θ

+ Ω − − +

+ + =

= = =

2
{ , },

i i

a ab
A AΓ =

0 ,
( , )

i

i m n
x A A x V u= =

0

0 [ ]

,

, 0.

i j i i b i b

a a j b a ab

i i i i

j j j ab

dA A A A

A

θ θ

ω δ ω

+ Ω − =

Ω = − =

1
{ }.

i

a
AΓ =

0
, ( , , 1, ).

i i a

a
A i j k nω θ= =

,
:

m n m n
V Q P→

0 1

0 1
0.

K n

K n
ω ω ω ω≡ + + + =…

0 1
[ ........ ] 1,

n
A A A =

, , ( , , , 0, ).
J J K J

I I J I I K
dA A D I J K L nω ω ω ω= = ∧ =

, ,

, , ( , , 1, ).

a b

a a a b

a b a b c b

b a a c

dB d

D D a b c m

θ ε ε θ ε

θ θ θ θ θ θ

= =

= ∧ = ∧ =

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2

16

УДК 514.757.2

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ АФФИННОГО Qm

И ПРОЕКТИВНОГО Pn ПРОСТРАНСТВ (m<n)

Е.Т. Ивлев, М.А. Аль�Хассани, А.А. Лучинин

Томский политехнический университет
E�mail: eam@tpu.ru

Доказывается, что с отображением аффинного и проективного пространств инвариантным образом определяются отображения
аффинного пространства в многообразия вырожденных и невырожденных нуль�пар проективного пространства.
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2. Случай отображения Vm,n(m<n)
В этом разделе будет использована следующая

система индексов

(11)

2.1. Заметим, что в рассматриваемом случае
(m<n) отображение (5) является инъективным ото�
бражением. При этом точка A0∈Pn как образ точки
B∈Qm описывает m�поверхность Sm в Pn, когда точ�
ка B пробегает пространство Qm. Обозначим Lm m�
плоскость, касательную к Sm в точке A0, и канони�
зируем проективной репер P пространства Pn так,
чтобы

(12)

Здесь и в дальнейшем символом Ls=(X–0,X–1,…,X–s)
обозначается s�плоскость Ls⊂Pn, проходящая через
линейно независимые аналитические точки
X–0,X–1,…,X–s.

По аналогии с [4] с учетом (2), (5), (7)–(12) полу�
чаем

(13)

Отсюда следует, что с инъективным отображе�
нием (5) ассоциируется отображение

(14)

Будем предполагать, что это отображение явля�
ется невырожденным (биективным), т. е.
det[Aa

α]≠0. Тогда можно ввести в рассмотрение ве�
личины B

α

a по формулам

(15)

Из дифференциальных уравнений (13) с учетом
(15) получаем

(16)

2.2. Обозначим Ln–m(n>m) оснащающую (нор�
мальную) (n–m)�плоскость к m�поверхности Sm в
точке A0∈Sm, соответствующую точке B∈Qm при
отображении (14):

Проективный репер P пространства Pn канони�
зируем так, чтобы

(17)

Из дифференциальных уравнений (2) с учетом
(15)–(17) получаются дифференциальные уравне�
ния:

(18)

В соответствии с [6] и с учетом (17) заключаем,
что аффинному пространству Qm в соответствую�
щем проективном пространстве отвечает многооб�
разие E(0;n–m;m), элемент которого состоит из
точки A0, (n–m)�плоскости Ln–m и m�плоскости Lm.
Поэтому с учетом (18), [5] и [6] заключаем, что
каждой точке B∈Qm в проективном пространстве
Pn отвечает (n–m–1)�плоскость L

~
n–m–1⊂Ln–m, которая

в терминах проективного репера P определяется
уравнениями

(19)

В соответствии с определением 1 в [6] эта
(n–m–1)�плоскость называется полярной (n–m–1)�
плоскостью. Из (18) следует, что система величин
A
~

α

α�α
удовлетворяет дифференциальным уравнениям

(по α суммировать).    (20)

Проведем такую канонизацию проективного
репера P пространства Pn, при которой

(21)

Из дифференциальных уравнений (20) с учетом
(21) получаются следующие дифференциальные
уравнения

(22)

В соответствии с [7] из дифференциальных ура�
внений (22) заключаем, что канонизация репера P
типа (21) существует в точке B∈Qm. Геометрически
эта канонизация с учетом (19) означает, что

(23)

2.3.1. Заметим с учетом (14) и (17), что геоме�
трически невырожденное отображение Vm,m:Qm→Lm

каждое направление u={B
–

,ε–a}ua
∈Qm переводит в на�

правление x∈Pn:

Поэтому в соответствии с [1] и с учетом (15)
можно ввести в рассмотрение величины

(24)

которые в силу (13) и (18) удовлетворяют диффе�
ренциальыми уравнениям [1]:
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(25)

Каждой точке B∈Qm в проективном пространстве
Pn сопоставим гиперплоскость y, проходящую через
(n–m)�плоскость Ln–m, которую в терминах проектив�
ного репера P с учетом (17) зададим уравнением:

(26)

Проведем для этой гиперплоскости рассужде�
ния, аналогичные тем, которые проведены в [1]
для гиперплоскости (17) и воспользуемся соотно�
шениями (13)–(16). Тогда получим, что каждой ги�
перплоскости (26), проходящей через (n–m)�пло�
скость Ln–m и отвечающей точке B∈Qm в простран�
стве Pn, соответствует гиперконус K

~ 2
n–1(y) с верши�

ной Ln–m, определяемый уравнением

В силу (12) определяется нижеследующий конус

(27)

Точке B∈Qm в соответствующей m�плоскости
Lm⊂Pn сопоставим точку Z–=z0A

–
0+zαA

–
α

. Полярой
этой точки относительно конуса K

~ 2
m–1∈Lm в силу

(27) является (m–1)�плоскость y~=Lm–1(y)∈Lm, опре�
деляемая уравнениями:

(zβ фиксированы).  (28)

Таким образом, с учетом (15), (27) и (28) заклю�
чаем, что каждой точке B∈Qm отвечает центропро�
ективное преобразование

(29)

m�плоскости Lm в себя с центром в точке A0∈Pn, ко�
торое (m–1)�плоскость y∩Lm–1 переводит в (m–1)�
плоскость y~∈Lm. Из (29) замечаем, что точке B∈Qm

в m�плоскости Lm отвечает (m–1)�плоскость

(30)

которая в общем случае не проходит через точку A0.
Таким образом, с учетом (30) и (23) доказана

следующая теорема.
Теорема 2.1. Каждой (n–m)�плоскости Ln–m, со�

ответствующей точке B∈Qm, с отображением
Vm,n:Qm→Pn(m<n) инвариантным образом ассоци�
ируется отображение fm

2n–1:Qm→M2n аффинного
пространства Qm в многообразие M2n всех невырож�
денных нуль�пар {A0,Ln–1,A0∉Ln–1}, где

(31)

2.3.2. Проводится такая канонизация проек�
тивного репера P пространства Pn в точке B∈Qm,
при которой

(32)

Из (25) с учетом (1), (22) и (32) получаются сле�
дующие дифференциальные уравнения:

(33)

Эти дифференциальные уравнения в соответ�
ствии с [7] свидетельствуют о существовании кано�
низации проективного репера P типа (32). Геоме�
трически эта канонизация с учетом (31) означает,
что Ln–1=(A

–
1,A

–
2,…,A

–
n). С помощью величин A

αa, Aa
β и

G γ

αβ
с учетом (33), (15), (24) и (32) в точке B∈Qm рас�

смотрим следующие величины

(34)

Из дифференциальных уравнений (25), (33), (7)
и (16) получаются следующие дифференциальные
уравнения в точке B∈Qm, которым удовлетворяют
величины (34):

Так же, как и в [1, (33)–(45)], где вместо индек�
сов i, j, k надо иметь в виду индексы α,β,γ=

⎯

1,m
⎯

, по�
лучаем в силу (17), что с системой величин ассоци�
ируется в точке B∈Qm гиперплоскость *Ln–1∋A0,
*L⊂Ln–m, определяемая уравнением:

(35)

Таким образом, с учетом (35) справедлива сле�
дующая теорема.

Теорема 2.2. Каждой (n–m)�плоскости Ln–m в
точке B∈Qm с отображением Vm,n:Qm→Pn(m<n) ин�
вариантным образом ассоциируется отображение
fm

2n–1:Qm→M2n–1 аффинного пространства Qn в много�
образие M2n–1 всех вырожденных нуль�пар
{A0;*Ln–1}:, A0∈

*Ln–1⊂Pn.

3. Инвариантное оснащение
В этом пункте будет инвариантным образом

определена оснащающая (n–m)�плоскость (17) в
точке A0∈Sm⊂Pn, соответствующей точке B∈Qm при
отображении (14).

3.1. В соответствии с [5] с помощью величин A
~

α
�

αβ
в

(16) в точке A0∈Sm⊂Pn, отвечающей точке B∈Qm,
рассмотрим следующие симметрические величины:

(36)

Здесь, как обычно, символ () означает симме�
трирование, а символ [] – альтернирование по соот�
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Из (16) получаются дифференциальные уравне�
ния, которым удовлетворяют величины (36):

(37)

Здесь явный вид величин, стоящих при ω0
β, для

нас несущественный. Заметим с учетом [5], что ве�
личины (36) определены при условии, если числа
m и n удовлетворяют неравенствам

(38)

3.2. С помощью величин (36) в точке B∈Qm про�
ведем такую канонизацию проективного репера P
пространства Pn, при которой [5]:

(39)

Здесь A~ – определитель порядка (n–m)2, имею�
щий вид:

(40)

где M
α�
=||A~α

�...α�β

�

γ||, (α≠β
�,γ�); (индекс α� фиксирован), а

матрица Mγ
�

α�β
�

=||Aα
�...α�||  состоит из одного ненулевого

элемента, принадлежащего строке с номером β� и
столбцу с номером γ�. Заметим с учетом (39) и (41),
что определитель A~ в общем случае не равен нулю в
точке B∈Qm. Поэтому в этой точке в силу (38) и (40)
получаем с учетом (2) следующие дифференциаль�
ные уравнения

(41)

Здесь явный вид величины, состоящих при ω0
β,

для нас несущественный.
В соответствии с [7] дифференциальные уравне�

ния (41) свидетельствуют о существовании кано�
низации репера P типа (39).

3.3. Точке B∈Qm в соответствующем простран�
стве Pn сопоставим гиперплоскость Ln–1(x)⊃Lm,
определяемую в терминах проективного репера P
пространства Pn уравнением:

(42)

Из (16), (2), (36) и (42) в соответствии с [5] полу�
чаем, что множество всех гиперплоскостей Ln–1, со�
держащих Lm и бесконечно близкие к Lm первого
порядка вдоль соответствующих фокальных [7, 8]
направлений в точке A0∈Sm, определяет в Pn алге�
браический гиперконус Фn–1 порядка m с верши�
ной Lm. Этот гиперконус, в [9, 8] называемый фо�
кальным, определяется уравнением

(43)

Заметим, что этот гиперконус определяется
при всех m и n, удовлетворяющих с учетом (36) не�
равенствам (38).

3.4. Обозначим Wm
n–1,m систему линейно незави�

симых гиперплоскостей yβ

�

y
α�

β
�, проходящих через Lm

и не принадлежащих гиперконусу Ф m
n–1. В соответ�

ствии с [5] эта система гиперплоскостей называет�
ся основной относительно Фm

n–1, если линейным по�
люсом (полюсом порядка m–1) каждой гиперпло�
скости yβ

�

относительно Фm
n–1 является (m+1)�пло�

скость, проходящая через Lm и принадлежащая
всем остальным гиперплоскостям системы Wm

n–1.
По аналогии с [5] из (43) получаем, что система
Wm

n–1 будет основной тогда и только тогда, когда ве�
личины y

α�

β
� удовлетворяют системе алгебраических

(n–m) уравнений

(44)

Как и в [5], показывается, что система (44) име�
ет в общем случае конечное число решений относи�
тельно y

α�

β
�. Геометрически это в силу (40) означает,

что гиперплоскости Lα
�

n–1 и соответствующие им
(m+1)�плоскости Lα

�

m+1

(45)

образуют основную систему E
�

n–1∈Wm
n–1. При этом из

рассмотрения исключается случай A~=0, когда ос�
новные гиперплоскости Wm

n–1 определяются бесчи�
сленным числом способов.

3.4.1. Точке B∈Qm сопоставим в соответствую�
щем проективном пространстве Pn гиперплоскость

(46)

(см. (45)). Из (46) и (45) в силу (2) и (41) следует,
что точка

отвечающая точке B∈Qm, описывает (n–m–1)�пло�
скость Lm+1

n–m–1 – характеристический элемент гипер�
плоскости Lm+1

n–1, т. е. совокупность касательных к
линиям, описываемым точкой X вдоль Sm, тогда и
только тогда, когда xα

� и xα
�(α� ≠m+1) удовлетворя�

ют системе линейных уравнений:

(47)

Проведем такую канонизацию проективного
репера P, при которой

(48)

Из дифференциальных уравнений (41) и (2) в
силу (48) получаются дифференциальные уравне�
ния
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(49)

Здесь явный вид величин, стоящих при ω γ, для
нас несущественный.

Дифференциальные уравнения (49) свидетель�
ствуют с учетом [7] о существование канонизации
типа (48). Из (47) замечаем, что геометрически эта
канонизация означает следующее:

(50)

При этом из рассмотрения исключается случай
det[A~

αβ

m+1]=0, когда (n–m–1)�плоскость Lm+1
n–m–1 опреде�

ляется бесчисленным числом способов.
3.4.2. Как и в случае гиперплоскости (46) в соот�

ветствии с (41) получаем, что характеристический
элемент Ln

n–m–1 гиперплоскости Ln
n–1=(Lm,A–m+1,…,A–n–1)

определяется системой линейных уравнений:

Отсюда с учетом (46) следует, что нижеследую�
щая система линейных уравнений определяет пря�
мую L – пересечение (m+1)�плоскости Lm+1

m+1=(Lm,A–m+1)
с (n–m–1)�плоскостью Ln

n–m–1:

(51)

Проводится такая канонизация проективного
репера, при которой

(52)

Из дифференциальных уравнений (41) с учетом
(2) и (52) получаются дифференциальные уравне�
ния

(53)

Здесь явный вид величин Aα

m+1βγ
для нас несуще�

ственный.
Дифференциальные уравнения (53) в соответ�

ствии с [7] свидетельствуют о существовании кано�
низации типа (52). Геометрически эта канониза�
ция в силу (51) означает, что

(54)

Из (50) и (54) следует, что оснащающая (n–m)�
плоскость (17) в точке B∈Qm в соответствующем
проективном пространстве теперь определяется
инвариантным образом так, что Ln–m=∪Lm+1

n–m–1. При
этом дифференциальные уравнения (18) получа�
ются из (49) и (53). Поэтому с учетом теорем 2.1 и
2.2 справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. С отображением Vm,n:Qm→Pn в слу�

чае инвариантным об�

разом ассоциируются конечным числом способов
отображения

Заключение
Из теорем 2.1, 2.2 и 3.1 следует, что для более

глубокого изучения отображения Vm,n:Qm→Pn мож�
но использовать с аналитической и геометриче�
ской точек зрения отображение аффинного про�
странства Qm в многообразия M2n–1 и M2n вырожден�
ных и невырожденных нуль�пар проективного
пространства Pn, соответственно.
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Введение
Функционально�аналитический подход к зада�

че априорной оценки погрешности численного ин�
тегрирования, реализуемый в данной работе, впер�
вые был применен С.Л. Соболевым [1, 2]. В рамках
данного подхода погрешность рассматривается
как линейный ограниченный функционал над не�
которым банаховым пространством основных
функций. Функционал представляет собой раз�
ность неизвестного приближаемого интеграла и
кубатурной суммы. В качестве основной выступает
подынтегральная функция, а обобщенной – раз�
ность характеристической функции области инте�
грирования и линейной комбинации дельта�функ�
ций. Последняя обеспечивает значения функции в
узлах интегрирования. Для существования таких
значений необходимо выполнение условия непре�
рывности основной функции, что достигается до�
полнительным ограничением – вложением основ�
ного банахова пространства в пространство непре�
рывных функций.

При функциональном подходе в самостоятель�
ную выделяется задача о представлении функцио�
нала в основном пространстве через локально сум�
мируемую функцию. Иными словами, требуется
доказать, что функционал погрешности кубатур�
ной формулы является регулярной обобщенной
функцией. В дальнейшем такое представление ис�
пользуется для нахождения нормы функционала,
которая уже непосредственно определяет границы
погрешности приближения. В данных условиях
функция, представляющая функционал, является
решением некоторого дифференциального уравне�
ния в обобщенных функциях. Оператор этого ура�
внения напрямую зависит от вида нормы основно�
го пространства. Из наиболее близких к нашей по
содержанию отметим работы С.Л. Соболева,
В.И. Половинкина, Ц.Б. Шойнжурова [1–6].

С.Л. Соболев выполнил построение представле�
ния функционала погрешности кубатурной фор�
мулы для пространства L2

(m) – факторизации по
множеству полиномов степени не выше m про�
странства функций, суммируемых вместе со всеми
производными в степени 2. Пространство благода�
ря показателю p=2 является гильбертовым, и
функция, реализующая в нем функционал, при�
надлежит тому же пространству, что и функция,
на которой данный функционал строится. Первые
публикации на эту тему в настоящее время досту�
пны в издании [1].

В.И. Половинкин занимался исследованием
этого вопроса в пространстве с произвольным по�
казателем суммируемости Lp

(m), 1<p<∞. Показа�
тель p≠2 переводит пространство Соболева и его
факторизацию в статус негильбертовых. Реали�
зующая представление функция в таком случае
принадлежит пространству с сопряженным пока�
зателем суммируемости Lq

(m), 1/p+1/q=1. Некото�
рые из результатов приведены в работах [3–5]. Во
всех упомянутых выше исследованиях дифферен�
циальное уравнение было полигармоническим
Δ

m=l, и его фундаментальное решение, дифферен�
циальные свойства, а также оценки производных в
окрестности начала координат и на бесконечности
описаны в [2].

В пространстве же Соболева Wp
(m), нормирован�

ном с участием производных всех порядков, опера�
тор содержит сумму операторов Лапласа с возра�
станием порядка, и нахождение фундаментально�
го решения такого уравнения представляет значи�
тельную трудность, так как требует нахождения
несобственного интеграла от функции нескольких
комплексных переменных. Поскольку уравнение
строится на основе нормы основного пространства,
то задача решается обычно подбором такой нормы,
чтобы фундаментальное решение соответствующе�
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го уравнения было известным. Ц.Б. Шойнжуров
получил представление функционала в простран�
стве Соболева, введя норму, построенную на преоб�
разовании Фурье известного фундаментального ре�
шения [6]. Таким образом, построенный на инте�
гральном преобразовании оператор, указывающий
наличие в составе нормы производных основной
функции заданных порядков, является псевдо�
дифференциальным.

В данной работе в отличие от [6] норма опреде�
лена таким образом, что при ее построении не ис�
пользуются псевдодифференциальные операторы.

Исходные положения
Основные функции ϕ(x) нескольких действи�

тельных переменных xT=(x1,…,xn) образуют про�
странство Соболева Wp

(m)(Rn) с нормой

(1)

Функционал погрешности кубатурной формулы

является финитным: ∃r>0:suppl⊂B(a,r). Здесь
B(a,r) – шар с центром a∈Rn и радиусом r; ck – ко�
эффициенты и x(k) – узлы кубатурной формулы;
δ(x) – дельта�функция Дирака. Область интегри�
рования ограничена Ω⊂B(a,r) и представлена в
функционале характеристической функцией

На параметры пространства Wp
(m)(Rn) наклады�

ваются ограничения
(2)

Первое из них обеспечивает вложение про�
странства Соболева с нормой (1) в пространство не�
прерывных функций, второе – равномерную выпу�
клость единичной сферы.

Локальная суммируемость функций предпола�
гает суммируемость на любом подмножестве Ω

*

ограниченного множества Ω⊂Rn. Известно [7], что
всякая глобально суммируемая в Ω функция явля�
ется также и локально суммируемой. Сказанное
верно и в случае, если область глобальной сумми�
руемости расширяется до Rn.

Преобразование Фурье, применяемое ниже для
решения дифференциального уравнения в обоб�
щенных функциях, требует, чтобы областью их
определения было пространство Rn. Однако функ�
ции, от которых вычисляется кратный интеграл,
могут, в том числе, быть определены только вну�
три области интегрирования и не определены вне
ее, или могут быть определены на Rn, но их поведе�

ние может быть неизвестным за пределами этой
области. В таком случае утверждения, доказанные
в данной работе, будут верными и для таких функ�
ций, если рассматривать их как совпадающие на
области интегрирования с функциями, определен�
ными на Rn и принадлежащими Wp

(m)(Rn) с мини�
мальной нормой (1).

Существование представляющей функции
В данном пункте будет показано, что предста�

вление функционала существует и реализуется не�
которой функцией, локально суммируемой в сте�
пени q вместе со всеми своими частными производ�
ными.

Теорема 1. Существует функция ψ∈Wq
(m)(Rn),

реализующая на произвольной функции
ψ∈Wp

(m)(Rn) с нормой (1) при условиях (2) данный
линейный функционал в виде

(3)

Норма функционала при этом равна норме
функции ψ: ||l|Wp

(m)*(Rn)||=||ψ|Wq
(m)(Rn)||.

Доказательство. Последовательное примене�
ние неравенств Гельдера к выражению (3)

приводит к оценке

что означает, во�первых, ограниченность функцио�
нала, во�вторых, необходимость принадлежности
функции ψ пространству Wq

(m)(Rn), откуда

Далее, поскольку правая часть неравенства не
зависит от функций ϕ∈Wp

(m)(Rn), и неравенство вер�
но для всех таких функций, то

что согласно определению нормы функционала дает

(4)

Для построения обратного неравенства предпо�
ложим существование функции θ, удовлетворяю�
щей равенствам

(5)

Функционал, формально построенный на такой
функции, будет равен
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(6)

Согласно (5)

Известно [2], что для любой f∈Lp, 1<p<∞,
1/p+1/q=1, функция |f|p–1signf∈Lq.

Так как ψ∈Wq
(m), то Dα

ψ∈Lq, следовательно,
Dα

θ∈Lp, α≤m, и θ∈Wp
(m).

Таким образом, для нормы функции θ, в пред�
положении, что эта функция существует, верно ра�
венство

(7)

Далее будем рассматривать интегралы из (7),
т. е. p и q степени (p>1 и q>1, 1/p+1/q=1) норм
функций в основных пространствах как нелиней�
ные функционалы, заданные на этих простран�
ствах

Покажем, что для непрерывного ограниченно�
го функционала существует функция, для которой
выполняются соотношения (5)–(7) при всех значе�
ниях мультииндекса.

Пусть fk – последовательность функций из про�
странства Wp

(m)(Rn), сходящаяся по норме к функ�
ции f, т. е. ||fk–f||→0, k→∞. Тогда из неравенства
Минковского в аксиомах нормы следует

|F(fk)–F(f)|=| ||fk||
p–||f||p|≤||fk–f||p→0, k→∞,

что означает непрерывность функционала F(f). Его
ограниченность следует из конечности нормы. Из
сказанного видно, что равенство функционалов
равносильно равенству функций, на которых они
определены.

Далее из оценки функционала

с учетом (6) и (7) следует

Получилось неравенство, обратное к (4), следо�
вательно,

Теорема доказана.

Единственность представляющей функции
Теорема 2. Функция, реализующая предста�

вление (3) в условиях теоремы 1, единственна в
пространстве обобщенных функций и имеет вид

(8)

где G – фундаментальное решение дифферен�
циального оператора с постоянными коэффициен�
тами

Доказательство. Интегрирование по частям
представления (3)

приводит к дифференциальному уравнению в обоб�
щенных функциях

Оператор уравнения линеен и имеет постоян�
ные коэффициенты. Согласно [8] решение такого
уравнения единственно в пространстве обобщен�
ных функций и равно свертке его фундаментально�
го решения с правой частью, что доказывает утвер�
ждение теоремы.

Фундаментальное решение определяется из
уравнения

к обеим частям которого применено преобразова�
ние Фурье

что после цепочки упрощений левой части

приводит к выражению
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Результат обратного преобразования Фурье по�
лученного выражения известен и приведен в [9].
Подставив значение показателя m, сохраняя обоз�
начения и учитывая, что аргументом искомой 

функции выступает получим фунда�

ментальное решение в виде

В выражении присутствуют специальные
функции: Kr(z) – функция Макдональда и Г(z) –
гамма�функция.

Из теоремы следует, что искомая функция
единственна как обобщенная функция, и, что если
она будет регулярной, то будет единственной и в
классе локально суммируемых функций.

Локальная суммируемость представляющей 
функции
Теорема 3. Функция (8) в условиях (2) принад�

лежит пространству Wq
(m)(Rn) с нормой вида (1).

Доказательство. Для доказательства требуется
установить суммируемость в степени q частных
производных всех порядков |α|≤m свертки (8). Вна�
чале докажем это утверждение для производных
функции G2m.

На основании оценок [9]

все частные производные убывают на бесконечно�
сти по экспоненциальному типу и несобственные
интегралы вне единичного шара от каждой произ�
водной сходятся.

Оценка внутри единичного шара разбивается
на три случая.

При n–2m+|α|=0 и четном |α| несобственный
интеграл от оценивающей функции

сходится.
При n–2m+|α|<0 интеграл от оценки

является собственным.
При n–2m+|α|=0 и нечетном |α| или

n–2m+|α|>0 несобственный интеграл от оценки

возведенной в степень q

сводится к однократному путем перехода к сфери�
ческим координатам

(9)

Здесь в константу K перешли все повторно взя�
тые интегралы от тригонометрических множите�
лей. Несобственный интеграл от неограниченной
функции одной переменной сходится на указан�
ном интервале при (n–2m+|α|) q–n+1<1.

Учитывая, что получаем сходимость

интеграла, оценивающего каждую производную
при условии p(2m–|α|)>n. Следовательно, интегра�
лы от производных наивысшего порядка функции
G2m оцениваются сходящимся несобственным инте�
гралом при pm>n.

Для установления суммируемости свертки ис�
пользуется ограниченность линейного функциона�
ла в Lq [2]

Таким образом, для всех |α|≤m интегралы от
производных свертки, возведенных в степень q,
сходятся при pm>n, следовательно DαG2m*l∈Lq(Rn),
|α|≤m, и G2m*l∈Wq

(m)(Rn), т. е. свертка и ее производ�
ные всех порядков локально суммируемы в степе�
ни q.

Теорема доказана.

Заключение
Пространство Соболева нормируется таким об�

разом, что обязательными слагаемыми суммы,
стоящей под знаком интеграла, являются функ�
ция и все частные производные высшего порядка.
Включение производных промежуточных поряд�
ков является произвольным, равно как и присут�
ствие коэффициентов при этих производных. В за�
дачах представления функционалов через локаль�
но суммируемые функции возникает необходи�
мость решения дифференциальных уравнений в
частных производных с использованием инте�
гральных преобразований. Если пространство Со�
болева является гильбертовым, то такие уравне�
ния линейны относительно искомой функции и ее
производных. В негильбертовых же случаях ура�
внения нелинейны, поэтому в ранних исследова�
ниях частные производные, входящие в норму,
вводились через обратные интегральные преобра�
зования заданного фундаментального решения.
Позднее были опубликованы результаты, в том
числе и автора, с нормой, не зависящей от инте�
гральных преобразований, но в этом случае требо�
валось установление эквивалентности фундамен�
тальных решений в окрестности начала коорди�
нат и на бесконечности. В данной работе введена
норма, с одной стороны, не зависящая от инте�
гральных преобразований, что позволяет ее вычи�
слить, с другой, позволяющая найти фундамен�
тальное решение непосредственно через преобра�
зование Фурье.
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Введение
Пусть s1,s2,…,sk, n – целые числа такие, что

1≤s1<s2<…<sk<n, и пусть S={s1,s2,…,sk}. Неориенти�
рованный граф C(n;S) с множествами вершин
V={0,1,…,n–1} и ребер E={(i,j):|i–j|≡sl(modn), l=

⎯

1,k
⎯

}
называется циркулянтным, числа из множества
S – образующими, k – размерностью, n – поряд�
ком графа. В k�мерном циркулянте степень вер�
шин v=2k, за исключением тех случаев, когда об�
разующая представляет собой циклическую под�
группу порядка два.

Циркулянтные графы (сети) являются графами
Кэли абелевых групп и находят широкое примене�
ние при построении и анализе топологий сетей и
мультипроцессорных систем, в теории кодирова�
ния, распределенных вычислениях, моделирова�
нии химических реакций [1–7].

Диаметром графа G называется 

где d(i,j) – длина кратчайшего пути из вершины i в
вершину j графа G.

Пусть AC(v,d) означает наибольший возмож�
ный порядок графа Кэли абелевой группы степени

v и диаметра d. В последнее время границы
AC(v,d)интенсивно изучаются (обзор в [8]). Иссле�
дование циркулянтных графов как важного класса
графов Кэли абелевых групп вносит существенный
вклад при поиске нижних границ AC(v,d). Так, для
степеней 4 и 6 получены точные значения
AC(4,d)=2d2+2d+1 и AC(6,d) (обзор в [3]), для сте�
пени 8 также найдены хорошие оценки для
AC(8,d) [9]. В работах [3, 10, 11] улучшены нижние
оценки функции AC(v,d) для любых четных степе�
ней v и диаметров d≥v/2≥3 [10], d≥v/2+⎣v/8⎦ и v>8
[3], в [11] – на основе получения семейств экстре�
мальных графов Кэли абелевых групп и при усло�
вии d≥⎣v/4⎦. Удивительно, но с другой стороны
спектра, для графов Кэли абелевых групп диаме�
тра два, трудности в получении нижних оценок
функции AC(v,2) крайне сложны, а циркулянты
диаметра два вообще еще не исследовались. Дан�
ная работа – первое исследование функции AC(v,2)
для класса циркулянтов.

Известно, что для четных степеней v=2k

С другой стороны, из построения графа Кэли
для Z

⎣(v+2)/2⎦×Z⎡(v+2)/2⎤
с множеством образующих, со�

2 2
( ,2) / 2 1 2 2 1.AC v v v k k≤ + + = + +

,
( ) max ( , ),

i j V

d G d i j
∈

=
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стоящим из всех таких пар (x,y), где точно один из
x, y равен нулю, следует

(1)

Указанная нижняя граница во многих случаях
улучшалась на 1 или 2 [8]. В настоящей работе
данная граница улучшена на k и 2k.

Наилучшая известная нижняя граница функ�
ции AC(v,2) для графов Кэли абелевых групп диа�
метра два есть O((3/8)v2) [12]. Полученные в [12]
графы не являются циркулянтами, и граница най�
дена только для последовательности степеней вида
v=4q–2, где q – простые числа или их степени.
В [13] найден более слабый результат, а именно
AC(v,2)≥(8/25) v2+O (v), применимый для всех сте�
пеней v≥11. В [13] также доказано, что найденные
графы не являются вершинно�транзитивными при
v≥21. Аналогичная задача рассмотрена в [14], где,
используя результаты теории чисел по распределе�
нию простых чисел, авторы показали, что для всех
достаточно больших v нижняя граница AC(v,2)
имеет вид (3/8)v2–O(v1,525).

В данной статье конструктивно получены новые
нижние оценки экстремальной функции AC(v,2) в
классе циркулянтных графов для всех размернос�
тей k (соответственно, степеней v=2k) и построены
семейства циркулянтных сетей, достигающих най�
денные оценки. Показано, что аналитические опи�
сания найденных графов диаметра два обладают
свойством сохранения параметров описания на
больших диапазонах изменения порядков графа.

Новые семейства циркулянтных графов 
диаметра два
Построим циркулянтный граф C(n;S) диаметра

два размерности k>1 с образующими si, i=1,…,k, и
порядком n, большим (1). Пронумеруем вершины
графа от 0 до n–1. Обозначим через D(x)=d(0,x),
0≤x<n, длину кратчайшего пути из вершины 0 в
вершину x. В графе диаметра два выполняется
условие D(x)≤2 для любой вершины x, где 0≤x<n.
Поскольку циркулянтные графы являются вер�
шинно�транзитивными, то достаточно рассматри�
вать вершины с номерами 0≤x≤n/2.

Пусть образующие
si=i для i=1,…,l, где l∈{1,2,…,k}.

Остальные k–l образующих определим следую�
щим образом:

При таких образующих имеем D(x)≤2 для лю�
бой вершины x из интервала 0≤x≤sk+l. Если поря�
док графа будет равен n=2(sk+l)+1, то выполняется
условие D(x)≤2 для любой вершины 0≤x<n. Отсю�
да искомое значение n=4l (k–l)+2(k+l)+1. Найдем,
при каких значениях l значение n как функции от
k является максимально возможным.

Пусть k – четное число. Если l=k/2, то
2l+1=k+1 и n=(k+1)2+k. Если l=k/2+1, то

2l+1=k+3 и n=(k+1)2+k–2. При всех других
l∈{1,2,…,k} значения n будут меньше.

Пусть k>1 – нечетное число. Если l=⎣k/2⎦, то
2l+1=k и n=(k+1)2+k–2. Если l=⎡k/2⎤, то 2l+1=k+2 и
n=(k+1)2+k При всех других l∈{1,2,…,k} значения n
будут меньше.

Таким образом, доказаны две следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть k>1 – целое число,

(2)

(3)

или

(4)

Тогда d (C(n;S))=2.
Теорема 2. Пусть k>1 – целое число,

(5)

(6)

или

(7)

Тогда d (C(n;S))=2.
При этом все найденные в теоремах 1 и 2 описа�

ния образующих для графов диаметра два облада�
ют свойством сохранения параметров на больших
интервалах изменения порядков графов (след�
ствия 1, 2).

Следствие 1. Пусть k>1 – целое число, значение
n1 равно (2), а образующие S равны (3) или (4). Для 

всех порядков n, где циркулянтные

графы C(n;S) имеют диаметр два и степени вершин
v=2k, за исключением значений

для которых графы C(n;S) имеют степени вершин
v=2k–i.

Доказательство. Из рассмотренного выше спо�
соба построения данных графов следует, что при 

всех значениях n в диапазоне диа�1

1
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n
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метр графов C(n;S) равен двум. Степень вершин
графов C(n;S) зависит от соотношения между мно�
жеством образующих S и множеством
S–={n–sj|j=

⎯

1,k
⎯

} их дополнений до n. Имеем sj<⎣n1/2⎦
и n1–sj>⎡n1/2⎤ для всех j=1,2,…, k. Для всех поряд�

ков n≠ni, S∩S–=∅ и степень вершин

графов C(n;S) равна v=2k. При n=ni|S∩S–|=i, так
как происходит совпадение (наложение) i образую�
щих из S с i дополнениями из S–, что уменьшает
степень графа C(n;S) на i. Следствие 1 доказано.
Аналогично доказывается следствие 2.

Следствие 2. Пусть k>1 – целое число, значение
n2 равно (5), а образующие S равны (6) или (7). Для 

всех порядков n, где циркулянтные

графы C(n;S) имеют диаметр два и степени вершин
v=2k, за исключением значений

для которых графы C(n;S) имеют степени вершин
v=2k–i.

Теперь будем увеличивать порядок циркулянт�
ного графа C(n;S) диаметра два. Это можно сделать
следующим образом. Пусть образующие

si=i для i=1,…,l, где l∈{1,2,…,k}.
Остальные k–l образующих имеют следующий

вид:

При таких образующих имеем D(x)≤2 для лю�
бой вершины x из интервала 0≤x≤sk+l, кроме вер�
шин с номерами

где D(xi)=3, i=1,2,…,k–l. Если порядок графа будет
равен n=2(sk+l)=1, то выполняются следующие со�
отношения:

Таким образом, D(x)≤2 для любой вершины
0≤x<n. Отсюда искомое значение n=4l(k–l)+4k+1.
Найдем, при каких значениях l∈{1,2,…, k} значение n
как функции от k является максимально возможным.

Пусть k – четное число. Если l=k/2, то
2l+2=k+2 и n=(k+1)2+2k. При всех других
l∈{1,2,…, k} значения n будут меньше.

Пусть k>1 – нечетное число. Если l=⎣k/2⎦ или
l=⎡k/2⎤, то в первом случае 2l+2=k+1, во втором
2l+2=k+3 и в обоих случаях n=(k+1)2+2k–1. При
всех других l∈{1,2,…, k} значения n будут меньше.

Таким образом, получены доказательства сле�
дующих теорем.

Теорема 3. Пусть k – четное число,

Тогда d(C(n;s))=2.
Теорема 4. Пусть k>1 – нечетное число,

или

Тогда d(C(n;s))=2.

Заключение
Полученная для всех степеней v конструктив�

ная нижняя граница функции AC(v,2) в классе
циркулянтных графов еще относительно далека от
верхней границы. Что же показывают проведен�
ные вычислительные эксперименты в этом случае?
Получение точных значений функции AC(v,d) при
v>6 достаточно трудоемко даже для диаметра
d=2 и сводится к полному перебору параметричес�
ких описаний графов. Даже в пределах класса цир�
кулянтов никакой общей тенденции для получе�
ния семейств с общим аналитическим описанием
для максимально достижимых порядков графов
пока не намечается, но это требует дальнейшего
исследования.

В таблице даны описания экстремальных цир�
кулянтных графов диаметра два, полученные с по�
мощью компьютерной программы на основе пере�
борных алгоритмов. Во втором столбце приведены
значения функции P(v,2), которые соответствуют
границе Мура для класса циркулянтных графов.
Представленные графы степеней v=4, 6 и 8 явля�
ются максимально возможными циркулянтными
графами диаметра d=2 (отмечено символом *).

Таблица. Описания максимально достижимых циркулянтов
диаметра два

Автор выражает благодарность О.Г. Монахову за по�
лезное обсуждение статьи и помощь в компьютерных экс�
периментах.

v P(v,2) n≤AC(v,2) S=(s1,s2,…,sv/2) 

4 13 13* (1, 5), (2, 3)
6 25 21* (1, 2, 8), (1, 3, 8), (1, 4, 6), (1, 5, 8), (1, 5, 9)
8 41 35* (1, 6, 7, 10), (1, 7, 11, 16)
10 61 51 (1, 2, 10, 16, 23)
12 85 67 (1, 2, 3, 13, 21, 30)
14 113 90 (1, 4, 10, 17, 26, 29, 41)
16 145 112 (1, 4, 10, 17, 29, 36, 45, 52)
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Введение
Как известно [1–4], дифференцируемые отобра�

жения многообразий являются важным разделом
дифференциально�геометрических структур на
многообразиях.

Данная работа посвящена изучению отображе�
ния Vn,n:Qn→Pn аффинного Qn и проективного Pn

пространств. В первом разделе выводятся диффе�
ренциальные уравнения этого отображения, кото�
рым удовлетворяют компоненты внутренних фун�
даментальных геометрических объектов Г1 и
Г2 первого и второго порядков в смысле Г.Ф. Лап�
тева [2, 5]. С помощью этих компонент во втором
разделе изучаются поля инвариантных геометри�
ческих образов. Эти поля дают возможность ана�
литически и геометрически доказать, что с отобра�

жением Vn,n инвариантным образом ассоциируются
два отображения fn

2n:Qn→M2n и fn
2n–1:Qn→M2n–1, где

M2n и M2n–1 – многообразия всех невырожденных и
вырожденных нуль�пар пространства Pn, соответ�
ственно.

Все построения в данной работе носят локаль�
ный характер, а функции, встречающиеся в рабо�
те, предполагаются функциями класса С∞.

Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–7].

1. Аналитический аппарат
Рассматривается n�мерное аффинное простран�

ство Qn, отнесенное к подвижному аффинному ре�
перу Q={B

–
,ε–a}  с деривационными формулами и

структурными уравнениями

УДК 514.757.2
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(1)

Рассматривается n�мерное эквипроективное
пространство Pn, отнесенное к подвижному экви�
проективному реперу P={A

–
I} с деривационными

формулами и структурными уравнениями:

(2)

Здесь предполагается, что линейно независи�
мые аналитические точки A

–
K∈Pn удовлетворяют

условию

(3)

т. е. внешнее произведение аналитических точек
A
–

K равно 1. Из (2) и (3) получаем

1.1. Рассматривается дифференцируемое ото�
бражение

(4)

аффинного Qn и проективного Pn пространств. Ре�
перы Q и P выбираются так, что дифференциаль�
ные уравнения отображения (4) имеют вид:

(5)

Здесь величины Aa
i с учетом (1) и (2) являются

компонентами внутреннего фундаментального гео�
метрического объекта

(6)

отображения (4) в смысле Г.Ф. Лаптева [2, 5], кото�
рые удовлетворяют дифференциальным уравне�
ниям:

(7)

Заметим, что геометрически отображение (4)
направление u={B

–
,ε–a}ua

∈Qn переводит в направле�
ние x={A

–
,A
–

i}xi
∈Pn, т. е.

(8)

В данной статье решается задача о нахождении
геометрических образов, определяемых компонен�
тами геометрического объекта (6) и продолженно�
го геометрического объекта

компоненты которого удовлетворяют дифферен�
циальными уравнениям (7) и

(9)

2. Поля инвариантных геометрических образов
2.1. В этом разделе используется, как и выше,

следующая система индексов i,j,k,l=
⎯

1,n
⎯

a,b,c,q=
⎯

1,n
⎯

. Предполагается, что отображение
Vn,n:Qn→Pn является невырожденным, т. е.

(10)

Поэтому можно ввести в рассмотрение величи�
ны Bi

a по формулам:

(11)

Из (7) с учетом (11) замечаем, что величины Bi
b

удовлетворяют дифференциальным уравнениям:

(12)

Рассмотрим следующие величины

(13)

Из (9) и (12) следует, что величины (13) удовле�
творяют следующим дифференциальным уравне�
ниям:

(14)

Найдем те геометрические образы в текущей
точке B∈Qn, которые определяются величинами
(13).

Каждой текущей точке B∈Qn в соответствующем
проективном пространстве Pn сопоставим гиперпло�
скость y∋A0, которая в точечных проективных коор�
динатах  репера P определяется уравнением

(15)

Из (5), (4) и (15) следует, что совокупность всех
направлений u={B

–
,ε–a}ua

∈Qn, образы которых при
отображении Vn,n принадлежат гиперплоскости
y∈Pn, образует в Qn гиперплоскость Un–1(y)∋B, кото�
рая в точечных аффинных координатах репера Q
определяется уравнением

(16)

Пользуясь условиями инвариантности точек и
гиперплоскостей пространств Qn и Pn в смысле
Г.Ф. Лаптева [5] и учитывая (8), (7) и (9), получаем,
что гиперплоскость (16) и бесконечно близкая к ней
первого порядка вдоль направления v={B

–
,ε–b}vb пе�

ресекаются по (n–2)�плоскости Un–2(y;v)∈Qn, яв�
ляющейся характеристикой Ch{Un–1(y)}v в направле�
нии v. Эта (n–2)�плоскость относительно репера Q
определяется уравнениями:

(17)

Из (17) следует, что каждому направлению
v={B

–
,ε–b}vb

∈Qn в аффинном пространстве отвечает
пучок гиперплоскостей U~n–1(y;v)∋U~n–2(y;v), опреде�
ляемых уравнением:
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(vb – фиксированы).

Отсюда следует, что совокупность всех напра�
влений v∈Qn типа {v∈Qn|v∈U~n–1(y;v)} образует в про�
странстве Qn пучок гиперквадрик Q2

n–1(y;λ)∋B, ко�
торые в аффинных координатах репера Q опреде�
ляются уравнением:

Асимптотическим гиперконусом этого пучка,
не зависящим от λ, будет гиперконус K2

n–1(y) второ�
го порядка, который определяется уравнением:

(18)

Таким образом, каждой гиперплоскости (15)
пространства Pn, отвечающей точке B∈Qn, в аф�
финном пространстве Qn соответствует гиперконус
K2

n–1(y). Из (18) с учетом (11) и (13) замечаем, что
прообразом гиперконуса K2

n–1(y)⊂Qn при отображе�
нии (4) является гиперконус K~ 2

n–1(y)⊂Pn с вершиной
в точке A0, который в проективных координатах
репера P определяется уравнением:

(19)

Итак, каждой гиперплоскости y∋A0 простран�
ства Pn, соответствующего точке B∈Qn, в этом про�
странстве отвечает гиперконус K

~ 2
n–1(y) второго по�

рядка с вершиной в точке A0.
Точке B∈Qn в соответствующем проективном

пространстве Pn сопоставим точку

(20)

Полярой этой точки относительно гиперконуса
(19) является гиперплоскость y~∋A0, которая в про�
ективных координатах репера P определяется ура�
внением:

(zj – фиксированы).      (21)

Таким образом, с учетом (16), (20), и (21) полу�
чаем, что каждой точке B∈Qn отвечает центропро�
ективное преобразование

(22)

с центром в точке A0, соответствующее точке Z
–
∈Pn,

которое гиперплоскость y переводит в гиперплоскость
y~. Из (22) замечаем, что точке B∈Qn в проективном
пространстве Pn в силу (13) отвечает гиперплоскость

(23)

которая в общем случае не проходит через точку
A0. Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2.1. С каждым отображением
Vn,n:Qn→Pn в общем случае инвариантным образом
ассоциируется отображение

(24)

аффинного пространства Qn в многообразие M2n

всех невырожденных нуль�пар {Ln–1;A0} проектив�
ного пространства Pn.

Проводится с учетом (13), (10) и (11) канониза�
ция проективного репера P пространства Pn, при
которой

(25)

Из дифференциальных уравнений (14) с учетом
(25) получаются следующие дифференциальные
уравнения:

(26)

Здесь величины Aia удовлетворяют в силу (1) и
(2) дифференциальным уравнениям:

(27)

Заметим, что дифференциальные уравнения
(26) и (27) свидетельствуют в соответствии с [7] о
существовании канонизации репера P типа (25).

Из (23) следует, что канонизация типа (25) оз�
начает, что

(28)

Отметим, что дифференциальные уравнения
(5), (7), (26) и (27) являются дифференциальными
уравнениями отображения (24).

2.2. Каждой точке B∈Qn сопоставим направле�
ние

(29)

Из (2) и (28) с учетом (26) следует, что вдоль на�
правления u точка A0∈Pn описывает линию с каса�
тельной

(30)

а характеристика Ch(Ln–1)u гиперплоскости Ln–1

вдоль направления u, т. е. пересечение Ln–1 со своей
бесконечно близкой (Ln–1)' первого порядка вдоль u,
определяется в точечных координатах xj проектив�
ного репера P пространства Pn уравнениями

(31)

Из (29–31) замечаем, что каждой точке B∈Qn в
аффинном пространстве Qn отвечает гиперконус
Q

*
2

n–1 второго порядка с вершиной B

который определяется в аффинных точечных ко�
ординатах аффинного репера Q уравнением:

(32)

Здесь симметрические величины gab определя�
ются по формулам и в силу (27), (11), и (12) удовле�
творяют соответствующим дифференциальным
уравнениям:

(33)

причем явный вид величин gabc для нас несуще�
ственный.

Из (33) с учетом (11) замечаем, что гиперконус
Q

*
2

n–1⊂Qn в точке B∈Qn является прообразом гипер�
конуса Q2

n–1∈Pn второго порядка с вершиной в точке
A0∈Pn, который определяется уравнением
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Здесь симметрические величины Ckj определя�
ются по формулам и в силу (32), (7), (12) и (27) удо�
влетворяют соответствующим дифференциальным
уравнениям:

(34)

причем явный вид величин Ckja для нас несуще�
ственный.

Замечание 2.1. Из (34) замечаем, что в общем
случае гиперконус Q2

n–1⊂Pn в точке B∈Qn является
невырожденным, (не вырождается в гиперконус
по крайней мере с прямолинейной вершиной, про�
ходящей через точку A0∈Pn), т. е.

Поэтому в точке B∈Qn можно ввести в рассмо�
трение симметрические величины Cij по формулам

которые с учетом (34) удовлетворяют дифферен�
циальным уравнениям

(35)

Здесь явный вид величин Ca
ij для нас несуще�

ственный.
Замечание 2.2. Из (33) следует, что в общем

случае гиперконус Q
*

2
n–1⊂Qn в точке B∈Qn является

невырожденным, т. е.

(36)

Это дает возможность ввести в рассмотрение
симметрические величины gac по формулам:

(37)

которые с учетом (33) удовлетворяют дифферен�
циальным уравнениям

(38)

Здесь явный вид величин gb
ac для нас несуще�

ственный.
В каждой точке B∈Qn рассмотрим следующие

величины:

(39)

Здесь величины G k
ij определяются по формулам

(13). Из (14), (35)–(38) и (7) получаются дифферен�
циальные уравнения, которым удовлетворяют ве�
личины (39):

Здесь явный вид величин, стоящих при θ a, для
нас несущественный.

Точке B∈Qn сопоставим в соответствующей ги�
перплоскости Ln–1⊂Pn (28) аналитическую точку
X–=xiA

–
i, отвечающую геометрической точке X.

Из (5), (6) и (31) следует, что множество всех на�
правлений (29) в Qn, образы которых при отобра�
жении (4) пересекают гиперплоскость Ln–1⊂Pn в
точках Ch(Ln–1)u, образует в Qn гиперплоскость
Гn–1(X), определяемую в точечных аффинных коор�
динатах ua репера Q уравнением

Образ полюса этой гиперплоскости относитель�
но гиперконуса (32) при отображении (4) с учетом
(39), (35) и (37) пересекает гиперплоскость Ln–1⊂Pn

в точке Y с аналитической точкой Y–=yiA–i=Cj
ixjBi.

Такова геометрическая интерпретация центропро�
ективного преобразования

(40)

пространства Pn в себя с центром в точке A0∈Pn.
Из (22) и (40) замечаем, что множество всех

прямых z=(A–0,A–i)zi
∈Pn, отвечающих точке B∈Qn,

таких, что соответствующие им произведения цен�
тропроективных преобразований П (z) и П* имеют
нулевые следы, образует в силу (39) в проективном
пространстве Pn гиперплоскость L*

n–1∋A0, определя�
емую в проективных координатах уравнением

(41)

Таким образом, с учетом (41) доказана следую�
щая теорема.

Теорема 2.2. С каждым отображением
Vn,n:Qn→Pn в общем случае инвариантным образом
ассоциируется отображение

аффинного пространства Qn в многообразие M2n–1

всех вырожденных нуль�пар {L*
n–1;A0},(A0∈L*

n–1)
проективного пространства Pn.

Заключение
Теоремы 2.1 и 2.2 свидетельствуют о том, что

изучение отображения Vn,n инвариантным образом
в общем случае сводится к изучению отображений
fn

2n и fn
2n–1. Наибольший интерес, по нашему мне�

нию, представляет отображение fn
2n. Во�первых,

потому что для многообразия M2n применим прин�
цип двойственности: если на многообразии M2n ка�
кой�нибудь результат связан с гиперплоскостью
Ln–1⊂Pn, входящей в элемент этого многообразия,
то аналогичный результат имеет место и для соот�
ветствующей точки A0∈Pn, A0∈Ln–1, и наоборот. Во�
вторых, как будет показано в следующих публи�
кациях, с отображением fn

2n–1 инвариантным обра�
зом ассоциируется отображение fn

2n. Поэтому для
изучения отображения fn

2n–1 можно использовать
результаты, имеющие место для отображения fn

2n.
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Введение
В локальном дробном анализе появляются но�

вые функции, зависящие от порядка интегродиф�
ференцирования, которые можно назвать элемен�
тарными и которые в стандартном анализе или об�
ращаются в константы, в частности в ноль, или во�
обще теряют смысл, поэтому такие функции в
стандартном анализе отсутствуют и их удобно при�
равнивать к нулю [1, 2].

Аналоги функций стандартного анализа в ло�
кальном дробном анализе в общем случае имеют
другие свойства, зависящие от их порядка. Более
того, для многих функций в локальном дробном
анализе имеет место вырождение, когда они имеют
не один аналог, а более одного, конечное или бес�
конечное счётное множество [2, 3].

В частности, в локальном дробном анализе по�
являются своеобразные функции, которые можно
отнести к элементарным функциям локального
дробного анализа, которые были названы полино�
мами дифференцирования.

Полиномы дифференцирования
Определение. Ненулевая интегрируемая функция

C–s(x), выражающаяся через дробностепенной ряд

с шагом равным 1, будем называть полиномом диф�
ференцирования.

Шаг ряда – это модуль разности показателей
степеней степенных функций любых двух сосед�
них элементов дробностепенного ряда.

Функций, аналогичных полиномам дифферен�
цирования в стандартном анализе, нет.

Теорема. Первообразная порядка s от полинома
дифференцирования C–s(x) порядка s равна нулю с
точностью до сложения с полиномом интегрирова�
ния Cs(x).

Первообразная функция называется базовой
первообразной, если её полином интегрирова�
ния, в силу его произвольности, приравнять к
нулю.

Тогда утверждение теоремы равносильно тому,
что базовая первообразная нецелочисленного по�
рядка s от полинома дифференцирования порядка
s равна нулю.

Доказательство. Используя d�оператор дробно�
го интегрирования порядка s [3, 4], легко проинте�
грировать полином дифференцирования

1
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Здесь s,ak,bk=const; s≠0,1,2,3,…; C–s
(–s)(x) – базо�

вая первообразная порядка s от полинома диффе�
ренцирования порядка s.

Полином дифференцирования задаётся через
степенной ряд, в котором элементы ряда пропор�
циональны степенным функциям x–k–s, которые об�
ращаются в ноль при однократном воздействии
d�оператором интегрирования порядка s

Определение. Вещественные степенные функ�
ции x–k–s (k=0,1,2,3,…) будем называть нильпо�
тентными функциями дифференцирования ком�
плексного порядка s (s≠0,1,2,3,…) степени 1.

Введём и более общие нильпотентные функции
дифференцирования.

Определение. Степенные функции x–k–ps

(k=0,1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями дифференцирования порядка s целочи�
сленной вещественной степени p.

Теорема. Если последовательно p раз проинте�
грировать нильпотентные функций дифференци�
рования порядка s степени p d�оператором поряд�
ка s, приняв получающиеся полиномы интегриро�
вания равными нулю в силу их произвольности
(Cs(x)=0), то получим ряд равенств

Из данной теоремы следует равенство для поли�
номов дифференцирования порядка ps

Заметим, что в локальном дробном анализе су�
ществуют степенные интегрируемые функции от�
личные от нуля, базовая первообразная от которых
равна нулю. В стандартном анализе степенные
функции с такими свойствами не встречаются.

Аналогично можно рассмотреть степенные
функции для случая дробного дифференцирова�
ния.

Определение. Степенные функции x–k+s

(k=1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями интегрирования комплексного поряд�
ка s степени 1.

Введём и более общие нильпотентные функции
интегрирования.

Определение. Степенные функции x–k+ps

(k=1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями интегрирования комплексного поряд�
ка s целочисленной вещественно степени p.

Теорема. Если последовательно p раз продиф�
ференцировать нильпотентные функций инте�
грирования порядка s степени p d�оператором по�
рядка s, приняв получающиеся полиномы диффе�
ренцирования равными нулю в силу их произволь�
ности (C–s(x)=0), то получим ряд равенств

Из данной теоремы следует равенство для поли�
номов интегрирования порядка ps

Рассмотрим интегрирование ряда полинома
дифференцирования для случаев целочисленных
порядков m, тогда будет справедливо следующее
утверждение.

Теорема. Базовая первообразная целочислен�
ного порядка m=0,1,2,3… от полинома дифферен�
цирования С–m(x) порядка m отлична от нуля

Доказательство.
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Здесь

Рассмотрим доказательство по�другому, исхо�
дя из равенства d�оператора для интегрирования
целочисленных порядков степенных функций с от�
рицательными целочисленными показателями

Здесь

Тогда доказывается просто

Здесь

Очевидно, производная целочисленного поряд�
ка m от базовой первообразной того же порядка m
в общем случае отлична от нуля

Это значит, что для целочисленных порядков
m, включая нулевой порядок, рассматриваемые
функции С–m(x) полиномами дифференцирования
не являются. В частности, в стандартном анализе,
когда порядок равен 1, функции С–1(x) тоже не яв�
ляются полиномами дифференцирования.

Поэтому для целочисленных порядков полино�
мы дифференцирования, для удовлетворения ра�
венства dmx: С–m(x)=0, необходимо принять равны�
ми нулю

В тривиальном случае дифференцирования по�
рядка 0, что соответствует единичному оператору
интегродифференцирования, будем считать, что
полином дифференцирования тоже равен нулю

В результате полиномы дифференцирования
можем записать для всех рассмотренных случаев

Если полином дифференцирования выразить
через дискретную переменную n, пробегающую це�
лочисленные значения (n∈Z), вместо непрерывной
переменной x, то получим частный случай полино�
ма дифференцирования

Дискретный интеграл порядка s от полиномов
дифференцирования порядка s будет

Если полином интегрирования Сs(n) принять
равным нулю, в силу его произвольности, то полу�
чим

В случае мнимых порядков iγ полиномы диф�
ференцирования будут

Неопределённый интеграл мнимого порядка iγ
от полинома дифференцирования того же порядка
будет

Если полином интегрирования Сiγ(x) прирав�
нять к нулю, то будет

Существование полиномов дифференцирова�
ния говорит о том, что операция дифференцирова�
ния нецелочисленных порядков может оказаться
такой же неоднозначной, т. е. с точностью до сло�
жения с полиномами дифференцирования, как
неоднозначна операция интегрирования с точно�
стью до сложения с полиномами интегрирования,
что можно записать

Неопределённый интеграл порядка s от полу�
ченной функции будет
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Если вначале проинтегрировать функцию, по�
лучим

Последующее дифференцирование даёт

Тогда легко получить коммутационные соотно�
шения

Здесь [dsx;d–sx] – коммутатор.
При перестановке операторов в коммутаторе

получим обратное коммутационное соотношение

Полиномы интегрирования [3, 4] и полиномы
дифференцирования можно для удобства объеди�
нить в одну функцию.

Определение. Полиномом интегродифферен�
цирования комплексного порядка s будем называть
функцию С±s(x), задаваемую равенствами

Если перед значением порядка s у полинома ин�
тегродифференцирования стоит знак плюс, то это
соответствует полиному интегрирования порядка s
(первые два равенства), а когда знак минус, то это
соответствует полиному дифференцирования по�

рядка s, (четвёртое и пятое равенства). В случае по�
рядка s, равного нулю, полиномы дифференциро�
вания и полиномы интегрирования совпадают и
равны нулю (третье равенство).

Константы ak и bk являются соответственно
неопределёнными константами интегрирования
и константами дифференцирования. Поэтому по�
линомы интегродифференцирвания являются
произвольными функциями в том же смысле, что
и константы интегрирования в стандартном ана�
лизе.

В случае целочисленных порядков, включая
стандартный анализа (порядок s=1), отсутствуют
полиномы дифференцирования, поэтому они в эт�
их случаях были приравнены к нулю.

В дробном анализе целочисленных порядков, и
в частности в стандартном анализе, отсутствуют
полиномы дифференцирования, которые для цело�
численных порядков, включая нулевой, были при�
равнены к нулю.

В локальном дробном анализе в общем случае
производная комплексного порядка s от функции
f(x) будет

Здесь функцию f(s)(x)≡F(–s)(x) будем называть ба�
зовой производной прядка s функции f(x). Други�
ми словами, базовая производная – это такая про�
изводная, у которой полином дифференцирования
равен нулю.

Неопределённый интеграл в локальном дроб�
ном анализе комплексного порядка s от функции
f(x) в общем случае будет

Здесь функция F(s)(x)≡f(–s)(x) является базовой
первообразной прядка s функции f(x).

Общую объединённую формулу дробного инте�
гродифференцирования прядка s функции f(x)
можно записать

В частности, при интегродифференцировании
порядка s произвольных полиномов интегродиф�
ференцирования C±s(x) и C

~
�s(x) будут выполняться

равенства

Расписав данное соотношение в виде двух ра�
венств, получим

Если полиномы интегродифференцирования, в
силу их произвольности, приравнять к нулю (при�
ближение нулевого полинома интегродифферин�
цирования), C

~
+s(x)=C

~
–s(x)=0, то будут справедливы

равенства

Или в виде двух равенств
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Из этих соотношений следует важное утвер�
ждение.

Теорема. Базовая производная порядка s от по�
линомов интегрирования порядка s и базовая пер�
вообразная порядка s от полиномов дифференци�
рования порядка s равны нулю.

Доказательство. Второе и третье равенства вы�
полняются по определению.

Первое и четвёртое равенства легко доказыва�
ются

Доказательство пятого равенства следующее

В частном случае можно приравнять к нулю по�
линомы дифференцирования, в силу их произволь�

ности, C
~

–s(x)=0 (приближение нулевого полинома
дифференцирования); тогда получим соотношения
больше соответствующие стандартному анализу

Аналогично если приравнять к нулю уже по�
линомы интегрирования, C

~
+s(x)=0, в силу их про�

извольности, будут выполняться равенства

Такое приближение назовём приближением ну�
левого полинома интегрирования, которое не яв�
ляется привычным, но в локальном дробном ана�
лизе оно вполне возможно.

Вывод
Полиномы интегродифференцирования делают

операции интегрирования и дифференцирования
неоднозначными в локальном дробном анализе для
всех порядков за исключением интегродифферен�
цирования нулевого порядка и дифференцирова�
ния целочисленных порядков, включая порядок 1,
соответствующий стандартному анализу.

Полиномы интегрирования в локальном дроб�
ном анализе переходят в константы интегрирова�
ния в стандартном анализе. Что касается роли по�
линомов интегрирования в локальном дробном
анализе и в его приложениях, то она аналогична
роли констант интегрирования в стандартном ана�
лизе. Вопрос о возможном применении полиномов
дифференцирования в самой математике и в при�
ложениях не совсем ясен и требует более глубокого
исследования.
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Функция автокорреляции R[τ] стационарного
случайного процесса является одной из его важ�
нейших характеристик второго порядка [1], так
как позволяет решать следующие практические
задачи:
1) оценивать корреляционные свойства сигналов

и помех;
2) производить расчеты весовых функций и ча�

стотных характеристик оптимальных филь�
тров, базирующихся на знании автокорреля�
ционной функции (АКФ) сигналов и помех [2];

3) оценивать разрешающую способность сейсми�
ческой записи [3].
Часто для оценки функции автокорреляции

приходится использовать короткие отрезки сейс�
мических записей, поэтому вопрос о точности оце�
нивания автокорреляционной функции имеет
большое практическое значение. В данной статье
рассмотрена возможность представления любой
автокорреляционной функции в виде линейной
комбинации экспонент.

Постановка задачи
Рассмотрим некоторый случайный процесс с

функцией автокорреляции R[τ]=M[x(t)x(t+τ)],
значения которой могут быть представлены в виде

(1)

где ϕk(τ) – некоторые известные функции аргумен�
та τ, причем интегралы

(2)

сходятся, θ
�

k, k=
⎯

1,N
⎯

– неизвестные параметры, а n(τ) –
случайные добавки, которые представляют собой не�
зависимые, одинаково распределенные случайные ве�
личины с M[n(τ)]=0 и D[n(τ)]=σ

2. Задача состоит в по�
строении оценки R

�

[τ] функции R[τ].

Решение задачи
Будем искать оценку автокорреляционной функ�

ции в виде: Для нахождения не�

известных параметров θ
�

k, k=
⎯

1,N
⎯

будем исходить из
условия минимума ошибки аппроксимации:

(3)

Продифференцировав (3) по неизвестным пара�
метрам θ

�

k, k=
⎯

1,N
⎯

, получим систему N уравнений с
N неизвестными:

из которой получаем систему в виде:

(4)

Введем обозначения:

тогда система (4) может быть записана в виде
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(5)

откуда получаем вектор оценок неизвестных пара�
метров

(6)

Частный случай
Рассмотрим семейство автокорреляционных

функций Rк[τ]=θke–kτ, k=1,2,3,…, т. е. ϕk(τ)=e–kτ.
Утверждение. Любую автокорреляционную

функцию R[τ], стремящуюся к нулю при τ→∞ (что
справедливо для физических приложений), можно
аппроксимировать по методу наименьших квадра�
тов линейной комбинацией экспонент [4]:

(7)

Так же как и при нахождении неизвестных па�
раметров формулы (1) для нахождения коэффици�
ентов θ

�

k, k=
⎯

1,N
⎯

разложения (7) будем исходить из
условия минимума ошибки аппроксимации (3),
которое приводит к системе

из которой получаем, вычислив несобственные ин�

тегралы вида систему

(8)

т. е.

(9)

Правая часть (9) есть преобразование Лапласа
функции R[τ], тогда, используя свойство линейно�

сти, получим, что оригиналом является

что и доказывает утверждение.

Пример 1

Согласно [5] в приложениях при анализе вре�
менных последовательностей часто применяются
стационарные случайные процессы с показатель�
ной функцией автокорреляции

Мы рассмотрим АКФ представленного вида
только для случая, когда 0≤τ<+∞, т. е. R [τ]=e–ατ,
α>0. В этой ситуации система (8) примет вид:

(10)

Введем обозначения: 

тогда (10) может быть записана в виде (5), а ее ре�
шение в виде (6).

Нахождение матрицы X–1 приведено в прило�
жении, а сами элементы обратной матрицы имеют
вид

В частности для диагональных элементов:

Заметим, что N следует выбирать исходя из за�
данной точности приближения ε, используя тот 

факт, что R[0]=1 и, следовательно,

Рассмотрим α=1/2, ε=0,05. Заданная точность до�
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стигается при N=10, что представлено на рис. 1, а;
при α=1,1 заданная точность достигается уже при
N=2. На рис. 1, б представлен этот случай, когда
N=9. Ситуация, когда α∈N тривиальная и воз�
можность аппроксимации R[τ] выражением (7)
очевидна. Из приведенных рисунков видно, что
аппроксимация показательной АКФ в виде линей�
ной комбинации экспонент возможна даже при не�
большом числе слагаемых.

Пример 2

На практике для описания формы автокорре�
ляционной функции сейсмических колебаний ча�
сто используется показательно�косинусная АКФ

где ω0 – видимый период колебаний, а α – коэффи�
циент затухания. Рассмотрим данную функцию
только для случая 0≤τ<+∞, т. е. R[τ]=e–ατ cosω0τ,
α>0. В этом случае система (8) примет вид

Введя обозначения примера 1, получим данную
систему в матрично�векторной форме (5), в которой

Решение системы (5) доставляется выражением (6).
Как и в примере 1 рассмотрим случай, в котором

α=1/2, ε=0,05 и, добавив условие ω=1, заметим,
что заданная точность достигается при N=7, что
представлено на рис. 2, а; при α=1,1 заданная точ�
ность достигается уже при N=5. В этом случае мож�
но сделать вывод аналогичный выводу примера 1, а
именно: аппроксимация показательно�косинусной
АКФ в виде линейной комбинации экспонент воз�
можна даже при небольшом числе слагаемых.

Приложение
Пусть A=(aij) – матрица порядка n, элементы 

которой имеют вид Требуется найти ее

обратную матрицу A–1=(αij).

Воспользуемся формулой где S –

матрица из алгебраических дополнений элементов
матрицы A. Поскольку A симметрическая, то
ST=S и, следовательно,
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Рис. 1. Графики показательной автокорреляционной функции и ее оценки: а) R [τ]=e–(τ/2); б) R [τ]=e–1,1τ
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Рис. 2. Графики показательно�косинусной автокорреляционной функции и ее оценки: а) R[τ]=e–(τ/2)cosτ; б) R[τ]=e–1,1τcosτ
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где Mij – дополнительный минор элемента aij.
1) Найдем |A|. Введем следующее обозначение:

|A|=An,2 (n – порядок матрицы, 2 – знаменатель
элемента a11).
Выполним следующую последовательность

преобразований определителя An,2:
а) вынесем из каждого столбца определителя

An,2 множитель, равный элементу первой
строки этого столбца;

б) вычтем первую строку получившегося опре�
делителя из всех остальных строк:

в) вынесем из каждой строки определителя
множитель, равный элементу первого
столбца этой строки;

г) вычтем первую строку получившегося опре�
делителя из всех остальных строк:

д) вынесем общий множитель из каждой стро�
ки определителя и разложим определитель
по элементам первого столбца:

Итак, выполнив действия а–д, получили:

Применим к определителю An–1,4 действия а–д и
найдем:

Продолжив этот процесс, получим формулу:

(11)

Тогда

где

Таким образом,

2) Найдем дополнительные миноры Mij (где i<j).
Имеем:

Выполнив для определителя Mij действия а–д
i–1 раз, получим:
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где Cn–i – определитель порядка n–i следующего вида:

Для определителя Cn–i выполним действия а–д
j–i раз и придем к результату:

или

Следовательно,

Согласно формуле (11)

Следовательно, при i<j справедливы утверждения

(12)

(13)

3) И, наконец, рассмотрим дополнительные мино�
ры Mii. Выполнив для Mii действия а–д i–1 раз,
получим:

Тогда

(14)

Но формула (14) получается из (12) при i=j.
Следовательно, для любых элементов αij матрицы
A–1 справедливо равенство (13), т. е.

Выводы
1. На основе метода наименьших квадратов полу�

чена оценка автокорреляционной функции в
виде линейной комбинации функций ϕk(τ),
k=

⎯

1,N
⎯

, удовлетворяющих условиям (2).
2. Обоснована возможность аппроксимации АКФ

линейной комбинацией экспонент.
3. На примерах продемонстрирована возмож�

ность представления автокорреляционной
функции в виде (7) с заданной точностью.
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Введение
В работе [1] был введён обобщённый веще�

ственный локальный оператор дробного интегро�
дифференцирования, но без учёта полиномов диф�
ференцирования, или G�оператор, который пред�
ставляет бесконечное множество локальных опе�
раторов дробного интегродифференцирования ве�
щественных порядков вещественной переменной.

Обобщим G�оператор на комплексные порядки
интегродифференцирования, действующие на сте�
пенные функции с комплексными показателями,
следуя в основном [1]. Кроме того, в новый G�опера�
тор, по сравнению с оператором из [1], внесены изме�
нения, связанные с логарифмическими случаями.

GGоператор комплексных порядков
Определение. Оператор Gsx будем называть

обобщённым локальным оператором дифференци�
рования и интегрирования дробных комплексных
порядков s=χ+iγ, χ, γ∈R; χ, γ=const; χ, γ≥0, дей�
ствующим над множеством степенных функций xq

вещественной переменной x с комплексными по�
казателями q=μ+iν, μ, ν∈R; μ, ν=const

(*)

Рассмотрим важные частные случаи порядков
интегродифференцирования s.

Если порядок нулевой, s=χ=γ=0, то это соответ�
ствует единичному оператору, который переводит
функции самих в себя, что можно записать G0x=1.

Если порядок интегродифференцирования ве�
щественный, s=Re(s)=χ>0, а в равенствах (*) перед
показателем порядка оператора s, стоит знак минус,
то это соответствует оператору дробного дифферен�
цирования вещественного порядка χ, а если перед
показателем порядка оператора стоит знак плюс,
тогда это будет соответствовать оператору дробного
интегрирования вещественного порядка χ.

Когда порядок мнимый, s=iIm(s)=iγ; γ>0, а в
равенствах (*) перед показателем порядка операто�
ра s стоит знак минус, то это будет соответствовать
G�оператору дробного дифференцирования мнимо�
го порядка γ, а если значение мнимого порядка
оператора со знаком плюс, то это будет G�оператор
дробного интегрирования мнимого порядка γ.

Если порядок интегродифференцирования
комплексный, s=χ+iγ; χ, γ>0, и перед ним стоит
знак минус, то это соответствует дробному диффе�
ренцированию комплексного порядка s, а если знак
плюс – дробному интегрированию комплексного
порядка s.

В случаях, когда знаки у вещественной и мни�
мой части порядка интегродифференцирования
различаются, т. е. s=–χ+iγ или s=χ–iγ, то такие
порядки будем называть смешанными комплекс�

0 0

0
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ными порядками. Тогда нельзя говорить только о
дифференцировании или только об интегрирова�
нии. Если в операторе у смешанного порядка перед
вещественной частью стоит знак минус, то фор�
мально будем говорить, что это G�оператор сме�
шанного дифференцирования комплексного поряд�
ка s, а если знак плюс, то это G�оператор смешан�
ного интегрирования комплексного порядка s.

Далее C–s(x) – полиномы дифференцирования
порядка s; Cs(x) и C1 – соответственно, полиномы
интегрирования порядков s и 1. Полиномы инте�
грирования являются обобщениями констант ин�
тегрирования стандартного анализа [2].

Полиномы интегрирования и полиномы диф�
ференцирования для удобства легко объединить в
полиномы интегродифференцирования C�s(x).

Произвольные полиномы интегродифференци�
рования C�s(x) и C~�s(x) дробного порядка s при их
интегродифференцировании порядка s удовлетво�
ряют уравнениям

Функции lns(x) являются логарифмами поряд�
ка s, которые требуют дальнейшего определения.
В частности, в стандартном анализе, для s=1,
ln1(x)=ln (x).

Коэффициенты дробного интегродифференци�
рования K(s,q;x) определяют вид операторов дроб�
ного интегродифференцирования; C�s(x) – полино�
мы интегродифференцирования дробного порядка s.

Вид полиномов интегродифференцирования
определяется коэффициентами K(s,q;x).

В каждом конкретном случае при интегродиф�
ференцировании необходимо задавать конкрет�
ный вид коэффициентов K(s,q;x).

Кроме этого, на коэффициенты K(s,q;x) и по�
линомы интегродифференцирования необходимо
наложить дополнительные условия, которые дол�
жны обеспечить выполнение принципа соответ�
ствия [1]. Тогда для вещественного порядка 1 и по�
рядка 0, дробного дифференцирования и дробного
интегрирования, что соответствует стандартному
анализу, эти условия будет

Множество всех возможных функций коэффи�
циентов K (s,q;x) образуют пространство коэффи�
циентов обобщённого вещественного локального
оператора комплексных порядков s и комплекс�
ных показателей степеней q: K(±s,q)⊂K (±s,q;x).

Каждый элемент пространства K(±s,q;x) задаёт
локальный оператор дробного интегродифференци�
рования, отличный от других операторов, задавае�
мых другими элементами пространства коэффици�
ентов. Поэтому каждый из элементов пространства
K(±s,q;x) может лежать в основе построения локаль�

ного дробного анализа, отличного от других подоб�
ных направлений, основанных на других операто�
рах, определяемых другими элементами K(±s,q;x).

Заданное таким образом пространство коэффи�
циентов K(±s,q;x) является очень широким, поэто�
му имеет смысл его сузить. Для этого на коэффи�
циенты из K(±s,q;x) наложим дополнительные
условия.

Потребуем, чтобы коэффициенты были незави�
симы от переменной x, или

Коэффициенты K(s,q) определены для всех зна�
чений s, q, однозначны и являются кусочно�непре�
рывными функциями по s и q.

Эти условия сужают пространство коэффици�
ентов и приводят к пространству K(±s,q), которое
назовём суженным пространством коэффициен�
тов, тогда K(±s,q)⊂K(±s,q;x).

Одним из самых простых в суженном простран�
стве коэффициентов, задающих конкретные на�
правления дробного анализа, является d�оператор
комплексных порядков, который в рамках обоб�
щённого вещественного локального оператора за�
даётся соотношениями

Полиномом интегродифференцирования C�s(x)
вещественного порядка s для данного случая опре�
деляется

В этом случае будут справедливы формулы ин�
тегродифференцирования порядка s для произ�
вольных полиномов интегродифференцирования
C±s(x) и C

~
�s(x) порядка s
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s

s s
d x C x C x

±
=

∓

∓

�

1

0

1

1

0

( ) ; ; , ;

, const; 0,1, 2, 3, ...;

( ) 0; ; ;

( ) 0; 0;
( )

( ) ; ; , ;

, const; 1, 2, 3, 4...;

( ) ; ; const

k

k k

k

k

m

s

k

k k

k

k

m

k

m k k

k

C x b x s b

b

C x s m m

C x s
C x

C x a x s a

a

C x a x s m a

α

α

α

α

α α

α α

α α

α α

∞

− −

−

=

−

∞

− +

=

−

=

=  =   ∈  

 =  ≠     

=  =  ∈

=  =

=

=  =   ∈  

 =  ≠    

=  =  =

∑

∑

∑

∓

�

�

�

; .m

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

 ∈⎪

⎩

�

1

1

Ã( 1)
( , ) ; 1, 2, 3, ...;

Ã( 1)

( 1)
( , ) ; 0,1, 2,3, ...;

( 1)!Ã( 1)

; 0,1, 2,3, ...;

1, 2, 3, ...;Ã( 1)
( , ) ;

;Ã( 1)

( 1)
( , ) ; ; 0,1, 2,3, ...;

( 1)!Ã( 1)

(

n

n

q
K s q q

q s

K s n n
n s n

n s

qq
K s q

s qq s

K s n s n n
n s n

K s

−

−

+

−  = ≠ − − −

− +

−

−  = =

− − − +

∈ ≠

≠ − − −⎧+

 = ⎨

≠ −+ + ⎩

−

 = ≠ =

− − +

�

, ) 1.s

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

 − =⎪⎩

( , ; ) ( , ); ( , ) / 0.K s q x K s q K s q x       ± → ± ∂ ± ∂ =

1

0

1 0 1 1 1

( 1, ; ) ;

(0, ; ) 1;

(1, ; ) ( 1) ; 1;

(1, 1; ) 1; 1;

( ) 0; ( ) 0; ( ) const .

K q x q

K q x

K q x q q

K x q

C x C x C x C x C

  

  

   

   

  

−

−

− =

=

= + ≠−

− = =−

= = = = =

: ( ) ( ).
s

s s
G x C x C x
±

±

=
∓

�

Математика и механика

43



Заключение
Операторы из множества обобщённого операто�

ра Gsx могут быть использованы в приложениях и,
прежде всего, для описания пространств с дробной
размерностью и описания самых разных процессов
в таких пространствах.

Может оказаться, что для тех или иных кон�
кретных процессов в пространствах дробных раз�
мерностей будут подходить одни операторы дроб�
ного интегродифференцирования из множества
обобщённого оператора Gsx, а для других процес�

сов больше будут подходить другие операторы из
того же множества.

При выборе операторов из множества Gsx для
приложений можно исходить из теоретического
принципа простоты, согласно которому их двух
операторов правильным должен быть признан на�
иболее простой из них. Но принцип простоты но�
сит скорее рекомендательный характер. Оконча�
тельный отбор операторов из множества Gsx следу�
ет проводить, опираясь на конкретные результаты
наблюдений.
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Введение
Современное состояние и развитие мехатрони�

ки, авионики и точной электромеханики постави�
ло вопрос об адекватных механических моделях
динамики систем управляемого движения с пол�
ными и неполными дифференциальными програм�
мами движения высших порядков. К таким систе�
мам относятся системы, управляемые по резкости�
рывку и производным более высоких порядков.

Во второй половине ХХ в. стало понятно, что
большой класс движений систем, управляемых по
какой�либо программе, может быть описан как
класс систем с голономными и неголономными
связями общего вида [1]. А уравнения связей ис�
полняют роль программ движения. В рамках одно�

го формализма эти связи могут быть определены
как дифференциальные связи высших порядков.

Известно, что построение механики твердых
тел и распределенных систем на основе дифферен�
циальных и интегральных вариационных соотно�
шений и принципов является устоявшейся науч�
ной традицией [2–5] и с развитием вычислитель�
ных методов и техники приобрело большое прак�
тическое значение. Разделение всех принципов на
вариационные соотношения и собственно принци�
пы признается рядом авторов и имеет в рамках ва�
риационного исчисления глубокий смысл. При�
держиваясь этой точки зрения, мы всё же будем
называть в дальнейшем соотношения и собственно
принципы для краткости принципами. В данной
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работе рассмотрим подробно только уравнения
движений и дифференциальные принципы произ�
вольных порядков. Каковы же эти уравнения и
принципы?

Ответ на эти вопросы был получен в работах
[6–13]. Так, в статьях [6, 9] были выведены уравне�
ния движения систем с идеальными по Гартун�
гу–Добронравову [5] дифференциальными связя�
ми высших порядков непосредственно из основ�
ных положений классической механики. А в
статьях [10–13] описаны основы динамики систем
с произвольными дифференциальными связями,
приведены примеры задач и их решения. В [7] на
основе результатов работы [6] были получены диф�
ференциальные вариационные принципы для си�
стем с идеальными по Гартунгу–Добронравову
дифференциальными связями высших порядков и
доказана их необходимость и достаточность.

О дифференциальных принципах
При дифференциальных связях вида 

принципы систем с идеальными по Гартунгу–Доб�
ронравову дифференциальными связями высших
порядков выглядят согласно [7] так:

(1)

Здесь δk – частная изохронная вариация вектора

q=1 для нелинейных, а q=2 для линейных по

связей. Оказалось, что один из Принципов (1)
при q=2 эквивалентен принципу из [4] для систем 

с линейными по уравнениями связей.
Что же касается известных принципов и вариа�

ционных соотношений, то исторически они были
сформулированы как независимые. И каждый
имел своё собственное обоснование и интерпрета�
цию. Принципы Даламбера–Лагранжа (k=0), Су�
слова–Журдена (k=1), Гаусса (k=2), Манжеро�
на–Делеану (k≥3) в предложенных обозначениях 

имеют вид Обратим внима�

ние на то, что принцип Даламбера–Лагранжа
необходим и достаточен для описания движения
голономных систем и систем с линейными по ско�
ростям неголономными связями. Принцип Сусло�
ва–Журдена – для голономных систем и систем с
произвольными по скоростям неголономными свя�
зями. Принцип Гаусса – для голономных систем,
систем с произвольными по скоростям и линейны�
ми по ускорениям неголономными связями. И для
описания движения классических голономных и
неголономных управляемых систем этих принци�
пов вполне достаточно. Так, именно принцип Гаус�

са позволил в работе [14] получить вариационное
условие и замкнуть систему уравнений, описываю�
щую процесс удара абсолютно твёрдого шара по
упругому полупространству.

Естественно, возник вопрос о полной системе
дифференциальных принципов механики в рам�
ках парадигмы классической механики, адекват�
ных различным типам дифференциальных связей.
Такая система принципов для систем с идеальны�
ми по Гартунгу–Добронравову дифференциальны�
ми связями была выведена в векторной форме и
представлена в виде таблицы в работе [8].

Изображающая точка системы 
и её уравнения движения
Для вывода полной системы дифференциаль�

ных принципов мы воспользовались в [8] поняти�
ем изображающей точки системы (ИТ) [4–6], дви�
жущейся несвободно в абстрактном пространстве
Е3N по многообразию Rm.

Представим r�(x�,y�,z�) как r�(χ3�–2,χ3�–1,χ3�) а
f�(X�,Y�,Z�) как f�(f3�–2,f3�–1,f3�), m�=m3�–2=m3�–1=m3�; 

Введем, как это сделано в [4, 7–13],

ИТ, имеющую массу М, радиус�вектор x(xi), где
xi=χi√

–
μi, μi=mi/M, i=1,2,…,3N. Тогда, согласно

[10], система векторных уравнений движения ИТ,
приведённая к одному дифференциальному поряд�
ку и подобная уравнениям Лагранжа 1�го рода,
примет вид:

(2)

В уравнениях (2) и далее предполагается сум�
мирование по двойному немому индексу в соответ�
ствии с правилом Эйнштейна. Здесь 3N�мерные
векторы силового фактора задаваемых сил 

Неопределенные множители
Лагранжа λp могут быть представлены в разных ви�
дах, удобных при численном решении конкретных 

прикладных задач n – общее

число линейных и нелинейных связей k�го и связей
более низких порядков, приведенных к единому 

дифференциальному виду
Введем силовой фактор «потерянных сил» P

[2, 5, 6] как P=F–Mx
..

. Тогда, например, принцип
Даламбера–Лагранжа примет вид (P·δ0x)=0, а
принципы (1) будут выглядеть так:

(3)
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Выражение (3) задаёт пару дифференциальных
вариационных принципов, описывающих движе�
ние неголономных систем k�го порядка. Здесь при
q=1 имеем дифференциальное вариационное соот�
ношение, а при q=2 – собственно вариационный
принцип [7], которому можно придать вид:

(4)

В этой форме принцип (4) подобен по виду прин�
ципу Гаусса и при k=2 тождественен ему. При этом
функция Z0 равна принуждению по Гауссу Zw [1, 2,
4–7]. Исходя из этого, назовём функцию Zs принуж�
дением s�го порядка. Заметим, что принцип (4) эк�
вивалентен принципу, предложенному в работе [4].
Обратим внимание на то, что все представленные
выше дифференциальные вариационные принципы 

могут быть заданы одной формулой
где r=0 при k≤1, r=k–q при k≥2, q=1,2.

Ковариантные аналитические формы 
уравнений движения
Для решения конкретных практических задач

механики управляемого движения выведем более
удобные аналитические формы уравнений движе�
ния и дифференциальных принципов высших по�
рядков. Соотношение x=x(i,qj), выражающее де�
картовы координаты через обобщенные, выделяет
в Е3N риманово многообразие Rm. Задача состоит в
представлении движения материальной системы с
помощью терминов геометрии Rm. Эта задача была
решена в [6, 11–13]. Согласно этим работам все ко�
вариантные формы уравнений движения выводят�
ся единообразно путём скалярного умножения (2)
на координатные векторы ej=∂x/∂qj=∂x

.
/∂q

.
j=… с по�

следующими алгебраическими и дифференциаль�
ными преобразованиями для той или иной формы
уравнений. Таким образом, получим следующие
ковариантные формы уравнений движения.

RmQ�форма, подобная уравнениям движения в
обобщённых силах:

(5)

Здесь Qi
P=Qi

F+Qi
Ф, Qi

F – i�я задаваемая обобщен�
ная сила; 

– i�я обобщенная сила инерции; 

– уравнения связей, представленные в терминах
геометрии Rm; ei – координатные векторы взаимно�
го базиса в касательном к Rm пространстве Em; 
ei=gijej, gij – контравариантные компоненты метри�

ческого тензора пространства Rm, определяемые
выражением для кинетической энергии системы
[4, 5], Θkj=(Tk·ej). Заметим, что при градиентном
управлении движением Θkj=0.

RmA�форма, подобная уравнениям Аппеля:

(6)

Здесь, согласно [6, 10–13], Ks – универсальная
кинетическая мера движения s�го порядка – кинэта.

K(s) – часть кинэты,

квадратично зависящая от Q(r) – обобщенный
силовой фактор r�го порядка  

Заметим, что при r=0 уравнения движения в
RmA�форме становятся уравнениями Аппеля.

RmΛΛ�форма, подобная уравнениям Лагранжа:

(7)

Здесь Назовём этот

дифференциальный оператор оператором Эйле�
ра–Лагранжа порядка (r+1). Заметим, что при
q=1 уравнения (7а) будут выглядеть так 

А при r=0 эти уравнения становятся уравне�
ниями Лагранжа 2�го рода.

Уравнения движения в обобщенных 
силовых факторах (RmQ(r)Gформа)

(8)

Здесь обобщённые силовые факторы QФj
(r) и Q

λj
(r),

согласно [9–11], равны
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Отметим, что при r=0 уравнения движения в
обобщённых силовых факторах эквивалентны
уравнениям движения в обобщённых силах [9].

Ковариантные аналитические формы принципов
Получим ковариантные формы записи диффе�

ренциальных принципов механики из уравнений
(6)–(9).

RmQ�форма принципов. Умножим (5) на и
просуммируем по j. С учётом того, что fp=0 и 

получим:

(9)

В такой форме принципы (9) при Θkj=0 приве�
дены в [9].

RmA�форма принципов. Уравнениям (7) соот�
ветствуют Принципы:

(10)

которые выводятся из них аналогично принципам
(9). Если ввести характеристическую функ�

цию определяющую состояние
движения системы при векторе задаваемых сил
F=F(t,qj,q

.j), то принципы (10) примут вид

Заметим, что при q=2 и Θkj=0 имеем собствен�
но принцип (11):

(11)

Нетрудно показать, что Rs=Z(r). Здесь Z(r) – зави�

сящая квадратично от часть функции Zr. Дей�
ствительно,

Это доказывает эквивалентность (4) и (11).
При Θkj=0 и с учётом того, что 

принципы (10) и (11) примут вид

(12)

Соответствующий вид будут иметь и уравнения
движения в этой форме

(13)

Назовём (12) и (13) RmGA�формой принципов и
уравнений.

RmΛΛ�форма принципов. В этой форме принци�
пы выглядят так:

(14)

Они выводятся аналогично принципам (10) и
при q=1 и Θkj=0 имеют вид

Заметим, что эта форма принципов также до�
пускает введение характеристической функции
Rr+1=Z(r–1) для систем с r=1,2,... и вектором задавае�
мых сил вида F=F(t,qj). Действительно,

(15)

С учётом (15) принципы (14) примут вид

где а принцип (14)

будет выглядеть так:

Соответствующий вид будут иметь и уравнения

Назовём (17) RmGΛ�формой принципов и ура�
внений.

RmQ(r)�форма принципов. Этой универсальной
форме записи уравнений (8) соответствуют прин�
ципы:

где QPj
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Здесь обобщённый силовой фактор инерции QФj
(r)

может быть вычислен по любой из приведенных
выше формул, а сами принципы могут быть записа�
ны в представлениях взаимодействующих пар�
циальных движений и взаимодействующих тел [9].

Заключение
Возможны и другие ковариантные формы урав�

нений движения и принципов неголономных сис�
тем высших порядков, которые в данной статье не
рассматриваются. Интегральные вариационные

принципы, описывающие движения неголоном�
ных систем высших порядков, будут рассмотрены
в следующей работе. Представленные нами резуль�
таты могут быть положены в основу целого ряда
более детальных исследований в области теории
неголономных систем высших порядков. Естес�
твенным образом они могут стимулировать и уже
породили появление ряда прикладных работ в раз�
личных областях неголономной механики, меха�
троники, электромеханики и электродинамики
[12, 13].
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Разнообразие различных подходов и методов
уплотнения керамических порошков, в том числе
нанопорошков [1–4], обусловлено специфически�
ми особенностями их поведения при уплотнении.
Основным фактором, влияющим на качество ком�
пактов, получаемых любым из «сухих» (без при�
менения пластификаторов) способов, является
пристенное трение, степень негативного влияния
которого возрастает с уменьшением размеров ча�
стиц порошка. Наиболее изученным к настоящему
времени является метод сухого холодного одно�
осного одностороннего прессования порошковых
материалов в закрытых жёстких пресс�формах.
Уплотнение при реализации этого метода осущест�
вляется путем передачи усилия прессования через
активные формообразующие поверхности пуансо�
нов, встречно перемещающихся относительно пас�
сивной формообразующей поверхности матрицы.
При этом из�за потерь усилия прессования на пре�
одоление сил пристенного трения возникает суще�
ственный градиент плотности прессовки по её вы�
соте.

Указанного недостатка лишён коллекторный
метод прессования [5], обеспечивающий автовы�
равнивание плотности по всему объёму прессовки
любой высоты. Отличительной особенностью кол�
лекторного метода прессования порошков являет�
ся то, что матрица пресс�формы состоит из двух
разнонаправленных групп идентичных ползунов,
каждая из которых в процессе прессования син�
хронно перемещается вместе с одним из пуансо�
нов�плунжеров.

В настоящей работе рассмотрен усовершенство�
ванный вариант коллекторного способа, при кото�

ром формообразующим ползунам придана форма
спирали. Такое кинематическое решение обеспе�
чивает дополнительную компоненту перемещения
формообразующих поверхностей, не совпадаю�
щую с осью прессования, и, предположительно,
позволяет повысить равномерность распределения
плотности по объёму порошкового тела.

Однако любое конструктивное усовершенство�
вание схем прессования и оптимизация геометри�
ческих размеров пресс�форм сопряжены с дорогос�
тоящими натурными испытаниями. В этой связи
актуальна разработка аналитического аппарата,
который позволил бы проводить первичную оцен�
ку результатов того или иного конструктивного ре�
шения на конечные характеристики прессуемого в
заданных условиях изделия.

Аналитическое сопоставление схем прессования
Схемы прессования цилиндрического тела, ко�

торое уплотняется обычным односторонним спосо�
бом (а), коллекторным способом (б) и его спираль�
ным вариантом (в), реализуемым с помощью
пресс�формы, названной «коллекторная пресс�
форма спирального типа», представлены на рис. 1.

На рис. 2 представлена схема баланса сил, дей�
ствующих на поверхностях цилиндрической прес�
совки, уплотняемой различными способами прес�
сования.

1. Случай традиционного способа прессования

Из теории прессования порошковых материа�
лов в закрытых жёстких пресс�формах известно
[6], что за счёт пристенного трения перепады плот�
ности по высоте прессовки в её центральной части
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Приведено сравнительное модельное и аналитическое описание спирального варианта реализации разработанного и запатен�
тованного в ТПУ коллекторного способа прессования порошковых материалов. Принцип коллекторного способа основан на ав�
товыравнивании плотности по всему объёму прессовки разнонаправленным перемещением формообразующих поверхностей
пресс�формы. В рамках этого принципа была предложена кинематическая схема уплотнения цилиндрических прессовок в кол�
лекторной пресс�форме со спиральными ползунами, скрученными вокруг оси прессования под некоторым оптимальным углом.
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ния показали, что статистический разброс локальных значений деформации в компактах, изготовленных коллекторным мето�
дом с ползунами спирального типа, снижается до 48 % по сравнению с обычным статическим уплотнением и на 5 % по сравне�
нию с исходным вариантом коллекторного метода. Таким образом, коллекторный метод с ползунами спирального типа позво�
ляет дополнительно уменьшить градиенты плотности и может быть использован для изготовления керамических изделий из на�
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(рис. 1, а) вдоль оси [EeE'] всегда меньше, чем у
стенок (вдоль линии [AaA']), а величина средней
плотности вдоль любой её вертикали одинакова в
любой момент прессования [7].

В 1895 г. Х.А. Янсен, анализируя баланс сил
в бесконечно малом выделенном элементе порош�
кового тела, получил простое уравнение для
определения давления на дне цилиндрического
бункера с сыпучим материалом [8, 9]. Позднее
Г.И. Покровский использовал данный подход
для вывода уравнения в приемлемой для описа�
ния процессов, проходящих при уплотнении по�
рошков, форме [10–15]. При переходе к величи�
нам давления, которые в цилиндрических прес�
совках постоянного гидравлического сечения
пропорциональны величинам действующих уси�
лий, уравнение для потери давления прессова�
ния за счёт пристенного трения можно предста�
вить в следующей форме.

(1)

где Ph – давление на высоте h от прессующего пуан�
сона; P0 – давление прессования непосредственно у
прессующего пуансона; ξ – коэффициент бокового
давления (коэффициент гидростатичности порош�
кового тела); f – коэффициент пристенного трения;
R – гидравлический радиус прессовки. В общей
форме для прессовок любого постоянного по высоте
сечения без переходов по высоте с площадью боко�
вой поверхности Sб и гидравлической площадью S0:

(2)

Для оценки перепада относительной плотности
по высоте прессовки воспользуемся выражением
(2) и безразмерным уравнением прессования лога�
рифмического вида [16], выражающим зависи�
мость относительной плотности ρ порошкового те�
ла от давления прессования.
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êð

ln 1.
P

b
P

ρ

⎛ ⎞

= ⋅ +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

á

0

0

exp .
h

S
P P f

S
ξ

⎛ ⎞

= ⋅ − ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
exp 2 ,

h

h
P P f

R
ξ

⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

⎜ ⎟
⎝ ⎠

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2

50

Рис. 1. Схемы уплотнения цилиндрического порошкового тела: а) способом статического одноосного одностороннего прессо�
вания; б) коллекторным способом; в) спиральным вариантом его реализации (жирными линиями обозначены грани�
цы подвижного сочленения формообразующих поверхностей)

Рис. 2. Баланс сил в тонком слое цилиндрической прессовки: а) схема одноосного прессования; б) схема прямого коллектор�
ного прессования; в) схема спирального коллекторного прессования

 
                                                                                                               



где Pкр – критическое давление, при котором дости�
гается теоретическая плотность порошкового тела;
b – постоянный для данных условий прессования и
данного порошкового материала коэффициент,
отражающий интенсивность его уплотнения.

Из совместного рассмотрения (2) и (3) можно
вывести выражение для перепада относительной
плотности по высоте порошкового тела заданной
геометрии.

(4)

Таким образом, перепад относительной плотно�
сти по высоте прессовки постоянного сечения,
компактируемой традиционным способом одно�
осного одностороннего прессования в закрытых
жёстких пресс�формах, может быть минимизиро�
ван совместным уменьшением коэффициентов
пристенного трения и бокового давления.

2. Случай прямого коллекторного прессования

Для коллекторной схемы прессования (рис. 1, б,
рис. 2, б) уплотнение порошка и пристенное трение
близки к нулю вдоль дуги [ABC], а вдоль дуги
[ADC] они максимальны. Обратная картина на�
блюдается в окрестности точек A' и C' (рис. 1, б): ве�
личины уплотнения и пристенного трения дости�
гают максимальных значений вдоль дуги [A'B'C'],
и отсутствуют вдоль дуги [A'D'C]. Таким образом, в
любой точке порошкового тела, прилегающей к
рассматриваемым линиям [A'A] и [C'C], величины
смещения, сил пристенного трения (с учётом зна�
ка) и степени уплотнения будут равны среднему
значению между соответствующими величинами
по разные стороны от линий сопряжения. Следова�
тельно, степень уплотнения порошка в области,
расположенной вдоль линии сопряжения частей
пассивной формообразующей поверхности [A'A] и
[C'C], будет одинакова. Из теории прессования по�
рошковых материалов в закрытых пресс�формах
известно [7], что за счёт пристенного трения пере�
пады плотности Δρ по высоте прессовки в её цен�
тральной части вдоль оси [EeE'] всегда меньше,
чем у стенок (вдоль линии [AaA']), а величина сред�
ней плотности <ρ> вдоль любой её вертикали оди�
накова в любой момент прессования:

(5)

(6)

В любой точке плоскости сечения порошкового
тела (заштрихованная область [A'ACC']), проходя�
щей через симметричные центральной оси прессо�
вания линии сопряжения частей пассивной формо�
образующей поверхности [A'A] и [C'C] степень
уплотнения, а следовательно, и плотность порош�
кового тела будет одинакова и равна среднему по
объёму прессовки значению. В плоскостях сече�
ний, равноудалённых от областей сопряжения ча�
стей пассивной формообразующей поверхности

(рис. 1, б), плоскость [BB'D'D], распределение
плотности должно подчиняться классическим
представлениям с инверсией параметров в области
оси симметрии прессовки [E'E], вдоль которой
плотность порошкового тела постоянна. То есть в
местах противохода активной и части пассивной
формообразующих поверхностей (точки B' и D) бу�
дет происходить интенсивное уплотнение порош�
ка, а в местах их неподвижного объединения (точ�
ки B и D') степень уплотнения будет минимальной.

Рассмотрим соотношение сил, действующих в
элементарном слое высотой dh порошкового тела,
противоположные боковые поверхности которого
формируются встречно движущимися частями
пассивной формообразующей поверхности пресс�
формы, (рис. 2, б).

Сила, действующая на верхнее основание слоя

(7)

Реакция силы, действующая на нижнее основа�
ние слоя,

(8)

dP – потери давления прессования на высоте dh.
Сила пристенного трения, развитая на части

пассивной формообразующей поверхности, дви�
жущейся совместно с верхней частью активной
формообразующей поверхности

(9)

где Fбок – сила бокового давления; S'бок – площадь
соответствующей части пассивной формообразую�
щей поверхности; f' – коэффициент пристенного
трения, развитого на поверхности S'бок.

Сила пристенного трения, развитая на части
пассивной формообразующей поверхности, дви�
жущейся совместно с нижней частью активной
формообразующей поверхности

(10)

В состоянии статического равновесия сил
F0=Fh+F'тр–F"тр,

(11)

Интегрируя, получим:

(12)

Тогда величина перепада плотности прессовки
по её высоте, найденная аналогично (4):

(13)

Сравнение полученных выражений (6) и (13)
показывает, что при коллекторном прессовании
распределение вертикальных давлений и средней
в горизонтальном сечении плотности по высоте по�
рошкового тела, кроме коэффициента бокового да�
вления и геометрических параметров прессовки,
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зависит от соотношения величин сил трения, ра�
звитых на разнонаправленных частях пассивной
формообразующей поверхности. Перепад давле�
ния прессования по высоте прессовки отсутствует
при равенстве встречно движущихся частей обще�
го гидравлического периметра (П'=П") и при оди�
наковых условиях пристенного трения на этих по�
верхностях (f '=f").

При практической реализации описанной схе�
мы прямого коллекторного прессования следует
учитывать, что перепад плотности по объёму прес�
совки будет зависеть от количества линий подвиж�
ного сопряжения разнонаправленных частей пас�
сивных формообразующих поверхностей, то есть
от количества плоскостей [A'ACC']. Поскольку это
количество напрямую связано с количеством фор�
мообразующих элементов, то оно ограничивается
сложностью изготовления и эксплуатации коллек�
торной пресс�формы.

Практика заказов коллекторных пресс�форм
на машиностроительных предприятиях показала,
что 12 – максимально допустимое (без существен�
ного удорожания и с приемлемой сложностью эк�
сплуатации) количество таких элементов. При
этом в перпендикулярных оси прессования сече�
ниях реальных прессовок, полученных в такой
пресс�форме, угловое чередование периферийных
зон с максимальной и минимальной плотностью
будет наблюдаться через каждые 30 градусов.
Дальнейшее повышение равномерности распреде�
ления плотности по всему объёму порошкового те�
ла возможно путём увеличения не количества, а
общей площади плоскостей [A'ACC']. Именно этот
вариант усовершенствования коллекторного спо�
соба прессования представляется перспективным
и подлежащим дальнейшему анализу.

При конструктивной реализации коллектор�
ной схемы прессования возникают дополнитель�
ные поверхности трения, которые приводит к по�
терям усилия прессования на его преодоление.
Внешние поверхности формообразующих элемен�
тов испытывают терние о поверхность единой
обоймы, которая удерживает их от неосевых пере�
мещений. Величина таких потерь зависит от коэф�
фициента бокового давления, коэффициента тре�
ния материала пресс�формы (сталь по стали), а
также отношения высоты прессовки к её гидравли�
ческому радиусу. Для учёта влияния указанных
потерь усилия прессования на плотность прессов�
ки воспользуемся выражением (3) и после его пре�
образований с учётом потерь на преодоление до�
полнительных сил трения получим:

(13)

где fS – коэффициент взаимного трения элементов
пресс�формы.

В наиболее неблагоприятных условиях прессо�
вания порошковых материалов с коэффициентом
гидростатичности, равным единице, приведённая
высота h/R порошкового изделия будет ограниче�

на величиной 1/(2fS), при которой усилие прессо�
вания будет полностью уравновешено дополни�
тельной силой трения формообразующих элемен�
тов матрицы о сопряжённые с ними поверхности
удерживающих элементов. Несмотря на то, что
для таких порошковых материалов применение
коллекторного способа прессования не имеет прак�
тического смысла (перепады плотности в них пол�
ностью отсутствуют), указанное обстоятельство
следует учитывать при проектировании коллек�
торных пресс�форм для компактирования порош�
ков с меньшими коэффициентами гидростатично�
сти. Минимизация сил трения формообразующих
элементов достигается применением смазочных
материалов на неформообразующих поверхностях
либо иными технологическими приёмами, напри�
мер подведением ультразвуковых колебаний [17].

3. Случай спирального варианта 
коллекторного прессования

Исходя из ограничений на количество формо�
образующих элементов, сформулированных в
предыдущем разделе, увеличение площади
[A'ACC'] (при неизменных высоте и диаметре по�
рошкового тела) возможно только путём придания
этим поверхностям некоторой кривизны, напри�
мер, путём их равномерного по высоте скручива�
ния вокруг оси прессования (рис. 1, в; рис. 2, в). В
таком спиральном варианте коллекторной схемы
взаимное перемещение формообразующих поверх�
ностей остаётся таким же, как при прямом коллек�
торном прессовании, однако линии подвижного со�
пряжения разнонаправленных частей пассивной
формообразующей поверхности [A'aA] и [C'cC] за�
кручены по образующей поверхности цилиндра на
некоторый угол θ.

При использовании такой схемы, кроме уже от�
меченных выше дополнительных потерь усилия
прессования на преодоление трения между формо�
образующими и удерживающими элементами кол�
лекторной пресс�формы, следует ожидать возни�
кновения сил трения между скользящими друг по
другу формообразующими элементами. Величина
этой силы трения будет зависеть от коэффициента
трения fS, угла скручивания θ, приведённой высо�
ты прессовки h/R и при определённых условиях
может полностью компенсировать усилие прессо�
вания, делая процесс уплотнения порошка невоз�
можным. Выражение зависимости предельного
коэффициента трения от угла скручивания можно
вывести из отношения высоты прессовки к длине
дуги скручивания.

(14)

Однако расчёты по этому выражению показы�
вают, что такая ситуация на стальных пресс�фор�
мах с коэффициентом трения 0,15 при уплотнении
порошкового тела с приведённой высотой h/R=4
может возникнуть при углах скручивания значи�
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тельно больше 360 градусов (четыре полных обо�
рота по высоте), а потери усилия прессования при
углах скручивания до 90° не превысят 6 %.

Представленный в предыдущих разделах аппа�
рат описания перепада плотности по высоте ком�
пактов нельзя применить для оценки перепада
плотности в ортогональных направлениях. Однако
в первом приближении правомерно предполо�
жить, что уменьшение перепада плотности по
объёму порошкового тела, полученному в спираль�
ном варианте коллекторного способа прессования,
по сравнению с прямым коллекторным прессова�
нием будет пропорционально коэффициенту уве�
личения площади поверхности [A'ACC'] при её
скручивании на заданный угол с образованием
двойного прямого геликоида. Площадь этого гели�
коида зависит от угла скручивания, гидравличе�
ского радиуса и высоты порошкового тела. В ре�
зультате преобразований и переноса результатов
на полный объём прессовки получено следующее
выражение для искомого объёмного коэффициен�
та увеличения равномерности распределения
плотности при использовании спирального вари�
анта коллекторной схемы прессования.

(15)

где

Графическая зависимость процентной величи�
ны коэффициента q по объёму прессовки с отноше�
нием высоты к гидравлическому радиусу h/R=4 от
угла скручивания θ представлена на рис. 3.

Рис. 3. Процент увеличения равномерности распределения
плотности по объёму прессовки в зависимости от
угла скручивания формообразующих элементов кол�
лекторной пресс�формы спирального типа

Из представленной предварительной оценки
видно, что значимое повышение равномерности
распределения плотности прессовки в коллектор�
ной схеме прессования за счёт искривления по�
верхности [A'ACC'] достигается при углах скручи�
вания более 30 градусов. Проверка корректности
этих выводов возможна только проведением на�
турных или модельных экспериментов, которые
позволят учесть большее количество факторов
влияния на рассматриваемый процесс. Натурные

эксперименты ограничены дороговизной изгото�
вления множества коллекторных пресс�форм с
различными углами скручивания формообразую�
щих элементов. Более предпочтительным являет�
ся компьютерное моделирование сравниваемых
способов прессования.

Моделирование
Моделирование процесса деформирования

уплотнения порошковых тел одинаковой геоме�
трии односторонним статическим прессованием и
рассматриваемыми коллекторными вариантами
прессования (рис. 4) проводили с использованием
метода конечных элементов. Начальные условия,
режимы прессования и параметры трения на кон�
тактирующих поверхностях задавали одинаковы�
ми для всех способов прессования. Исходя из выво�
дов предыдущего раздела, для угла скручивания
спирального варианта коллекторной схемы прес�
сования была выбрана величина 36 градусов. Рас�
чётное значение процентного повышения степени
равномерности распределения плотности для этого
угла по сравнению с прямым коллекторным прес�
сованием составило 2,6 %.

Рис. 4. Модели схем прессования с соответствующими этим
схемам слоями деформации порошкового тела: тра�
диционной одноосной схемы (а, г), прямой коллек�
торной (б, д) и спиральной коллекторной (в, е – вы�
прямленное сечение)

В случае традиционной схемы прессования
(рис. 4, а, г) порошкового тела с большим значени�
ем приведённой высоты можно наблюдать резко
неоднородное по высоте искривление слоев. Кар�
тина осесимметрична, то есть не зависит от поло�
жения плоскости сечения вдоль оси прессования.
В случае прямого коллекторного прессования
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(рис. 4, б, д) и коллекторного прессования спираль�
ного типа (рис. 4, в, е) видно, что деформация на по�
верхности [DBD'B'] приобретает совершенно иной –
более равномерный по высоте – характер, который
при этом не является осесимметричным, и, таким
образом, не позволяет оценить степень повышения
равномерности на основе анализа одного сечения.
Кроме того, на выбранном сечении [DBD'B'] отли�
чия картин распределения деформации слоёв по�
рошкового тела между прямой и спиральной схема�
ми коллекторного прессования минимальны.

В качестве примера, иллюстрирующего эту осо�
бенность, можно представить аналогичные карти�
ны распределения деформации слоёв в ортогональ�
ных сечениях [ACA'C'] (рис. 5). Для корректного
количественного сопоставления схем прессования
необходимо рассмотрение объёмного распределе�
ния слоёв деформации порошковых тел с вычисле�
нием интегральной характеристики разброса ко�
личественных значений локальной деформации по
всему объёму прессуемого изделия (рис. 6).

Рис. 5. Модели деформации слоёв порошкового тела в се�
чении [ACA'C'] для: а) традиционного прессования;
б) коллекторного прессования; в) коллекторного
прессования спирального типа

Рис. 6. Трёхмерные изолинии (изоповерхности) деформа�
ций слоёв порошкового тела, уплотняемого по: а)
традиционной; б) прямой; в) спиральной схемам
коллекторного прессования

В качестве единого сопоставляемого результата
моделей допустимо принять величину статистиче�
ской дисперсии значений локальных деформаций
в объёме порошкового тела, которые отражают сте�
пень локального уплотнения. На рис. 7 предста�
влен количественный результат сравнительного
моделирования рассматриваемых процессов прес�
сования. Из рисунка видно, что прессование с при�
менением спирального варианта коллекторной
схемы при прочих равных условиях позволяет на
48 % повысить равномерность распределения сте�
пени уплотнения по сравнению с односторонним
прессованием и на 5 % по сравнению с прямым
коллекторным методом прессования. Последнее
превысило результат предварительной аналитиче�
ской оценки (2,6 %), что объясняется более кор�
ректным учётом взаимного влияния локальных
областей деформации при использовании метода
конечных элементов, а также возможностью зада�
ния при таком моделировании реологических
свойств деформируемого материала, аналитиче�
ский учёт объёмного влияния которых на конеч�
ный результат уплотнения не представляется воз�
можным.

Рис. 7. Дисперсия величины локальных деформаций по�
рошкового тела, уплотняемого различными схемами
прессования

Выводы
Коллекторная пресс�форма спирального типа

позволяет достигнуть дополнительного повыше�
ния равномерности распределения плотности по
объёму порошкового тела, однако для максималь�
ной реализации этой возможности требуется вы�
бор угла скручивания, оптимальная величина ко�
торого будет зависеть как от приведённой высоты
прессуемого изделия, так и от реологических ха�
рактеристик порошкового материала. Следует за�
метить, что в отличие от прямого коллекторного
прессования, способом коллекторного прессова�
ния спирального типа можно изготовить только те
изделия, внешняя поверхность которых имеет ци�
линдрическую форму или форму винтовой поверх�
ности с постоянным по высоте углом скручивания.
При этом соотношения поперечных размеров изде�
лия и его габариты принципиальных ограничений
не имеют.
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Результаты проведённой аналитической и мо�
дельной оценки равномерности распределения сте�
пени уплотнения по высоте и объёму порошковых
тел, прессуемых различными способами, позволя�
ют использовать изложенный подход для оптими�
зации кинематических схем перемещения формо�
образующих элементов пресс�форм коллекторного
типа.

Предложенный аналитический аппарат позво�
ляет провести первичную оптимизацию геометри�
ческих размеров коллекторных пресс�форм и ре�
жимов прессования для достижения требуемых
характеристик изделия без дорогостоящих натур�
ных оптимизационных исследований.

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ
(государственное задание «Наука»; госконтракт
№ 14.518.11.7017).
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Задача повышения виброустойчивости техно�
логической системы имеет одно из решающих зна�
чений при обработке конструкционных и других
сталей на современных высокоскоростных стан�
ках.

Рис. 1. Схема установки обрабатываемой детали, фрезы и
акселерометра во время эксперимента

Для снижения уровня вибрации при фрезерова�
нии проведены эксперименты посредством измене�

ния геометрии фрез и режимов фрезерования.
В эксперименте варьировались следующие пара�
метры: угол наклона винтовой канавки ω и нерав�
номерность окружного шага зубьев фрез ϕ1–4, а так�
же режимы фрезерования, скорость резания V и
подача Sz.

Следует отметить, что такой способ использует�
ся в ряде работ [1–3].

Эксперимент проводился на фрезерном станке
модели MCV�400 (фирма «AMS» LTD (ACE MANU�
FACTURING SYSTEM LTD) производства Индии
2011 г.), фрезерованием заготовки диаметром
250 и высотой 200 мм, из стали 40Х с твердостью
НВ 200, рис. 1.

Для оценки влияния геометрии инструмента
были изготовлены три фрезы ∅=10 мм, с числом
зубьев z=4, разным углом наклона винтовой кана�
вки ω=30, 45, 60° и неравномерным окружным ша�
гом зубьев ϕ1–4, (табл. 2), специальной конструк�
ции ООО «ПК МИОН», г. Томск.

Режимы фрезерования, по которым проводил�
ся эксперимент, представлены в табл. 1.

Схема установки акселерометра на заготовке
приведена на рис. 1 (марка акселерометра
АР2037–100 ООО «Глобал Тест», Россия).

Рис. 2. Спектрограммы мощности виброускорений испыты�
ваемых фрез с параметрами эксперимента, приве�
денными в табл. 1
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Обработка и анализ полученных данных вибро�
ускорения проводились при помощи прибора
К�5101 (фирма ВИТЭКСибирь, г. Томск, Россия) и
программно�математического обеспечения LabVi�
ew 2011 National Instruments.

Полученные спектрограммы мощности вибро�
ускорений при фрезеровании представлены на рис. 2.

Таблица 1. Режимы фрезерования

Таблица 2. Геометрические параметры фрез

Примечание: ω – угол наклона винтовой канавки фрезы, 
ϕ1–4 – окружной шаг зубьев фрез.

Была также проведена серия экспериментов
при различных глубинах резания ар=2,5…14 мм
(ае=3 мм – const) фрезами № 1, 2, 3 с разным
углом наклона винтовой канавки ω.

На основании выполненных исследований вы�
явлено, что при работе фрезы № 3 уровень вибра�
ции минимален в сравнении с фрезами № 1, 2.
Дальнейшие экспериментальные исследования
сведены в номограмме (рис. 3), посредством кото�
рой можно выбирать оптимальные режимы для
указанной фрезы с минимальным уровнем вибра�
ции. На рис. 4 приведена зависимость амплитуды
виброускорения от объёма снимаемого материала
и режимов фрезерования (№ эксперимента).

Из анализа номограммы на рис. 3 и зависимо�
сти на рис. 4 определяются зоны оптимальной ра�
боты инструмента при минимальном уровне вибра�
ции для конкретной обработки с максимальной
производительностью обработки.

Выводы
1. Проведенные эксперименты показали работос�

пособность фрез повышенной виброустойчиво�
сти, а также перспективность дальнейшего со�
вершенствования аппаратно�программной ча�
сти и методики проведения исследований для
оптимизации геометрических и технологиче�
ских параметров фрез в условиях производства.

2. Установлено влияние режимов резания на уро�
вень вибрации технологической системы (рис. 2).
Уровень виброускорения обрабатываемой заго�
товки снизился на 70 % с увеличением угла вин�
товой канавки фрезы от 30 до 60 градусов.

3. Значительное повышение уровня вибрации, ко�
торое отмечено при режимах фрезерования,
n=4460 об/мин объясняется резонансом, т. е.
совпадением собственной частоты колебаний

№ фре�
зы

ω ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4
Материал фрез

град.
1 30 92 90 88 90 Твердый сплав марки

H10F фирмы Sandvik 
Coromant

2 45 92 88 92 88
3 60 93 91 85 91

№ экспе�
римента

Режимы резания

Скорость реза�
ния V, м/мин

Подача на зуб
инструмента Sz,

мм/зуб

Объём снятого
материала Q,

мм3/об

1 100 0,02 0,323
2 100 0,048 0,766
3 120 0,017 0,27
4 120 0,04 0,64
5 140 0,014 0,231
6 140 0,034 0,547
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Рис. 3. Номограмма для определения оптимальных условий работы инструмента при различных глубинах резания ар (ае=3 мм –
const)

 



одного из элементов технологической системы
и частоты возбуждения fвозб.=z×n/60 (n – число
оборотов шпинделя; z – число зубьев фрезы).

4. Наибольшее влияние неравномерного окруж�
ного шага зубьев фрез на величину вибрации
отмечено для фрезы № 3. Это можно объяснить
динамическим эффектом «быстрого» прохож�
дения колебательной системы инструмента че�

рез резонансную частоту, что приводит к значи�
тельному снижению уровня вибрации [3. место
эффект «виброгашения».

5. Полученные данные позволяют определять зо�
ны оптимальной работы инструмента при ми�
нимальном уровне вибрации с максимальной
производительностью и стойкостью режущего
инструмента.
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Рис. 4. Зависимость амплитуды виброускорения от объёма снимаемого материала при значениях ар=5,3; ае=3 мм – const для
фрезы № 3



Исследованию передач с промежуточными те�
лами качения (ПТК) в настоящее время уделяется
все больше внимания. Это связано с высокими тех�
ническими характеристиками, обеспечиваемыми
данным видом передач в комплексе: высокая точ�
ность, надежность, компактность вместе со способ�
ностью передавать высокие крутящие моменты.
Одной из наиболее перспективных передач, наибо�
лее полно обеспечивающей указанные характери�
стики, является передача с ПТК и свободной обой�
мой (рис. 1, а).

Передача с ПТК и свободной обоймой (рис. 1, б)
включает эксцентриковое водило – 1 (генератор),
являющийся входным звеном, внутреннее колесо –
2 с циклоидальным профилем (кулачок), промежу�
точные тела качения – 3, обойму с телами качения
(сепаратор, показан на рис. 1, а), наружное коле�
со – 4 с циклоидальным профилем (венец), выход�
ной вал – 5 с механизмом параллельных кривоши�
пов – 6. Выходным звеном в данной передаче может
являться как кулачок, так и венец. Генератор и ку�
лачок установлены на опорах качения.

Циклоидальный профиль и тела качения по�
зволяют обеспечить непрерывность контакта
звеньев передачи и многопарность зацепления, что

обеспечивает высокую нагрузочную способность
механизмов, сконструированных на базе передачи
с ПТК и свободной обоймой.

Синтез геометрии однополюсной передачи с
ПТК и свободной обоймой и проектирование меха�
низмов на ее основе рассмотрен в работах [1, 2].
При проектировании передачи с ПТК и свободной
обоймой с одним полюсом зацепления силы в кон�
такте тела качения с профилями кулачка и венца
действуют по одной нормали. Если разработать пе�
редачу с двумя полюсами зацепления, то контакт�
ные силы будут направлены под углом друг к дру�
гу. Кроме того, варьируя относительное положе�
ние полюсов зацепления, можно расширить вари�
анты выбора кинематики передачи. Таким обра�
зом, рассмотрение особенностей синтеза двухпо�
люсной передачи с ПТК и свободной обоймой явля�
ется актуальным.

Описывая профили передачи с ПТК и свобод�
ной обоймой, примем следующие обозначения: 1 –
кулачок; 2 – производящее колесо с телами каче�
ния; 3 – центральное колесо (венец).

Тогда Z1 – число профилей кулачка; Z2 – число
промежуточных тел качения; Z3 – число профилей
венца.
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Рис. 1. Передача с промежуточными телами качения и свободной обоймой: а) общий вид; б) кинематическая схема

   
  



Исходными параметрами для двухполюсной
передачи с ПТК и свободной обоймой при проекти�
ровании являются:
• r21 – радиус производящей окружности (обой�

мы) при зацеплении обоймы и кулачка;
• rтк – радиус промежуточных тел качения;
• Z2 – число промежуточных тел качения;
• χ1 – коэффициент смещения при зацеплении

обоймы и кулачка.
Радиус (диаметр), на котором будут распола�

гаться центры тел качения rc, находится в зависи�
мости от радиуса производящей окружности r21 че�
рез коэффициент смещения χ1 и выражается зави�
симостью:

(1)

Из формулы (1) следует, что если коэффициент
χ1=1, то окружность центров тел качения совпадет
с производящей окружностью и тогда радиус (диа�
метр) тел качения равен нулю, что недопустимо.

Для циклоидных передач в [3] рекомендуется
принимать значение коэффициента смещения в
пределах χ=1,25–1,6.

Условие зацепления определим как:
Z1<Z2<Z3,

где

Для вывода уравнения профиля внутреннего
циклоидального колеса (кулачка) изобразим рас�
четную схему зацепления производящего колеса –
2 с кулачком – 1 (рис. 2). Здесь у кулачка и произ�
водящего колеса вертикальная ось Y общая, а го�
ризонтальные оси X смещены на межосевое рас�
стояние aw1, или эксцентриситет e1. Межосевое рас�
стояние (эксцентриситет) определяется как отно�
шение радиуса производящей окружности и числа
промежуточных тел качения [1]:

(2)

Рис. 2. Схема зацепления производящего колеса с кулачком

Полюс зацепления Р1 кулачка и тел качения,
находящихся в обойме, находится в точке контак�
та производящего колеса и основной окружности
кулачка, радиус которой, с учетом формулы (2):

(3)

где – передаточное отношение от второ�

го колеса к первому.
Тогда угол поворота первого колеса (кулачка) в

зависимости от угла поворота производящего колеса:

(4)

Уравнения профиля I кулачка (рис. 2) в коор�
динатах X1O1Y1 через угол поворота обоймы с тела�
ми качения запишем, как:

(5)

где Х2А, Y2A – координаты точки профиля в коорди�
натных осях с началом координат в центре произ�
водящего колеса.

Последние определим из следующих выражений:

где L1 – расстояние от полюса Р1 зацепления обой�
мы с кулачком до центра тела качения О, находя�
щегося на окружности центров.

Расстояние L1(Р1О) определим через угол пово�
рота производящего колеса из треугольника О2ОР1

(рис. 3) по теореме косинусов:

(6)

Выражение (6) справедливо для обоих зацепле�
ний с обоймой (кулачка и венца), а r2 следует пони�
мать как r21 для зацепления кулачка с телами ка�
чения и r23 для зацепления венца с телами каче�
ния. При этом радиус rс центров тел качения для
обоих зацеплений остается постоянным.

Для зацепления производящего – 2 и централь�
ного – 3 (венец) колес изобразим расчетную схему
(рис. 4), аналогично предыдущему зацеплению,
только со смещением межосевого расстояния (эк�
сцентриситета) в противоположную сторону. Опре�
делим параметры такого зацепления.

При проектировании компактной двухполю�
сной передачи с ПТК и свободной обоймой необхо�
димо учитывать, что для обоих зацеплений
rс=const. При этом вычисляется радиус центров rс по
формуле (1), через параметры первого зацепления, а
потом для второго зацепления, через найденный rс,
определяется радиус производящей окружности:
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(7)

Рис. 3. К определению координат точек профиля кулачка
при зацеплении с производящим колесом

Тогда радиус основной окружности венца и
угол ее поворота соответственно равны:

(8)

(9)

Межосевое расстояние (эксцентриситет) для
второго зацепления определяется из выражения:

(10)

Общий эксцентриситет передачи с ПТК и сво�
бодной обоймой равен:

При проектировании передачи, смещаем центр
венца О3 вниз по оси Y2 относительно центра про�
изводящего колеса О2 (рис. 4).

Уравнения профиля центрального колеса II в
координатах X3О3Y3, с началом координат в центре
венца, запишутся в виде:

(13)

Здесь по аналогии с предыдущим профилем абс�
цисса и ордината точки профиля центрального коле�
са в координатных осях X2О2Y2 определяются как:

Рис. 4. Схема зацепления венца и производящего колеса

Расстояние от полюса зацепления Р3 до центра
тела качения определяется из выражения (6).

Один угловой шаг передачи равен следова�

тельно, для определения точек профиля по уравне�
ниям (5), (11) необходимы различные значения 

угла ϕ2 в пределах от 0° до

Построив оба зацепления в одних координа�
тных осях с единым радиусом центров rс и числом
Z2 тел качения, получим двухполюсную передачу
с ПТК и свободной обоймой (рис. 5).

Рис. 5. Схема двухполюсной передачи с разгруженным се�
паратором

Проектирование двухполюсной передачи мож�
но вести исходя из известного межосевого расстоя�
ния (эксцентриситета), что иногда бывает предпоч�
тительнее. Тогда, задавшись частью параметров
первого зацепления, из выражения (2) определим
радиус производящего колеса r21, потом радиус
центров rc (1), а затем расчет производят в уже опи�
санной последовательности (3)–(11).
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Выводы
Полученные выражения относятся к передачам

с ПТК и свободной обоймой, когда передача имеет
два полюса зацепления (рис. 5): один – кулачок с
сепаратором; другой – сепаратор с венцом. При
этом полюсы разнесены только по вертикальной
оси передачи. Описаны особенности прямого про�

ектирования передачи, через исходные параметры
зацепления, и особенности обратного проектирова�
ния, когда необходимо обеспечить заданное межо�
севое расстояние (эксцентриситет).

Работа выполнена при финансовой поддержке Минис�
терства образования и науки Российской Федерации (ГК
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОТРАЖАТЕЛЬНОЙ СПОСОБНОСТИ СЛОИСТОЙ ДИСПЕРСНОЙ СРЕДЫ

Б.В. Горячев, С.Б. Могильницкий

Томский политехнический университет
E�mail: msb@tpu.ru

Рассмотрен перенос излучения в трехслойной дисперсной среде с отражающей поверхностью. Получены аналитические выра�
жения для определения величины отражательной способности и коэффициента пропускания дисперсной среды, состоящей из
трех плоских слоев, ограниченных отражающей поверхностью. Показано, что стратосферный и приземный слои атмосферы да�
же при малой величине оптической плотности и ее слабом изменении оказывают существенное влияние на отражательную спо�
собность системы «трехслойная среда–отражающая поверхность» при всех значениях коэффициента отражения подстилающей
поверхности. Установлено, что увеличение степени вытянутости индикатрисы рассеяния излучения в слое облачности приводит
к уменьшению отражательной способности всей дисперсной среды; действие этого эффекта аналогично уменьшению оптиче�
ской плотности облачного слоя атмосферы.

Ключевые слова:
Радиация, атмосфера, дисперсная среда, слой, отражающая поверхность.
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Radiation, atmosphere, dispersion media, layer, reflective surface.

Исследование отражательной способности и коэф�
фициентов пропускания дисперсных сред проводится
на основе методов теории переноса излучения и чи�
сленных методов [1]. При проведении исследований
используются различные модели атмосферы с подсти�
лающей поверхностью [2–4]. Точность получаемых
результатов зависит от точности используемых при�
ближений и учета всех эффектов, существенно влия�
ющих на результат, например эффекта простран�
ственной ограниченности дисперсной среды [5–8].

Целью данной работы является решение задачи
переноса излучения в аналитическом виде и опре�
деление некоторых закономерностей переноса в
системе «трехслойная дисперсная среда–отражаю�
щая поверхность». Решение получено с использо�
ванием метода многократных отражений [5]. Дис�
персная среда представляется в виде прямоуголь�
ного параллелепипеда, разделенного на три слоя,
где отражающей является поверхность на задней
грани (по направлению распространения излуче�
ния), при нормальном падении потока излучения
на поверхность дисперсной среды. Получены ана�
литические выражения для определения коэффи�
циента пропускания А123(τ,a,Λ) и отражательной
способности В123(τ,a,Λ) слоистой дисперсной среды
с отражающей поверхностью.

Введем обозначения: оптические размеры τ=αl
(α – коэффициент ослабления, l – геометрические
размеры дисперсной среды) первого слоя паралле�
лепипеда τ1x0

×τ1y0
×τ1z0

(излучение распространяется
по оси x, поперечные оптические размеры одина�
ковы для всех слоев и равны τ1y0

×τ1z0
), второго слоя

τ2x0
×τ1y0

×τ1z0
; третьего слоя τ3x0

×τ1y0
×τ1z0

; индикатриса
рассеяния излучения, характеризуемая степенью
вытянутости a=(η+2μ)/(β+2μ), η, β, μ – инте�
гральные параметры индикатрисы рассеяния
[5, 7]; вероятность выживания кванта в первом
слое Λ1, во втором – Λ2, в третьем – Λ3; коэффици�
ент отражения поверхности r, пропускания t.
В данной модели дисперсной среды, используемой
для расчета радиационных характеристик атмо�
сферы, первый слой представляется в виде стра�
тосферного слоя с релеевской индикатрисой рассе�
яния излучения, второй – слой облачности, инди�
катрисы рассеяния излучения которого зависят от
типа облаков [9], третий слой – приземный аэро�
золь, индикатрисы рассеяния которого также
весьма разнообразны [4] и изменяются от релеев�
ской до резко вытянутой [9]. Коэффициент отра�
жения подстилающей поверхности изменяется от
0 до 1. На основе метода многократных отражений
получены формулы:
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Обозначения:

Радиационные характеристики каждого из
слоев Ai(τy,τz,a,Λ), Bi(τy,τz,a,Λ), где i=1,2,3, опреде�
ляются следующим образом [5]:

Переменные коэффициенты k(τy,τz,a,Λ) и
R(τy,τz,a,Λ), зависящие от поперечных оптических
размеров дисперсной среды, индикатрисы рассея�
ния излучения и вероятности выживания кванта,
разные для каждого слоя и имеют вид:

Функция P(τy,τz,a,Λ) определяет рассеяние и
поглощение излучения по оси x и в частном случае
релеевской индикатрисы рассеяния и полубеско�
нечной среды [5]:

Рассмотрим некоторые результаты расчетов по
данным формулам потоков монохроматического
излучения в слоистой дисперсной среде с отражаю�
щей поверхностью.

Результаты расчетов приведены на рис. 1–3. По�
перечные оптические размеры дисперсной среды
равны  τ1y0

×τ1z0
=105. На рис. 1 представлены зависи�

мости отражающей способности В123 системы «трех�
слойная дисперсная среда–отражающая поверх�
ность» от коэффициента отражения подстилающей
поверхности, при различных значениях оптической
плотности приземного и стратосферного слоев.

Рис. 1. Зависимость отражательной способности В123 систе�
мы «трехслойная дисперсная среда–отражающая по�
верхность» от коэффициента отражения подстилаю�
щей поверхности r, вероятность выживания кванта
Λ1=Λ2=Λ3=1, степень вытянутости индикатрисы рас�
сеяния излучения a1=1; a2=15,7; a3=1, а) оптическая
плотность приземного и стратосферного слоев
τ1x0

=τ3x0
=0,5; б) τ1x0

=τ3x0
=1; в) τ1x0

=τ3x0
=5

Представленные на рис. 1 данные показывают,
что величина уходящей радиации сильно зависит
от коэффициента отражения подстилающей по�
верхности при небольшой величине оптической
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плотности облачного слоя атмосферы, и практиче�
ски не зависит при τ2x0

>50. Влияние слоя облачно�
сти на отражение солнечной радиации существен�
но зависит от оптических характеристик стратос�
ферного и приземного слоев атмосферы. Как видно
из рисунка, даже небольшое присутствие аэрозоля
приводит к значительному изменению отража�
тельной способности всей атмосферы, причем на�
личие отражающей поверхности нивелирует этот
эффект.

Рис. 2. Зависимость отражательной способности В123 систе�
мы «трехслойная дисперсная среда–отражающая по�
верхность» от коэффициента отражения подстилаю�
щей поверхности r, вероятность выживания кванта
Λ1=Λ2=Λ3=1, оптическая плотность приземного и
стратосферного слоев τ1x0

=τ3x0
=1; оптическая плот�

ность среднего слоя τ2x0
=10

Рис. 2 иллюстрирует влияние индикатрисы
рассеяния излучения на отражательную способ�
ность атмосферы. Из полученных данных следует,
что зависимость отражательной способности атмо�
сферы от величины коэффициента отражения под�
стилающей поверхности при различных типах
облачности аналогична подобной зависимости при
разных оптических плотностях слоя облачности.

На рис. 3 представлены результаты расчетов
величины отражательной способности атмосферы
при различных индикатрисах рассеяния излуче�
ния облачного слоя и коэффициентах отражения
подстилающей поверхности. Значение степени вы�
тянутости а=1 соответствует сферической или ре�
леевской индикатрисе рассеяния, а=100 – резко
вытянутой. В данном диапазоне изменения значе�
ний степени вытянутости индикатрисы рассеяния

излучения наблюдается значительное уменьшение
отражательной способности атмосферы с ростом
анизотропии индикатрисы рассеяния. Увеличение
коэффициента отражения подстилающей поверх�
ности нивелирует этот эффект.

Рис. 3. Зависимость отражательной способности В123 систе�
мы «трехслойная дисперсная среда–отражающая по�
верхность» от степени вытянутости индикатрисы рас�
сеяния излучения а2, вероятность выживания кванта
Λ1=Λ2=Λ3=1, оптическая плотность приземного и
стратосферного слоев τ1x0

=τ3x0
=1; оптическая плот�

ность среднего слоя τ2x0
=10

Выводы
1. Получены аналитические выражения для рас�

чета коэффициента пропускания и отражатель�
ной способности трехслойной дисперсной сре�
ды с отражающей поверхностью.

2. Показано, что стратосферный и приземный
слой атмосферы даже при малой величине оп�
тической плотности или ее малом изменении
оказывает существенное влияние на отража�
тельную способность системы «трехслойная
дисперсная среда–отражающая поверхность»
независимо от величины коэффициента отра�
жения подстилающей поверхности.

3. Установлено, что увеличение степени вытяну�
тости индикатрисы рассеяния излучения в слое
облачности приводит к уменьшению отража�
тельной способности всей дисперсной среды и
действие этого эффекта аналогично уменьше�
нию оптической плотности облачного слоя ат�
мосферы.
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Введение
Работа посвящена развитию новых принципов

и оборудования хроматографического анализа
пластовых жидкостей.

Аналитическая хроматография была введена в
лабораторную практику более века назад. При тра�
диционном подходе [1] смесь компонент вводится в
хроматографическую колонку (ХК) и за счет раз�
личной скорости перемещения компонент проис�
ходит их пространственное разделение для опреде�
ления относительной концентрации компонент в
анализируемой смеси. В классическом случае ис�
пользуются открытые капиллярные или набивные
хроматографические колонки, в которых стацио�
нарная фаза (СФ) нанесена на стенки капилярной
колонки или на частицы, которыми наполнена ко�
лонка. Относительно недавно была разработана
теория ХК модулированной геометрии, где за счет
изменения радиуса ХК (для случая капиллярной
ХК) или толщины СФ возможно значительно уве�
личить разрешающую способность хроматографи�
ческой системы. Было показано [2, 3], что наибо�
лее перспективными для целей разрешения ком�
понент в смеси являются ХК с крутым профилем
изменения радиуса ХК. Однако такой профиль ХК
очень сложно изготовить и нанести контролируе�
мый слой СФ.

С целью решения данных проблем в работе
предлагается новый тип хроматографической ко�
лонки – ХК радиальной геометрии. С использова�
нием ХК предложенной геометрии возможно не

только улучшить разрешение между интересую�
щими компонентами смеси, но и существенно со�
кратить время анализа, что является, порой, опре�
деляющим фактором при проведении внутрисква�
жинных каротажных работ.

Предложенная в данной работе конфигурация
ХК сочетает нелинейный профиль давления по
длине колонки с возможностью изменения СФ,
контактирующей с анализируемой смесью, проста
в изготовлении и нанесении СФ с использованием
микроэлектромеханических (MEMS) методов.

Хроматографическая система с использовани�
ем ХК радиальной геометрии будет состоять из
следующих основных элементов:
• система ввода анализируемой смеси;
• непосредственно ХК;
• детектор или матрица детекторов;
• програмное обеспечение для обработки сигнала

с детектора, введения калибровочных поправок
и взаимодействия с оператором.
На рис. 1 представлены варианты ХК радиаль�

ной геометрии с нанесением СФ на стенки колонки
и набивной вариант ХК.

При использовании ХК с радиальной геометри�
ей для анализа пластового флюида в режиме реаль�
ного времени во внутрискважинном приборе или
на поверхности небольшая часть жидкости для ис�
следования подается в прибор. При проведении ис�
следований пластового флюида непосредственно в
скважине отбор пробы из пласта может быть про�
изведен модульным динамическим пластоиспыта�
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телем на кабеле или бурильной трубе [4]. После
предварительной фильтрации для удаления взве�
шенных частиц часть отобранной жидкости анали�
зируется оптическими методами и для последую�
щего анализа направляется в хроматографический
модуль (ХМ). В ХМ небольшой объем этой жидко�
сти динамически переводится в газовую фазу, по�
сле чего через клапан ижектирования несколько
микролитров смеси подается в хроматографиче�
скую колонку радиальной геометрии.

Распределение компонентов смеси между ста�
ционарной и подвижной фазами приводит к тому,
что каждый элемент анализируемого раствора
(максимум распределения концентрации) переме�
щается со своей уникальной скоростью, которая
меньше скорости потока газа�носителя. Эта ско�
рость определяется величиной коэффициента
удержания и обьемным соотношением стационар�
ной и подвижной фаз. Разная скорость перемеще�
ния приводит к разделению компонентов смеси и
последовательному попаданию в детектор (напри�
мер, гелий ионизационному).

Профиль давления вдоль хроматографической
колонки является одним из наиболее важных ее
характеристик. В случае постоянной температуры
произведение PSυ=inv, где P – давление; S – пло�
щадь поперечного сечения; υ – средняя скорость
полосы компонента, является инвариантом. Ис�
пользуя линейный закон Дарси [5] и интегрируя в
интервале от Rin до R, где Rin – внутренний радиус
ХК в�первом случае и от Rout до R, где Rout – внеш�
ний радиус ХК во�втором, можно оценить распре�
деление давления вдоль ХК:

где γ=Pin/Pout, Pin, Pout – давление на входе и выходе ХК;
(рис. 2). 

Первое уравнение описывает профиль давле�
ния для случая введения пробы с внешней, а вто�
рое – для внутренней стороны колонки. Можно ви�
деть (рис. 2), что в случае ХК радиальной геоме�
трии можно достичь гораздо более резкого измене�
ния давления в начальной секции ХК, что и требу�
ется для повышения степени разделения компо�
нентов смеси.

Процесс разделения компонент для ХК ради�
альной геометрии может быть описан при исполь�
зовании подхода, разработанного в [3] для ХК пря�
моугольного сечения. Для данного случая длина
ХК – это расстояние между Rout и Rin, W – ширина
ХК, высота ХК постоянна и равна расстоянию
между пластинами и df, толщиной СФ. Отношение
объемов подвижной и стационарной фаз может
быть оценено согласно
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Рис. 1. ХК радиальной геометрии с нанесением СФ на стенки колонки и набивная ХК радиальной геометрии (внизу). df – тол�
щина стационарной фазы, ds – диаметер адсорбента



и не зависит от радиуса ХК, как и в случае капил�
лярной колонки.

Рис. 2. Распределение давления вдоль ХК P(R) для случая
радиальной (пунктирная кривая) и капиллярной гео�
метрий ХК (сплошная линия). Внутренний радиус
Rin=5⋅10–3 м, Rout=0,5 м, давление на входе 5 атм., да�
вление на выходе ХК 1 атм

Коэффициент удержания  вычисляется по фор�
муле

где термодинамические постоянные A и B, уни�
кальные для каждого компонента (детали по вы�
числению данных констант [6]), также не зависят
от радиуса ХК.

Зная скорость перемещения компонента в ХК υ
и коэффициент удержания k, можно оценить рас�
стояние, которое максимум полосы компонента
проходит за конечный интервал времени Δ

Скорость перемещения компонента по ХК и
уширение пика изменяются нелинейно по мере
продвижения по ХК и вычисляются на каждом
i�интервале для определения времени удержания и
ширины полосы компонента.

ηHe(R) – вязкость гелия, j1, j2 – коэффициенты сжи�
маемости:

Момент, когда выполняется условие 

соответствует моменту, когда анализируемый ком�
понент покидает ХК, и сумма временных отрезков 

определяет время удержания.

Ширина хроматографического пика рассчиты�
валась с использованием уравнений массопереноса
[7–9]:

где Nm,st – концентрации в подвижной и неподвиж�
ной фазах; Dm,st – коэффициенты диффузии; K – ко�
эффициент удержания; υg – средняя скорость газа
носителя; kf – коэффициент массопереноса через
границу стационарной фазы.

Зная первый m1 и второй m2 моменты распреде�
ления концентрации компонента, можно вычи�
слисть дисперсию и вывести уравнение, описы�
вающее возрастание дисперсии пика на единице
длины колонки [9]:

где в случае использования подхода Спанглера
(Spangler) [7] и Гиддингса�Грушки (Giddings�
Grushka) [8, 9] YS–G=1, в случае следования работе
Голея (Golay) [10]:

где ki – коэффициент распределения; Dm,st – коэф�
фициенты диффузии в газе и стационарной фазе;
Wcolumn и Hcolumn – ширина и высота ХК; γ – отноше�
ние входного и выходного давлений.

После вычисления значения Hi ширина пика
может быть вычислена:

Нанесение стационарной фазы на стенки ХК пред�
ложенной формы возможно способом вращательного
напыления, в процессе которого, изменяя скорость
вращения, можно варьировать толщину СФ.
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Дополнительным преимуществом ХК радиаль�
ной геометрии является снижение потребления га�
за�носителя, что особенно актуально при проведе�
нии внутрискваженных экспериментов. С целью

увеличения эффективной длины ХК предлагается
составлять ХК в стержни.

Автор  признателен  компании  Шлюмберже  за  воз�
можность  опубликования  результатов  данной  работы. 
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Введение
Применение ряда материалов в виде нанопо�

рошков (НП) приводит к резкому увеличению хи�
мической активности как отдельных НП, так и их
смесей с различными веществами. Поэтому стано�
вится актуальной проблема понижения чувстви�
тельности наносистем к нагреву, трению, удару
и т. д.

Целью данной работы являлось изучение влия�
ния добавок нанопорошка гамма�оксида алюми�
ния на устойчивость термитной смеси (25 % НП
алюминия + 75 % НП Fе2O3) к действию лазерного
излучения.

Характеристика исходных материалов 
и методики эксперимента
Соотношение термит/оксид алюминия составля�

ло 70/30. Среднеповерхностный диаметр частиц
алюминия составлял ~ 0,25, оксида железа ~ 1, ок�
сида алюминия ~ 0,04 мкм. Смесь вышеперечи�
сленных компонентов тщательно растирали в ага�
товой ступке. Навески массой ~ 10 мг засыпали в
пресс�форму и запрессовывали до требуемой плот�
ности. Получали образцы в виде таблеток диаме�
тром 4 мм и толщиной 1…3 мм (толщина зависела
от давления прессования). Плотность меняли в ин�
тервале –0,1<ρ/ρm<0,7 (наибольшая возможная
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плотность ρm ~ 4,16 г/см3). Облучали по нормали
центральную часть диаметром 3 мм торцевой по�
верхности образца. Такой метод лазерного облуче�
ния связан с тем, что при прессовании края образ�
цов пропрессовывались хуже, чем центральная
часть, и это могло повлиять на измерение энерге�
тических порогов зажигания (ЭПЗ). В работе ис�
пользовалось излучение неодимового лазера, гене�
рирующего квазипрямоугольный, квазинепрерыв�
ный (глубина модуляции не более 30 %) лазерный
импульс длительностью ~ 3,5 мс (многомодовый
режим генерации). Неравномерность облучения
торцевой поверхности образца составила не более
20 %. Методика определения неравномерности ла�
зерного излучения по сечению пучка приведена в
работе [1]. Схема экспериментальной установки
представлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема установки зажигания пиротехнической смеси
лазерным излучением: 1, 2) поворотные зеркала;
3) импульсный лазер; 4) калориметр; 5, 7) нейтраль�
ные светофильтры; 6, 9) светоделительные пласти�
ны; 8) фотоприемник ФЭК�09К; 10) юстировочный
лазер ЛГН�109; 11) световодный жгут; 12) фотоприем�
ник ФЭУ�118; 13) поворотная призма; 14) образец

Величины ЭПЗ определяли по методике, опи�
санной в работе [2]. Вначале строили вероятност�
ные кривые зажигания от 0 до 100 % (Р = количе�
ство зажиганий/количество опытов), как функ�
цию Р от плотности энергии Е подводимого излу�
чения. Каждой точке зависимости соответствовал
статистический набор из 25 опытов при точности
показаний калориметра не более ±10 % от средне�
го значения. За величину ЭПЗ принимали значе�
ния Е50, при которых реализовалось зажигание с
вероятностью Р=50 %.

В работе использовали НП алюминия, получен�
ный в условиях электрического взрыва проводни�
ков (газовая среда – аргон) [3] и пассивированный
медленным окислением в воздухе; такой НП
устойчив до 350…450 °С [4].

Результаты эксперимента
В смеси с НП Fе2О3 температура начала окисле�

ния НП алюминия снижается незначительно. Ско�
рость горения такой смеси резко возрастает и, в от�
личие от смеси грубодисперсных порошков, сопро�
вождается факелом и выбросом продуктов горения
(рис. 2), которые представляют собой оплавленные

сферические частицы, большая часть которых яв�
ляется полыми (рис. 3).

Рис. 2. Фотография факела горящего прессованного образ�
ца термитной смеси (25 % НП алюминия + 75 % НП
Fе2O3)

Рис. 3. Фотография осажденных частиц продуктов горения
термитной смеси (25 % НП алюминия + 75 % НП
Fе2O3)

Повышение скорости горения создает практи�
чески адиабатические условия, при которых тем�
пература в зоне горения увеличивается и достигает
больших значений, чем при сгорании штатного
термита. Все эти процессы затрудняют возмож�
ность использования термитных смесей на основе
НП по назначению. Для определения химической
активности НП алюминия и их смесей использова�
ли четыре параметра, которые получают по дан�
ным дифференциально�термического анализа [5].
Конечными продуктами горения смесей нанопо�
рошков алюминия и оксида железа является так�
же интерметаллид А1Fе3 и, в качестве основной
кристаллической фазы, обнаружен шпинелепо�
добный алюминат железа FеА12О4(II). Заметных
количеств других фаз с помощью рентгенофазово�
го анализа не обнаружено. Продуктами сгорания
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классического железо�алюминиевого термита яв�
ляются металлическое железо и α�А12О3, причем
эти продукты достаточно компактны: в процессе
горения отсутствует факел и не происходит их вы�
броса.

Рис. 4. Зависимость энергетических порогов зажигания от
плотности образцов: 1 – состав: 25 % НП алюминия +
75 % НП Fе2О3; 2 – состав 70 % плотности состава 1:
25 % НП алюминия + 75 % НП Fе2О3 +30 % Аl2О3

Эксперименты по лазерному зажиганию термита
насыпной плотности с добавками оксида алюминия
и без него показали, что данные составы имеют нез�
начительную разницу в порогах зажигания. Если
предположить, что некоторое снижение ЭПЗ связа�
но с меньшей теплопроводностью частиц Аl2О3 по
сравнению с частицами алюминия, а в насыпном со�

стоянии контакт между частицами невелик, тогда
при увеличении уплотнения смеси эффект уменьше�
ния ЭПЗ должен быть более значимым.

С этой целью были проведены эксперименты по
влиянию плотности образцов на ЭПЗ. Результаты
приведены на рис. 4.

Согласно полученным зависимостям с увеличе�
нием плотности образцов разница величин ЭПЗ ра�
стет, что подтверждает выдвинутое предположе�
ние. Горение смеси (50 % НП А1 + 50 % НП Fе2О3)
отличалось от горении других термитов. Данный
состав зажигался и горел в конденсированной фа�
зе, без разбрызгивания продуктов. После сгорания
образовывался пустотелый шарик бурого цвета,
если масса навески была не более 10 мг. При массе
более 10 мг образовывалась полусфера. Образова�
ние пустотелого шарика можно объяснить тем, что
при горении поверхностный слой жидкого металла
препятствует воздуху, находящемуся в порах, вы�
ходить наружу и разбрызгивать жидкий металли�
ческий слой. За счет сил поверхностного натяже�
ния образуется шарик, а воздух перемещается
внутрь образца. Когда давление становится доста�
точным, воздух выходит наружу. Обращает также
на себя внимание, что образцы с нанопорошком
алюминия горят иначе; чем образцы с грубоди�
сперсным порошком алюминия, которые после
сгорания обычно сохраняют свою форму [6].

Выводы
1. Добавки нанопорошка оксида алюминия в же�

лезо�алюминиевый термит с увеличением плот�
ности образцов снижают энергетические поро�
ги зажигания.

2. Замена грубодисперсных порошков на нанопо�
рошки алюминия и оксида железа меняет не
только внешние параметры: увеличение скоро�
сти горения, появление факела и вынос продук�
тов горения, но и состав конечных продуктов
сгорания. За счет более высоких температур в
зоне горения образуется шпинелеподобный
продукт FеА12О4, представляющий собой ос�
новную кристаллическую фазу.
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Методика исследования стали
Известно, что одним из основных несовер�

шенств металла, подвергнутого цементации и, в
особенности, азотированию, являются внутренние
остаточные напряжения. При этом в поверхност�
ном слое создаются сжимающие напряжения, в се�
редине – растягивающие. Они могут достигать зна�
чительных величин, особенно при сложной и пере�
менной конфигурации деталей, узлов, изделия.
Возникающие большие внутренние напряжения
являются источниками зарождения, формирова�
ния и развития микротрещин, которые в дальней�
шем (при определенных условиях) трансформиру�
ются в магистральную трещину с образованием
свободных поверхностей, приводящих в итоге к
разрушению изделия в целом.

Нитроцементация поверхности детали (зубья
шестерни) из стали 20Х2Н4А была проведена при
температуре 920 °С. При этом толщина нитроце�
ментованного слоя составила 1500 мкм. Термиче�
ская обработка после нитроцементации состояла
из высокого отпуска при 620 °С (1 час), закалку от
820 °С в масло и низкий отпуск при 180 °С в течение
1 часа.

Структуру и фазовый состав нитроцементован�
ной стали исследовали методами оптической,
просвечивающей электронной дифракционной ми�
кроскопии и рентгеноструктурного анализа [1].

Металлографические исследования были про�
ведены в поперечном направлении на микрошли�
фах, приготовленных из образцов стали, вырезан�
ных на электроискровом станке как перпендику�
лярно нитроцементованной поверхности зуба ше�
стерни, так и параллельно ей. Для определения
среднего размера зерен поверхность образцов пред�
варительно механически обрабатывали с после�
дующей электролитической полировкой и химиче�
ским травлением. Структуру металла на поверхно�
сти микрошлифа изучали в оптическом микроско�
пе МИМ�10 при увеличениях в 50, 100, 380 крат.

Рентгеноструктурный анализ (РСА) осу�
ществляли на дифрактометре ДРОН�3 с автомати�
ческим сканированием пучка рентгеновского из�
лучения в диапазоне углов от 19 до 150° в фильтро�
ванном К

α
�излучении железа. Запись производи�

лась на диаграммную ленту в автоматическом ре�
жиме со скоростью 0,5° в минуту. С целью опреде�
ления количественных данных по фазовому соста�
ву и основным фазовым составляющим на рентге�
нограммах индицировались рефлексы. Анализ ос�
новных дифракционных максимумов α�, γ�фаз же�
леза с использованием методик экстраполяции по
функции cos2

α позволил рассчитать параметры
кристаллической решетки, а также внутренние
искажения и напряжения на микроуровне.

Методы просвечивающей электронной микро�
скопии (ПЭМ) были применены для изучения тон�
кой структуры металла на тонких фольгах с исполь�
зованием электронных микроскопов ЭМ�125 и ЭМ�
125К при ускоряющем напряжении 125 кВ  рабо�
чем увеличении микроскопа от 8000 до 25000 крат.
В качестве образцов исследовались металлические
пластинки толщиной 0,25 мм, вырезанные на элек�
троискровом станке, химически очищенные и элек�
тролитическим способом доведенные до толщины
0,17 мкм в пересыщенном растворе хромового анги�
дрида в ортофосфорной кислоте.

Качественный и количественный фазовый ана�
лиз проводили по снимкам, подтвержденными ми�
кродифракционными картинами и темнопольны�
ми изображениями, полученными в соответствую�
щих рефлексах. По фотографиям микроструктур,
полученным в оптическом и электронном микро�
скопах, фиксировали размеры зерен и их распре�
деление, объемные доли α�, γ�фаз и карбидов, а
также скалярную и избыточную плотность дисло�
каций, амплитуду кривизны�кручения кристал�
лической решетки и моментальные напряжения.
Линейные размеры и скалярную плотность дисло�
каций определяли методом секущей амплитуду
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кривизны�кручения кристаллической решетки,
предложенным в работе [2].

Послойное изучение методами ПЭМ металла
образца стали 20Х2Н4А на строго фиксированных
расстояниях от его поверхности после ее нитроце�
ментации показало, что данная сталь является
многофазным материалом, состоящим из α�, γ�фаз
и карбидов (Cr,Fe)3C, а после низкого отпуска еще
и дополнительно карбонитридов (Cr,Fe)23(C,N)6,
(Cr,Fe)2C0,61N0,39 (таблица).

Таблица. Тип, пространственная группа и параметры кри�
сталлических решеток фаз

*ΔCC, ΔCN, и ΔC(С+N) – концентрации в фазах углерода, азота и
совместно углерода с азотом, % (ат.).

Матрицей стали 20Х2Н4А является α�фаза
различной степени легированности, которая пред�
ставляет собой твердый раствор атомов внедрения
(углерода и азота) и замещения (хрома и никеля)
на основе α�Fe в объёмноцентрированной кубиче�
ской (ОЦК) решётке [3]. Кроме того, присутствует
γ�фаза твердого раствора атомов замещения и вне�
дрения в гранецентрированной кубической (ГЦК)
решетке [3], а также цементит, имеющий ортором�
бическую решетку, параметры которой приведены
в таблице.

Цементит может растворять до 50 % хрома, по�
этому химическую формулу данного соединения
можно представить в виде (Cr,Fe)3C или M3C [4]. В
небольших количествах присутствуют сложные
карбонитриды M23(C,N)6 и М2(C,N). Кристалличе�
ская решетка фазы M23(C,N)6 сложная (ее параме�
тры указаны в таблице, а структура подробно опи�
сана в работе [3]). Элементарная ячейка содержит
более 100 атомов, занимающих различные неэкви�
валентные позиции. Кристаллическая решетка
карбонитрида М2(C,N) имеет орторомбическую
симметрию [3]. Он присутствует в двух модифика�
циях: (Cr,Fe)2С0,61N0,39 и (Cr,Fe)6,2С3,5N0,3.

В карбонитридах M23(C,N)6 и М2(C,N) раствори�
мость углерода и азота значительна. В результате
исследований, проведенных методами РСА и прос�
вечивающей электронной микроскопии с примене�
нием темнопольной методики, установлено, что
фазовый состав и объемная доля фаз в образцах до
и после низкого отпуска меняется в зависимости от

расстояния до поверхности зуба шестерни, после
низкого отпуска имеет место пятифазная метаста�
бильная конфигурация. При этом других фаз не
обнаружено. Применение термина «метастабиль�
ность» обусловлено тем, что исследование было
проведено при температуре 20 °С, а выявленные
фазы и их число отвечают смеси фаз, соответ�
ствующих температурному интервалу 500…700 °С.

Результаты фазового анализа образца стали по�
сле низкого отпуска представлены на рис. 1 [1], из
которого следует, что основой слоя, обогащенного
углеродом и азотом, является α�твердый раствор с
объемной долей в поверхностном слое, равной
0,86. В поверхностном слое объемная доля: γ�фазы
δ=0,06, карбидной фазы (цементит) δ=0,05, карбо�
нитрида M23(C,N)6 δ=0,02.

Рис. 1. Распределение по глубине нитроцементованного
слоя после низкого отпуска фаз: 1 – α; 2 – γ; 3 – це�
ментита; 4 и 5 – карбонитридов M23(C,N)6 и М2(C,N)

В интервале глубин 100…1500 мкм от поверхно�
сти второй (по количеству) фазой является цемен�
тит, практически не содержащий азота, но включа�
ющий в себя наряду с железом значительную долю
хрома [5]. Далее следует объемная доля карбони�
трида M23(C,N)6, составляющая ~ 0,02 на глубине
около 2000 мкм от поверхности. Объемная доля
карбонитрида М2(C,N) практически не зависит от
глубины залегания и равна ~ 0,01. Из рис. 1 следу�
ет, что градиентная структура приповерхностного
слоя нитроцементованной стали 20Х2Н4А форми�
руется на количественном уровне.

Кроме того, измерены длина микротрещины и
зоны впереди нее; скалярная и избыточная плот�
ность дислокаций; амплитуда кривизны�кручения
кристаллической решетки; поля напряжений в
различных участках материала с имеющимися ми�
кротрещинами и без них. Измерения проведены
согласно методикам, указанным в [1, 2, 6].

Фаза

Решетка

тип
груп�

па
параметр*, нм

а в с

α ОЦК Im3m
a=a0+0,01095ΔC(С+N),

a0=0,28664

γ ГЦК Fm3m
a=a0+0,0072ΔCN,
a=a0+0,0070ΔCC,

a0=0,3573

(Cr,Fe)3C Орторомбическая Pnma 0,5080 0,6774 0,4520

M23(C,N)6 Кубическая Fm3m 1,0585 1,0585 1,0585

M2C0,61N0,39 Орторомбическая Pbcn 0,4878 0,5604 0,4440

M6,2C3,5N0,3 Орторомбическая Ama2 0,6956 0,9260 0,2844
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Результаты исследования
Фазовый состав

Установлено, что в различных слоях металла
присутствуют α�фаза, γ�фаза, карбид железа Fe3C
и карбонитриды М23(С,N)6 и М2(С,N) [7].

α�фаза представляет собой ОЦК твердый ра�
створ атомов внедрения (углерода и азота) и заме�
щения (хрома и никеля) на основе Fe

α
. Она всегда

составляет основную часть металла. α�фаза в каче�
стве одной из структурных компонент присутству�
ет в виде отпущенного мартенсита – пакетного (ре�
ечного), пластинчатого и высокотемпературного.

γ�фаза (остаточный аустенит) – ГЦК твердый
раствор атомов замещения (хрома и никеля) и вне�
дрения (углерода и азота) в железе. γ�фаза имеет
вид тонких длинных прослоек и располагается по
границам мартенситных кристаллов, а также вну�
три их.

Фаза Fe3C (цементит) присутствует во всех
слоях металла. Крупные частицы цементита имеют
сложную форму и располагаются группами или от�
дельными частицами по границам зерен, или обра�
зуют колонии по типу перлитных. Они всегда име�
ют продолговатую форму. Мелкие частицы цемен�
тита вытянуты в виде стержней, находятся только
внутри кристаллов α�фазы и не связаны с дислока�
ционной структурой. Причем в бейните частицы
цементита крупнее, чем в отпущенном мартенсите.

Частицы карбонитрида М23(С,N)6 и М2(С,N) так�
же присутствуют во всех слоях металла. Фаза
М23(С,N)6 имеет сложную ГЦК решетку, М2(С,N) –
простую орторомбическую. Состав обоих карбони�
тридов комплексный как по Fe и Cr, так по C и N.

Крупные частицы (δ≥1 мкм) карбонитрида
М23(С,N)6 располагаются как внутри, так и по гра�
ницам зерен. Мелкие частицы (δ≤200 нм) сегрега�
тируются на дислокациях в кристаллах α�фазы и
γ�фазы. Все частицы имеют округлую форму.

Частицы М2(С,N) (δ ~ 10 нм) также округлы и
располагаются на дислокациях в α�фазе и на меж�
фазных границах «М23(С,N)6–α�фаза».

Структура зоны пластической деформации 
перед фронтом растущей микротрещины

В упрочненном поверхностном слое микротре�
щин не выявлено. Однако по мере удаления от ни�
троцементованной поверхности вероятность обна�
ружения микротрещин растет.

Первоначально источниками зарождения ми�
кротрещин служат крупные частицы М23(С,N)6 сфе�
рической формы. В процессе роста частиц увели�
чивается и концентрация напряжений по поверх�
ности раздела «частица–матрица металла». При
достижении критических значений происходит
релаксация напряжений с последующим разры�
вом межатомных связей по границе раздела «ча�
стица–матрица металла», формированием микро�
неплотностей и микропор, слияние которых со�
гласно теории Мак�Клинтока приводит к зарожде�
нию микротрещины.

В глубине металла встречаются микротрещины
несколько иного типа. Изначально они формируются
по границам зерен. Однако в дальнейшем при своем
развитии они начинают перерезать кристаллы мар�
тенсита (бейнита), создавая перед фронтом своего дви�
жения значительную зону пластической деформации.

На электронно�микроскопических изображе�
ниях эта зона представлена экстинкционными кон�
турами кривизны�кручения в виде «факела» перед
фронтом микротрещины. Экстинкционные контура
свидетельствуют о возникновении значительных
внутренних напряжений. Протяженность микротре�
щин и их «острота» возрастают по мере удаления от
нитроцементованного слоя вглубь металла (рис. 2).

Рис. 2. Изменение средней длины микротрещины (1), раз�
меров упруго деформированной зоны впереди нее
(2) и плотности микротрещин (3) в зависимости от
расстояния до поверхности металла

Размер зоны пластической деформации про�
порционален размеру «факела» экстинкционных
контуров, а «заостренность» микротрещины –
плотности этих контуров в «факеле». Данные па�
раметры также увеличиваются при удалении от
нитроцементованной поверхности (рис. 2). Струк�
тура зоны пластической деформации перед фрон�
том растущей микротрещины характеризуется вы�
сокой плотностью дислокаций и значительной
концентрацией полей внутренних напряжений
(рис. 3). Поэтому структура металла в зоне пласти�
ческой деформации значительно отличается от
строения вдали от микротрещины.

Следует отметить, что до момента начала роста
микротрещин средняя скалярная плотность ди�
слокаций составила ρ=(2–5)·1010 см–2.

Известно, что микротрещина, как концентра�
тор напряжений, в процессе своего роста формиру�
ет перед собой пластическую зону, в которой скон�
центрированы дислокации с определенной величи�
ной плотности (рис. 4, а). В окрестностях этой зо�
ны металл находится в упруго�напряженном, но в
недеформированном состоянии. Тем не менее, поле
напряжений микротрещины проектируется на
этот металл. Вдали от трещины металл находится
в ненапряженном состоянии [7].
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Рис. 3. Зависимость средних значений скалярной плотности
дислокаций (а, б) и амплитуды внутренних напряже�
ний (в, г) в голове микротрещин (а, в) и в зоне впере�
ди них (б, г) от расстояния до поверхности металла

В исследуемой стали 20Х2Н4А строение микро�
трещин принципиально иное (рис. 4, б). Это объяс�
няется тем, что металл находится в предварительно
деформированном состоянии и содержит высокую
плотность дислокаций. Кроме того, концентрация
напряжений в голове трещины является причиной
формирования высокого уровня упругих полей на�
пряжений и повышенной скалярной плотности ди�
слокаций, причем упругая деформация металла
значительно превосходит пластическую.

Выводы
1. Изучена структура нитроцементованного слоя

зуба шестерни после низкого отпуска на глуби�
ну от поверхности более 2,5 мм. Установлено,
что при увеличениях в 50 крат и выше в слое
сформировалась градиентная структура. Это
подтверждается как качественной картиной
структуры стали, так и ее количественными ха�
рактеристиками. При этом изменяются доля и
размеры выделений в металле.

2. В бездефектной части металла вклад упругой и
пластической составляющих деформации соиз�
мерим. В частности, в данном случае средняя
длина микротрещины по мере удаления от ни�
троцементованной поверхности зуба шестерни
изменяется в пределах от 1,0 до 4,0 мкм
(рис. 2, кривая 1). Длина зоны упругой дефор�
мации перед фронтом растущей микротрещины
находится в интервале от 1,0 до 7,0 мкм (рис. 2,
кривая 2). При этом плотность дислокаций в
данной зоне может превосходить среднюю плот�
ность дислокаций в 1,5–2 раза (рис. 3).

3. Кроме того, величина напряжений перед фрон�
том микротрещины такова, что они могут высту�
пить в качестве источников зарождения новых
микротрещин – эмиссаров, приводящих к раз�
рушению металла. Это становится возможным,
потому что для исследуемой стали 20Х2Н4А
σ0,2=850…1100 МПа, а σв=1050…1300 МПа [3].

4. Исходя из условия неоднородности полей на�
пряжения по объему металла следует, что толь�
ко максимальные (пиковые) напряжения будут
служить источниками зарождения, формиро�
вания и развития новых микротрещин. Поэто�
му только упрочнение металла перед фронтом
распространения микротрещины может пре�
дотвратить его разрушение. С другой стороны,
при таком уровне полей напряжений можно с
очень высокой вероятностью ожидать разруше�
ние металла сразу же за нитроцементованным
слоем.
Авторы выражают глубокую благодарность профессо�

ру, д�ру физ.�мат. наук Н.А. Коневой, а также Н.А. Поповой
и Л.Н. Игнатенко за анализ и обсуждение данных экспери�
мента.

В работе использованы материалы, полученные при
выполнении хозяйственного договора № 4�Д/22 по теме
«Исследование цементированных и азотированных дета�
лей изделий К�500 СПЦ 271.38 Л.00.000СБ из сталей
20Х2Н4А, 38ХН3МА, 18ХГТ с различным содержанием
вредных примесей (S, P, неметаллических включений) с
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Рис. 4. Схематическое изображение микротрещины в предварительно деформированном состоянии
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Введение
Условия работы в экстремальных режимах тре�

ния предъявляют особые требования к триботех�
ническим свойствам современных конструкцион�
ных материалов. В таких режимах работают тяже�
ло нагруженные пары трения при высоких линей�
ных скоростях и высоких приложенных давле�
ниях. Обычно эти процессы могут сопровождаться
вынужденным дефицитом смазывающих веществ.
В данных условиях степень окисления имеет боль�
шое значение в поведении трения и износа: оксид�
ный слой должен быть однородный, тонкий и
иметь хорошую адгезию, чтобы быть эффектив�
ным против износа. Перспективным материалом
для использования в тяжело нагруженных узлах
трения является быстрорежущая сталь [1]. Соглас�
но [2–4] это обусловлено большей способностью
карбидов и матрицы к окислению. Снижение ко�
эффициента трения в основном связано с образова�
нием оксидного слоя. Температуру начала образо�
вания оксидных слоев авторы не изучали. Более
того, как отмечается в работе [4], за счет низкой

микротвердости матрицы по сравнению с эвтекти�
ческими карбидами, находящимися по границам
зерен, происходит преимущественный ее износ,
что приводит к преждевременному выкрашива�
нию упрочняющей фазы. В работах [5, 6] показа�
но, что при формировании покрытий из стали
Р6М5 и композиционного материала на ее основе
«сталь Р6М5+20 вес. % WC» с применением мето�
да электронно�лучевой наплавки в вакууме удает�
ся сформировать равномерное мультимодальное
распределение упрочняющих фаз в аустенитно�
мартенситной матрице. Данное распределение, на�
ряду со структурно�неустойчивой связующей фа�
зой, обеспечивает значительное повышение абра�
зивной износостойкости данным покрытиям.

Целью настоящих исследований явилось изу�
чение процессов изнашивания и изменения струк�
турно�фазового состояния композиционных по�
крытий на основе стали Р6М5 в паре со стальным
контртелом в интервале скоростей скольжения
1,2…3,6 м/с, нагрузок 20…100 Н и температур до
200 °С.
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Приведены результаты исследования структуры поверхностей трения и триботехнических характеристик композиционных по�
крытий на основе стали Р6М5 после трения по стальному диску в диапазонах скоростей скольжения от 1,2 до 3,6 м/с и нагрузок
от 20 до 100 Н. В паре трения сталь Р6М5–сталь ШХ15 установлено две области катастрофического изнашивания и две области
установившегося износа. Для пары трения «сталь Р6М5+20 вес. % WC»–сталь ШХ15 установлено значительное снижение интен�
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Материал, оборудование и методы исследования
Технология наплавки. Для электронно�луче�

вой наплавки в вакууме (остаточное парциальное
давление не менее 0,013 Па) использовался поро�
шок быстрорежущей стали Р6М5 (С – 1, Cr – 4,
W – 6, 5, Mo – 5, V – 1,5, Si<0,5, Mn<0,55, Ni<0,4,
S<0,03, O2<0,03, Fe – основа (вес. %)), полученный
распылением в воду расплава, производства ОАО
«Тулачермет», и композиционный порошок
«сталь Р6М5+20 вес. % WC» дисперсностью
50…350 мкм. Композиционный порошок для на�
плавки получали смешиванием вышеназванных
порошков, спеканием смеси в вакууме (остаточное
парциальное давление не менее 10–2 Па), последую�
щим дроблением и рассевом на фракции получен�
ных спёков [7].

Наплавку проводили на плоские заготовки раз�
мером 30×200 мм (толщина основного металла
(подложки) 20 мм), изготовленные из стали 30.
Ширина наплавочной дорожки не превышала
20 мм. Для формирования толщины наплавленно�
го слоя ~3 мм число проходов электронного луча
было равно 4. Для сохранения постоянного разме�
ра жидкометаллической ванны (~100 мм2) в про�
цессе наплавки в условиях роста температуры за�
готовки необходимо уменьшать мощность элек�
тронного луча на каждом последующем проходе.
Поэтому мощность электронного луча согласно ра�
нее проведенной работе [8] изменялась в зависимо�
сти от номера прохода: 1) 4050…4300;
2) 2900…3200; 3) 2160…2300; 4) 2000…2100 Вт.
Диаметр электронного луча, длина развертки и
скорость движения подложки не изменялись и со�
ставили 1, 20 мм и 2,8 мм/с соответственно. Вре�
мя процесса наплавки заготовки за один проход
электронного луча составляло ~80 с. Время между
проходами, необходимое для возвращения заго�
товки в исходное состояние, составляло ~80 с. Та�
ким образом, в ходе многопроходной наплавки ма�
териал покрытия в зоне действия луча неоднократ�
но испытывает нагрев/охлаждение (термоцикли�
рование).

Испытания на трение�скольжение. Испыта�
ния на трение проводились на машине трения
СМТ�20 с использованием схемы «колесо–две пло�
ские колодки» при ступенчатом повышении скоро�
сти (1,2; 2,4 и 3,6 м/с) и нагрузки (20, 40, 60, 80 и
100 Н) в условиях трения без смазки. Исходные
образцы с покрытием вырезались из массивных
ранее наплавленных заготовок электроэрозион�
ным методом. Размер образцов был равен
10×10×7 мм. Толщина покрытия 2 мм. Поверх�
ность покрытия перед испытанием полировалась
на алмазных пастах различной дисперсности.

Контртелом служило колесо диаметром 62 мм и
шириной 15 мм, изготовленное из закаленной ша�
рикоподшипниковой стали ШХ15 (HRC 63…65).
При каждой фиксированной скорости и нагрузке
проводились четыре эксперимента с путем трения
2000 м независимо от частоты вращения контрте�

ла. В качестве меры интенсивности изнашивания
было использовано отношение объема материала,
потерянного образцами в ходе испытания, к ди�
станции трения (мм3/км).

Для оценки температуры образцов в процессе
испытаний с противоположной стороны от поверх�
ности трения (со стороны основного металла) вво�
дилась вольфрам�реневая термопара, располагаю�
щаяся на границе сплавления подложка–покры�
тие. Реальная температура в зонах контакта была
значительно выше, однако данная интегральная
температура одновременно с анализом интенсив�
ности изнашивания позволяла оценить работоспо�
собность данной пары трения.

Анализ структурно�фазового состава покры�
тий. Структуру наплавленных покрытий до и по�
сле испытаний на износ исследовали с помощью
оптического микроскопа (ОМ) Olympus GX 51,
снабженного анализатором SIAMS 700, растрово�
го электронного микроскопа (РЭМ) Philips SEM
515, снабженного микроанализатором EDAX
ECON IV и ионно�электронного микроскопа Quan�
ta 200 3D. Поперечные сечения по отношению к
поверхности трения размером ~10×10×7 мкм изго�
товляли путем распыления материала сфокусиро�
ванным ионным пучком при ускоряющем напря�
жении 30 кВ. РЭМ изображение сечений получали
при наклоне образца 52 градуса. Использовали
сигнал вторичных и обратно�рассеянных электро�
нов. Анализ химического состава в локальной
области проводили методом микрорентгеноспек�
трального анализа с использованием системы
«Genesis 2000» фирмы EDAX. Получали химиче�
ский состав области в точке и распределение эл�
ементов по линии.

Структурные исследования исходного покры�
тия и дорожки трения после испытаний пары тре�
ния проводили с помощью рентгеноструктурного
анализа (РСА) на рентгеновском дифрактометре
ДРОН�7 в фильтрованном CoКα

�излучении в интер�
вале углов 2Θ=15–120° с шагом 0,1°. Для количе�
ственного фазового анализа использовали значе�
ния интегральной интенсивности дифракционных
линий. Для определения параметров тонкой кри�
сталлической структуры (размеров кристаллитов
(D)) полученные экспериментальные данные ап�
проксимировались гадкими профилями (как пра�
вило, Коши), из которых определялись уширения
линий. Из уширения дифракционных максимумов
согласно [9] были получены размеры кристалли�
тов (областей когерентного рассеяния) γ�фазы (аус�
тенита) композиционных покрытий. Истинное фи�
зическое уширение рентгеновских линий получа�
ли сравнением ширины рефлексов исследуемых
кристаллитов с шириной рефлексов от эталонного
образца, в качестве которого был взят крупнокри�
сталлический α�кварц.

Оценку параметров шероховатости поверхно�
сти после испытаний на износ проводили на уста�
новке сканирующего интерференционного микро�
скопа ZYGO NewView 7300.
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Результаты и обсуждение
Для формирования мультимодального распре�

деления упрочняющих частиц по размерам [10]
(мелкозернистые выделения эвтектического кар�
бида М6С по границам зерна с размером
d1ср=3,8…5,9 мкм, субмикрокристаллические вы�
деления с размерами зерен d2ср=0,65 мкм (VC) и
d3ср<0,25 мкм (вторичный карбид М6С в объеме зе�
рен матрицы)) наплавке предшествовал предвари�
тельный проход электронного луча малой мощно�
сти с силой тока 25…40 мА для подогрева и рафи�
нирования поверхности образцов основного метал�
ла, многопроходного режима наплавки и оконча�
тельного подогрева наплавленной поверхности,
позволяющих осуществить процесс старения в
каждом предыдущем наплавленном слое уже в хо�
де наплавки. Матрица в упрочненном слое пред�
ставляла аустенитно�мартенситную смесь. Коли�
чество аустенита в покрытии на основе стали
Р6М5 составляло 22…30 %, а в композиционном
покрытии «сталь Р6М5+20 % WC» – 80…87 % от
общего объема матрицы. Исходный размер кри�
сталлитов для матрицы (γ�фаза) покрытия на осно�
ве стали Р6М5 равен 85 нм, а для композиционно�
го покрытия «сталь Р6М5+20 % WC» – 77 нм.

Все режимы трения сопровождались выделени�
ем тепла в зоне триботехнического контакта, что
приводило к разогреву всего объема образцов.
С увеличением скорости и нагрузки в трибологи�
ческом контакте температура росла по закону,
близкому к линейному, и для скорости 3,6 м/с и
нагрузки 100 Н достигала 180…200 °С (рис. 1, а).

Коэффициент трения с ростом скорости и на�
грузки уменьшается с 1,3–0,9 до 0,9–0,5 (рис. 1, б).
Необходимо заметить, что на рис. 1, б представле�
ны установившиеся значения коэффициента тре�
ния, характерные для конца испытаний пары тре�
ния сталь Р6М5–сталь ШХ15. На начальном этапе
в течение первых 1…2 минут временная зависи�
мость момента трения (и, соответственно, коэффи�
циента трения) имела значительный разброс, а за�
тем его значение практически не менялись до кон�
ца испытаний. Аналогичные зависимости харак�
терны и для пары трения «сталь Р6М5+WC»–
сталь ШХ15.

Анализ результатов проведенных испытаний
показал, что увеличение нагрузки для скорости
скольжения 1,2 м/с практически не приводит к
изменению интенсивности изнашивания покры�
тия на основе стали Р6М5 и она максимальна по
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Рис. 1. Влияние скорости скольжения и нагрузки на: а) температуру образцов; б) коэффициент трения при трении покрытия
сталь Р6М5 в паре со сталью ШХ15; скорость скольжения: 1) 1,2; 2) 2,4; 3) 3,6 м/с

Рис. 2. Зависимость интенсивности изнашивания от скорости скольжения и нагрузки для покрытия: а) сталь Р6М5; б) «сталь
Р6М5+WC». Скорость скольжения: 1) 1,2; 2) 2,4; 3) 3,6 м/с
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сравнению со скоростями скольжения 2,4 и
3,6 м/с (рис. 2, а, кривая 1). Исключение соста�
вляет только скорость скольжения 3,6 м/с и на�
грузка 100 Н, при которых интенсивность изна�
шивания данного покрытия максимальна
(0,677±0,119 мм3/км).

Для скоростей скольжения 2,4 и 3,6 м/с зави�
симости интенсивности изнашивания от нагрузки
близки друг к другу и носят более сложный харак�
тер (рис. 2, а, кривые 2 и 3). В интервале нагрузок
20…40 Н интенсивность изнашивания минималь�

на для данного покрытия и не изменяется для ско�
рости скольжения 3,6 м/с, а для скорости 2,4 м/с
даже падает с 0,17 до 0,073 мм3/км. С ростом на�
грузки до 60 Н интенсивность изнашивания резко
возрастает (в ~4,5 раза). Далее до 80 Н интенсив�
ность изнашивания практически не меняется.
И, наконец, при нагрузке 100 Н она вновь возра�
стает, особенно интенсивно для скорости скольже�
ния 3,6 м/с (на ~70 %, кривая 3).

Композиционные покрытия «сталь Р6М5+20 %
WC» в исследуемых интервалах скоростей скольже�
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Рис. 3. а) макро�; б–е) микроструктура поверхности трения покрытия на основе стали Р6М5; а, в) 60 Н, 1,2 м/с; б) 40 Н,
1,2 м/с; г) 60 Н, 2,4 м/с; д, е) 80Н, 3,6 м/с

  
      

  
      

  
      



ния и нагрузок показывают интенсивность изнаши�
вания, не превышающую 0,348±0,038 мм3/км (рис.
2, б). При увеличении нагрузки для скорости сколь�
жения 1,2 м/с интенсивность изнашивания изме�
няется по кривой с максимумом, которому соответ�
ствует нагрузка 40…60 Н (рис. 2, б, кривая 1). При
больших скоростях скольжения интенсивность из�
нашивания линейно растет с нагрузкой и не превы�
шает 0,228 мм3/км (рис. 2, б, кривые 2 и 3), что в
2–3 раза меньше по сравнению с покрытиями на ос�
нове стали Р6М5 (рис. 2, а). Для всех исследуемых
скоростей скольжения при нагрузке 100 Н интен�
сивность изнашивания практически одинакова.

Макроструктура (ОМ) поверхности трения по�
крытий сталь Р6М5 после скорости скольжения
1,2 м/с независимо от нагрузки представлена в ос�
новном в виде участка светлого цвета и в неболь�
шом количестве отдельными темно�серыми участ�
ками, вытянутыми в направлении скольжения
(рис. 3, а). По данным рентгеноструктурного ана�
лиза, слой темно�серого цвета представляет собой
оксид FeWO4. Белые участки представляют собой
структуру покрытия исходного материала: мелко�
зернистые выделения эвтектического карбида М6С
по границам зерен аустенитно�мартенситной ма�
трицы, интенсивность выкрашиваний которых ра�
стет с увеличением нагрузки (рис. 3, б, в).

С ростом скорости скольжения (2,4 и 3,6 м/с)
увеличивается площадь темно�серых участков, от
отдельных островков при малых нагрузках
(20…40 Н) до практически сплошного слоя
(60…80 Н) (рис. 3, г, д). Толщина оксидного слоя
растет до ~500…700 нм (рис. 3, е). Далее с увеличе�
нием нагрузки до 100 Н оксидный слой начинает
интенсивно разрушаться, что приводит к увеличе�
нию интенсивности изнашивания, особенно при
скорости скольжения 3,6 м/с (рис. 2, а, кривая 3).
Увеличение изнашивания при возрастании на�
грузки до 60 Н для скоростей скольжения 2,4 и
3,6 м/с связано, по�видимому, с ростом пластично�
сти матрицы, что приводит к распаду сетки эвтек�
тических карбидов, интенсивному ее окислению,
формированию слоя окислов с частичным их уда�
лением с трибоконтакта (рис. 3, д).

Для композиционного покрытия «сталь
Р6М5+20 % WC» при скорости скольжения 1,2 м/с
и нагрузке 20…80 Н сплошной оксидный слой не
формируется (рис. 4, а). На поверхности трения
присутствуют только отдельные участки оксидов,
количество которых с ростом нагрузки увеличива�
ется, и при 100 Н формируется тонкая сетка из этих
оксидов (рис. 4, б), что приводит к уменьшению ин�
тенсивности изнашивания (рис. 2, б, кривая 1). При
нагрузках 20…40 Н микроструктура поверхности
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Рис. 4. а, б) макро� (ОМ); в, г) микроструктура (РЭМ) поверхности трения композиционного покрытия «сталь Р6М5+20 %
WC» после скорости скольжения 1,2 м/с

  
      

  
      



трения полностью соответствует микроструктуре
исходного материала (эвтектическая сетка карби�
дов М6С по границам зерен, вторичные мелкие кар�
биды внутри зерен аустенитно�мартенситной ма�
трицы, рис. 4, в). В интервале нагрузок 60…80 Н на�
чинает разрушаться эвтектическая сетка карбидов
по границам зерен с формированием структуры рав�
ноосных карбидов в матрице. На рис. 4, г видно при�
сутствие областей материала как с эвтектическими
древовидными карбидами (I), так и с уже претерпев�
шими разрушение в виде равноосных частиц (II).

Необходимо отметить, что участки материала с эв�
тектическими древовидными карбидами остаются
гладкими и сохраняют свою работоспособность.
Участки материала, где идет процесс разрушения
эвтектической сетки карбидов, подвергаются боль�
шему износу.

С увеличением скорости скольжения до
2,4…3,6 м/с эвтектические древовидные карбиды
сохраняются при нагрузке до 60 Н (рис. 5, а), и
только при 80 Н они полностью распадаются на
равноосные мелкие частицы, равномерно распре�
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Рис. 5. Микроструктура (РЭМ) поверхности трения композиционного покрытия «сталь Р6М5+20 % WC» после скорости сколь�
жения: а–г) 2,4; д, е) 3,6 м/с. а, д) 60; б–г, е) 80 Н

  
      

  
      

  
      



деленные в матрице. При 80…100 Н наряду с мел�
кими карбидами формируются конгломераты кру�
пных карбидов (рис. 5, б).

Темно�серые участки оксидов, вытянутые вдоль
направления скольжения, начинают формировать�
ся уже при 20 Н. Занимаемая ими площадь контак�
та достигает к 100 Н и скорости 2,4…3,6 м/с
40…60 %. В зависимости от профиля поверхности
контакта участки оксидного слоя либо плотно свя�
заны с поверхностью, либо постепенно отслаива�
ются от нее (рис. 5, в, г). Кроме того, они растре�
скиваются поперек направления скольжения
(рис. 5, д). Подобные трещины формируются и в
крупных конгломератах карбидов (рис. 5, е).

По данным микрорентгеноспектрального ана�
лиза поверхности трения покрытия сталь Р6М5
(рис. 3, б) и «сталь Р6М5+20 % WC» (рис. 5, а)
имеют следующий химический состав (вес. %): С –
0,8; Mo – 4,56; W – 7,25; Cr – 4,6; V – 2,4; осталь�
ное Fe и С – 2; Mo – 2,8; W – 23,2; Cr – 2,92; V – 1,7;
остальное Fe соответственно, что практически со�
ответствует их исходным составам.

Химический состав темно�серых участков окси�
дов (рис. 5, б, зона I; ат. %): O – 61,55; Fe – 34,92;
W – 2,13; Cr – 1,4. Данный оксидный слой форми�
руется на поверхности композиционного покрытия
в результате процесса преимущественного изнаши�
вания матрицы и последующего окисления хими�
ческих элементов продуктов износа. Это обусловле�
но большим разогревом покрытия по сравнению с
контртелом, так как коэффициент взаимного пере�
крытия данной пары трения равен 0,2.

В процессе трения происходит разрушение эв�
тектической сетки карбидов типа М6С с формиро�
ванием, наряду с вторичными дисперсными кар�
бидами, равноосных карбидов в матрице (рис. 5, б,
зона II,) и отдельных конгломератов крупных кар�
бидов (рис. 5, б, зона III). Химический состав зоны
II: С – 1,6; Mo – 4,96; W – 20,75; Cr – 3,2; V – 3,9;
остальное Fe. Сравнивая данный химический со�
став с исходным (С – 2; Mo – 2,8; W – 23,2; Cr –

2,92; V – 1,7; остальное Fe) видно, что он отличает�
ся более высоким содержанием молибдена и вана�
дия. Это обусловлено частичным окислением та�
ких элементов, как железо, вольфрам и хром. Дан�
ное обстоятельство, судя по металлографическим
данным, приводит к некоторому увеличению объе�
много содержания карбидной фазы на поверхно�
сти трения (рис. 5, а, б).

Химический состав зоны III: С – 3,8; Mo – 3,6;
W – 63; Cr – 1,65; V – 1,4; остальное Fe. Судя по
данному химическому составу, конгломераты кру�
пных карбидов представляют фазу типа М6С.

При скорости скольжения 1,2 м/с и нагрузках
20 и 40 Н остаточный аустенит матрицы претерпе�
вает заметное (40…50 %) γ→α' мартенситное пре�
вращение (рис. 6, а, кривая 1), а далее с увеличе�
нием нагрузки содержание остаточного аустенита
находится на уровне его исходного значения
(~23,6 %). Аналогичное γ→α' мартенситное пре�
вращение наблюдается и при увеличении скорости
скольжения до 2,4 м/с в интервале нагрузок
20…40 Н, и скорости 3,6 м/с при нагрузке 20 Н.
Далее с увеличением нагрузки для этих скоростей
за счет роста температуры в трибоконтакте наблю�
дается обратное α→γ превращение (рис. 6, а, кри�
вые 2 и 3). Быстрое охлаждение тонкого прикон�
тактного слоя покрытия позволяет сохранить в
нем до 55 % аустенита от общего объема матрицы
при скорости скольжения 3,6 м/с и нагрузке
60…100 Н.

Наблюдается существенное уменьшение кри�
сталлитов γ�фазы (до 30…45 нм) независимо от ско�
рости скольжения уже при нагрузке 20 Н, а далее с
увеличением нагрузки для скоростей скольжения
2,4 и 3,6 м/с они плавно уменьшаются до 20…25 нм
(рис. 7, а, кривые 2 и 3). Для скорости скольжения
1,2 м/с в интервале нагрузок 40…60 Н наблюдается
некоторое повышение D, а далее их размер падает с
ростом нагрузки (рис. 7, а, кривая 1).

В случае композиционного покрытия «сталь
Р6М5+20 % WC» для скоростей скольжения 1,2 и
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Рис. 6. Влияние скорости скольжения и нагрузки на количество аустенита в приконтактном слое покрытия на основе: а) стали
Р6М5; б) композита «сталь Р6М5+20 % WC»; скорость скольжения: 1) 1,2; 2) 2,4; 3) 3,6 м/с; 4) исходное содержание
аустенита в покрытии

20 40 60 80 100

10

20

30

40

50

60

Vγ , %

P, H

1

2

3

4

 20 40 60 80 100
70

75

80

85

90

95

100

1
2

3

Vγ , %

P, H

4

 
                              



2,4 м/с во всем интервале исследуемых нагрузок
объемная доля аустенита сохраняется на уровне
исходного количества (рис. 6, б, кривые 1 и 2).
Только для скорости 3,6 м/с и нагрузки 80…100 Н
наблюдается уменьшение аустенита на ~10 %.
Размер кристаллитов γ�фазы при скоростях сколь�
жения 2,4 и 3,6 м/с резко уменьшается уже при
нагрузке 20 Н по сравнению с исходным значени�
ем (77 нм) и далее с ростом нагрузки не изменяет�
ся (рис. 7, б, кривые 2 и 3). Для скорости скольже�
ния 1,2 м/с уменьшение D до 40 нм с ростом на�
грузки более плавное (рис. 7, б, кривая 1). Умень�
шение размеров кристаллитов обусловлено как ро�
стом плотности дислокаций, так и ростом микро�
искажений в матрице.

Пара трения сталь Р6М5–сталь ШХ15. Ос�
новным результатом настоящей работы можно
считать установленный факт наличия двух обла�
стей катастрофического изнашивания покрытия
на основе стали Р6М5 при скоростях скольжения
2,4 и 3,6 м/с и нагрузках 60 и 100 Н соответствен�
но. В интервале нагрузок 20…40 и 60…80 Н на�
блюдается установившийся износ в паре с закален�
ной сталью ШХ15. Обычно столь резкое увеличе�
ние скорости изнашивания (в два раза, рис. 2, а)
связано со сменой механизмов изнашивания [11].

Процессы износа, происходящие при скоро�
стях 1,2 м/с во всем диапазоне нагрузок и при ско�
ростях 2,4 и 3,6 м/с в интервале нагрузок
20…40 Н, можно связать с процессом пластическо�
го оттеснения и микрорезания продуктами износа
(частицами карбидов и оксидов). Для такого режи�
ма изнашивания характерен гладкий рельеф по�
верхности изнашивания, отсутствие вырывов
больших объемов материала и трещин, что и на�
блюдается на рис. 3, а, б. С увеличением нагрузки
при скорости 1,2 м/с наблюдается увеличение вы�
крашиваний части карбидной эвтектической сет�
ки (рис. 3, в), что связано с общим охрупчиванием
материала за счет частичного превращения оста�
точного аустенита в мартенсит деформации
(рис. 6, а, кривая 1).

Резкое повышение интенсивности изнашива�
ния (2,4 и 3,6 м/с, 60 Н, рис. 2, а, кривые 2 и 3)
связано с повышением температуры в зоне трибо�
контакта [12], что приводит к размягчению связки
в приповерхностных областях покрытия, высоко�
температурному фазовому α→γ�переходу в матри�
це (рис. 6, а, кривые 2 и 3), разрушению сетки дре�
вовидных эвтектических карбидов (рис. 3, в, г), эк�
струзии матрицы в зону трибологического контак�
та между покрытием и стальным колесом и, следо�
вательно, ее интенсивным окислением и частич�
ным удалением окислов в продукты износа.

Второй интервал установившегося износа
(60…80 Н, рис. 2, а, кривые 2 и 3) обусловлен фор�
мированием практически сплошного оксидного слоя
на поверхности покрытия (рис. 3, г, д). Далее с ро�
стом нагрузки до 100 Н начинается вторая область
катастрофического изнашивания, особенно ярко
проявляющаяся для скорости скольжения 3,6 м/с.
Это обусловлено ростом толщины оксидного слоя и,
как следствие, его разрушением (рис. 3, е).

Пара трения «сталь Р6М5+20 % WC»–сталь
ШХ15. Основным результатом для пары трения
«сталь Р6М5+20 % WC»–сталь ШХ15 является
установленный факт значительного снижения ин�
тенсивности изнашивания композиционного по�
крытия по сравнению с покрытием на основе стали
Р6М5. Это обусловлено одновременным увеличе�
нием объёмных долей карбидной фазы и остаточ�
ного аустенита матрицы.

При скоростях скольжения 2,4 и 3,6 м/с ин�
тенсивность изнашивания композиционного по�
крытия «сталь Р6М5+20 % WC» линейно растет с
нагрузкой (рис. 2, б, кривые 2 и 3) и в 2–3 раза ме�
ньше по сравнению с покрытиями на основе стали
Р6М5 (рис. 2), что в основном связано с развитием
окислительного изнашивания. Участки оксидного
слоя начинают формироваться уже при 20 Н. За�
нимаемая ими площадь контакта достигает к
100 Н 40…60 %.

Эвтектические древовидные карбиды сохраня�
ются при нагрузке до 60 Н (рис. 5, а), и только при
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Рис. 7. Влияние скорости скольжения и нагрузки на размер кристаллитов аустенита при трении покрытия на основе: а) стали
Р6М5; б) композита «сталь Р6М5+20 % WC». Скорость скольжения: 1) 1,2; 2) 2,4; 3) 3,6 м/с
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80 Н они полностью распадаются на равноосные
мелкие частицы, равномерно распределенные в
матрице, и конгломераты крупных карбидов
(рис. 5, б). Линейный рост интенсивности изнаши�
вания от нагрузки связан с постепенным разруше�
нием и отслаиванием оксидного слоя (рис. 5, в, г),
формированием поперечных трещин по отноше�
нию к направлению скольжения в крупных кон�
гломератах карбидов М6С (рис. 5, е) и их выкраши�
ванием.

Для скорости скольжения 1,2 м/с интенсив�
ность изнашивания изменяется по кривой с макси�
мумом, которому соответствует нагрузка 40…60 Н
(рис. 2, б, кривая 1). При нагрузке 20…80 Н сплош�
ной оксидный слой не формируется (рис. 4, а), и
только при 100 Н формируется тонкая сетка из эт�
их оксидов (рис. 4, б), что приводит к уменьшению
интенсивности изнашивания (рис. 2, б, кривая 1).

В интервале нагрузок 60…80 Н начинает разру�
шаться эвтектическая сетка карбидов с формиро�
ванием структуры равноосных карбидов в матрице
(рис. 4, г). На поверхности трения присутствуют
как области материала с эвтектическими древо�
видными карбидами (I), так и области с равно�
осными мелкими частицами в матрице (II). Обла�
сти I, оставаясь гладкими, сохраняют свою рабо�
тоспособность в контакте с контртелом, а области
II в этот период, судя по рельефу поверхности, под�
вергаются более интенсивному износу.

Выводы
В паре трения сталь Р6М5–сталь ШХ15 устано�

влено две области катастрофического изнашива�
ния покрытия при скоростях скольжения 2,4 и
3,6 м/с и нагрузках 60 и 100 Н соответственно.
В интервале нагрузок 20…40 и 60…80 Н наблюда�
ются две области установившегося износа.

Процессы износа, происходящие при скоростях
1,2 м/с во всем диапазоне нагрузок и при скоро�
стях 2,4 и 3,6 м/с в интервале нагрузок 20…40 Н,

связаны с процессом пластического оттеснения и
микрорезания продуктами износа. С увеличением
нагрузки при скорости 1,2 м/с наблюдается увели�
чение выкрашиваний части карбидной эвтектиче�
ской сетки, что связано с общим охрупчиванием
материала за счет частичного превращения оста�
точного аустенита в мартенсит деформации.

Резкое повышение интенсивности изнашива�
ния (2,4 и 3,6 м/с, 60 Н) связано с размягчением
связки в приповерхностных областях покрытия,
высокотемпературным фазовым α→γ�переходом в
матрице, разрушением сетки древовидных эвтек�
тических карбидов, экструзией матрицы в зону
трибологического контакта между покрытием и
стальным колесом и, следовательно, ее интенсив�
ным окислением и частичным удалением окислов
в продукты износа.

Второй интервал установившегося износа
(60…80 Н) обусловлен формированием практиче�
ски сплошного оксидного слоя на поверхности по�
крытия, который с ростом нагрузки до 100 Н на�
чинает разрушаться, что обуславливает развитие
второй области катастрофического изнашивания.

Для пары трения «сталь Р6М5+20 % WC»–
сталь ШХ15 установлено значительное снижения
интенсивности изнашивания композиционного
покрытия (2–3 раза) по сравнению с покрытием на
основе стали Р6М5. Это обусловлено одновремен�
ным увеличением объёмных долей карбидной фа�
зы и остаточного аустенита матрицы. При скоро�
стях скольжения 2,4 и 3,6 м/с интенсивность из�
нашивания композиционного покрытия линейно
растет с нагрузкой, что в основном связано с разви�
тием окислительного изнашивания. Участки ок�
сидного слоя начинают формироваться уже при
20 Н.

Работа выполнена при финансовой поддержке государ�
ственного задания Министерства образования и науки
РФ на проведение научно�исследовательских работ ТПУ
№ 8.3664.2011.
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Введение
Термомеханические соединения (ТМС) – это со�

единения, в которых натяг между элементами осу�
ществляется за счет термического сжатия предва�
рительно нагретой втулки или расширения пред�
варительно охлажденного вала. Это требует точно�
го расчета размеров втулки и вала.

Задача создания надежных и высокопрочных
соединений значительно упрощается при исполь�
зовании материалов с памятью формы (ПФ), в
частности на основе никелида титана. В отличие от
обычных материалов никелид титана, обладая вы�
сокими – до 12…15 % – обратимыми деформация�
ми, позволяет создать натяг, соизмеримый с проч�
ностными характеристиками материалов самих
соединяемых элементов при относительно невысо�
ких точности и качестве поверхностей [1–4].

Один из вариантов такого соединения показан
на рис. 1. Здесь концы трубопроводов – 2, выпол�
ненных из любого материала, соединяются втул�
кой – 1 из никелида титана. Для обеспечения боль�
шей прочности и надежности втулка выполнена с
поясками. Процесс сборки включает в себя этап
радиальной раздачи втулки при низких темпера�
турах, например, в среде жидкого азота, этапа сво�
бодной насадки втулки на концы трубопроводов
при комнатной температуре и этапа ее термовоз�
врата. В процессе разогрева за счет проявления эф�
фекта ПФ радиальные размеры втулки уменьша�
ются почти до исходных, в результате чего проис�
ходит обжим концов. Величина натяга в данном
случае обусловлена разностью исходных посадоч�
ных размеров труб и втулки, а сборочный зазор и
свобода сборки обеспечиваются большими степе�
нями раздачи в пределах указанных выше обрати�
мых деформаций.

Термомеханические соединения широко ис�
пользуется в гидравлических, газовых и топлив�
ных системах двигателей, где требуется компакт�
ность трубопроводов со сложной траекторией их
расположения, например в двигателях самолетов
[5] и подводных лодках, а также есть возможность

их широкого применения в системах трубопрово�
дов нефтеперерабатывающих заводов [6, 7].

Рис. 1. Термомеханическое соединение трубопроводов. 1 –
втулка из TiNi, 2 – соединяемые трубопроводы, 3 –
шток для установки кронштейна, 4 – кронштейны со
светодиодом, 5 – кольцо для крепления кронштей�
нов, 6 – кронштейны для крепления фотодиодов, 7 –
светодиод, 8 – фотодиоды

По статистическим данным Республиканского
инженерно�технического центра (РИТЦ) ТФ СО
АНСССР (см. отчет РИТЦ по теме «Создание на ос�
нове сплавов с памятью формы технологии и ос�
настки несварных соединений трубопроводов»
шифр Криофит № 28/98 от 29.05.89) нефтеперера�
батывающий завод производительностью 6 мил�
лионов тонн в год имеет протяженность трубопро�
водов до 2000 км диаметрами от 6 до 1200 мм и
сотни тысяч стыков, значительное число которых
являются сварными. Как известно, во водимых
мощностях число отказов из�за сварных соедине�
ний составляет 40…45 % от общего числа отказов
всех систем, а в процессе эксплуатации доля их со�
ставляет 11 %. Поэтому вполне оправдан поиск
альтернативных способов соединений, в число ко�
торых входит ТМС. Преимущества таких соедине�
ний очевидны:
• возможность соединения трубопроводов из раз�

личных материалов;
• простота и легкость сборки;

Физика

85

УДК 669:621.7

ИССЛЕДОВАНИЕ РЕЛАКСАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ В ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИХ СОЕДИНЕНИЯХ 
НА ОСНОВЕ НИКЕЛИДА ТИТАНА И МЕТОДЫ ПОВЫШЕНИЯ ИХ НАДЕЖНОСТИ

В.А. Хохлов, А.И. Потекаев*, С.В. Галсанов

Томский государственный университет
*Сибирский физико�технический институт им. акад. В.Д. Кузнецова, г. Томск

E�mail: potekaev@spti.tsu.ru

В результате изучения окружной прочности и рассеяния энергии в термомеханических соединениях трубопроводов втулками из
никелида титана получены изменения напряжений во времени. Разработаны методы повышения их надежности.

Ключевые слова:
Никелид титана, термомеханические соединения, релаксация напряжений.
Key words:
Titanium nickelide, thermomechanical connections, stress relaxation.



• возможность сборки в труднодоступных ме�
стах;

• отсутствие высокотемпературного нагрева, ко�
торый неизбежен при пайке и сварке, исключа�
ется изменение и ухудшение свойств материала
в области стыка;

• высокая надежность соединений (до 700 МПа),
т. к. никелид титана, имея повышенную проч�
ность (предел текучести у него выше, чем у
обычных материалов), обладает высокой долго�
вечностью в условиях циклического нагруже�
ния и пульсирующих нагрузок;

• возможно соединение в полевых условиях при
ремонтных и капитальных работах при отсут�
ствии источников энергии;

• возможность проведения работ во взрыво� и по�
жароопасных условиях.
Недостатком этих соединений является относи�

тельно высокая стоимость материала.
Однако, как показывает технико�экономиче�

ский анализ, проведенный РИТЦ, затраты на под�
готовительные работы, доставку материалов и обо�
рудования к месту сборки, эксплуатацию оборудо�
вания и непосредственно на монтаж ТМС ниже,
чем производство сварных соединений. При этом
общая стоимость с учетом затрат на материалы
становится почти одинаковой для обоих видов сое�
динений. Но учитывая указанные выше преиму�
щества ТМС, эффективность их неоспорима (дан�
ные РИТЦ).

Наиболее оптимальными с точки зрения эконо�
мичности и востребованности размеры соединяе�
мых трубопроводов авторы считают диаметры
14…52 мм. Достаточно сказать, что только на од�
ном самолете США F14A в гидравлических систе�
мах устанавливается 800 муфт, обеспечивающих
давление 210 МПа, а с 1973 по 1983 гг. было по�
ставлено для авиации 35 тыс. муфт. В газовых си�
стемах и системах подачи пресной и морской воды
подводных лодок соединение ТМС из никелида ти�
тана выдерживают давление 420 МПа. На граж�
данских объектах перспективы применения ТМС
колоссальны.

Термомеханическое соединение, как видно,
включает контакт тел классических материалов
(трубопроводы) с материалом с ПФ (соединитель�
ная втулка). Причем здесь в наличии все атрибуты
контактного взаимодействия, трения, предвари�
тельного смещения, изнашивания.

В самом деле, в указанных выше системах реа�
лизуются статические контактные деформации в
результате натяга при сборке соединений, ради�
альные и тангенциальные смещения при действии
давления жидкости и газов, цикличность однозна�
ковая и знакопеременная по нагрузкам.

Для оптимизации характеристик ТМС и повы�
шения их долговечности нами были проведены об�
ширные исследования свойств контакта никелида
титана с традиционными материалами, релакса�
ционных характеристик соединений, и на основе
исследований выработаны рекомендации для по�

вышения эксплуатационных характеристик тер�
момеханических соединений.

Результатом этой работы явилось внедрение в
производство оптимальной и конкурентоспособ�
ной технологии создания ТМС на основе никелида
титана с высоким экономическим эффектом.

Материалы, образцы, приборы и оборудование
Механические и кинетические характеристики

(прочность, герметичность, долговечность, релак�
сация, ползучесть) соединений с использованием
материалов с термомеханической памятью формы
определяются материалами соединяемых трубок,
их поперечными размерами, конструкцией соеди�
нения (гладкие с уплотняющими плоскими эле�
ментами, комбинированные с промежуточными
элементами), размерами соединительных муфт,
допусками на наружные и внутренние диаметры
элементов соединения, степенью предварительной
раздачи втулки, расчетным натягом и, в наиболь�
шей степени, материалом соединительных муфт.

Для обеспечения заданных характеристик сое�
динения по герметичности, релаксационностойко�
сти, прочности, долговечности и рабочему интер�
валу температур был выбран материал соедини�
тельной втулки с повышенными термомеханиче�
скими характеристиками Ti50Ni47,5Fe2,5 ТН�1K с
температурами начала Мн (–80 °С) и конца мартен�
ситного превращения (–140 °С), коэффициентом
восстановления не менее 95 %.

Выбор этого сплава обусловлен достаточно низ�
кими температурами формовосстановления, ро�
стом параметров прочности и пластичности с по�
вышением температур до 300…350 °С, высокими
значениями (до 15 %) обратимой деформации, а
главное тем, что ТН�1K единственный из материа�
лов с памятью формы, достаточно полно изучен�
ный и освоенный промышленностью [5].

Термообработка: отжиг в вакууме при Т=800 °С
с выдержкой 1 час в печи. Конструкция втулки – с
четырьмя уплотняющими поясками.

Трубопроводы: нержавеющая сталь 12Х18Н10Т
с наружным диаметром 14 и 20 мм и толщиной
стенок 1 мм.

Уплотняющие пояски деформируют при обжа�
тии стенки трубы, и внутренние их поверхности
имеют волнообразный профиль (рис. 1).

Измеритель перемещений – прибор на основе
оптического бесконтактного способа измерения
перемещений с применением фотодиодных датчи�
ков микроперемещений, установка [7] и работа ко�
торых описана в следующем разделе.

Для создания крутящего момента использова�
лась машина для испытаний на кручение фирмы
«Амслер–Лафон».

Измерение площади петель гистерезиса и энер�
гии псевдоупругой деформации проводилось с по�
мощью планиметра.

Сборка соединений проводилась следующим
образом: втулка из TiNi помещалась в среду жид�
кого азота в специальную камеру, раздавливалась
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по диаметру металлическим дорном, извлекалась
из камеры и сразу насаживалась на концы трубо�
проводов. При ее нагреве втулка, возвращаясь к
прежним расчетным размерам, обжимала концы
трубопроводов.

Методика исследования релаксации напряжений
Под релаксацией напряжений понимают сам�

опроизвольное снижение во времени механиче�
ских напряжений в материале при постоянных ли�
нейных размерах элемента. Релаксация происхо�
дит за счет возникновения микропластических де�
формаций в локальных областях материала при
действии упругих напряжений, уменьшая послед�
ние.

Поскольку все количественные теоретические
и экспериментальные методы определения напря�
жений базируются на определении смещения меж�
ду отдельными элементами материала, то и экспе�
риментальное исследование релаксации напряже�
ний сводится в той или иной форме к определению
изменений во времени перемещений или деформа�
ции при упругом возврате после снятия напряже�
ний. Используется классический аппарат механи�
ки деформируемого твердого тела.

Экспериментальное исследование релаксации
напряжений возможно при различных схемах на�
гружения: изгибе, растяжении, кручении, сжа�
тии, комбинированном виде нагружения. Все они
имеют свои преимущества и недостатки. Напри�
мер, в одном случае возможно точное определение
кинетики деформации, но сложный математиче�
ский аппарат пересчета в напряжения, в других
случаях связь между деформациями и напряже�
ниями выражается, например, в виде простейшего
закона Гука, однако сложно зафиксировать изме�
нение деформации.

В термомеханических соединениях после сбор�
ки элементов в результате фазового превращения
и формовосстановления во втулке и трубах возни�
кают осевые и радиальные напряжения, обеспечи�
вающие определенные натяг, герметичность и
прочностные характеристики соединения.

Поставленная задача исследования релаксации
напряжений в соединении является намного более
сложной, чем определение кинетики напряжений в
материале по ряду причин. Во�первых, общая ре�
лаксация напряжений определяется релаксацией
собственно в материале втулки, релаксацией в ма�
териале труб и релаксацией в зоне контакта. При�
чем последняя, как показали наши исследования, в
начальный момент времени интенсивней, чем в ма�
териалах, и именно она определяет в наибольшей
степени процессы разупрочнения соединения. Это
связано с тем, что в контакте ввиду малости площа�
дей касания возникают напряжения, близкие к
предельным, даже при весьма малых общих рас�
четных напряжениях, действующих в элементах.
Следовательно, и интенсивность релаксации выше.

Во�вторых, возникает проблема точного изме�
рения деформаций и в материалах, и в контакте,

фиксирования их изменений во времени, прини�
мая во внимание, что последние являются малыми
высших порядков по сравнению с самими дефор�
мациями и требуется измерительная аппаратура с
точностью на класс выше определяемых величин.
Кроме того, необходимы сложные вычисления для
расчета напряжений по деформациям, требующие
анализа напряженно�деформированного состоя�
ния в зоне контакта, установления аналитической
связи между деформациями и напряжениями,
учета целой гаммы эмпирических коэффициентов,
использования гипотез и допущений. В настоящее
время такой, хотя и сложный, математический ап�
парат обработки экспериментально полученных
деформаций и расчет напряжений разрабатывает�
ся авторами.

В�третьих, на характеристики соединения
оказывают влияние два конкурирующих процес�
са. Первый из них – снижение напряжений во вре�
мени в результате релаксации, приводящее к по�
нижению прочности, так как уменьшается усилие
обжатия или натяга. Второй – это увеличение пло�
щади фактического контакта, происходящее в ре�
зультате эффектов ползучести микронеровностей
под напряжением. Ползучесть локальных обла�
стей контакта сопровождается, кроме того, адгези�
онными процессами и усилением механического
сцепления. Все это приводит к упрочнению кон�
такта и соединения в целом.

Однако увеличение фактической площади со�
провождается падением контактных давлений.
Для опытных соединений с натягом падение фак�
тического контактного давления незначительно,
так как деформация от ползучести тут же компен�
сируется деформацией упругого возврата втулки и
трубы.

В термомеханических соединениях могут быть
две ситуации, определяющие прочность и герме�
тичность соединения. В одном случае, когда ско�
рость ползучести контакта превышает скорость ре�
лаксации напряжений в материале втулки и тру�
бы, прочность соединения не уменьшается, так
как успевает произойти компенсация деформации
за счет упругого восстановления. В другом случае,
когда скорость релаксации в самом материале вы�
ше скорости ползучести контакта, рост фактиче�
ской площади контакта, который сопровождается
уменьшением фактического контактного давле�
ния, будет происходить в условиях уменьшения
номинального контактного давления вследствие
релаксации напряжений. При этом прочность сое�
динений должна уменьшаться.

В обоих случаях прочность соединения зависит
не только от разности скоростей, но и от величины
релаксируемых напряжений и от величины изме�
няющейся фактической площади, т. е. от способ�
ности контакта к ползучести. Так, для поверхно�
сти с низким качеством обработки (с большой ше�
роховатостью) величина прироста фактической
площади касания из�за ползучести будет больше,
чем для поверхностей более гладких.
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Таким образом, рассматривая ТМС с позиций
механики контактного взаимодействия, можно
утверждать, что кинетика прочности соединения
определяется не только релаксацией напряжений
в теле элементов, но и в большей степени кинети�
кой микрометрических характеристик контакта и
объема материала в шероховатом слое. Поэтому
исследования релаксации в соединениях, имею�
щие цель – прогнозирование прочности, должны
быть сведены к изучению кинетики контактных
напряжений и прочности, которые учитывают как
собственно временные изменения свойств контак�
та, так и релаксацию напряжений в материале.

Известные способы определения релаксации в
материалах неприемлемы для соединения. Мето�
дик оценки релаксации напряжений в соедине�
ниях и в контакте, судя по литературным данным,
не существует. В связи с этим предлагается новый
метод оценки релаксации напряжений в соедине�
ниях и в ТМС в частности, где в качестве крите�
риев оценки релаксационных свойств приняты из�
менения окружной прочности соединения и энер�
гетической характеристики соединения – рассея�
ние энергии в трибосопряжении за цикл знакопе�
ременного нагружения крутящим моментом. Ве�
личина последнего должна быть такой, чтобы ис�
ключить дополнительные контактные деформа�
ции, т. е. чтобы контакт работал в условиях пред�
варительного смещения. Рассеяние энергии опре�
деляется по площади гистерезисной петли.
Третьим равноценным критерием может быть из�
менение во времени при фиксированном непре�
дельном крутящем моменте величины предвари�
тельного смещения, которое отражает степень со�
противления контакта внешним силовым воздей�
ствиям. Поскольку существует связь, хотя и нели�
нейная, между смещением и рассеянием энергии,
третий критерий в данной работе не рассматрива�
ется.

При исследовании микроперемещений и дисси�
пативных свойств контакта в условиях предвари�
тельных смещений необходима регистрация ми�
кроперемещений, составляющих сотые доли ми�
крона.

В связи с этим изготовлен прибор на основе фо�
тодиодных датчиков микроперемещений.

На рис. 1 приведена схема установки датчиков.
Один элемент датчика (светодиод) 1 устанавлива�
ется по одной из трубок. Второй элемент (два фото�
диода) 2 закрепляется на втулке таким образом,
чтобы элемент 1 располагался симметрично отно�
сительно фотодиодов.

При возникновении деформации в контакте
луч света от светодиода смещается в сторону одно�
го из фотодиодов, изначальная равномерность све�
тового потока нарушается, появляется ток разба�
лансировки на выходе фотодиодов, который фик�
сируется токоизмерителем, протарированным на
линейное микросмещение.

Для создания микросмещений к концам трубо�
проводов прикладывался крутящий момент. При

этом возникало предварительное смещение правой
трубки относительно втулки, которое фиксирова�
лась датчиками. Увеличение амплитуды момента
велось до наступления проскальзывания (срыва)
соединения.

Релаксация напряжений 
в термомеханических соединениях
На рис. 2 представлены петли механического

гистерезиса в различных точках контакта термо�
механического соединения. На основании анализа
данных зависимостей и результатов исследований,
проведенных ранее, можно сделать вывод, что про�
цессы, происходящие в плоском контакте в усло�
виях высоких нормальных давлений под действи�
ем сдвигающих сил, и процессы, происходящие в
контакте термомеханических соединений под дей�
ствием крутящих моментов, качественно идентич�
ны. Это легко доказывается тем, что, выделив
условно в цилиндрическом контакте малую пло�
щадку, представляющую в пределе плоскость,
можно увидеть, что нормальной нагрузкой явля�
ются радиальные силы от напряжений упругого
возврата втулки, а сдвигающими – силы от дей�
ствия крутящего момента; т. е. получим схему,
полностью эквивалентную плоскому контакту.
Поэтому при теоретическом описании контакта в
отмеченных соединениях достаточно рассмотреть
условия деформирования плоского контакта. В си�
лу малых перемещений относительно радиуса сое�
динения геометрией стыка можно пренебречь.

Результаты исследования предельной силы
сдвига от времени после сборки соединения пред�
ставлены на рис. 3. На данных графиках показано,
что окружная прочность соединения независимо
от времени после сборки в пределах исследуемых
2500 часов почти постоянна. Разброс эксперимен�
тальных данных не превышал 10 %.

Рис. 2. Петли гистерезиса при деформации в окружном на�
правлении: а) левый датчик, τ=2 МПа; б) правый
датчик, петли: 1 – τmax=1 МПа, 2 – τmax=2 МПа

Поскольку предельные сдвигающие силы и рас�
сеяние энергии являются очень чувствительными
характеристиками контактного взаимодействия
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тел, отражающими и напряжения, и прочность, и
жесткость, и их кинетику, то можно с уверенно�
стью сказать, что в рассмотренном интервале вре�
мени изменение напряженного состояния незначи�
тельно и не фиксируется в опытах. Фактически это
изменение должно проявляться наиболее сильно в
начальный после сборки период времени (часть это�
го изменения удалось зафиксировать – см. левую
сторону графика). Однако методика измерения ми�
кроперемещений, требующая установки датчиков,
настройки аппаратуры, установки в крутильную
машину, позволяла провести измерения не ранее,
чем через 40…60 мин после сборки. Далее, если
предположить, что релаксация все же есть, то уве�
личение податливости контакта в результате ре�
лаксации напряжений должно компенсироваться
уменьшением податливости из�за ползучести, уве�
личением фактической площади контакта и обра�
зованием адгезионных связей в зонах контакта.

Рис. 3. Зависимость предельной силы сдвига от времени по�
сле сборки ТМС

Учитывая накопленный авторами опыт эксплу�
атации соединения в экспериментальных целях
(при исследовании контактного взаимодействия
пар–труба–втулка, микротрения в контакте, пред�
варительного смещения и релаксации), можно
рассмотреть несколько вариантов повышения на�
дежности ТМС. При этом под надежностью пони�
маем обеспечение заданных герметичности, проч�
ности в условиях действия статических и цикличе�
ских нагрузок, а также долговечности в заданном
временном интервале.
1. Повышение характеристик соединения за счет

предварительного приложения крутящего мо�
мента, вызывающего микросмещение, близкое
к предельному. Происходит упрочнение ло�
кальных контактных зон за счет наклепа мате�
риалов в приконтактных областях и усиления
адгезионных связей в зонах физического кон�
такта. Это положение подтверждается экспери�
ментально и является одним из способов повы�
шения жесткости соединений, включая и сое�
динения с натягом.

2. Повышение характеристик за счет улучшения
качества обработки рабочих поверхностей
втулки и труб. Известно, что с уменьшением
высоты микронеровностей увеличивается нор�
мальная и тангенциальная жесткости контак�
та. При этом уменьшается объем контактного
зазора, и соответственно возрастает объем мате�
риала, испытывающего предельные напряже�
ния. Уменьшение высоты микронеровностей
приводит к снижению интенсивности кинети�
ческих процессов – релаксации и ползучести.

3. Повышение характеристик ТМС можно до�
стичь путем увеличения количества поясков на
втулке. В первом приближении можно считать,
что увеличение прочности соединения пропор�
ционально числу рабочих поясков. В этом слу�
чае лимитирующим фактором может оказаться
прочность трубы вне зоны соединения.

4. Немаловажным методом повышения надежно�
сти может служить выбор материала трубы по
прочностным параметрам упрочняемости и
пластическим свойствам, а также толщины
стенок. Однако в этом случае зачастую выбор
размеров и материала труб определяется кон�
структивными соображениями, экономично�
стью систем и условиями эксплуатации.

5. В случае заданных параметров труб для тонко�
стенных конструкций целесообразно использо�
вать так называемые втулки жесткости, кото�
рые устанавливаются внутри трубопроводов и
тем самым увеличивают жесткость соедине�
ния.

Заключение
В качестве критериев оценки релаксационных

свойств приняты изменения окружной прочности
соединений и их энергетической характеристики –
рассеяние энергии в контакте втулка–трубопро�
вод. Показано, что в измеряемом интервале време�
ни (1…2500 ч) в начальный период времени
(1…50 ч) наблюдается некоторое снижение проч�
ности, затем прочность стабилизируется. Однако
некоторые элементы релаксации в течение време�
ни все же есть, но разупрочнение, вызываемое ею,
должно компенсироваться уменьшением податли�
вости контакта в результате ползучести, увеличе�
ния площади фактического контакта, образовани�
ем адгезионных связей в этих зонах, а также за
счет упругого довосстановления материалов втул�
ки и труб.

Разработано несколько рекомендаций, пред�
назначенных для повышения надежности соедине�
ний, таких как герметичность и прочность.
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Введение
Приложение давления вызывает упруго�пласти�

ческие деформации отдельных микронеровностей
(МкН) и образование площадок физического кон�
такта, размеры которых определяются сжимающи�
ми силами, геометрией контактирующих микропо�
верхностей и материалами контактирующих тел.
Естественно, что часть микронеровностей не дефор�
мируется, часть находится в упругом состоянии, а
часть – в упруго�пластическом. Циклическое дей�
ствие давления вызывает у ранее пластически де�
формированных микронеровностей упругие дефор�
мации. Считается, что параметры контакта (давле�
ния q, сближение δ и размеры площадки, определя�
емые через радиус а) малонагруженных микроне�
ровностей определяются теорией Герца, остальные
– теорией упруго�пластического контакта.

Исследование особенностей контактной обла�
сти весьма актуально для трибологии, в приклад�
ных задачах трибосопряжений, фреттинг износа, а
также конструкционного демпфирования колеба�
ний.

Контакт, описываемый теорией Герца, предпо�
лагает сжатие в пределах упругих деформаций
двух однородных или разнородных микронеровно�
стей, моделируемых телами, например сферами.
При сближении δ контактирующих тел происхо�
дит образование площадки контакта радиусом а, а
распределение давлений на ней представляется па�

раболой с q=qmax в центре площадки и q=qmin=0 на ее
периферии. Снятие давления возвращает тело в ис�
ходное состояние без остаточных деформаций,
причем адгезионно�молекулярное взаимодействие
в областях соприкосновения теория Герца не учи�
тывает.

Реальный процесс деформирования и возврата
при снятии нагрузки выглядит иначе. Удалось, ис�
пользуя высокоточную измерительную аппарату�
ру, отследить процесс формирования деформа�
ционной зависимости сближение–нагрузка и обра�
зование петель гистерзиса при циклическом сжа�
тии контакта [1].

В настоящей работе проводится анализ напря�
женно�деформированного состояния (НДС) в кон�
такте единичных микронеровностей с целью уста�
новить связь между деформационными зависимо�
стями сближение δ – давление q, представленны�
ми в виде петель гистерезиса, и адгезией в дискрет�
ном циклически сжимаемом контакте.

Материалы, образцы, приборы и оборудование
Исследовались следующие материалы: сталь

Ст3, сталь 45, сталь 40Х, медь М1, алюминий, сви�
нец, индий, оргстекло, сплав ТН�1К (Ti50Ni47,5Fe2,5).

Образцы имели осесимметричную форму с кон�
тактной площадью 10–4 м2.

Все металлические образцы отжигались по
стандартной методике кроме никелида титана, ко�
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торый отжигался в вакууме при температуре
800 °С с выдержкой 1 час.

В качестве измерительных приборов использо�
вались емкостные датчики и датчики на основе фо�
тодиодов, а также оптико�механическая система
установки для исследования контактных деформа�
ций УИКД�1 [2]. Точность измерений составляла
10–8 м.

Нагружение нормальными силами проводи�
лось на установке УИКД�1 и на прессе Лафо�
на–Амслера.

Формирование петли гистерезиса
Рассмотрим стадии циклического деформиро�

вания на примере контакта двух поверхностей из
стали 45 с дискретным контактом. При первом на�
гружении имеет место упруго�пластическая дефор�
мация микронеровностей (рис. 1, линия 1), подчи�
няющаяся параболическому закону. Нелинейность
зависимости сближения δ от нагрузки q связана,
естественно, с ростом площади контакта при увели�
чении нагрузки и наблюдается как при первом, так
и при повторных нагружениях. Если постепенно
внешнюю нагрузку снижать до нуля, то при ее из�
менения значения δ будут все больше приближать�
ся к соответствующим значениям при той же на�
грузке в процессе ее увеличения (рис. 1, линия 2).
Таким образом, величины перемещений при нагру�
жении и разгрузке различаются, причем разгру�
зочная ветвь располагается выше нагрузочной.

Рис. 1. Зависимость сближения от нагрузки при первом и
повторном нагружениях. Сталь 45, Rа=12,5 мкм

При повторном нагружении без изменения тан�
генциального расположения образцов новая кри�
вая нагрузки не совпадает с разгрузочной ветвью,
хотя и близко к ней располагается (рис. 1, ли�
ния 3). Амплитуда сближения в этом случае будет
смещена по оси δ в сторону больших ее значений.
После шести–восьми циклов деформирования кон�
такта нагрузочные и разгрузочные ветви имеют об�
щие точки при q=0 и q1=qa=0,8 МПа, а промежу�
точные значения δ не совпадают (рис. 1, линия 4).
Если продолжать циклически нагружать контакт,
форма и величина петли практически не изменит�
ся. Контакт приобретает упругие свойства.
Необходимость неоднократного нагружения для
получения замкнутой петли объясняется тем, что
в процессе первого нагружения выбрана основная

часть пластической деформации, соответствую�
щая данной нагрузке. При последующем сжатии
микронеровности продолжают деформироваться
упруго�пластически, но с меньшей пластической
составляющей [3].

Число циклов, необходимое для получения пет�
ли, зависит от упруго�пластических свойств мате�
риала и равно 6–7 для малопластичных (стали) и
до 10–12 для пластичных (свинец, индий) метал�
лов, для никелида титана – 2–3 цикла.

Несовпадение линий упругого сближения под
нагрузкой и упругого возврата после снятия, при�
водящее к рассеянию энергии, указывает на то,
что в контакте возникают силы, препятствующие
упругому восстановлению тел. Иными словами, в
области контакта и в ее окрестности действуют
атомно�молекулярные силы – силы адгезии, на
разрыв связей которых затрачивается часть упру�
гой энергии возврата.

Таким образом, имеем последовательную це�
почку явлений: деформация–упругий возврат, со�
провождающиеся несовпадением нагрузочных и
разгрузочных ветвей деформационных зависимо�
стей,–рассеяние (потери) энергии на возврате в ис�
ходное состояние. В основе этих явлений лежит
только адгезионное взаимодействие, так как дру�
гие факторы (такие, например, как внутреннее
трение) экспериментально в явном виде не про�
являются.

ДиссипативноGдемпфирующие свойства 
циклически сжимаемого контакта
Рассмотрим вторую часть демонстрируемой по�

следовательности – рассеяние энергии и адгезию с
целью установления связи между ними.

Важными факторами процесса контактирова�
ния являются демпфирующие свойства контакта,
находящие отражение в величине рассеянной за
цикл деформации энергии ΔW и коэффициенте по�
глощения, ψ=ΔW/W, где W – полная энергия де�
формации. Эти свойства двояко отражаются на ра�
ботоспособности контактных пар. С одной сторо�
ны, рассеяние энергии может рассматриваться как
положительный эффект, улучшающий динамиче�
ские свойства оборудования. С другой стороны,
рассеяние энергии является следствием отрица�
тельных явлений молекулярного взаимодействия
тел, приводящих к усталостным повреждениям
поверхностей в результате образования зон сце�
пления. Рассеяние энергии и особенно коэффици�
ент поглощения могут быть показателями интен�
сивности адгезионного взаимодействия. В то же
время коэффициент ψ качественно определяет
среднюю ширину петли гистерезиса. Как показы�
вают опыты, рассеяние энергии ΔW и коэффици�
ент поглощения ψ зависят от сжимающей нагруз�
ки q, физико�механических свойств материалов
контактных пар, микрогеометрии поверхностей,
площадей контакта, являющихся функциями q.

Используя методы контактной механики, мож�
но рассчитать значения ΔW, W и ψ.

Физика

91



Площадь петли гистерезиса, а следовательно,
ΔW, ψ зависят от ряда геометрических факторов:
ширины, определяющей степень несовпадения на�
грузочных и разгрузочных линий, длины или ве�
личины деформации контакта и формы. Первый
фактор зависит исключительно от среднего для
всех взаимодействующих неровностей напряже�
ния сцепления и их упругих констант. Второй и
третий факторы определяются геометрией поверх�
ностей, сжимающими и сдвигающими силами, фи�
зико�механическими свойствами поверхностных
слоев и материала тел в целом.

Зависимости рассеяния энергии от величины
внешней сжимающей нагрузки близки к парабо�
лическим (рис. 2, а) и качественно сравнительно
мало различаются между собой для различных
контактных пар. По мере увеличения сил рассея�
ние энергии возрастает. При средних и больших
нагрузках зависимость ΔW от амплитуды qa близ�
ка к линейной. Подобный характер изменения ΔW
объясняется, во�первых, увеличением деформации
контакта и, во�вторых, повышением прочности
связи с ростом сжимаемых сил. Последний фактор
приводит к возрастанию ширины петли, особенно
существенному на средних участках деформацион�
ной зависимости (δ–q).

Рассеяние энергии является мерой энергетиче�
ских потерь в контакте. Как видно из графиков,
оно весьма чувствительно ко многим параметрам,
определяющим процесс контактирования. В этом
отношении относительное рассеяние энергии пред�
ставляет более инертную характеристику диссипа�
тивных свойств, но в то же время достаточно точно
отражающую основные свойства взаимодействую�
щих тел. Подобная малая чувствительность коэф�
фициента связана с деформационными свойствами
контакта. Изменения величины или характера де�
формации влияют на ΔW. В то же время аналогич�
ные изменения происходят с величиной потен�
циальной энергии упругой деформации W, кото�

рая обратно пропорциональна ψ. Следовательно,
увеличение ΔW при изменении деформации сопро�
вождается возрастанием W и, как следствие, сла�
бым изменением ψ. Изменение коэффициента по�
глощения на различных материалах показано на
рис. 2, б. Несложно видеть, что амплитуда силы
слабо влияет на ψ: в ряде случаев наблюдается не�
которое увеличение ψ с ростом qа, в других – сла�
бое уменьшение. Иногда относительное рассеяние
энергии снижается до некоторого значения qа, а за�
тем происходит возрастание. В целом из большого
объема экспериментов можно сделать вывод о нез�
начительном влиянии внешней силы на ψ, а для
практического использования можно принять не�
зависимость ψ от qа.

Так как в основу данных исследований поло�
жен адгезионный механизм контактного взаимо�
действия, то целесообразно полученные данные по
рассеянию энергии сравнить с исследования по ад�
гезии. Идентичность тех и других параметров бу�
дет подтверждением версии связи ΔW, ψ с адгези�
ей. В связи с этим интересно отметить аналогию
между экспериментами по исследованию ψ в на�
шей работе и опытами, проведенными по исследо�
ванию коэффициента адгезии на различных од�
ноименных контактных парах [4, 5]. Было показа�
но, что коэффициент адгезии К', равный отноше�
нию усилия отрыва одной поверхности от другой в
случае адгезионного взаимодействия к усилию
сжатия образцов, возрастает с уменьшением моду�
ля упругости, твердости, температуры образцов,
толщины пленок и т. п. В [5] приводится зависи�
мость коэффициента адгезии от температуры плав�
ления для различных контактных пар (рис. 3,
пунктирная линия). Приводимый анализ данных
по исследованию рассеяния энергии обнаруживает
в одинаковых условиях (рис. 2, б; рис. 3) такое же
изменение, как и в случае коэффициента адгезии.
Например, как видно из рис. 3, зависимость коэф�
фициента поглощения от температуры плавления
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Рис. 2. Зависимости рассеяния энергии (а) и коэффициента поглощения (б) от нагрузки для различных контактных пар: � –
сталь 45, Ra=0,78 мкм; � – медь, Ra=1,7 мкм; × – алюминий, Ra=4,5 мкм; � – свинец, Ra=6,2 мкм; • – индий,
Ra=6,0 мкм

        



материала образцов идентична зависимости коэф�
фициента адгезии.

Рис. 3. Зависимость коэффициента адгезии К' (пунктирная
линия) и коэффициента поглощения ψ от температу�
ры плавления различных материалов

На рис. 2, б и 3 можно заметить, что точки для
алюминия выпадают из указанной закономерно�
сти. Это обстоятельство, по нашему мнению, связа�
но с прочностью окисной пленки на алюминии, ко�
торая в процессе деформации препятствует образо�
ванию контакта ювенильных участков. Кроме то�
го, на пунктирной линии отсутствует K' для TiNi,
т. к. в 60�е гг. этот материал был малоизвестен.

Теоретически связь между двумя этими процес�
сами (ψ и K') можно представить следующим обра�
зом. Прежде всего, единая механика образования
зон сцепления: образование физического контакта
и физико�химическое взаимодействие между по�
верхностями. Далее коэффициент адгезии заме�
рялся на последней стадии деформационного про�
цесса, когда внешняя сжимающая нагрузка снята,
и прикладывалось отрицательное (разрывающее)
усилие. Промежуточные стадии разгрузки не учи�
тывались. При этом большую роль играло упругое
восстановление поверхностей, приводящее к разру�
шению участков сцепления [6]. Результатом яви�
лось уменьшение К' вплоть до значений, близких к
нулю (сила разрыва поверхностей была крайне ма�
ла) на твердых материалах. Однако на промежуточ�
ных стадиях разгрузки участки сцепления хотя и
разрываются, но создают силу сопротивления (сце�
пления) Рсц, непрерывную на всей изменяющейся
площади контакта в силу большого числа контакт�
ных пятен, которая фиксируется при изменении
деформации в интервале qо–qа.

В результате действия силы сопротивления Рсц

возник параметр qсц – напряжение сцепления, кото�
рый качественно не отличается от коэффициента
адгезии. Доказано [2], что величины qсц как подсчи�
танные с помощью экспериментальных значений
(Рсц), так и через усилие отрыва Ротр, одинаковы.

Таким образом, имеется две стороны процесса
адгезионного взаимодействия: существование
двойной деформационной зависимости при нагру�
жении и разгрузке. Как следствие, существуют
энергетические потери при существовании опреде�
ленной силы сопротивления при разделении тел.
Если прикладывать к адгезионному контакту
отрывающее усилие, то разрыв на малопластич�

ных материалах будет происходить не по всей пло�
щади, а на отдельных участках, последовательно
вытягивающихся и разрушающихся. При этом по�
лучаются заниженные значения коэффициента ад�
гезии, несмотря на значительную прочность связи
в отдельных участках контакта. В связи с этим за�
мерить какое�либо усилие отрыва для таких ме�
таллов как сталь, медь или алюминий не предста�
влялось возможным. Однако оно существенно на
образцах из индия, например, изменялось в преде�
лах Рсц=5…50 Н в диапазоне сжимающих нагрузок
Рсц=50…200 Н.

Адгезия в циклически сжимаемом контакте
Сформулируем условия возникновения адгези�

онных связей в герцевских упругом и упруго�пла�
стическом (при малых глубинах внедрения) кон�
тактах. Контакт двух единичных микронеровно�
стей будем моделировать контактом сферических
сегментов. Один из них представляем как жесткое
тело с конечным радиусом кривизны R1, а другой –
R2=∞, т. е. фактически рассматривается классиче�
ская задача о внедрении сферического штампа в
упруго�пластическое полупространство.

Существует две основные версии упругого кон�
такта с адгезией применительно к сформулирован�
ной задаче: модель Дерягина–Мюллера–Топорова
(ДМТ) и модель Джонсона–Кенделла–Робертса
(ДКР) [7]. Первая из них предусматривает возни�
кновение сил притяжения вне зоны контакта. Вто�
рая модель базируется на представлении о беско�
нечно малом радиусе действия поверхностных
сил, которые возникают в зонах физического кон�
такта. С нашей точки зрения более корректной яв�
ляется модель ДКР, поскольку в модели ДМТ силы
взаимодействия более слабые и не могут обеспе�
чить должный уровень затрат энергии на разрыв
связей.

В связи с возникновением адгезии при снятии
нагрузки будет изменяться только δ, а площадки
контакта будет неизменной. Тогда в силу этого раз�
грузка будет происходить таким образом, как буд�
то с полупространством взаимодействует своим ос�
нованием жесткий цилиндрический штамп (зада�
ча Буссинеско [7]). Поэтому результирующее да�
вление будет равно сумме давлений по Герцу и Бус�
синеску.

На рис. 4 показано распределение давлений
при их снижении на площадке контакта радиуса а
по Герцу (линия 1), Буссинеску (2) и результирую�
щее суммарное (3). Видно, что результирующее да�
вление состоит из двух частей: сжимающие напря�
жения по площадке радиусом а' (верхняя часть
кривой 3) и растягивающие в кольцевой области
(а–а') на периферии (асимптотические ветви кри�
вой 3). Таким образом, при нагружении напряже�
ние определяется параболой Герца (1), а разгрузка
сопровождается растягивающими напряжениями
на периферии площадки контакта и разрывом ад�
гезионных связей в этой области, что требует до�
полнительной энергии за счет упругого восстано�
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вления и является причиной несовпадения нагру�
зочной и разгрузочной ветвей деформации (рис. 1).

Рис. 4. Распределение нормальных давлений на адгезион�
ном контакте

Используя модель ДКР, рассмотрим контакт
однородных тел, в котором отсутствует проскаль�
зывание. На рис. 5 показаны три стадии упругого
контакта: начальное касание в точке (рис. 5, а),
упругое внедрение (рис. 5, б) и стадия разгрузки
(рис. 5, в). Видно, что при нагружении площадка
контакта ограничивается линией аb (рис. 5, б), на
которой возникают зоны сцепления, а при разгруз�
ке – линией а'b' (рис. 5, в). На отрезках аа' и bb'
произошел разрыв контакта и, следовательно, раз�
рыв адгезионных связей. На линии a'b' эта связь
сохранилась. В случае упруго�пластического кон�
такта ряд повторных циклов нагружение–разгруз�
ка приводят в конечном счете к упругой, но уже
негерцевской деформации. Однако сохраняется та
же последовательность в пределах упругих дефор�
маций: образование и разрушении зон физическо�
го контакта на периферии контактной области и,
соответственно, адгезионных связей. В контакте
шероховатой и гладкой или двух шероховатых по�
верхностей существуют область стабильного сце�
пления и микрозоны, в которых адгезионный кон�
такт нарушается при разгрузке.

Рис. 5. Разгрузка шарового индентора: а) до нагружения;
б) под нагрузкой; в) после разгрузки

Если контактирующие тела имеют различные
упругие константы, то взаимное контактное давле�
ние вызывает различные тангенциальные смеще�
ния вдоль площадки контакта, в результате чего
происходит проскальзывание на периферии, при�
мыкающей к зоне стабильного сцепления контакт�
ной области (рис. 6). В этом случае периодические
образования с проскальзыванием и разрыв адгези�
онных связей вызывают особый вид износа – фрет�
тинг износа в кольцевой зоне на краях площадки
контакта. Существование кольцевой зоны про�
скальзывания и фреттинг износа подтверждены в
[3], и там же описано их образование в результате

фреттинга и усталостного разрушения. Глубина
выработки в некоторых случаях превышает глуби�
ну лунки в центре площадки контакта.

Рис. 6. Влияние профилей контактирующих тел на наличие
зон проскальзывания и фреттинга

В осесимметричном контакте при увеличении
нагрузки зона стабильного сцепления возрастает,
охватывая зоны проскальзывания, в которых сме�
щение прекращается.

Формирование петель гистерезиса, 
рассеяние энергии и адгезия материалов 
с памятью формы на основе никелида титана
Особенности поведения никелида титана в

условиях дискретного контакта можно сформули�
ровать следующим образом.
1. Качественного отличия в кривых нагружения

не наблюдается; по характеру все они монотон�
но возрастающие δ с увеличением нагрузки,
как показано на рис. 7.

2. Количественные различия существенны в срав�
нении с вышеприведенными эксперименталь�
ными данными, а с теоретическими расхожде�
ние по никелиду титана составляет 100…120 %.

3. Обнаружено несущественное влияние микро�
геометрии на кривые нагружения, тогда как
для традиционных материалов с Ra=0,3 и
Ra=0,83 мкм различие в δ превышает 50 %
(сталь).

Рис. 7. Формирование гистерезиса при циклическом дей�
ствии нормальной нагрузки. Контакт шероховатых
поверхностей сплава ТН�1К, Ra=0,3 мкм

4. При циклическом действии сжимающих сил
пластическая деформация (в традиционных
представлениях деформации) составляет ма�
лую долю от общей деформации, а замыкание
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петли гистерезиса происходит уже на втором
цикле нагружения. У прочих материалов оно
происходит лишь на 6–8 цикле.

5. Демпфирующие свойства контакта тел из спла�
вов TiNi выше, чем у обычных материалов, что
видно по ширине петель гистерезиса тех и дру�
гих материалов.

6. Стабилизация параметров рассеяния энергии
наступает уже на четвертом цикле нагруже�
ния.

7. Важно отметить, что влияние адгезионного
взаимодействия на демпфирующие свойства
контакта из никелида титана незначительно.
Это подтверждено экспериментами с использо�
ванием тангенциальных срывов (условия тре�
ния скольжения), существенно влияющих на
свойства контакта обычных материалов.
Отмеченные отличия контактного взаимодей�

ствия никелида титана можно объяснить лишь с
позиций фазовых превращений под нагрузкой.
При этом следует считать, что в отличие от контак�
тирования пластических материалов, где микро�
неровности испытывают лишь деформационное
упрочнение, в контакте из никелида титана на раз�
ных уровнях сближения материал может нахо�
диться в различных состояниях. Это могут быть

однофазное – исходное, двухфазное – мартенсит�
аустенитное состояние, мартенситное (в областях
прилегающих непосредственно к контакту) и вы�
сокопрочное, сложные с точки зрения механиче�
ских свойств состояния.

Заключение
Установлена связь между рассеянием энергии в

контакте материалов, определяемым параметрами
петли гистерезиса, и адгезионным взаимодействи�
ем на площадках физического контакта при его
циклическом сжатии. Показано, что в условиях
сцепления (адгезии) на контакте отдельных ми�
кронеровностей распределение давлений при сня�
тии сжимающей нагрузки отличается от тради�
ционного использования теории упругого контак�
та Герца: на периферии контактной области возни�
кают растягивающие напряжения, приводящие к
несовпадению нагрузочных и разгрузочных дефор�
мационных зависимостей и образованию петель
гистерезиса.

Отмечены особенности формирования петель в
дискретном контакте тел из никелида титана, что
объясняется сложным структурно�фазовом состоя�
нием поверхностей, связанным с возникновением
мартенсита деформации.
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Введение
Проблема систематизации и сравнительного

анализа тройных диаграмм состояний титановых
сплавов является достаточно сложной. В классиче�
ских работах И.И. Корнилова проводилась система�
тизация двойных и тройных диаграмм путем разде�
ления их на десять групп в зависимости от способно�
сти элементов образовывать твердые растворы и хи�
мические соединения с титаном и от характера фа�
зовых превращений в твердом состоянии [1]. Этот
подход не получил дальнейшего развития ввиду
громоздкости и чрезмерной схоластичности. При�
чина кроется в том, что единственным классифика�
ционным признаком считался только геометриче�
ский, без достаточного учета особенностей химиче�
ского взаимодействия компонентов рассматривае�
мой системы. Не учитывалась определяющая роль
алюминия в подавляющем большинстве титановых
сплавов промышленного значения. Известен, па�
раллельно с приведенным, другой более широко из�
вестный рациональный подход, в котором исполь�
зуется принцип систематизации тройных диаграмм
состояния титановых сплавов на основе двух фунда�
ментальных положений. Первый основан на том,
что основная масса титановых сплавов, имеющих
широкое практическое применение, использует си�
стемы с твердыми растворами замещения. В то же
время как системы, имеющие твердые растворы
внедрения, как правило, не представляют практи�
ческого интереса, а образующие их элементы обыч�
но относят к категории вредных примесей. Второй
основан на том, что алюминий является основным
легирующим элементом для титана и оказывает
влияние на свойства всех титановых сплавов. Очень
важно, что алюминий является единственным ши�
рокодоступным элементом, стабилизирующим 
α�Ti. Необходимо отметить, что в настоящее время
происходит ревизия первого положения. Это связа�
но с тем, что сейчас находят широкое практическое
применение так называемые металлокерамики, к
которым относятся МАХ�фазы, например Ti2AlN,
Ti2AlС и др. [2].

Наряду с вышесказанным принято деление
всех тройных диаграмм на две основные группы:
твердые растворы замещения и твердые растворы
внедрения (а также смешанные твердые растворы
замещения–внедрения). Каждая из этих основных
групп подразделяется на две подгруппы: сплавы,
содержащие алюминий, и сплавы без алюминия.

Цель излагаемого исследования – провести си�
стематизацию и анализ строения тройных диа�
грамм состояния систем Al�Ti�Ме.

Анализ тройных систем AlGTiGX
При создании сплавов на основе алюминидов

титана необходимо упорядочение знаний и устано�
вление общих закономерностей о влиянии третье�
го элемента на структурно�фазовые состояния в
тройных системах Al�Ti�X.

Анализ влияния алюминия на тройные системы
с титаном позволяет выделить следующие важные
особенности. Во�первых, основной тройной систе�
мой, на которой базируются почти все промышлен�
ные титановые сплавы, является система типа Ti�Al�
Ме. При этом Ме – это элемент, который является
стабилизатором β�Ti. Как правило, это элементы ти�
па V, Cr, Mo и Mn. Во�вторых, алюминий ограничи�
вает область существования твердого раствора β�Ti.
В�третьих, легирование алюминием сплавов с тита�
ном повышает точку фазового перехода α→β. В�че�
твертых, алюминий хорошо растворим в β�Ti, что и
приводит к повышению стабильности этой кристал�
лической модификации титана. В�пятых, алюми�
ний увеличивает растворимость изоморфных и эв�
тектоидообразующих β�стабилизаторов в β�Ti [1].

На рис. 1 и 2 приведены изотермические сечения
тройных систем Ti�Al�Ме (Ме=V,Cr,Mn,Fe,Co,Ni)
при 1000 °С и Ti�Al�Cu при 800 °С. Анализ этих си�
стем показывает, что происходит уменьшение раз�
меров областей гомогенности твердого раствора на
основе β�Ti в ряду легирующих элементов
V→Cr→Mn→Fe→Co→Ni→Cu. При этом наблю�
дается рост числа интерметаллических соедине�
ний внутри изотермических треугольников, кото�
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Рис. 1. Изотермические сечения при температурах от 900 до 1000 °С тройных фазовых диаграмм систем Ti�Al�Me по данным
[3–8, 10, 12, 15–21, 24–26, 27, 28]. Штриховыми линиями и цифрами над ними показаны изолинии и значения средних
групповых чисел

 



рые не соприкасаются со сторонами треугольника.
Очень важно отметить, что практически все «вну�
тренние» соединения обладают кубической или
гексагональной сингонией (таблица).

Таблица. Составы и кристаллические структуры некоторых
тройных интерметаллических соединений в си�
стемах Ti�Al�Ме

Рис. 2. Изотермическое сечение при температуре 800 °С
тройной фазовой диаграммы системы Ti�Al�Cu по
данным [24, 25]

Электронный и температурный факторы
На приведенных диаграммах изотермического

сечения прослеживается эволюция заполнения их
тройными фазами с ростом средних групповых чи�
сел (СГЧ). Среднегрупповым числом элементов бу�
дем считать число электронов за пределами обо�
лочки соответствующего инертного газа, т. е. для
нашего случая число s, d и р�электронов. Видно,
чем больше СГЧ, тем разнообразнее как наличие
тройных фаз, так и морфология их расположения
на изотермических сечениях. На тройных диа�
граммах рост плотности изолиний с одинаковыми
значениями СГЧ отражает увеличение различия
электронной структуры образующих сплав эл�
ементов.

На изотермических сечениях тройных диа�
грамм с третьим элементом из V периода таблицы
Д.И. Менделеева систем Ti�Al�Me (Me=V, Nb, Ta)
видно, что практически не образуется тройных со�
единений внутри изотермического треугольника
(рис. 1 и 3). Все тройные фазы образуются на осно�
ве бинарных соединений из систем Al�Ti, Al�V и
Al�Nb. При этом область гомогенности соединений
на основе твердого раствора (b?Ti) заметно «съежи�
вается» в ряду третьих элементов V→Nb→Ta, вхо�
дящих в рассматриваемые системы. Необходимо
отметить, что все третьи элементы V, Nb и Ta в си�
стемах Ti�Al�Me имеют одинаковое значение СГЧ,
равное 5, а различие СГЧ между всеми тремя обра�
зующими сплав элементами минимальное
(СГЧAl=3, СГЧTi=4 и СГЧМе=5).

Такое изменение изотермических сечений в ря�
ду систем Ti�Al�Me (Me=V,Nb,Ta) позволяет утвер�
ждать, что необходимо учитывать другие факторы
(размерные, температурные, направленные межа�
томные связи и т. п.), которые в кристаллических
решетках соединений или твердых растворов ха�
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Система Ti�Al�Cr
τ1 (Ti1�X�YCrX) Al3�Y cP4 Pm3–m L12 AuCu3 [3]
τ2 Ti (Cr, Al)2 hP12 P63/mmc C14 MgZn2 [4]
τ3 Ti56,9Cr7,6Al35,5 cP2 Pm3–m B2 CsCl [5]

Система Ti�Al�Mn
τ1 Ti25Mn9Al66 cP4 Pm3–m L12 AuCu3 [6]

Система Ti�Al�Fe
τ1 TiFe2Al cF16 Fm3–m Cu2AlMn [7]

τ2
Ti50,9Fe24,5Al24,6

cF F4–3m –
[8]

Ti43Fe24Al33 [9]

τ2(r)

Ti30,8Fe21,4Al47,8

cF116 Fm3–m – Th6Mn23

[8]
Ti38,48Fe23Al38,6 [10]
Ti42,2Fe23,1Al34,7 [10]
Ti20,3Fe23,7Al56 [11]
Ti42Fe23,3Al34,7 [11]

Ti22Fe23Al55 [9, 10]

τ3

Ti8Fe3Al22

cP4 Pm3–m L12 AuCu3

[12]
Ti22Fe9Al66 [13]

Ti27,7Fe9,7Al62,6 [14]
Ti28,6Fe7,5Al63,9 [8]
Ti25,6Fe7,6Al66,6 [8]

Ti28Fe8Al64 [15]
Ti�Al�Co

τ1 Ti8Co3Al22 cF4 Fm3–m L12 Cu3Au [16]
τ2 Ti1+XCoAl2�X cF116 Th6Mn23 [17]
τ3 TiCo2Al cF16 BiF3 [18]

Ti�Al�Ni

τ1
Ti (Al1–xNix)3x=

=0,12
cP4 Рm3–m L12 Cu3Al [19]

τ2 Ni~1Ti~1Al~2 cF116 Fm3–m μ�фаза Mn23Th6 [20]

τ3 Ni1–xTi1+yAl1+x–y hP12 P63/mmc C14 
(λ�фаза)

MgZn2 [20]

τ4 Ni2TiAl cF16 Fm3–m
фаза

Гейслера
MnCu2Al [20]

L21 BiF3

τ2 Al2NiTi cF16 Fm3–m – Mn23Th6 [20]
τ3 AINiTi hP12 P63/mmc – MgZn2 [20]
τ4 AlNi2Ti cF16 Fm3–m – BiF3 [20]
τ5 Al65Ni20Ti15 – [21]

Ti�Al�Mn
τ1 Ti25Mn8Al67 cP4 – [22]

Ti23Mn11Al66 cP4 Pm3–m L12 AuCu3 [23]
Ti�Al�Cu

τ1 TiCu2Al cF16 Fm3–m
– MnCu2Al [24]
τ2 TiCuAl hP12 P63/mmc – MgZn2 [25]

τ3 Ti2CuAl5 cP4 Pm3–m L12 Cu3Au [25]
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рактеризуют величину и тип межатомной связи и
проявляются в образовании интерметаллических
соединений различного стехиометрического соста�
ва. Так, в [31] для анализа двух� и трехкомпонент�
ных диаграмм состояния используют температур�
ный фактор, который для рассматриваемых трой�
ных диаграмм состояний Ti�Al�Me используем в
виде:

где TAl
пл и TMe

пл – температуры плавления Al и третье�
го элемента.

На рис. 4 приведены диаграммы распределе�
ния температурного фактора в тройных системах
Ti�Al�Ме (а), размеров атомов (б) в зависимости от
положения в Периодической системе (I–X). Видно,
что температурный фактор в ряду V→Nb→Ta
тройных диаграмм Ti�Al�Me отличается значи�
тельно. Это коррелирует с наличием и изменением
размеров и формы областей гомогенности соедине�
ний в этих тройных системах. Следует отметить,
что размеры атомов между образующими сплав эл�
ементами отличаются незначительно (рис. 4, б).

Выводы
1. Происходит уменьшение размеров областей го�

могенности твердого раствора на основе β�Ti в
ряду легирующих элементов V→Cr→Mn→

→Fe→Co→Ni→Cu. При этом наблюдается
рост числа интерметаллических соединений
внутри изотермических треугольников.

2. С ростом средних групповых чисел (число s, d и
р�электронов) становится разнообразнее как

наличие тройных фаз, так и морфология их
расположения на изотермических сечениях.

3. Температурный фактор в ряду V→Nb→Ta
тройных диаграмм Ti�Al�Me меняется значи�
тельно. Это коррелирует с различием в разме�
рах и формах областей гомогенности в соедине�
ниях таких тройных систем.
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Рис. 3. Изотермическое сечения при температуре от 1000 °С тройных фазовых диаграмм систем Ti�Al�Nb (a) и Ti�Al�Ta (б) по
данным из работ [29, 30]. Штриховыми линиями и цифрами показаны изолинии и значения средних групповых чисел

 

Рис. 4. Диаграммы распределения температурного фактора
в тройных системах Ti�Al�Ме (а), размеров атомов
(б) в зависимости от положения в Периодической
системе (I–X). В область I входят элементы, у кото�
рых температура плавления выше температуры плав�
ления Ti, а в область II – металлы с ТПЛ ниже темпера�
туры плавления Ti
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Введение
Нанопорошок алюминия представляет собой

совокупность сферических частиц, распределение
которых близко к нормально�логарифмическому с
максимумом 120 нм. В пассивированном малыми
добавками воздуха нанопорошке алюминия содер�
жание металлического алюминия составляет
88 мас. %, содержание оксидов и гидрооксидов
максимально достигает 6 мас. %, общее содержа�
ние ад� и абсорбированных газов составляет около
6 мас. %. При этом содержание металлических
примесей (железо, марганец, медь) не превышает
0,3 мас. %. Насыпная плотность исследуемого об�
разца нанопорошка алюминия равна 0,2 г/см3. Го�
рение нанопорошка алюминия легко инициирует�
ся с помощью нагретой электрическим током них�
ромовой спирали, и его горение протекает в две
стадии [1]. В процессе горения на второй стадии
происходит формирование кристаллической фазы
нитрида алюминия (более 30 мас. %) [2]. Не пасси�
вированный нанопорошок алюминия, полученный
с помощью электрического взрыва проводников в
аргоне [3], пирофорен и при нагревании взаимо�
действует практически со всеми известными веще�
ствами.

Согласно существующим представлениям [4],
формирование самостоятельной кристаллической
фазы нитрида алюминия предполагает взаимодей�
ствие алюминия только с азотом, в определенном
объёме в течение короткого времени в присутствии
кислорода. Стабилизация нитрида может быть
связана с кинетическим торможением диффузии
кислорода через слой нитрида: термодинамически
разрешённого процесса окисления нитрида алю�
миния кислородом воздуха. Ранее выполненные
термодинамические расчеты показали [5], что ни�
трид алюминия может образовываться в качестве

промежуточного продукта при горении порошко�
образного алюминия, но он должен доокисляться
кислородом воздуха и не сохраняться в конечных
продуктах [6].

Процесс формирования нитрида алюминия при
горении в воздухе является неравновесным и про�
текает в условиях теплового взрыва, поэтому инте�
рес представляло изучить фазообразование про�
дуктов сгорания под влиянием внешнего воздей�
ствия.

Целью работы являлось экспериментальное
обоснование образования кристаллических фаз
нитрида алюминия различной микрокристалличе�
ской структуры в условиях теплового взрыва без
внешнего воздействия и в постоянном магнитном
поле.

Формирование нитевидных кристаллов AlN
Процесс горения свободно насыпанного нано�

порошка алюминия в виде конусообразного образ�
ца протекал в две стадии в режиме теплового взры�
ва. В этих условиях нитрид алюминия образовы�
вался в виде нитевидных кристаллов (вискеров),
причем процесс горения на второй высокотемпера�
турной стадии сопровождался колебательными
процессами, что отражалось на понижении�повы�
шении скорости прироста массы, и характеризо�
вался соответствующими температурными колеба�
ниями (± 200 °С) [7]. Благодаря температурным ко�
лебаниям в работе [8] были получены двухуровне�
вые нитевидные кристаллы.

С увеличением массы навески температура сго�
рания нанопорошка алюминия возрастала. Тем не
менее, при сжигании достаточно большого количе�
ства образцов нанопорошка алюминия (даже при
массе образца 15 г) в воздухе не было обнаружено
ограненных продуктов сгорания, основную их до�
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лю составляли тонкие нитевидные кристаллы, со�
стоявшие из нанокристаллитов толщиной менее
100 нм и длиной до 30 мкм (рис. 1, масса образца
5 г, коническая форма сжигаемого образца).

Рис. 1. Микрофотография продуктов сгорания нанопорош�
ка алюминия в воздухе без внешних воздействий

Таким образом, повышенная температура при
горении не является фактором, обеспечивающим
образование монокристаллов нитрида алюминия.
Согласно микрофотографии (рис. 1), нитевидные
кристаллы ориентированы в направлении тепло�
вых потоков и массопереноса при горении.

Формирование продуктов при горении нанопорошка
алюминия в однородном магнитном поле
Для исследования влияния температуры на

формирование продуктов сгорания нанопорошок
алюминия помещали в алундовые тигли объёмом
20 см3. Это способствовало формированию напра�
вления теплоотвода от поверхности горящего об�
разца преимущественно в вертикальном направле�
нии – вдоль восходящего конвективного потока
воздуха, нагретого поверхностью горящего образ�
ца. В то же время горение в тигле способствовало
сохранению тепла внутри тигля. При сжигании
нанопорошка алюминия в этих условиях (рис. 2)
конечные продукты представляли собой неогра�
ненные кристаллиты с характерными размерами
от 1 до 5–8 мкм.

Рис. 2. Микрофотография продуктов сгорания нанопорош�
ка алюминия в алундовом тигле без воздействия маг�
нитного поля

При этом кристаллиты разделены поверхно�
стью раздела, и лишь у небольшого количества
имелись признаки начала формирования кристал�

лической структуры. При горении нанопорошка
алюминия в однородном постоянном магнитном
поле (напряженностью 1500 эрстед) в открытом
алундовом тигле в условиях теплового взрыва в ат�
мосфере воздуха были синтезированны монокри�
сталлы нитрида алюминия гексагонального габи�
туса (рис. 3) [9].

Рис. 3. Микрофотография продуктов сгорания нанопорош�
ка алюминия в алундовом тигле при воздействии од�
нородного магнитного поля

Согласно полученным экспериментальным
данным, шестигранные монокристаллы хорошо
окристаллизованы и имеют характерный размер
2–4 мкм. В то же время на микрофотографии от�
сутствуют ограненные кристаллы, размер которых
составляет менее 1 мкм. Для больших агломератов
также не наблюдается формирование ограненных
кристаллов (рис. 3).

Таким образом, повышение температуры сгора�
ния (в тигле) без внешнего воздействия не привело
к формированию ограненных структур. В то же
время одновременное действие высокой темпера�
туры и однородного постоянного магнитного поля
способствовало кристаллизации нитрида алюми�
ния и формированию монокристаллов гексаго�
нального габитуса.

Продукты сгорания нанопорошка алюминия 
в неоднородном магнитном поле
Для проверки влияния внешних факторов

(магнитного поля, температуры и т. п.) на процесс
кристаллизации продуктов сгорания образцы на�
нопорошка алюминия сжигали на керамической
подложке между двумя магнитами. В этом случае
для создания неоднородного магнитного поля в ра�
боте использовали систему из двух постоянных
магнитов Fe�Nd�B (напряженность поля 1800 эр�
стед), разделенных воздушным зазором 50 мм.
Для придания конструкции механической прочно�
сти притягивающиеся магниты были разделены
двумя вставками из диэлектрического материала.
Первый образец в свободно насыпанном виде в
форме конусообразной навески размещали между
магнитами и инициировали процесс горения. При
этом конечные продукты представляли собой мно�
гоуровневые ориентированные вискеры, напра�
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вленные в различных направлениях, исходящих
из нескольких центров (рис. 4).

Рис. 4. Микрофотография продуктов сгорания свободно на�
сыпанного нанопорошка алюминия при воздействии
неоднородного магнитного поля

Вероятно, на процесс формирования нитевид�
ных кристаллов оказали сильное влияние потоки,
связанные с переносом массы и тепла.

При сжигании нанопорошка алюминия в алун�
довом тигле, помещенном в неоднородное магнитное
поле, происходило формирование вытянутых огра�
ненных кристаллов нитрида алюминия (рис. 5).

Рис. 5. Микрофотография продуктов сгорания нанопорош�
ка алюминия в алундовом тигле при воздействии
неоднородного магнитного поля

Монокристаллы имели изогнутую форму и со�
стояли из нескольких линейных участков. Диа�
метр этих кристаллов составлял 4 мкм, а длина
линейной части кристалла – 16 мкм.

Более тонкие кристаллы (диаметром менее
1 мкм) не имеют огранки. Зависимость степени
ограненности микрокристаллов можно проследить
на рис. 5: игольчатый кристалл по мере увеличе�
ния его толщины приобретает огранку и при тол�
щине около 4 мкм принимает окончательную ше�
стигранную форму.

Заключение
Таким образом, продуктами сгорания свободно

насыпанного нанопорошка алюминия в воздухе
(без действия магнитного поля) являются нитевид�
ные кристаллы (рис. 1) [7]; при сгорании нанопо�
рошка алюминия в алундовом тигле (без действия
магнитного поля) получаются неограненные кри�
сталлиты (рис. 2). При воздействии магнитным по�
лем на горящий образец нанопорошка алюминия
формируются кристаллы различного габитуса в за�
висимости от условий теплоотвода (тигель или ко�
нический образец на подложке) и от конфигура�
ции магнитного поля (однородное или неоднород�
ное). При сгорании в тигле в однородном магнит�
ном поле формируются кристаллы с преимуще�
ственно гексагональной огранкой (рис. 3); при сго�
рании свободно насыпанной конической навески
нанопорошка алюминия в неоднородном магнит�
ном поле формируются многоуровневые ориенти�
рованные вискеры, направленные в различных на�
правлениях, исходящих из нескольких центров
(рис. 4); при сгорании в тигле в неоднородном маг�
нитном поле происходит формирование вытяну�
тых ограненных кристаллов нитрида алюминия с
характерной линейной частью 16 мкм (рис. 5).

Наиболее вероятно, магнитное поле способству�
ет сохранению ориентации кристаллов продуктов
сгорания и их стабилизации в неокристаллизован�
ном состоянии, что приводит к переохлаждению.
В однородном магнитном поле процесс кристалли�
зации, протекающий в тепловой волне и обусло�
вленный выделением энергии, сопровождается пе�
реходом неупорядоченных структур в монокри�
сталлы AlN. В неоднородном магнитном поле про�
цесс кристаллизации после переохлаждения так�
же приводит к тепловой волне, которая распро�
страняется по линейно вытянутым структурам
продуктов. При достижении длины прохождения
волны 16 мкм и толщине 4 мкм энергия, нако�
пленная при кристаллизации, достаточна для
окристаллизации в другом направлении, что свя�
зано с высокой подвижностью структурных еди�
ниц. Согласно электронной микроскопии (рис. 5),
при меньшей толщине структурного фрагмента
выделившегося при кристаллизации тепла недо�
статочно для предания ему кристаллической
огранки, и линейный рост кристалла вырождается
в линейный (без изгибов) вискер.

Выполнено при частичной финансовой поддержке про�
екта № 3.3055.2011 Разработка научных основ получе�
ния наноструктурированных неорганических и органиче�
ских материалов.
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Трение твёрдых тел сопровождается износом
их поверхностных слоёв, в результате которого ме�
няется форма и геометрические размеры трущих�
ся деталей. В том случае, когда замена или восста�
новление изношенных деталей обходится слиш�
ком дорого, между ними помещают легко заменя�
емый вкладыш с антифрикционным покрытием,
который предохраняет ответственные детали узла
трения от прямого механического контакта. Как
правило, покрытие гораздо мягче контртела, поэ�
тому в процессе эксплуатации механизма оно из�
нашивается гораздо быстрее. Продление сроков
работоспособности покрытия значительно повы�
шает эффективность используемого агрегата. Сле�
довательно, разработке новых антифрикционных
материалов с высокими триботехническими свой�
ствами, а также улучшению свойств известных ма�
териалов уделяется большое внимание.

В настоящее время в технике широко использу�
ются вкладыши с покрытием из антифрикцион�
ных алюминиевых сплавов [1], поскольку соста�
вляющий их основу пластичный металл способен
выдержать без разрушения многократные переде�

формации. Однако Al имеет один существенный
недостаток – склонен к схватыванию с находящи�
мися с ним в фрикционном контакте металлами
при разрушении в месте контакта поверхностной
оксидной плёнки. Для того чтобы изолировать об�
разующиеся в местах разрушения оксидной плён�
ки участки чистой поверхности алюминия, в спла�
вы вводят вещества, способные размазываться по
поверхности трения и образовывать антизадирную
плёнку. Наиболее часто для этих целей использу�
ют олово (сплавы марки АО). Объёмная доля Sn,
особенности распределения его включений по
объёму сплава и их форма могут существенно по�
влиять на процесс формирования и качество анти�
задирной плёнки.

Объёмное содержание олова в алюминиевых от�
ливках обычно ограничивают 10 % из�за опасно�
сти формирования по границам зёрен непрерыв�
ной сетки из мягкого Sn. При наличии такой сетки
напряжение течения сплава и его пластичность
резко снижаются по причине локализации дефор�
мации в прослойках мягкой фазы. Избежать обра�
зования оловянной сетки в литых алюминиевых
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сплавах сложно из�за большой разности темпера�
тур плавления Al и Sn и снижения практически до
нуля растворимости последнего в твёрдом алюми�
нии. Однако если прибегнуть к получению сплавов
Al�Sn методами спекания смесей заданного соста�
ва, то можно увеличить содержание в них олова и
сохранить при этом цельность алюминиевого кар�
каса, так как в смеси порошков он существует из�
начально, и задачей спекания является укрепле�
ние стыков частиц алюминия. При наличии непре�
рывного алюминиевого каркаса сплавы можно
подвергать деформации, не опасаясь её локализа�
ции. Более того, подвергнув спечённый материал
интенсивной пластической деформации (ИПД),
можно не только существенно упрочнить алюми�
ниевую матрицу [2], но и модифицировать макро�
скопическую структуру сплава, приведя её к со�
стоянию, наиболее благоприятному для реализа�
ции самосмазывания поверхности трения оловом.

Целью настоящей работы было исследование
возможностей по управлению структурой и меха�
ническими свойствами сплавов системы Al�Sn и
изучение их влияния на триботехнические харак�
теристики этих сплавов при использовании такого
метода ИПД, как равноканальное угловое прессо�
вание (РКУП) [3]. В отличие от обычных методов
обработки металлов давлением (ОМД), РКУП по�
зволяет не только подвергать материалы большим
деформациям, но и сохранять при этом исходный
поперечный размер обрабатываемых образцов, что
позволяет существенно расшить ассортимент изде�
лий из обработанного материала.

Материалы и методика эксперимента
В работе использовался сплав состава Al�40Sn,

полученный жидкофазным спеканием смеси по�
рошков АСД�4 и ПО2. Спеченные образцы подвер�
гали интенсивной пластической деформации мето�
дом РКУП в пресс�форме с перпендикулярными
каналами сечением 10×10 мм. Среднее расстояние
между фазовыми прослойками определяли по ме�
тоду секущей. Образцы для механических испыта�
ний на сжатие вырезали из середины полученных
прессовок. Направление сжатия образцов совпада�

ло с направлением течения материала при РКУП.
Испытания проводили на машине Instron 3369 при
скорости осадки образцов 0,5 мм/мин.

Трибологические испытания проводили без
применения смазки по схеме «палец–диск» при
скорости скольжения 0,6 м/с и давлении на обра�
зец 1…5 МПа. Величина коэффициента трения ре�
гистрировалась каждую секунду автоматически с
помощью встроенного микропроцессора. Интен�
сивность изнашивания образцов определяли после
прохождения ими пути трения длиной 500 м как
относительное укорочение (мкм) образца за метр
скольжения.

Результаты и их обсуждение
Спечённый сплав Al�40Sn состоит из непрерыв�

ных, вложенных друг в друга оловянной и алюми�
ниевой сеток (рис. 1, а). Твёрдость отожжённого Al
низкая, поэтому такой сплав имеет низкую несу�
щую способность. Структура сплава также не
вполне благоприятна для самосмазывания, так
как на отдельных участках поверхности трения
расстояния между прослойками олова могут быть
довольно большими.

С целью устранения указанных недостатков
спечённые образцы были подвергнуты интенсив�
ной пластической обработке методом РКУП по так
называемому маршруту прессования А, далее –
РКУП (А). Из�за того что плоскость течения мате�
риала на данном маршруте не меняется, уже через
несколько прессований структура сплава в данной
плоскости состоит из чередующихся тонких про�
слоек алюминиевой и оловянной фаз (рис. 1, б).
Если указанную плоскость использовать как по�
верхность трения, организовав скольжение контр�
тела перпендикулярно вытянутым прослойкам
фаз, то дистанция размазывания олова резко со�
кратится, по сравнению со спечённым образцом.

Степень утонения межфазовых прослоек зави�
сит от числа испытанных образцом прессований
(N) по закону

h=h0[(γN)2+1]–0,5. (1)
Здесь γ – интенсивность простого сдвига при

РКУП, а h0 – средняя исходная толщина прослоек
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Рис. 1. Структура сплава Al�40Sn: а) после спекания; б) после 4�х прессований методом РКУП (А)

 100 m 100 m



Al или Sn фаз [4]. Между рассчитанными (преры�
вистая линия на рис. 2) по формуле (1) и экспери�
ментальными значениями h/h0 имеется хорошее
совпадение, поэтому здравый смысл подсказыва�
ет, что, увеличивая число проходов, дистанцию
размазывания олова можно значительно сокра�
тить. Алюминиевая матрица в это время будет ис�
пытывать наклёп, прочность и твёрдость её возра�
стут, а несущая способность и износостойкость
сплава повысятся.

Рис. 2. Отклонение измеренной интенсивности утонения
слоев фаз от рассчитанной в сплаве Al�40Sn при
РКУП (А)

В случае перпендикулярного расположения ка�
налов в пресс�форме интенсивность сдвига при
РКУП γ=2, что эквивалентно деформации образца
растяжением на величину ε=1,155. В случае чи�
стого поликристаллического алюминия данной ве�
личины деформации обычно достаточно, чтобы до�
стичь его предельного деформационного упрочне�
ния. В нашем случае прочность двухфазного спла�
ва Al�40Sn продолжает расти и при большем числе
прессований (рис. 3). Причём, начиная со второго
прохода и выше, величина приращения прочности
примерно одинакова. То есть в целом при
N>1 прочность сплава можно описать функцией
типа σ=σ(1)+κ/h. Здесь κ – константа, характери�
зующая эффективность дислокационных барьеров
в алюминиевой матрице, а σ(1) – её упрочнение по�
сле первого РКУП.

Рис. 3. Зависимость прочности сплава Al�40Sn от числа
РКУП (А)

Микроскопические исследования показали,
что в ходе первого РКУП происходит значительная
фрагментация зёрен алюминиевой фазы за счёт об�
разования субзёрен со средним диаметром
0,45±0,03 мкм. После повторных прессований
размер субзёрен алюминиевой фазы оставался не�
изменным. Средний размер субзёрен после 5�го
РКУП (А) был 0,50±0,05 мкм. Таким образом,
скачёк прочности сплава в результате первого
РКУП обусловлен измельчением зёренной струк�
туры алюминиевой матрицы (эффект Холла–Пет�
ча). При этом последующий её рост не вполне по�
нятен.

Единственным заметным изменением в струк�
туре сплава при многократном РКУП (А) является
утонение межфазовых прослоек, оловянные вклю�
чения при этом вытягиваются, то есть площадь
межфазной поверхности растёт. Границы фаз не�
когерентны и являются непроницаемыми барьера�
ми для решёточных дислокаций. Поэтому наибо�
лее вероятной причиной упрочнения сплава при
многократном РКУП (А) является увеличение их
удельной площади, вернее – сопутствующее ему
сокращение свободного расстояния между грани�
цами фаз, действующими как дислокационные
барьеры.

Естественно, что описанные изменения струк�
туры и механических свойств подвергнутого
РКУП (А) сплава Al�40Sn должны сказаться на его
трибологических свойствах. В таблице приведены
значения коэффициента трения и интенсивности
изнашивания сплава при давлении 1, 3 и 5 МПа и
скорости скольжения 0,6 м/сек по сухому сталь�
ному диску.

Как следует из таблицы, влияние обработки
неоднозначно. Так, при заданном давлении и ско�
рости скольжения число РКУП и, значит, упроч�
нение и утонение алюминиевых прослоек, практи�
чески не сказывается на величине коэффициента
трения сплава. Он остаётся высоким при малом да�
влении и резко снижается при большом. Интен�
сивность изнашивания сплава также почти не ме�
няется при малом давлении, но резко возрастает
при увеличении нагрузки на образец. Причём при
всех трёх давлениях усматривается некоторая
связь с толщиной алюминиевых прослоек. Пока
прослойки толстые (N=0 и 1), интенсивность изна�
шивания образцов высока.

Таблица. Влияние числа РКУП (А) на трибологические
свойства сплава Al�40Sn при различном давлении

№
РКУП

Коэффициент трения, μ
Интенсивность изнашивания,

мкм/м
Давление, МПа

1 2 3 1 3 5
0 0,63 0,20 0,11 0,1 0,18 0,24
1 0,63 0,20 0,11 0,1 0,18 0,22
2 0,64 0,19 0,11 0,08 0,14 0,16
3 0,65 0,20 0,11 0,1 0,14 0,18
4 0,59 0,21 0,11 0,12 0,14 0,18
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При более сильном их утонении скорость изно�
са сплава понижается примерно на 25 % и далее
остаётся постоянной. Видимо, при утонении про�
слоек алюминиевой фазы до определённой величи�
ны выдавленное олово размазывается по всей их
поверхности и дальнейшее их утонение ситуацию
не меняет. Излишки выдавленного олова на по�
верхности трения не задерживаются, поскольку
образуемая им плёнка имеет строго заданную тол�
щину, определяемую силами адгезионного сцепле�
ния олова с алюминием.

Полученные значения величины коэффициен�
та трения сплава хорошо согласуются с теорией
преимущественно адгезионной природы силы тре�
ния твёрдых тел, где коэффициент адгезионного
трения определяется как

μa=τ0/ρr+β. (2)
Здесь ρr – фактическое давление в зонах кон�

такта (полная нагрузка на суммарную площадь пя�
тен фактического контакта!), а τ0 и β – характери�
стики поверхностных слоев. При малых нагрузках
удельное давление на фактических контактных
площадках низкое, и, следовательно, значение μа

большое. При возрастании давления на образец
площадь контактных площадок остаётся практи�
чески неизменной, но величина ρr растёт пропор�
ционально нагрузке, что приводит к снижению μа.

При этом величина силы трения, определённая
как произведение коэффициента трения на нор�
мальную нагрузку (закон Амонтона–Кулона) в на�
шем случае остаётся примерно постоянной. Это за�
ставляет предположить, что на поверхности тре�
ния сплава формируется специфический слой ма�
териала, имеющий постоянную прочность на сдвиг
τ0. Отметим, что величина коэффициента трения
сплава в начале испытаний на трение имеет низкое

значение. Далее в процессе притирки она растёт и
достигает значения, которое далее не меняется при
неизменной действующей нагрузке. То есть по�
верхностный слой, свойства которого обсуждались
выше, формируется в процессе сухого трения. По�
этому связь между триботехническими параметра�
ми сплава и его механическими свойствами обна�
ружена не была.

Таким образом, объяснение полученных ре�
зультатов триботехнических испытаний не про�
стое и требует тщательного изучения механизмов
износа сплавов системы Al�Sn при сухом трении.
На основании изложенных результатов в настоя�
щий момент можно сделать лишь промежуточные
выводы, в основном касающиеся структуры и ме�
ханических свойств сплава Al�40Sn.
1. Деформационная обработка спечённого сплава

Al�40Sn методом РКУП (А) позволяет тран�
сформировать его исходную матричную струк�
туру в структуру слоистого типа.

2. Толщина фазовых прослоек уменьшается прак�
тически в два раза после каждого прессования.

3. Прочность сплава Al�40Sn растёт с увеличени�
ем числа прессований. Максимальный её при�
рост происходит в ходе первого РКУП и далее
она увеличивается на постоянную величину по�
сле каждого прохода образца через матрицу.

4. Обработка сплава Al�40Sn методом РКУП (А)
улучшает его сопротивление изнашиванию при
сухом трении, особенно эффективно после пер�
вых двух прессований.

5. При отсутствии жидкой смазки величина коэффи�
циента трения сплава Al�40Sn по стали практиче�
ски не зависит от структуры и прочности сплава.
Работа выполнена при частичной финансовой под�

держке РФФИ по проекту № 11�08�00460а.
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Введение
Абразивный износ поверхностей деталей мно�

гих машин и механизмов при эксплуатации суще�
ственно снижает срок их службы. Для восстано�
вления и упрочнения деталей широко применяет�
ся метод электродуговой наплавки. С этой же це�
лью может быть использован метод электронно�лу�
чевой наплавки на ускорителе электронов, кото�
рый характеризуется высоким качеством получае�
мых покрытий и простотой введения легирующих
элементов [1, 2]. В практике электродуговой на�
плавки высокая твердость и удовлетворительная
стойкость против абразивного износа с умеренны�
ми ударами или без них достигается при наплавке
карбидом вольфрама [3]. Вместе с тем более интен�
сивное нагружение приводит к снижению пла�
стичности, появлению склонности к трещинообра�
зованию, что способствует разрушению наплав�
ленного слоя. Улучшение структуры и свойств сло�
ев, наплавленных карбидом вольфрама, может
быть достигнуто термической обработкой [4, 5].
Так, для снятия остаточных напряжений в элек�
тродуговых наплавках используют отпуск. Суще�
ствует также принципиальная возможность уве�
личения твердости наплавленных слоев закалкой
от температур выше Ас3 за счет образования мар�
тенситной структуры. Влияние термической обра�
ботки на структуру и свойства слоев электронно�
лучевой наплавки малоизучены, и требуется по�
становка специального систематического исследо�
вания в этом направлении.

Материалы и методики эксперимента
На низкоуглеродистую сталь наплавляли поро�

шок карбида вольфрама WC. Слой порошка тол�
щиной в 1 мм наносили на поверхность образца пе�
ред обработкой. Энергия электронов U составляла
1,4 МэВ, ток пучка I менялся в пределах от 27 до
51 мA, скорость обработки V принимала значения
2,5; 1,6; 1,0 м/с. Для защиты от влияния окружа�
ющей среды в наплавочную смесь вводили флюс
MgF2. Для увеличения площади наплавляемой по�
верхности пучок сканировался с шириной магнит�

ной развертки l=50 мм. Структуру покрытий ис�
следовали на металлографическом микроскопе
«Neophot» на полированных шлифах, протравлен�
ных раствором кислот: 20 мл HNO3 и 100 мл HCl
при температуре 20 °C. Фазовый состав покрытий
определяли методом рентгеноструктурного фазо�
вого анализа на дифрактометре ДРОН�2М. Изме�
ряли распределение микротвердости на приборе
ПМТ�3 и находили ее среднее значение в покры�
тии Hμ

ср. Проводили испытания на абразивную из�
носостойкость Ки по ГОСТ 23.208–79.

Результаты эксперимента
После наплавки карбида вольфрама на поверх�

ности образцов стали Ст3 образуются слои толщи�
ной 1,5–3,0 мм. Распределение микротвердости в
поперечных срезах носит характер локальных ко�
лебаний, что связано с гетерофазностью образую�
щейся структуры. По данным рентгеноструктур�
ного фазового анализа в структуре покрытий при�
сутствует α�железо, незначительное количество
γ�железа, соединение Fe3W3C, некоторое количе�
ство карбидов WC, W2C, W23C6.

Рис. 1. Зависимость: 1) твердости; 2) износостойкости от энер�
гии излучения при наплавке карбидом вольфрама

С ростом плотности энергии излучения средние
значения микротвердости в слое уменьшаются
(рис. 1, кривая 1). Падение микротвердости при
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увеличении Е (удельная поверхностная энергия
излучения) связано с изменением одновременно
двух параметров – средней концентрации леги�
рующих элементов в покрытии и скорости охлаж�
дения расплавленного металла. С ростом Е пере�
плавляется более глубокий слой, что приводит к
уменьшению в нем среднего содержания W и С.
Одновременно уменьшается скорость охлаждения
и происходит переход от менее равновесной струк�
туры к более равновесной. При этом в слое наплав�
ки образуется целый спектр структур.

При малых значениях Е структура слоя доэв�
тектическая, закаленная на мартенсит (рис. 2, а).
С увеличением Е мартенситная структура сменя�
ется сначала мартенситно� бейнитной (рис. 2, б), а
затем ферритно�мартенситной (рис. 2, в).

Структура слоя определяет и его износостой�
кость (рис. 1, кривая 2). Появление твердых, но
хрупких мартенситной и бейнитной составляю�
щих в структуре обуславливает низкие значения
износостойкости. Выделение ферритной фазы в ос�
нове слоя обеспечивает снижение как твердости,
так и износостойкости.

Известно, что при абразивном изнашивании
твердые частицы абразива действуют на металл
как множество режущих инструментов. Поэтому
хрупкие структуры мартенсита и бейнита прореза�
ются абразивными частицами. Возникают микро�
трещины, что является началом разрушения. Кро�
ме того, в хрупких мартенситной и бейнитной ма�
трицах создаются благоприятные условия для вы�

крашивания карбидов. Феррит же, как самая мяг�
кая фаза в стали, хуже других сопротивляется раз�
рушению (срезанию) частицами абразива и в силу
своей низкой прочности плохо удерживает карбид�
ные частицы. Это также приводит к потере износо�
стойкости.

Рассмотрим влияние термической обработки
на структуру, твердость и износостойкость слоя.
Термические обработки проводили в лабораторной
печи СШОЛ с использованием известковой обмаз�
ки. Поскольку образцы с наплавленным слоем уже
претерпели самозакалку при охлаждении из рас�
плава, необходимо было устранить эти закалочные
структуры путем отпуска, а затем закалить покры�
тия вновь, используя стандартную термическую
обработку. Отпуск проводили при температуре
650 °С в течение часа. Закаливали в воду после вы�
держки в печи при 850 °С в течение 0,5 часа.

В процессе отпуска слоя при 650 °С в нем проте�
кает γ→α�превращение, и весь аустенит распада�
ется на ферритно�карбидную смесь (рис. 3, а). На
рентгенограммах полностью исчезают линии γ�же�
леза, зато интенсивности линий α�железа и фазы
Fe3W3C резко возрастают.

Дополнительное выделение карбида при отпу�
ске связано с распадом пересыщенного твердого ра�
створа Fe�W�C, образовавшегося при самозакалке
расплавленного слоя, и дополнительным выделени�
ем карбидов вольфрама из аустенита, где предельно
допустимое содержание легирующих элементов су�
щественно выше по сравнению с их содержанием в
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Рис. 2. Структура слоя, наплавленного карбидом вольфрама, при Е: а) 5,68; б) 6,42; в) 7,84 кДж/см2

   

Рис. 3. Структура наплавленного: а) после отпуска при 650 °С; б) после закалки от 850 °С

   
                                                                           



феррите. Обнаруженные ранее неравновесные кар�
биды WC, W2C и W23C6 после отпуска на рентгено�
граммах не выявляются, что, очевидно, свидетель�
ствует о приближении системы к равновесию.

Рис. 4. Зависимость твердости и износостойкости покрытия
от плотности энергии излучения E после: а) отпуска;
б) закалки

Главной особенностью отпущенных слоев явля�
ется то, что наблюдавшееся ранее разнообразие
структур – от мартенситной до ферритной, после
отпуска исчезает. Вне зависимости от параметров
облучения, на микрофотографиях наблюдается од�
нообразная структура – зерна твердого раствора в
окружении карбидной эвтектики. Единственным
отличием является то, что объемная доля эвтекти�
ческой составляющей с увеличением E и увеличе�
нием глубины переплавленного металла сокраща�
ется, что связано с уменьшением среднего содержа�
ния вольфрама и углерода на единицу объема слоя.

Значения твердости и износостойкости покры�
тий после отпуска заметно ниже, чем в исходном
состоянии (рис. 4, а), и за счет выделения мягкой
ферритной фазы в основе слоя и, вследствие фор�
мирования однотипной структуры, с увеличением
E меняются незначительно.

При нагреве под закалку от 850 °С происходит
растворение частиц карбидов, возврат к аустенит�
ной структуре, а затем закалка основы слоя на
мартенсит (рис. 3, б). Значения твердости и изно�
состойкости после обычной термической закалки
возрастают по сравнению с твердостью и износо�
стойкостью исходных наплавленных покрытий
(рис. 4, б), претерпевших самозакалку на воздухе.
Это связано с формированием в этом случае гораз�
до более однородной и дисперсной структуры мар�
тенсита. Увеличению твердости способствует и не�
которое рассасывание дендритной неоднородности
в процессе выдержки в печи при высокой темпера�
туре, а также дополнительное выделение карбидов
вольфрама во время предшествующего отпуска.

Значения твердости и износостойкости зака�
ленных покрытий от режима наплавки зависят
слабо (рис. 4).

Заключение
1. Электронно�лучевой вневакуумной наплавкой

карбида вольфрама на низкоуглеродистую
сталь получены слои наплавки, обладающие
повышенной твердостью, но низкой износо�
стойкостью, что связано с образованием в их ос�
нове хрупких мартенситной и мартенситно�
бейнитной структур, а также мартенситно�фер�
ритной структуры, содержащей хрупкую мар�
тенситную и легко изнашиваемую ферритную
фазу.

2. При отпуске покрытий значения твердости и
износостойкости падают в связи с протеканием
в слое ферритно�перлитного превращения, но
зависят от объемной доли ферритной фазы, ко�
торая возрастает с увеличением энергии излу�
чения. Закалка от 850 °С приводит к повторно�
му мартенситному превращению с выделением
более дисперсного, чем в исходном состоянии,
мартенсита, что обеспечивает увеличение как
твердости, так и износостойкости.
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Среди различных сверхпроводящих материалов
[1] сплав Nb�Ti, используемый для изготовления
токонесущих элементов в магнитной системе Меж�
дународного термоядерного экспериментального
реактора (ИТЭР), занимает особое положение. Кон�
струкция сверхпроводящего кабеля состоит из нес�
кольких тысяч сверхпроводящих жил диаметром
2…5 мкм, фиксируемых медной матрицей [2]. К та�
ким кабелям предъявляются высокие требования,
наиболее важными из которых являются величина
и стабильность критических параметров, стабиль�
ность токовых характеристик, безобрывность
сверхпроводящих волокон (жил), их структурная
однородность по длине провода и малые отклоне�
ния от геометрических размеров поперечного сече�
ния [3–6]. При производстве проводников из сверх�
проводящего сплава Nb�Ti наиболее ответственным
этапом является холодное волочение, в ходе кото�
рого исходная композиционная заготовка дефор�
мируется от ∅60…70 до ∅0,1…1,0 мм. На этом
этапе необходимо обеспечить безобрывность про�
цесса и заданную плотность микродефектов в
сверхпроводнике, контролирующих образование
центров пиннинга (закрепления магнитных вих�
рей Абрикосова в сверхпроводниках II�го рода
[1]). Настоящая работа направлена на анализ
влияния холодной деформации волочением на
структуру многожильного сверхпроводника на ос�
нове сплава Nb�Ti.

Деформационная структура и субструктура
многожильного кабеля со сверхпроводящими жи�
лами из сплава Nb�47,5 мас. % Ti (63,7 ат. % Ti)
исследовалась на промежуточной стадии волоче�
ния при переходе ∅1,3→∅1,2 мм. Для анализа

состава и структуры композитного многожильного
провода использовалось несколько методик, обес�
печивающих необходимое пространственное раз�
решение: оптическая микроскопия (Neophot�21 и
Olympus GX 71), растровая электронная микроско�
пия (Philips SEM 515) и атомно�силовая микроско�
пия (Solver PH47�PRO).

Распределение элементов в зоне границы жилы
из сплава Nb�Ti с медной матрицей определялось
методом растровой электронной микроскопии на
растровом ионно�электронном микроскопе Quanta
200 3D с использованием детекторов вторичных и
обратно рассеянных электронов. Элементный со�
став сплава определялся энергодисперсионным
рентгеновским микроанализом с использованием
приставки EDAX на этом же микроскопе по зави�
симости числа характеристических рентгеновских
фотонов определенной энергии, отвечающих Ti,
Nb, Cu, от координат вдоль линии, проходящей че�
рез границу «волокно–матрица». Растровая элек�
тронная микроскопия на приборе Carl Zeiss
EVO 50 с приставкой для рентгеновского диспер�
сионного микроанализа Oxford Instruments позво�
лила с необходимой точностью определить такие
структурные параметры, как размеры зерен и суб�
зерен, их однородность по химическому и фазово�
му составу.

Комплекс разнообразных аналитических мето�
дик позволил получить новые сведения о структу�
ре сверхпроводящего композитного провода и о ра�
спределении основных химических элементов в
нем. Многожильный сверхпроводящий кабель на
основе сплава Nb�Ti представляет собой трехслой�
ную конструкцию, в которой между медными сер�
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Методами атомно�силовой, электронной и оптической микроскопии исследована эволюция структуры на промежуточной стадии
волочения при переходе ∅1,3→∅1,2 мм сверхпроводящего кабеля на основе сплава Nb+47 % Ti, который используют в магнит�
ной системе Международного термоядерного экспериментального реактора. Целью работы является анализ влияния холодной
деформации волочением на структуру многожильного сверхпроводника на основе сплава Nb�Ti. Исследованы микроструктура,
фазовый состав и их влияние на свойства сверхпроводящего сплава Nb�Ti после холодного волочения и промежуточного отжига.
Выявлены зоны локализации пластической деформации в местах обрывов сверхпроводника. Обнаружено изменение формы и
химического состава волокон Nb�Ti в бездефектной области и в зоне разрыва кабеля. Выявлен диффузионный Nb барьер вокруг
волокон Nb�Ti, размещенных в медной матрице. Установленные закономерности должны приниматься во внимание при разра�
ботке технологии холодной деформации волочением до получения сверхпроводниковых жил требуемых размеров.
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дечником и внешней оболочкой располагается
промежуточный слой из волокон Nb�Ti (рис. 1),
размещенных в медной матрице (композит). Такой
композит может также содержать резистивные
или диффузионные барьеры, стабилизирующие
оболочки, и прочные армирующие элементы [2, 3].

Металлографические исследования попереч�
ных сечений проводников показали, что в проме�
жуточном слое на границе с медным сердечником
проводника жилы Nb�Ti имеют округлую форму co
средним диаметром ~10 мкм. В промежуточном
слое на границе с медной оболочкой все Nb�Ti во�
локна приобретают ромбическую форму с диагона�
лями ~13 и 11 мкм соответственно вследствие де�
формации волочения.

Для более точного выявления рельефа попереч�
ных сечений элементов кабеля использовали атом�
но�силовую микроскопию с применением контакт�
ного метода в режиме «постоянной силы» [7]. Су�
щество метода заключается в том, что сигнал сис�
темы обратной связи, возникающий в процессе
сканирования, устанавливается таким образом,
что система способна отрабатывать относительно
гладкие особенности рельефа достаточно быстро и
в то же время быть достаточно медленной, чтобы
отрабатывать крутые ступеньки поверхности.
В результате слабо отображаются гладкие особен�
ности рельефа волокна и с высоким контрастом
отображаются высокоамплитудные максимумы
диффузионного барьера. Такой способ отображе�
ния применяется для поиска небольших элементов
структуры на большом участке относительно глад�
кой поверхности.

Вокруг волокон Nb�Ti, размещенных в медной
матрице, обнаружен диффузионный Nb барьер, кото�
рый отчетливо проявляется в виде выступов рельефа
в зоне сопряжения жилы с матрицей (рис. 2, а). На
профилограмме, построенной методом секущих,
ниобиевый барьер обнаруживается по высокоам�
плитудным максимумам шириной до 250…260 нм,

разделенных низкоамплитудными линиями ре�
льефа для волокон Nb�Ti и медной матрицы
(рис. 2, б). На фоне гладкого рельефа волокон
Nb�Ti и медной матрицы выявляется высокоам�
плитудный ниобиевый барьер (рис. 2, в).

В результате интенсивной пластической дефор�
мации медь в сердечнике приобретает субмикро�
кристаллическую структуру со средним размером
зерен ~800 нм. В такой структуре чередуются оди�
ночные зерна и их конгломераты, насчитывающие
до 8 зерен. Сильнее всего медь в сердечнике проде�
формирована по границе «сердечник–промежу�
точный слой проводника», где максимальный раз�
мер зерна составил ~2120 нм, а минимальный
~310 нм. В промежуточном слое между волокнами
в матрице медь представлена равноосными зерна�
ми со средним размером ~800 нм. В то же время
средний размер зерен меди в оболочке проводника
составил ~1050 нм [8].

Топография поперечного сечения в месте обры�
ва проводника показала, что в области, прилегаю�
щей к сердечнику, близлежащие волокна Nb�Ti
имеют неправильную форму и образуют зону лока�
лизации деформации (рис. 3). В месте обрыва про�
водника в матрице промежуточного слоя между
Nb�Ti волокнами средний размер зерна меди соста�
вил ~850 нм. Следует отметить, что по результатам
статистической обработки, средний размер зерна
меди в матрице ~800 нм сопоставим с размером
зерна меди ~850 нм в месте обрыва проводника.
Согласно двойному t�критерию для данной пары
значений |t|=1,69, а коэффициент Стьюдента для
доверительной вероятности α=0,9 составляет
t

α,f=1,89, то есть |t|<t
α,f и различие среднего размера

зерна меди незначимо [9, 10].
Для исследования морфологии зоны локализа�

ции пластической деформации по глубине шлифа
снимали дважды слой на шлифовальной бумаге по
500 мкм. В месте обрыва, вокруг волокон Nb�Ti,
размещенных в медной матрице, обнаружен Nb
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Рис. 1. Металлография поперечного (а) и продольного (б) сечения сверхпроводящего кабеля на основе сплава Nb�Ti на про�
межуточной стадии волочения при переходе ∅1,3→∅1,2 мм: 1– медная оболочка, 2 – волокна Nb�Ti; 3 – медный 
сердечник

    



барьер, который проявляется на профилограмме в
виде высоких, тонких высокоамплитудных макси�
мумов шириной до 250 нм (рис. 4). Такой же Nb
барьер обнаруживается вокруг волокон Nb�Ti в ме�
сте обрыва после послойного шлифования на глу�
бину 1000 мкм.

Рис. 2. Ниобиевый барьер вокруг Nb�Ti волокон в матрице
проводника: а) 2D изображение; б) профилограмма
участка 30×30 мкм; в) 3D изображение; 1– медная
матрица, 2 – волокна Nb�Ti; 3 – ниобиевый барьер

Исследования, проведенные с помощью растро�
вого электронного микроскопа Carl Zeiss EVO 50 с

приставкой для рентгеновского дисперсионного
микроанализа Oxford Instruments, показали, что
внешняя оболочка и сердечник проводника состо�
ят полностью из меди. В то же время часть элемен�
тов промежуточного слоя проникает в медный сер�
дечник кабеля и на границу раздела «промежуточ�
ный слой–внешняя оболочка». В промежуточном
слое на границе с сердечником все волокна Nb�Ti
имеют округлую форму. Химический состав воло�
кон одинаков и составляет 35,66 ат.% Nb и
63,07 ат. % Ti (таблица).

По результатам РЭМ�исследования можно по�
строить карты распределения элементов, которое
по яркости изображения качественно отображает
распределение химических элементов в пределах
выделенной области исследования. Такой анализ
показал, что титан находится только в волокнах
Nb�Ti, медь – между волокнами, а ниобий присут�
ствует как в волокнах Nb�Ti, так и между ними в
матрице.

В области разрыва жилы Nb�Ti утрачивают
правильную форму (рис. 3), но их химический сос�
тав сохраняется на уровне 63,33 ат. % Ti и
35,57 ат. % Nb. Карты распределения элементов
показали, что Тi и Nb находятся в волокнах; меж�
ду волокнами в матрице распределены Cu и Nb.

Таблица. Данные микроэлементного анализа к рис. 2, а (ат. %)

Однородность химического состава волокон Nb�
Ti в проводнике контролировалась сканирующей
электронной микроскопией в режимах вторичных
электронов и в характеристическом рентгенов�
ском излучении основных элементов композита на
приборе Quanta 200 3D. Определение элементного
состава вдоль линии методом энергодисперсионно�
го рентгеновского микроанализа показало нали�
чие элементов Nb, Ti и Cu на отрезке, проходящем
через границу «волокно–матрица».

Степень однородности распределения основных
химических элементов в волокне и матрице про�
водника была исследована по зависимостям числа
характеристических рентгеновских фотонов опре�
деленной энергии, отвечающих Ti, Nb, Cu, от поло�
жения места измерения. Неравномерное простран�
ственное распределение числа характеристиче�
ских рентгеновских фотонов Ti, Nb, Cu в волокне и
матрице указывает на наличие диффузионного
слоя на отрезке, проходящем через границу «во�
локно–матрица». Установлено, что в Nb�Ti волок�
не количество характеристических рентгеновских
фотонов Ti, Nb максимально, а количество харак�
теристических рентгеновских фотонов Cu мини�

Элемент Ti Cu Nb
Спектр 1 63,54 0,78 35,67
Спектр 2 64,36 1,24 34,41
Спектр 3 63,63 1,23 35,14
Спектр 4 60,76 1,81 37,43
Среднее 63,07 1,26 35,66

Стандартное отклонение 1,59 0,42 1,29
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мально. В медной матрице картина противополож�
на, т. е. максимальному количеству характеристи�
ческих рентгеновских фотонов меди соответствует
минимальное количество характеристических
рентгеновских фотонов Ti, Nb. В промежуточном
диффузионном слое сначала наблюдается постоян�
ное число характеристических рентгеновских фо�
тонов Nb, что подтверждает наличие Nb барьера,
который обнаружен методом атомно�силовой ми�
кроскопии. Затем происходит уменьшение коли�
чества характеристических рентгеновских фото�
нов Ti, Nb на фоне увеличения количества харак�
теристических рентгеновских фотонов Cu.

В основе подходов, традиционно используемых
при анализе ресурса пластичности технических
сверхпроводников на основе сплава Nb�Ti [11], ле�
жит представление о равномерности и однородно�
сти пластической деформации, о макромасштаб�
ной локализации непосредственно перед разруше�
нием, что не соответствует современным предста�
влениям. Экспериментальные данные о природе
пластической деформации показывают, что прису�
щая ей с самого начала деформирования неодно�
родность может приводить к раннему формирова�
нию одного или нескольких устойчивых очагов ло�
кализации пластического течения [12, 13] и в
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Рис. 3. Зона локализации пластической деформации в промежуточном слое со стороны внутренней поверхности в виде дефек�
та в местах обрыва волокон NbTi проводника при разном увеличении: а) оптическая металлография; б) атомно�сило�
вая микроскопия; 1– медная матрица, 2 – волокна NbTi; 3 – медный сердечник

Рис. 4. Ниобиевый барьер вокруг Nb�Ti волокон в месте обрыва после послойного шлифования на глубину 500 мкм: а) про�
филограмма участка 30×30 мкм; б) 3D изображение этого участка

                                                                       

                                                             



дальнейшем к обрыву жилы. Предпринятые в по�
следнее время детальные исследования макроло�
кализации деформации позволили установить од�
нозначное соответствие между законом пластиче�
ского течения на данном участке деформационной
кривой и типом пространственно�временного ра�
спределения компонент тензора пластической ди�
сторсии [14]. Эти факты должны приниматься во
внимание при разработке технологии холодной де�
формации волочением до получения сверхпровод�
никовых жил требуемых размеров.

Выводы
При анализе влияния деформации волочением

на структуру многожильного сверхпроводника на
основе сплава Nb�Ti обнаружены следующие осо�
бенности:
• в месте обрыва проводника выявлены зоны ло�

кализации деформации, в которых близлежа�
щие волокна Nb�Ti имеют неправильную форму
при послойном шлифовании на глубину до
1000 мкм;

• обнаружено изменение размеров и формы воло�
кон Nb�Ti в промежуточном слое в бездефект�
ной области; на границе с медным сердечником
волокна имеют округлую форму co средним ди�

аметром ~10 мкм, на границе с медной оболоч�
кой волокна имеют ромбическую форму с диа�
гоналями ~13 и 11 мкм;

• в результате интенсивной пластической дефор�
мации медь в элементах кабеля приобретает
субмикрокристаллическую структуру со сред�
ним размером: в сердечнике ~800 нм, в проме�
жуточном слое между волокнами в матрице
~800 нм, в месте обрыва проводника в проме�
жуточном слое между волокнами в матрице
~850 нм, в оболочке ~1050 нм;

• выявлен диффузионный Nb барьер вокруг воло�
кон Nb�Ti, размещенных в медной матрице, ши�
риной ~ 250 нм в бездефектной области и в зоне
локализации пластической деформации при по�
слойном шлифовании на глубину до 1000 мкм;

• наблюдалось изменение формы и химического
состава волокон Nb�Ti в промежуточном слое: в
бездефектной области все волокна Nb�Ti имеют
округлую форму и состав 35,66 ат. % Nb и
63,07 ат. % Ti, в области обрыва проводника
волокна имеют правильную форму и химиче�
ский состав 35,57 ат. % Nb и 63,33 ат. % Ti.
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта

Российского фонда фундаментальных исследований по
проекту 11�08�00237�а.
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Ведение
В настоящее время достигнуты определенные

успехи в развитии способа формирования мощных
СВЧ импульсов, основанного на накоплении СВЧ
энергии в резонансном объеме и быстром ее выводе
в нагрузку [1]. В частности, созданы системы ком�
прессии с уровнем рабочей мощности до ~1 ГВт в
10�сантиметровом диапазоне длин волн и способ�
ные обеспечить мощность импульсов до 100 МВт в
3�сантиметровом диапазоне [2, 3], что сопоставимо
с мощностью импульсов ряда релятивистских СВЧ
генераторов и усилителей. Однако эти успехи до�
стигнуты исключительно использованием различ�
ных схемных решений проблемы формирования
мощных СВЧ импульсов в системах с одномодовы�
ми либо умеренно многомодовыми накопительны�
ми резонаторами. Из�за отсутствия устройств, спо�
собных реализовать быстрый вывод энергии из
крупных (сверхразмерных) накопительных объе�
мов, формирование импульсов такой же мощности
при выводе из сверхразмерных резонаторов по�
прежнему остается нерешенной проблемой. По
этой же причине возможности резонансных СВЧ
компрессоров по уровню рабочей мощности до на�
стоящего времени полностью не реализованы,
мощность рабочей волны в сверхразмерных резо�
наторах на порядок и более может превышать ра�
бочую мощность известных устройств вывода
энергии. Поэтому проблема разработки более эф�
фективных устройств вывода по�прежнему акту�
альна.

В [4, 5] исследован вывод энергии из сверхраз�
мерного резонатора трансформацией моды колеба�
ний на окне связи резонатора с короткозамкнутым
волноводным шлейфом как элементом межмодо�
вой связи и устройством вывода. Такой СВЧ ком�
прессор (рис. 1) представляет собой резонатор с
двумя рабочими волнами – основной волной, на
которой энергия накапливается, и волной вспомо�

гательной. Во вспомогательную волну идет переда�
ча энергии и на ней осуществляется вывод. Выхо�
дом резонатора служит плавный переход с корпуса
резонатора на одномодовый волновод. Волновод�
ный шлейф выполняется в виде Н�тройника, рас�
положенного снаружи резонатора и прямым (вход�
ным) плечом связанного с резонатором. Второе
прямое плечо ограничивается короткозамыкате�
лем. Боковое плечо также выполняется коротко�
замкнутым и имеет длину, при которой прямые
плечи развязаны. В этом плече расположен СВЧ
коммутатор, осуществляющий регулирование свя�
зи прямых плеч тройника. Длина входного плеча
выбирается так, что при накоплении взаимодей�
ствие основной и вспомогательной волны отсут�
ствует. После завершения накопления включается
коммутатор, тройник открывается, и длина шлей�
фа меняется. В результате меняется структура по�
ля на окне и начинается трансформация основной
волны в волну вспомогательную с передачей энер�
гии в нагрузку. Характер передачи определяется
размером окна и длиной отрезка.

Рис. 1. Резонатор с трансформацией моды колебаний: 1 –
цилиндрический резонатор; 2 – плавный переход;
3 – входной волновод; 4 – Н�тройник; 5 – коротко�
замкнутое боковое плечо; 6 – выходной волновод

Результаты исследований [4, 5] показывают,
что при использовании в компрессорах с трансфор�

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2

116

УДК 621.372.413

УСИЛЕНИЕ МОЩНОСТИ РЕЗОНАНСНОГО СВЧ КОМПРЕССОРА 
С ВЫВОДОМ ЭНЕРГИИ ТРАНСФОРМАЦИЕЙ МОДЫ КОЛЕБАНИЙ

С.Н. Артёменко, В.С. Игумнов

Томский политехнический университет
E�mail: snartemenko@mail.ru

Представлены результаты оценок основных характеристик резонансного СВЧ компрессора с выводом энергии трансформацией
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мацией колебаний пакета элементов межмодовой
связи на основе таких систем могут быть созданы
источники СВЧ импульсов с регулируемыми пара�
метрами, в том числе с усилением и мощностью,
близкими к усилению и мощности волны в сверх�
размерном накопительном резонаторе. В данной
работе представлены результаты оценок характе�
ристик таких источников, полученные в рамках
приближенной теории взаимодействия колебаний
в резонаторе [6] и метода матрицы рассеяния [7].

Оценка коэффициента межмодовой связи
Оценки выполним, полагая, что в основе рабо�

ты исследуемого компрессора лежит интерферен�
ционный способ регулирования связи резонатора с
нагрузкой, т. е. связь с выходом формируется в ре�
зультате суммирования вспомогательной волны,
генерированной основной волной на окне связи ре�
зонатора со шлейфом, и такой же волны, излучае�
мой из шлейфа. В режиме накопления длина
шлейфа подобрана так, что эти волны имеют близ�
кие амплитуды и противоположные фазы. Это
обеспечивает устранение заметных потерь на излу�
чение. После включения коммутатора, открываю�
щего тройник и осуществляющего быстрое измене�
ние длины шлейфа, излучаемая волна меняет ам�
плитуду и фазу. В результате волны интерфериру�
ют, имея отличные от исходного состояния ампли�
тудно�фазовые соотношения, вспомогательная
волна, генерированная на окне, не компенсирует�
ся, включается связь с нагрузкой и начинается
процесс вывода.

Оценим соотношение между мощностью гене�
рированной и излучаемой волны. Коэффициент
межмодовой связи γ12 на окне, определяющий мощ�
ность генерируемой волны, можно оценить, ис�
пользуя выражение, известное из приближенной
теории взаимодействия колебаний в резонаторе [4]:

(1)

где V и δV – соответственно, объем резонатора и
объем «деформированной» его части, на которой
происходит взаимодействие, H1, H2, E1, E2 – векто�
ры магнитных и электрических компонент поля
взаимодействующих колебаний. Здесь же отме�
тим, что коэффициент γ1,2 и коэффициент передачи
h между связанными резонаторами как модели
взаимодействующих мод в методе матрицы рассея�
ния [7] связаны соотношением [6]:

(2)

В (2) ω – циклическая рабочая частота,
Т1≈Т2≈T – время двойного пробега рабочих волн
вдоль резонатора. Соотношение (2) позволяет уста�
новить связь между результатами электродинами�
ческого расчета γ12 и результатами анализа взаи�
модействующих мод методом матрицы рассеяния
и будет использовано при определении мощности
волн в резонаторе и шлейфе. Для окна радиусом

r<<λ (λ – длина волны в свободном пространстве),
расположенного в магнитном поле связанных ко�
лебаний, коэффициент межмодовой связи (1) опре�
деляется выражением [4]:

(3)

где Н1с и Н2с – нормированные на объем V резонато�
ра амплитуды магнитных составляющих поля в
центре окна, следующие из формулы:

(4)

Используя (4) и выражения для Н�компонент
поля, например, цилиндрического резонатора [8]:

(5)

нетрудно получить, что амплитудные множители
магнитных составляющих поля, например, основ�
ной Н01(р) и вспомогательной Н11(n) моды колебаний
такого резонатора определяются равенствами:

(6)

где J0, J1 – функции Бесселя первого рода, A01=3,832,
A11=1,841, λc

0,1, λc
01, λc

11 – критическая длина Н01 и
Н11 волны. Поэтому из (5) и (6) для компонент по�
ля в центре окна, расположенного на середине ра�
диуса цилиндра, получаем:

(7)

и для коэффициента межмодовой связи, согласно
(3), (7),

(8)

Здесь λw
11
λw

01 – длина рабочих волн в резонаторе.
Как следует из (2) и (8), коэффициент передачи
энергии от волны к волне h2=γ12

2
ω

2T2 пропорциона�
лен шестой степени радиуса окна и обратно про�
порционален второй степени объема резонатора.

Оценка мощности излучаемой 
и генерированной волны
Мощность волны, излучаемой через окно ради�

усом r в стенке резонатора толщиной d, располо�
женное в магнитном поле моды колебаний, опреде�
ляется формулой [8]:
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(9)

где Hx – x�компонента магнитного поля Н10 волны
отрезка волновода, z0 – волновое сопротивление
свободного пространства, λс – критическая длина
волны, в которую идет излучение. Формула (9) от�
личается от приведенной в [8] двумя множителями
(экспоненциальным и радикалом), отражающими
ослабление поля на окне в стенке конечной толщи�
ны и тот факт, что излучение идет не в свободное
пространство, а в направляющую линию с соответ�
ствующим волновым сопротивлением. В прямоу�
гольном волноводе интересующие нас H компо�
ненты Н10 волны могут быть записаны так [8]:

(10)

где – χx=mπ/a, χy=nπ/b, χz=pπ/lw, m=1, n=0,
p=2…,lw – длина отрезка. Поэтому, согласно (10), в
центре окна Нх составляющая связана с амплитуд�
ным множителем Н10 волны равенством:

(11)

Нормируя амплитудный множитель в соответ�
ствии с (4) и (11) получаем:

(12)

Далее, установив связь между амплитудными
множителями, нормированными на мощность бегу�
щей волны и объем шлейфа, из (9), с учетом (12), для
излучаемой мощности с новой нормировкой находим:

(13)

Выражение (13) справедливо только для шлей�
фа полуволновой длины. По мере отклонения от
этой длины появляется ошибка, т. к. магнитная
составляющая поля на окне будет уменьшаться, а
электрическая расти. При значительных измене�
ниях длины следует вводить поправку, учитываю�
щую влияние электрической составляющей.

Для мощности генерируемой (трансформиро�
ванной) волны, согласно (2), (8), имеем:

(14)

Из (13) видно, что мощность излучаемой волны
определяется мощностью волны в шлейфе, а также
длиной волны и параметрами шлейфа и окна. Ана�
логично из (14) следует, что мощность волны гене�
рированной определяется мощностью волны в ре�
зонаторе и коэффициентом межмодовой связи, ко�
торый зависит от структуры поля взаимодей�
ствующих мод, длины рабочей волны и параме�
тров окна связи и резонатора.

Излучение из шлейфа идет не только во вспомо�
гательную, но и в основную рабочую волну. Поэто�
му оценим коэффициенты передачи k01 и k11 основ�
ной Н01 и вспомогательной Н11 волны из резонато�
ра в шлейф. Эти коэффициенты определяются вы�
ражением:

(15)

где Prad, Ptw – соответственно мощность излучаемой
и бегущей волны резонатора. Поэтому из (9), (10),
(15) находим:

(16)

Из (16) следует, что коэффициенты передачи
сопоставимы (k01/k11~0,81). Это позволяет учесть
излучение из шлейфа не в одну, а в две волны про�
стым введением в (13) множителя ~0,6. Из�за нере�
зонансных условий и запредельности выходного
волновода резонатора для других типов волн поте�
рями на излучение в эти волны пренебрегаем.

Условие отсутствия излучения в нагрузку
В [9] на основе метода матрицы рассеяния пока�

зано, что амплитуды b1 и b2 бегущих волн в систе�
ме «накопительный резонатор–шлейф» определя�
ются выражениями:

(17)

где a, b, c, d – переменные величины, зависящие от
набега фазы ϕ, ψ волн в резонаторе и шлейфе, а
также от постоянных затухания α, β, γ волн в резо�
наторе, входном прямом и боковом плече тройника
и коэффициентов передачи k, h входного окна ре�
зонатора и окна связи резонатора и тройника. Там
же показано, что максимум накопленной энергии
достигается при значениях ϕ, удовлетворяющих
равенству:
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Поэтому, приравнивая (13) и (14) и учитывая
(17), находим условие отсутствия излучения в на�
грузку, т. е. условие компенсации вспомогатель�
ной волны, генерированной на окне:

(18)

Выражение (18) устанавливает функциональ�
ную связь между электрической длиной шлейфа и
радиусом окна связи, при которой достигается
компенсация волн. На рис. 2 приведены зависимо�
сти отношения мощности излучаемой и генериро�
ванной волны от электрической длины шлейфа.

Рис. 2. Зависимости отношения мощности излучаемой и ге�
нерированной Ptwc/Ptww волны от коэффициента пере�
дачи окна связи резонатора со шлейфом: 1) h=0,15;
2) 0,3; 3) 0,45; 4) 0,6; 5) 0,75; 6) 0,9

Точки пересечения кривых с прямой линией со
значением ординаты, равным 1, соответствуют
точкам совпадения мощности интерферирующих
волн. Как видно из зависимостей, чем больше ок�
но, тем сильнее отклонение от полуволновой дли�
ны. При этом увеличивается ошибка оценки. Поэ�
тому кривые рис. 2 отражают только тенденцию
отклонения длины шлейфа от полуволновой дли�
ны по мере изменения размера окна связи. Вместе
с тем качественно ход кривых рис. 2 верно отража�
ет данные экспериментов [4, 5].

Максимальная мощность и усиление
Как показывают экспериментальные данные,

максимальная мощность импульсов достигается
при четвертьволновой длине шлейфа. Это являет�
ся следствием двух факторов. Первый связан с
тем, что при этом волна, излученная из четверть�
волнового шлейфа, имеет минимальную амплиту�
ду. Второй фактор обусловлен инверсией фазы из�
лученной волны – при указанной длине шлейфа
волна излучается не магнитным, как при накопле�
нии, а электрическим диполем, расположенным
практически в пучности стоячей волны, а не в уз�
ле, как при излучении магнитным диполем. Поэ�
тому мощность выходного импульса в приближе�
нии малого радиуса окна связи будет сравнима с
мощностью сгенерированной вспомогательной
волны, т. е. будет определяться выражением (14),
а коэффициент усиления даваться формулой:

(19)

где Gc – коэффициент усиления резонатора. Как
следует из (19), усиление пропорционально шестой
степени отношения радиуса окна связи r к длине
рабочей волны (при R~λ). Из (13) нетрудно полу�
чить, что близким к (19) выражением, как по фор�
ме, так и по численным значениям, будет опреде�
ляться и коэффициент усиления компрессора с вы�
водом энергии через интерференционный пере�
ключатель.

Рис. 3. Зависимости усиления компрессора  от радиуса окна
связи резонатора со шлейфом r. Трансформация на
одном окне связи: 1) r=2,2 см, G=200; 2) r=4,5 см,
G=500. Трансформация на  окнах связи: 3) r=2,2 см,
G=200, n=3; 4) r=4,5 см, G=500, n=10

На рис. 3 приведены зависимости усиления ком�
прессора от радиуса окна связи для двух значений
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радиуса резонатора (2,2 и 4,5 см) при фиксирован�
ной длине рабочей волны. Значения усиления резо�
наторов взяты 200 и 500. Из зависимостей рис.
3 видно, что при трансформации на одиночном окне
(нижние кривые) необходимо использовать резона�
тор относительно малого радиуса, не более λ. При
относительно большом радиусе резонатора (R>λ)
эффективный вывод возможен только при значи�
тельном количестве шлейфов (верхние кривые). По�
нятно, что и в первом, и во втором случае это обусло�
влено пропорциональностью усиления отношению
площади окон связи и сечения резонатора.

Линиями 3, 4 на рис. 3 отражен ход усиления
как функции радиуса окна связи при квадратич�
ной зависимости мощности сгенерированной вол�
ны от количества окон. Такая зависимость обусло�
влена выполнением резонатором роли суммирую�
щего устройства, в котором мощность волны про�
порциональна второй степени суммарной ампли�
туды волн, генерированных на окнах. Как видно
из хода кривых, достижение мощности импуль�
сов, сопоставимой с мощностью волны резонатора,
возможно только при площади окон, сопоставимой
с площадью сечения резонатора.

Заключение
Таким образом, выполненные в работе оценки

условий, обеспечивающих развязку резонатора с
нагрузкой в режиме накопления, а также оценки
усиления и мощности выходных импульсов СВЧ
компрессора с выводом энергии трансформацией
моды колебаний на окне связи показывают, что ис�
следованный способ вывода достаточно эффекти�
вен для формирования СВЧ импульсов. Вместе с
тем использование такого компрессора для полу�
чения импульсов предельно высокого усиления и
высокой мощности, сопоставимых с усилением и
мощностью волны накопительного резонатора,
возможно только при использовании окон связи с
общей площадью, сопоставимой с площадью сече�
ния резонатора. Это означает, что наиболее эффек�
тивными в таком способе вывода могут быть эл�
ементы межмодовой связи, равномерно распреде�
ленные по сечению резонатора.

Авторы выражают признательность Ю.Г. Юшкову за
полезные дискуссии при обсуждении результатов работ.
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Введение
Использование сильноточных электронных

ускорителей для питания различных СВЧ�генера�
торов открыло новые перспективы перед этими
приборами. Такие достоинства приборов со скре�
щенными полями, как частотная и фазовая ста�
бильность генерируемого излучения, низкий уро�
вень побочных колебаний и гармоник, высокий
к.п.д., небольшие весогабаритные показатели и
стоимость, стали основой для проведения интен�
сивных исследований релятивистских магнетрон�
ных генераторов (РМГ) [1]. Первые эксперименты
позволили получить мощность от сотен мегаватт
до нескольких гигаватт при к.п.д. 10…30 %. В от�
личие от генераторов О�типа в РМГ взаимодей�
ствие сильноточного релятивистского электронно�
го пучка с высокочастотными полями происходит
непосредственно в диоде, т. е. в области создания
электронного пучка. В этом случае снимаются
ограничения, связанные с обеспечением высокой
энергии электронов при малом скоростном разбро�
се и с освоением больших токов. В настоящее вре�
мя исследования развиваются по пути создания
стабильных эффективных источников СВЧ, рабо�
тающих в импульсно�периодическом режиме [2].

Колебательная система релятивистского магне�
тронного генератора, как и его классического ана�
лога, является распределенной электродинамиче�
ской структурой и отличается многомодовостью.
В импульсном режиме вследствие нестационарно�
сти питающих полей и плазменных процессов в
прикатодной области наблюдаются модовая и спек�
тральная нестабильности СВЧ�излучения. Акту�
альным также является вывод из прибора мощно�
сти сверхвысокого уровня, транспортировка и про�
странственное формирование излучения. На реше�
ние указанных проблем были нацелены исследова�
ния, результаты которых представлены ниже.

Анодный блок релятивистских 
магнетронных генераторов
Одним из путей увеличения эффективности ре�

лятивистских магнетронных СВЧ�генераторов яв�

ляется увеличение числа резонаторов. Возбужде�
ние рабочего π�вида колебаний в приборах с увели�
ченным числом резонаторов происходит при боль�
ших синхронных магнитных полях; что и приво�
дит к увеличению электронного к.п.д. прибора.
Однако использование систем с увеличенным чи�
слом резонаторов резко усиливает конкуренцию
видов колебаний. По результатам расчетов разде�
ление видов колебаний π и ближайшего к нему
2π/3 по величине фазовой скорости для 6�резона�
торного анодного блока составляет β

π
/β2π/3≈0,69, по

отношению к его (–1) гармонике – β
π
/β

–1
2π/3≈1,38.

Разделение видов колебаний π и ближайшего к не�
му 3π/4 для 8�резонатного анодного блока пример�
но на треть меньше β

π
/β3π/4≈0,76 и β

π
/β

–1
3π/4≈1,26. Из

расчета также следует, что величина замедления
рабочего вида колебаний у 8�резонаторного анод�
ного блока в сравнении с 6�резонаторным пример�
но на 26 % больше, что позволяет прогнозировать
более высокую эффективность его работы.

Анодный блок исследуемого РМГ имеет 8 резо�
наторов лопаточного типа; вывод мощности вы�
полнен в виде одной или двух узких щелей в тор�
цах двух противоположных резонаторов и плав�
ных волноводных переходов к стандартному сече�
нию 72×34 мм. Размеры анодного блока составля�
ли внутренний диаметр 43 мм, внешний диаметр
86 мм, длина анодного блока 72 мм. На катод маг�
нетрона подается импульсное напряжение
300…400 кВ от линейного индукционного ускори�
теля (ЛИУ) 04/6 [3]; постоянное магнитное поле
создается парой Гельмгольца и может изменяться
в широких пределах 0,2…0,55 Т (рис. 1). Диаметр
высоковольтного фланца ускорителя и расстояние
до анодного блока изначально выбирались по ре�
зультатам расчетов хода силовых линий магнит�
ной системы так, чтобы линии, выходящие из про�
странства взаимодействия РМГ «замыкались» на
поверхность высоковольтного фланца. Тем самым
уменьшаются потери электронов из пространства
взаимодействия. Для ограничения утечки тока с
противоположной стороны анодного блока исполь�
зована труба дрейфа 9 с внутренним диаметром
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184 мм. Чем больше диаметр трубы дрейфа, тем
меньше предельный ток транспортировки в ней.
Однако внешний диаметр трубы ограничен вну�
тренним диаметром магнитной системы. Чрезмер�
ное увеличение диаметра приводит к неоправдан�
ному увеличению объема замагничивания и, соот�
ветственно, к росту энергозатрат на создание маг�
нитного поля.

Рис. 1. Схема эксперимента: 1 – анодный блок РМГ; 2 – вол�
новодный вывод СВЧ�мощности; 3 – катод; 4 – кон�
цевые экраны; 5 – магнитная система; 6 – торцевые
крышки анодного блока; 7 – катододержатель; 8 –
высоковольтный фланец; 9 – труба дрейфа; 10 – изо�
лятор ЛИУ; 11 – вакуумная камера ЛИУ; 12 – рупорная
антенна с вакуумным окном; 13 – емкостной дели�
тель напряжения; 14 – пояс Роговского; 15 – детектор
СВЧ�сигнала с приемной антенной и аттенюатором

Результаты предварительных экспериментов
показали, что 6�резонаторный РМГ с одним выво�
дом мощности, имеющий равные с 8�резонатор�
ным анодным блоком размеры, демонстрирует бо�
лее высокую эффективность (~20 %) при макси�
мальной выходной мощности 300 МВт (параметры
импульса питания: катод�анодное напряжение
340 кВ, ток 4,3 кА). При том же питании РМГ с 8�
резонаторным анодным блоком и одним выводом
мощности имеет выходную мощность ~250 МВт.
Измерения показали, что излучение 8�резонатор�
ного РМГ характеризуется широким спектром
(~150 МГц) и наличием двух максимумов, связан�
ных с возбуждением двух видов колебаний, имею�
щих близкие частоты. Одновременное существова�
ние двух видов колебаний и конкуренция между
ними приводят к снижению эффективности рабо�
ты РМГ и расширению спектра колебаний.

Решение проблемы конкуренции видов колеба�
ний и достижение более высокой эффективности
оказывается возможным путем введения в резо�
нансную систему внешних управляющих связей
[4]. В релятивистском магнетроне внешняя связь
может быть реализована путём объединения вол�
новодных выводов мощности из различных резо�

наторов. В этом случае взаимодействие колеба�
тельных компонент резонансной системы с физи�
ческой точки зрения аналогично процессам коге�
рентного взаимодействия в системах взаимносин�
хронизированных автогенераторов и при соответ�
ствующем характере взаимной связи может уси�
лить «внутренний» – электронный – механизм
устойчивости и тем самым обеспечить более высо�
кую стабильность рабочего вида колебаний и пода�
вление конкурирующих видов.

Внешний канал связи РМГ
Схема модифицированного РМГ показана на

рис. 2. Внешний канал связи – 4 подключается к
двум противоположным резонаторам анодного
блока. Вывод СВЧ�мощности осуществляется че�
рез волноводный Н�тройник – 8, нагруженный пи�
рамидальной антенной – 7. Длина канала связи с
помощью набора волноводных вставок – 5 могла
изменяться в широких пределах.

Рис. 2. Релятивистский магнетрон с волноводным каналом
связи. 1 – катод; 2 – анодный блок; 3 – магнитная си�
стема; 4 – канал связи; 5, 6 – волноводные вставки;
7 – антенна

Для магнетрона с числом резонаторов N, удо�
влетворяющих условию: N/2 – четное число (8�ре�
зонаторный анодный блок), колебания противопо�
ложных резонаторов для π�вида по отношению к
выходным волноводам противофазны. Для 3π/4�
вида колебания указанных резонаторов, наоборот,
возбуждают выходные волноводы в фазе. Следова�
тельно, сигналы с выходов магнетрона для π�вида
суммируются в антисимметричной схеме, когда
общая нагрузка (тройник) смещена относительно
оси электрической симметрии канала на четверть
длины волны, и вычитаются в симметричной (на
рис. 2 изображена симметричная схема). Для
3π/4�вида, наоборот, сигналы вычитаются в общей
нагрузке антисимметричной схемы и суммируют�
ся в симметричной. Эти соображения позволяют в
процессе эксперимента однозначно идентифици�
ровать режим генерации магнетрона на указанных
видах колебаний. Симметричная конфигурация
канала связи реализуется при включении одина�
ковых вставок – 6 по обеим сторонам тройника – 8.
Когда одна из вставок – 6 имеет длину на
λв/2 большую, чем противоположная ей, получаем
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антисимметричную схему (λв – длина волны в вол�
новоде). Следует заметить, что внешним каналом
можно связать не только противоположные резо�
наторы, но и любые другие пары или их комбина�
ции.

Рис. 3. Зависимость мощности 8�резонаторного РМГ от ве�
личины индукции магнитного поля с внешним кана�
лом связи при антисимметричном включении (1) и
симметричном включении (2) 3�дБ Н�тройника

Восьмирезонаторный РМГ исследовался как в
симметричной, так и в антисимметричной схемах
[5]. В процессе исследования с некоторым шагом
изменялась длина канала связи резонаторов и на
каждом шаге производились измерения уровня
мощности и спектра излучения. Несмотря на тру�
доемкость, эти эксперименты являются необходи�
мым этапом, так как позволяют определить длину
каналов связи с оптимальным взаимодействием
колебаний резонаторов, идентифицировать воз�
буждаемый вид, например, для настройки систе�
мы с распределенным выводом излучения.

Исследование антисимметричной схемы позво�
лило найти такие значения длины канала, при ко�
торых генерация происходила только на π�виде с
выходной мощностью до 500 МВт. При оптималь�
ной длине канала связи достигаются наилучшие
выходные характеристики РМГ. В этом случае
полная длина канала связи (~1450 мм) пропорцио�
нальна (nλв+λв/2), где λв=13,6 см – длина волны в
волноводе, n~10. Спектр колебаний в этой области
одночастотный с полосой по уровню –3 дБ порядка
70 МГц. За пределами указанной области происхо�
дит расширение спектральной полосы излучения
до 100 МГц и более, появляются дополнительные
частотные максимумы, и снижается выходная
мощность импульсов (до 340 МВт).

Сравнивая полученные результаты с результа�
тами экспериментов с магнетроном с одним выво�
дом мощности и с магнетроном с несвязанными
между собой двумя выводами мощности, можно
заключить, что введение дополнительного канала
взаимодействия между резонаторами колебатель�
ной системы магнетрона оказывает существенное
влияние на характеристики процесса генерации.
Это влияние, очевидно, зависит от фазовых
свойств канала связи. При оптимальной длине ка�
нала он оказывает стабилизирующее воздействие
на процесс генерации.

Аналогичным образом исследовалась симме�
тричная схема, и были определены длины канала

связи, при которых магнетрон работал только на
3π/4�виде. На рис. 3 приведены зависимости вы�
ходной мощности от магнитного поля для симме�
тричной и антисимметричной конфигураций кана�
ла связи резонаторов РМГ. В каждом из вариантов
длина канала отдельно подбиралась с помощью
вставок – 5 (рис. 2) по критерию максимального
уровня выходной мощности и стабильности спек�
тра излучения. Важно подчеркнуть, что внешний
канал связи практически устраняет конкуренцию
указанных видов, обеспечивая их раздельное су�
ществование в каждой из схем в широком интерва�
ле значений магнитного поля. Ширина спектров
излучения для обоих видов на уровне –3 дБ не пре�
вышает 70 МГц в широком интервале значений
магнитного поля. При оптимальной длине канала
связи наблюдается также стабилизация уровня ге�
нерируемой в импульсах мощности.

Таким образом, введение связи между резона�
торами магнетрона приводит к взаимодействию
СВЧ�полей в резонаторах и взаимному выравни�
ваю амплитуд и фаз высокочастотного поля в соот�
ветствующих резонаторах анодного блока. Это спо�
собствует стабилизации рабочего вида, для которо�
го колебания, прошедшие канал связи, синфазны с
колебаниями в резонаторах, и подавлению осталь�
ных видов.

Устройство вывода СВЧGизлучения
Распределенный вывод СВЧ�излучения РМГ

позволяет формировать направленное излучение,
снять ограничения на уровень выводимой мощно�
сти, обеспечить компактность излучающей систе�
мы. Такой вывод реализуется либо с помощью си�
стемы излучателей, либо с помощью щелевой ре�
шетки излучателей, введенной в волноводный ка�
нал связи резонаторов.

Рис. 4. Канал связи резонаторов магнетрона с тремя излуча�
телями: 1 – волноводные Н�повороты; 2 – Н�тройник;
3 – волноводные вставки; 4, 5, 6 – антенны

Волноводный канал построен с использованием
симметрично�несимметричных схем [6]. Кон�
струкция канала связи 6�резонаторного РМГ для
трех нагрузок приведена на рис. 4 [7]. Централь�
ная нагрузка смещена относительно оси электри�
ческой симметрии канала связи на λв/4. Посколь�
ку для рабочего π�вида колебания резонаторов на
входах цепи синфазны, будет происходить их вы�
читание в нагрузке – 5. Если расположить бли�
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жайшие нагрузки – 4, 6 на расстоянии λв/4 от цен�
тральной, а остальные – на расстоянии кратном
λв/2 друг от друга, то реализуется «параллельное»
соединение нагрузок левой и правой групп. Для
равноамплитудного распределения колебаний по
нагрузкам необходима одинаковость их проводи�
мостей. Синфазное распределение реализуется,
если расстояние между нагрузками в группах
кратно λв, а одна из нагрузок дополнительно сме�
щена относительно центральной на λв/2. Цен�
тральная нагрузка играет важную роль в селекции
колебаний. Расчет резонансной системы модифи�
цированного магнетрона показывает, что вноси�
мые со стороны этой нагрузки в противофазных ре�
жимах потери значительно снижают нагружен�
ную добротность, что обеспечивает быстрое затуха�
ние нерабочих видов колебаний.

В эксперименте длина канала связи выбрана
исходя из результатов исследований с одним излу�
чателем [4] и составляла ~17λв для рабочего π�вида
колебаний. Из�за больших геометрических разме�
ров антенн правая и левая нагрузки разнесены
друг от друга и расположены на расстоянии
5λв/4 и 7λв/4 относительно центральной.

При объединении выводов магнетрона каналом
связи, уровень мощности и энергии с выхода цен�
трального излучателя не превышает 25 МВт и
1,5 Дж, соответственно, что позволяет сделать за�
ключение о существовании в системе π�вида, коле�
бания которого в центральной нагрузке вычитают�
ся. Результаты спектральных измерений с одного
из боковых излучателей показывают, что ширина
спектра импульса не превышает 70 МГц по уровню
–3 дБ. Уровни мощности боковых излучателей от�
личаются не более чем на 10 % и составляют
~200 МВт при энергии ~5 Дж, что указывает на
равноамплитудное распределение колебаний в на�
грузках.

Рис. 5. Схема эксперимента с антенной решеткой. 1 – катод;
2 – анодный блок; 3 – магнитная система; 4 – антен�
ная решетка; 5 – волноводные вставки

Стабильность фазового распределения колеба�
ний на системе рупорных излучателей подтвер�

ждается специально проведенным экспериментом
по измерению пространственного распределения
СВЧ�излучения. Глубокие минимумы (–13 дБ) на
диаграмме направленности указывают на присут�
ствие в системе колебательного режима с устойчи�
вым амплитудно�фазовым профилем. Таким обра�
зом, экспериментальные результаты показывают,
что объединение резонаторов РМГ внешним кана�
лом связи с общими нагрузками�излучателями по�
зволяет реализовать распределенный вывод мощ�
ности с заданным амплитудно�фазовым профилем
колебаний.

Канал связи резонаторов в виде волноводно�ще�
левой решетки был исследован для формирования
направленного излучения. Для проведения экспе�
риментов была изготовлена линейная волноводно�
щелевая решетка с четырьмя переменно�фазными
щелями [8]. Схема эксперимента показана на рис.
5. Продольные щели прорезаются в широкой стен�
ке волновода на расстоянии λв/2 попеременно по
разные стороны относительно средней линии вол�
новода. Синфазное возбуждение щелей, располо�
женных на расстоянии λв/2, обеспечивается про�
тивоположными по направлению поперечными то�
ками, что эквивалентно дополнительному сдвигу
по фазе на 180°. Такая система щелей при их син�
фазном возбуждении фокусирует излучение в пло�
скости, проходящей через продольную ось волно�
вода, и в направлении, нормальном широкой стен�
ке волновода. Щели закрыты диэлектрическим
окном из органического стекла с вакуумным
уплотнением.

В экспериментах на ускорителе волноводно�
щелевая решетка устанавливалась между двумя
выводами релятивистского магнетрона. Диаграм�
ма направленности излучения решетки измеря�
лась двумя детекторами, один из которых переме�
щался в вертикальной плоскости, а другой нахо�
дился в направлении нормали к апертуре решетки
и регистрировал опорный уровень сигнала. Срав�
нение измеренной диаграммы с расчетной одноз�
начно доказывает существование π�вида колеба�
ний. Стабильность рабочего вида подтверждается
также результатами спектральных измерений,
ширина спектра на уровне –3 дБ ~70 MГц, что су�
щественно уже спектра РМГ с несвязанными резо�
наторами.

Таким образом, введение внешней связи между
резонаторами релятивистского магнетрона создает
дополнительный и эффективный инструмент воз�
действия на колебательные процессы в реляти�
вистском магнетроне. При соответствующей (оп�
тимальной) настройке канала сильное внешнее
взаимодействие выделенных колебательных под�
систем – резонаторов обеспечивает более глубокую
стабилизацию первичных процессов в генераторе,
связанных с формированием электронного потока
в поле электромагнитных колебаний. Благодаря
внешней связи реализуется достаточно сильный
селективный механизм удержания заданных фа�
зовых соотношений в системе, следствием чего яв�
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ляется повышение модовой и спектральной ста�
бильности излучения. В результате удается обес�
печить работу магнетрона на сложную нагрузку в
виде интегрированной в канал связи системы из�
лучателей и реализовать эффективный отбор мощ�
ности и пространственное формирование излуче�
ния. Определенное при «холодных» измерениях
значение ослабления СВЧ�сигнала между решет�
кой и детектором позволило оценить уровень гене�
рируемой РМГ СВЧ�мощности, составивший
~260 МВт.

Катодный узел РМГ
Для классических магнетронов известен способ

увеличения их эффективности, заключающийся в
использовании экранов, устанавливаемых на
краях катодов вне пространства взаимодействия.
Концевые экраны имеют наружный диаметр, кото�
рый превышает диаметр катода, а иногда превы�
шает и диаметр анода, что препятствует утечке
электронов из пространства взаимодействия под
действием сил пространственного заряда.

Для релятивистских магнетронов концевые
экраны не применялись из�за опасения образова�
ния взрывной электронной эмиссии на выступаю�
щих относительно поверхности катода поверхно�
стях. Образование плазмы и ее дрейф в продоль�
ном магнитном поле с характерной для взрывной
электронной эмиссии скоростью порядка 107 см/с
могут привести к замыканию плазмой промежут�
ка концевой экран–торец анодного блока и закора�
чиванию источника питания. Следует добавить,
что катоды РМГ связаны с источником питания
только с одной стороны (рис. 1) в отличие от клас�
сических магнетронов, имеющих, как правило,
симметричное питание катода. Поэтому в РМГ
кроме потерь за счет сил пространственного заряда
имеется дополнительный фактор потерь тока из
пространства взаимодействия под действием ази�
мутального магнитного поля, возникающего из�за
протекающего по катоду тока.

Концевые экраны [9] были изготовлены из дю�
ралюминия в виде шайб с внешним диаметром
24 мм, толщиной 10 мм и радиусом скругления
цилиндрической поверхности 5 мм. Экраны могли
перемещаться относительно краев катода, для это�

го на поверхности катододержателя была выполне�
на резьба, а со стороны трубы дрейфа катододержа�
тель выступал за пределы анодного блока на
70 мм.

В экспериментах сравнивались выходные им�
пульсы РМГ при использовании катода без конце�
вых экранов, с одним экраном со стороны высоко�
вольтного фланца, с одним экраном со стороны
трубы дрейфа и с двумя экранами. Расстояние
между концевыми экранами диаметром 24 мм и
катодом составляло по 12 мм с каждой стороны (до
торцевых крышек анодного блока – по 7 мм).

На рис. 6 представлены зависимости мощности
и длительности СВЧ�импульсов от величины ин�
дукции магнитного поля, снятые при равном за�
рядном напряжении первичного источника пита�
ния ЛИУ. Как видно из рис. 6, а, к заметному уве�
личению мощности СВЧ�импульса приводит
экран, установленный со стороны трубы дрейфа.
Это позволяет заключить, что основные утечки то�
ка из пространства взаимодействия РМГ происхо�
дят в трубу дрейфа. Напомню, что выше уже сооб�
щалось о принятых мерах по уменьшению потерь
на поверхность высоковольтного фланца. Приве�
денные зависимости показывают, что в случае
применения концевых экранов катода расширяет�
ся область синхронных магнитных полей, при ко�
торых регистрируется максимальный уровень
СВЧ. Анализ осциллограмм показал, что при ис�
пользовании экранов наблюдается увеличение вы�
ходного напряжения ЛИУ в сравнении с катодом
без экранов за счет уменьшения потерь тока.
В свою очередь это требует увеличения синхронно�
го магнитного поля и сопровождается заметным
увеличением мощности. На рис. 6, б также показа�
ны зависимости длительности импульсов СВЧ от
величины индукции магнитного поля. Обращает
внимание примерное равенство длительности
СВЧ�импульсов при наличии и отсутствии экранов
на катоде, несмотря на существенное отличие в
уровнях мощности выходных импульсов.

Таким образом, в результате исследований ре�
лятивистского магнетронного генератора с катод�
ными концевыми экранами установлено, что при�
менение экранов увеличивает мощность излучения
на 40…50 % при сохранении длительности импуль�
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Рис. 6. Зависимости мощности (слева) и длительности (справа) СВЧ�импульса РМГ от величины индукции магнитного поля
(■ – – – – – катод без экранов; � G G G G – катод с экраном со стороны высоковольтного фланца; � G ⎯⎯  G ⎯⎯ G – катод
с экраном со стороны трубы дрейфа; n ⎯⎯⎯⎯ – катод с двумя экранами



са СВЧ; большее влияние оказывает экран, распо�
ложенный со стороны трубы дрейфа; увеличение
параметров импульса питания приводит к пропор�
циональному росту мощности СВЧ�импульсов.

Заключение
Основные результаты работы по модификации

элементов РМГ сводятся к следующему. Примене�
ние внешнего канала связи допускает использова�
ние РМГ с увеличенным числом резонаторов анод�
ного блока, обладающих более высокой эффектив�
ностью. В этом случае можно обеспечить стабили�
зацию, распределенный вывод мощности и форми�
рование направленного СВЧ�излучения. Разрабо�
тан и испытан вывод излучения релятивистского

магнетрона через систему излучателей и волновод�
но�щелевую решетку. Получено пространственное
распределение излучения с устойчивой диаграм�
мой направленности, подтверждающее высокую
стабильность амплитудно�фазовых соотношений в
магнетронном генераторе. Применение концевых
экранов существенно увеличивает выходные ха�
рактеристики РМГ.

В результате исследований создан эффектив�
ный и высокостабильный источник мощного СВЧ�
излучения (500 МВт), работающий в импульсно�
периодическом режиме с частотой следования до
200 Гц.

Исследования выполнены в рамках контракта по гос.
заданию «Наука».
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Введение
Низкоэнергетические (10…30 кэВ) сильноточ�

ные (до 25 кА) электронные пучки применяют для
поверхностной обработки материалов и изделий.
В импульсном электронном источнике со взрывоэ�
мисионным катодом [1] получены сильноточные
микросекундные (до 5 мкс) электронные пучки с
плотностью энергии до 20 Дж/см2. Одна из важ�
ных задач при использовании импульсных элек�
тронных источников – это управление формой и
распределением плотности электронного пучка на
мишени.

Транспортировка сильноточного электронного
пучка к мишени в протяженных плазменных ка�
налах с малыми потерями тока возможна только в
ведущем магнитном поле (1,5…2 кГс), которое
ограничивает самофокусировку пучка собствен�
ным магнитным полем (более 1 кГс) [2]. Транспор�
тировка электронного пучка без изменения его
формы осуществляется в аксиально�симметрич�
ном ведущем магнитном поле [3]. Преобразование
формы пучка круглого сечения осуществляется в
конце канала транспортировки во избежание по�
терь тока пучка в аксиально�неоднородном маг�
нитном поле. Неоднородное магнитное поле спе�
циальной конфигурации формируется обратным
токопроводом, сконструированным в виде прямоу�
гольных пластин или ряда шпилек, прикреплен�
ных к мишени [4–6].

В ряде случаев трудно исключить краевые эф�
фекты соленоида на выходе из трубы дрейфа, кото�
рые приводят к увеличению сечения пучка на ми�
шени. В несимметричном магнитном поле обрат�
ного токопровода краевые электроны образуют
«завихрения» вокруг шпилек или пластин токо�
провода, что является нежелательным эффектом
при формировании прямоугольного сечения пучка
на мишени [7]. Для решения обозначенных про�
блем предлагается использовать ферромагнитную
вставку, расположенную за мишенью, которая ви�
доизменяет распределение силовых линий напря�

женности магнитного поля и оказывает влияние
на размеры и распределение плотности электрон�
ного пучка на мишени.

В данной работе проводится моделирование
транспортировки нерелятивистского сильноточно�
го электронного пучка в аксиально�симметричном
и несимметричном магнитных полях при наличии
ферромагнитной вставки. Схема канала транспор�
тировки, соответствующая эксперименту, пред�
ставлена на рис. 1. Моделирование проводится ме�
тодом огибающей [8] и методом крупных частиц
(PIC код KARAT). Исследуется влияние материала
и геометрии ферромагнитной вставки на конфигу�
рацию и распределение плотности электронного
пучка на мишени.

Считаем, что транспортировка электронного
пучка в канале происходит в условиях зарядовой
нейтрализации. В этом случае динамику, распре�
деление скоростей и параметры пучка на выходе
из трубы дрейфа определяют следующие магнит�
ные поля: аксиальное поле соленоидов, поле токо�
провода (пластинок или шпилек), поле тока элек�
тронов, осаждающихся на проводящую мишень�
коллектор, собственное поле пучка, связанное с то�
ком электронов, и поле ферромагнетика. Движе�
ние слаборелятивистских электронов и формиро�
вание огибающей электронного пучка с учетом из�
менения его радиуса и плотности тока описывает�
ся системой уравнений [7]:

(*)

Здесь p и v – импульс и скорость электронов; B –
суммарное магнитное поле; e –заряд электрона; с –
скорость света. Система (*) в общем случае решает�
ся численно с применением пакетов MATLAB и
COMSOL Multiphysics. Параметры системы и пуч�
ка, используемые в расчетах, соответствуют экспе�
рименту [5, 6]: энергия электронов 27 кэВ; радиус
пучка на входе в канал транспортировки
rb0=4,25 см; ток пучка Ib=20 кА; радиус трубы

( ) [ ].
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дрейфа R=10,3 см; длина трубы дрейфа H=18,5 см.
Соленоидами создается ведущее магнитное поле,
распределение которого вдоль оси OZ на разных ра�
диусах показано на рис. 2, а. Ферромагнитная
вставка расположена за мишенью, расстояние
между коллектором и вставкой 1 см. Рассматрива�
ются две геометрии вставки: сплошной цилиндр с
радиусом Rf=5 см и высотой l=6 см; полый ци�
линдр с радиусами Rf1=4,8 и Rf2=8 см и высотой
l=4 см. Вставка «стягивает» на себя силовые линии
магнитного поля, поэтому может существенно
влиять на конфигурацию магнитного поля вблизи
коллектора, следовательно, на траектории электро�
нов и распределение плотности пучка на мишени.

Ферромагнитная вставка 
в аксиальноGсимметричном магнитном поле
Рассмотрим вначале симметричную систему, в

которой отсутствует несимметричный токопро�
вод – 2 (рис. 1). В этом случае распределение сум�
марного магнитного поля соленоидов и ферромаг�
нитной вставки с намагниченностью 7,5⋅105 А/м
представлено на рис. 2, б, в.

Из рис. 2 видно, что в случае сплошной вставки
(б) градиент магнитного поля меняет знак по срав�
нению со случаем без ферромагнетика (а), а в слу�
чае с полым ферромагнетиком (в) смены знака не
происходит и градиент магнитного поля даже уве�
личивается на оси системы. Различие в поведении

кривых Bz(r,z) на рис. 2 связано с краевыми эф�
фектами соленоида и ферромагнитной вставки, на
краях ферромагнетика происходит увеличение
плотности силовых линий магнитного поля и уве�
личение индукции магнитного поля. Продольное
магнитное поле Bz зависит от радиуса: в области со�
леноида в системе без вставки (рис. 2, а) и в конце
канала транспортировки для случаев сплошной и
полой вставок (рис. 2, б, в). Это происходит за счет
влияния краевых эффектов вставки, превышаю�
щих краевые эффекты соленоида.

Рассмотрим влияние намагниченности матери�
ала и геометрических размеров вставки на распре�
деление плотности электронного пучка на мишени.

Влияние намагниченности вставки
Численные расчеты показали, что при намаг�

ниченности материала вставки меньше, чем
104 А/м, практически не происходит изменения
начальной плотности электронов пучка. На рис.
3 показано распределение плотности пучка на вхо�
де и выходе трубы дрейфа для двух значений на�
магниченности вставки.

Как видно из рис. 3, с увеличением намагни�
ченности полой вставки, радиус пучка уменьшает�
ся и стремится к внутреннему радиусу вставки, на
мишени происходит перераспределение плотности
по радиусу пучка: плотность в центре пучка умень�
шается и на краях увеличивается.
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Рис. 1. Схема канала транспортировки и проекции с токопроводами: 1 – электронный пучок; 2 – обратный токопровод; 3 – ми�
шень; 4 – инжектор; 5 – соленоиды; 6 – ферромагнетик

Рис. 2. Распределение вдоль канала транспортировки магнитного поля соленоидов (а), суммарного магнитного поля соленои�
дов и ферромагнетика сплошного (б) и полого (в) на разных радиусах, r: 1) 0; 2) 2; 3) 4 см

   
   



Рис. 3. Распределение плотности пучка на входе в трубу
дрейфа (0), на мишени без ферромагнетика (1),
со сплошным (2) и полым (3) ферромагнетиком
при различных значениях намагниченности: а)
7,5⋅105 А/м (CoPt); б) 1,5⋅106 А/м (Fe4N)

С увеличением намагниченности сплошной
вставки возрастает положительный градиент маг�
нитного поля в области мишени, поэтому радиус
пучка уменьшается на мишени, но перераспреде�
ление плотности электронов по радиусу почти не
происходит. На рис. 4 показана зависимость отно�
сительного радиуса пучка на мишени от намагни�
ченности сплошной вставки. Как следует из рис. 4,
при намагниченности вставки М=1,5⋅106 А/м
можно получить сжатие транспортируемого элек�
тронного пучка на мишени в два раза с сохранени�
ем распределения плотности по радиусу пучка.

Рис. 4. Зависимость радиуса автографа от намагниченности
ферромагнетика

Влияние геометрии вставки
Исследуем влияние геометрических размеров

ферромагнитной вставки с намагниченностью
М=7,5⋅105 А/м на радиус автографа пучка на ми�
шени. Вначале рассмотрим влияние радиальных
размеров вставки на радиус автографа пучка на
мишени. На рис. 5 представлены зависимости от�
носительного радиуса автографа пучка от относи�
тельного радиуса сплошной ферромагнитной
вставки (l=6 cм) и относительного внутреннего ра�
диуса полой ферромагнитной вставки (l=4 cм,
Rf2=8 см).

Как видно из рис. 5, а, если относительный ра�
диус сплошного ферромагнетика 0,5<Rf/rb0<5, то
имеет место сжатие пучка на мишени, так как в
этом случае градиент суммарного магнитного поля
положительный на выходе из трубы дрейфа. При
0,1<Rf/rb0<0,5 может происходить перераспреде�
ление плотности электронов в сечении пучка (осо�
бено в центре сечения) за счет разных знаков гра�
диента суммарного магнитного поля в центре и на
краю пучка в области мишени. При радиусе встав�
ки, значительно превышающем радиус пучка
Rf/rb0>5, магнитное поле ферромагнетика практи�
чески однородное в области коллектора, краевые
эффекты его не существенны, а отрицательный
градиент поля магнитной катушки обуславливает
увеличение радиуса пучка на мишени.

В случае полой вставки (рис. 5, б) внешний ра�
диус вставки Rf2 больше радиуса пучка на мишени
без вставки rb (rb/rb0=1,38) и сжатие пучка на мише�
ни происходит, если Rf1<0,7rb. Расчеты показали,
что в области 0,55<Rf1/rb<0,9 распределение плот�
ности электронов на мишени близко к однородно�
му. Увеличение плотности на краях пучка связано
с влиянием краевых эффектов внешней границы
полой вставки.

Влияние продольных размеров вставки l на ра�
диус автографа пучка отражено на рис. 6, для
сплошной (Rf=5 cм) и полой вставок (Rf2=8 см и
Rf1=4,8 см); l0=4 см. С увеличением l уменьшается
радиус автографа пучка rb, однако при l>l0 длина
вставки не влияет на rb. Для параметров численно�
го эксперимента сжатие пучка происходит в слу�
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Рис. 5. Зависимость радиуса автографа пучка от радиуса сплошной (а) и внутреннего радиуса полой (б) ферромагнитной
вставки

  



чае сплошной вставки при l≥0,3l0. С увеличением
длины полой вставки происходит уменьшение
суммарного магнитного поля на оси и увеличение
на краях мишени, что приводит к перераспределе�
нию плотности электронов пучка на мишени.

Рис. 6. Зависимость относительного радиуса автографа пуч�
ка от относительной длины сплошной (1) и полой (2)
вставки

Из анализа результатов численных экспери�
ментов следует, что геометрические размеры вста�
вок влияют на радиус и распределение плотности
пучка на мишени. Если радиус сплошной вставки
меньше радиуса пучка без вставки, то происходит
фокусировка пучка на мишени, которая усилива�
ется с увеличением длины вставки, без изменения
радиального профиля пучка.

Если внешний радиус полой вставки больше ра�
диуса пучка без вставки, то радиальное распреде�
ление плотности электронов пучка зависит от вну�
треннего радиуса и длины полой вставки, радиус
автографа пучка стремится к внутреннему радиусу
вставки.

Зависимость радиуса автографа пучка от дли�
ны вставки имеет насыщение, обусловленное опре�
деляющей ролью поперечных размеров вставок на
изменение радиуса пучка на мишени.

Из результатов численного моделирования сле�
дует, что если сама мишень имеет свойства ферро�
магнетика, то может происходить фокусировка
пучка на поверхности мишени, если ее радиус ме�
ньше радиуса пучка на входе в трубу дрейфа. При
обработке электронным пучком поверхности ми�
шени со свойствами ферромагнетика следует учи�
тывать также ее неоднородность, которая может

привести к неоднородности плотности тока пучка
на коллекторе.

Ферромагнитная вставка 
в аксиальноGнесимметричном магнитном поле
В работах [4–7] экспериментально и численно

показано, что в сильноточных электронных источ�
никах в конце канала транспортировки можно осу�
ществлять трансформацию электронного пучка
круглого сечения в квазипрямоугольный в аксиаль�
но�неоднородном магнитном поле, сформированном
обратным токопроводом в виде плоских шин или
шпилек, прикрепленных к коллектору�мишени.

На рис. 7 представлены автографы пучка на ми�
шени (а, б, в), полученные из численного решения
системы (*) и методом крупных частиц (г, д) для
геометрии системы без ферромагнитных вставок
(рис. 1). В расчетах рассматривались токопроводы:
симметричный токопровод (труба дрейфа); две пло�
ские параллельные шины длиной L=4 см и шири�
ной h=3 см (ток в каждой шине I=10 кА); четыре
параллельные шпильки длиной L=4 см и диаме�
тром 0,5 см (ток в каждой шпильке 5 кА) (рис. 1).

Без ферромагнитных вставок на краю соленои�
да увеличивается радиальная составляющая веду�
щего магнитного поля (рис. 2, а), в результате уве�
личивается радиус пучка и краевые электроны по�
падают под более сильное воздействие магнитного
поля токопровода, по сравнению с центральными
электронами. Расчет магнитного поля токопрово�
дов (рис. 1, 7) показывает, что на расстоянии
0,5 см от шины магнитное поле ~ 600 Гс, а от
шпильки ~ 1100 Гс, значения собственного маг�
нитного поля на краю пучка и ведущее магнитное
поле около мишени ~ 950 Гс. Краевые электроны,
двигающиеся вблизи поверхности токопровода,
ответственны за «завихрение» на автографе пучка
на мишени (рис. 7, б–д).

Ферромагнитные вставки меняют градиент
магнитного поля в области мишени (рис. 2, б, в) и
токопровода, поэтому можно устранить этот неже�
лательный эффект. На рис. 8 показаны автографы
пучка при наличии ферромагнитных вставок
(М=7,5⋅105 А/м):
• сплошная вставка – радиус 5 см, высота 6 см;
• полая вставка – внешний радиус 8 см, внутрен�

ний радиус 4,8 см, высота 4 см.
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Рис. 7. Автографы пучка на мишени, полученные мотодом огибающей (а, б, в) и PIC�методом (г, д), для разной геометрии то�
копровода: а – симметричный; б, г – две шины; в, д – четыре шпильки

             



Как видно из сравнения рис. 7 и 8, магнитное
поле вставок не меняет форму поперечного сечения
пучка по сравнению со случаем без вставок, меня�
ется распределение плотности электронов вблизи
токопровода на мишени. Как и для симметричного
токопровода (рис. 3), полая вставка оказывает наи�
большее влияние на перераспределение плотности
электронов в сечении пучка на мишени. Таким об�
разом, устранить «завихрения» электронов вблизи
токопровода при трансформации сечения пучка
можно с помощью ферромагнитной вставки, подби�
рая ее геометрию и свойства материала.

Заключение
Численное моделирование методом огибающей

и методом крупных частиц показало, что с помо�

щью ферромагнитной вставки, расположенной за
коллектором, можно управлять распределением
плотности низкоэнергетического сильноточного
электронного пучка на мишени.

Из результатов численного моделирования сле�
дует, что на мишени со свойствами ферромагнети�
ка может происходить фокусировка пучка, если
радиус мишени меньше радиуса пучка на входе в
трубу дрейфа. Кроме того, следует учитывать нео�
днородность плотности тока пучка на мишени, ко�
торая будет иметь место при обрабатываемой нео�
днородной поверхности мишени со свойствами
ферромагнетика.

Авторы благодарят Г.Е. Озура за плодотворное обсуж�
дение и полезные советы. Работа выполнена при поддерж�
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Рис. 8. Автографы пучка на мишени при наличии сплошной (а, в) и полой (б, г) ферромагнитной вставки для разной геоме�
трии токопровода: а, б – две шины; в, д – четыре шпильки

              



Введение
Для повышения эффективности использования

низкоэнергетических электронных пучков в нано�
технологиях наряду с вопросами их формирования
необходимо рассмотреть вопросы устойчивости та�
ких пучков относительно крупномасштабных воз�
мущений, приводящих к потерям электронов пуч�
ка при его транспортировке к мишени. Наиболее
опасными в этом плане являются возмущения,
приводящие к поперечному смещению пучка как
целого, в результате чего пучок выпадает на эл�
ементы тракта транспортировки.

Основными представителями таких возмуще�
ний являются шланговая неустойчивость (мода ко�
лебаний с азимутальным числом единица) и неу�
стойчивость типа «змейки».

Шланговая неустойчивость возникает при про�
хождении пучка по плазменному каналу для воз�
мущений с длиной волны намного большей длины
волны бетатронных колебаний электронов пучка в
собственном магнитном поле [1, 2]. При таких воз�
мущениях пучок под действием центробежной си�
лы в поперечном направлении смещается вместе с
каналом и скорость развития неустойчивости и ин�
кремент зависят от массы плазмы, захваченной по�
перечным движением.

Неустойчивость типа «змейки» в отличие от
шланговой связана с возмущениями, обусловлен�
ными относительным смещением электронного
пучка и ионного канала без изменения формы по�
перечного сечения пучка, и развивается на частоте
близкой к частоте бетатронных колебаний элек�
тронов пучка. Скорость развития и инкремент
этой неустойчивости не зависят от массы ионного
канала и превышают соответствующие параметры
шланговой неустойчивости, что выделяет ее как
наиболее опасную с точки зрения потерь электрон�
ного пучка. В настоящее время неустойчивость ти�
па «змейки» достаточно полно исследована для
компенсированных релятивистских кольцевых
электронных пучков [3–5].

Однако следует ожидать, что неустойчивость
такого типа может возникать в электронных пуч�
ках, используемых в технологических целях, для
которых характерны низкие энергии и достаточно
длинные импульсы. Кроме того, транспортировка
таких пучков осуществляется в плазме с низкой
плотностью (давление газа порядка10–4 Тор.), что
приводит к слабой токовой нейтрализации элек�
тронного пучка, и основные возмущения можно
связать с полем пространственного заряда.

Ниже мы рассмотрим поперечную неустойчи�
вость компенсированного по заряду электронного
пучка, когда из�за относительного смещения пуч�
ка и ионного канала пучок совершает колебания в
электрическом поле ионного канала, а на канал
действует поле пучка. При этом рост поперечных
колебаний в системе происходит в результате на�
личия резонансов связанных поперечных колеба�
ний потоков.

Исследование неустойчивости проводится на
модели жестких пучков на линейной и нелиней�
ной стадиях для неоднородного по радиусу элек�
тронного пучка.

Основные уравнения
Рассмотрим поперечные колебания в системе,

состоящей из ионного канала и распространяюще�
гося по каналу вдоль оси z электронного пучка с
током Ib и скоростью vb. При этом полагаем, что
плотности электронов пучка и ионов неоднородны
и распределены по гауссовскому закону
nb,i=nb,i

(0)exp(–r2/rb
2), где r – радиус в цилиндрической

системе координат; rb – постоянная, характери�
зующая радиус пучка и плазменного канала; ин�
дексы b и i относятся к пучку и каналу соответ�
ственно. Для описания возмущений, связанных с
относительным поперечным смещением электрон�
ного пучка и ионного канала введем вектор смеще�
ния пучка и ионного канала ρ6b,i(t,z). Возникающие
в результате таких возмущений поляризационные
силы, действующие на электронный пучок со сто�
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роны ионного канала и на ионный канал со сторо�
ны электронного пучка, запишутся в виде:

(1)

(2)

Учитывая, что в отсутствии внешнего магнит�
ного поля движение электронов в радиальном
электрическом поле плоское, то, не теряя общно�
сти, можно считать возмущения одномерными
ρ
6

b,i(t,z)=ρb,i(t,z)e6x. При этом принимая во внимание
связь цилиндрических и декартовых координат

(3)

и проводя интегрирование в (1) и (2) с учетом (3)
[6], получим уравнения, описывающие колебания
пучка и ионного канала

(4)

(5)

где ρ=ρb–ρi, vb – скорость распро�

странения электронного пучка, c – скорость света,
e – элементарный заряд.

При слабой нелинейности разложим экспонен�
ту в ряд до членов второго порядка по ρ2/2rb

2. В ре�
зультате уравнения движения для электронного
пучка и ионного канала запишутся в виде:

(6)

(7)

Здесь ωb=(c/rb)(βb/γ)(Ib/IA
(0))1/2 – частота колеба�

ний центра тяжести электронного пучка в поле
ионного канала, IA

(0)=mc3/e=17, kA – ток Альфвена,
δ=mγnb

(0)/Mni
(0)<<1, ω i=δ

1/2
ωb.

Анализ уравнений движения 
на линейной стадии неустойчивости
Решение начальной задачи для уравнений (6),

(7) представим в виде нелинейной плоско поляри�
зованной волны с медленно меняющимися ампли�
тудами [7]

(8)

Подставляя выражение (8) в уравнения (6), (7)
и отбрасывая медленные производные от ρbs и ρis и
нелинейные члены, получим уравнения, опреде�
ляющие амплитуды первого приближения

(9)

(10)

Из уравнений (9), (10) следует дисперсионное
уравнение в линейном приближении для s=1:

(11)

а также соотношение амплитуд и относительный
сдвиг по фазе ϕ1 колебаний электронного пучка и
ионного канала:

(12)

Заметим, что из�за отсутствия связи гармоник
в первом приближении ρbs

(1)=ρis
(1)=0 при s≠1.

Уравнение (9) удобно переписать в виде

(13)

которое совпадает с дисперсионным уравнением
двухпучковой неустойчивости при замене плаз�
менных частот пучка и ионов соответственно на ωb

и ω i. Уравнение (13) имеет неустойчивое решение
при 0<kz<(ωb/vb)(1+δ

1/3)3/2.
В области волновых чисел ω<<kzvb<ωb (длинно�

волновая область) неустойчивое решение диспер�
сионного уравнения имеет вид

(14)

и в пределе kz
2vb

2<<ωb
2 неустойчивость развивается

во времени с инкрементом ς=Imω(kz)=√

–
δkzvb.

В этой области возмущений сдвиг по фазе колеба�
ний электронного пучка b ионного канала отсут�
ствует, амплитуды колебаний различаются незна�
чительно ρi1

(1)
≈(1–kz

2vb
2/ωb

2)ρb1
(1)~ρb1. Это указывает на

слабость поляризационных сил в данном диапазо�
не длин волн. Максимальный инкремент неустой�
чивости достигается за счет резонансного усиле�
ния неустойчивости на длинах волн, близких к
длине волны бетатронных колебаний пучка в поле
ионного канала (kz

2vb
2=km

2vb
2
≈ωb

2) и равен

(15)

где ςm и ωm=ω(km) – инкремент и частота в области
резонанса. Что касается амплитуд колебаний, то в
области резонанса амплитуда поперечных смеще�
ний пучка, как следует из выражений (12), (15),
значительно превышает смещение ионного ка�
нала:

Анализ уравнений движения 
на нелинейной стадии неустойчивости
Во втором приближении, учитывая (11)–(15),

из (6) и (7) вследствие кубической нелинейности,
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обеспечивающей связь гармоник, получим
ρbs

(2)
ρis

(2)=0 для s≠1,3, а для s=3 следующую оценку

(16)

В условиях резонансной неустойчивости, пре�
небрегая высшими гармониками (16), во втором
приближении для амплитуд с s=1 получим сле�
дующие уравнения

(17)

(18)

Умножая уравнение (17) на (δωb
2–ωm

2), а (18) на
ωb

2, в результате их сложения с учетом (11) полу�
чим уравнение для Ф в виде

(19)

где vg=(dω/dkz)kz=km
≈vb/3 – групповая скорость воз�

мущений. Решение уравнения (19) при известном
начальном условии Ф(z,t=0)=Ф(z) имеет вид
Ф(z,t)=Ф0(z–vgt) нелинейной стационарной волны,
т. е. возмущения в данном приближении сносятся
вдоль системы с групповой скоростью vg. При этом
из уравнения (18) следует связь амплитуд колеба�
ний электронного пучка и канала во втором при�
ближении

(20)

В третьем приближении, учитывая (20), вторые
производные по ξ, а также появление слабой явной
зависимости от времени в амплитудах колебаний и
соотношения (10)–(13), (17), получим следующее
уравнение для Ф (t,ξ):

(21)

Член, пропорциональный ∂2Ф/∂ξ
2, в уравнении

(21) описывает диффузионное расплывание волно�
вого пакета и несуществен для начальных возму�
щений со слабо неоднородной амплитудой,
∂Ф/∂ξ≈0. Представляя Ф в виде Ф=|Ф|eiϕ и отделяя
в уравнении (19) действительную и мнимую части,
получим уравнения для модуля огибающей |Ф| и ее
фазы ϕ в пренебрежении расплывания пакета

(22)

(23)

Учитывая зависимость от времени полной ам�
плитуды колебаний A(t,ξ)=|Ф(t,ξ)|exp(ςmt), уравне�
ние (22) перепишем в виде:

(24)

Решение уравнения (24) при A(t=0)=Ф(t=0)=A0(z)
имеет вид

(25)

Зависимость полной амплитуды колебаний от
времени при различных начальных условиях при�
ведена на рисунке.

Рисунок. Зависимость амплитуды поперечных колебаний
электронного пучка от времени (A0/4rb): 1) 0,001; 2)
0,005; 3) 0,02; 4) 0,1; 5) 0,25

Из рисунка следует, что для малых начальных
возмущений (A0/4rb)≤0,03 амплитуда поперечных
колебаний пучка медленно растет во времени. На�
сыщение роста амплитуды колебаний достигается
за время, равное нескольким постоянным роста
ςm

–1, и амплитуда при насыщении равна As=4rb. Ре�
жиму насыщения, как следует из (23), соответ�
ствует изменение частоты колебаний Δωs=ωb/2.
Полученное значение амплитуды насыщения вы�
ходит за рамки применимости уравнений (6), (7).
Поэтому для оценки характера движения системы
при больших амплитудах вернемся к уравнениям
(4), (5). При учете в разложении правой части (4),
(5) членов более высокого порядка амплитуда на�
сыщения сходится к величине As≈3,5rb. Это дока�
зывает, что нелинейность колебаний стабилизиру�
ет неустойчивость типа «змейки» на достаточно
больших амплитудах.

В заключение приведем некоторые оценки ра�
звития этой неустойчивости в реальных системах
[8, 9]. При транспортировке электронных пучков с
энергией 30 кэВ, rb=3 см и током Ib=170 А неу�
стойчивость на линейной стадии развивается с ин�
крементом ζm=2,2⋅106 c–1 и при начальном возму�
щении A0=0,02rb стабилизируется за время
τs=2,7⋅10–6 с. При токе пучка 15...17 кА стабили�
зация неустойчивости происходит за время
τs=(3…2,7)⋅10–8 c.

Выводы
1. Резонансное усиление неустойчивости на дли�

нах волн, близких к длине волны бетатронных
колебаний нейтрализованного по заряду пучка,
приводит при малом параметре δ к значитель�
ному превышению инкремента неустойчивости
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типа «змейки» над максимальным инкремен�
том шланговой неустойчивости  ςm>>√

–
δ(√

⎯

vT⊥
/rb
⎯

)
[1–5].

2. Нелинейная стабилизация неустойчивости ти�
па «змейки» имеет место на достаточно боль�
ших амплитудах поперечных колебаний элек�
тронного пучка.

3. Эта неустойчивость может развиваться и при
инжекции пучка в плазму, если

(rbνef/4c)(IA
(0)/Ib)2<<1, νef – частота столкновений

электронов плазмы. В этом случае локальные
зарядовые возмущения не будут компенсиро�
ваться плазменными электронами, т. к. они бу�
дут удерживаться собственным магнитным по�
лем пучка и продвигаться вдоль его оси со ско�
ростью дрейфа.
Работа выполнена при финансовой поддержке гран�

тов РФФИ: № 12�08�00213�а, № 12�08�00251�а.
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В начале 40�х гг. прошлого века Энрико Ферми
в поисках решения уравнения замедления, выра�
женного через поток замедления, учел функцио�
нальную связь между летаргией замедляющихся
нейтронов u с возрастом τ, т. е. «временем», про�
шедшим с момента испускания быстрого нейтрона
до момента его детектирования. Он ввел новую пе�
ременную

которая в интегральной форме в зависимости от
летаргии 

(1)

позволяла оценить возраст в заданном интервале
энергии по имеющимся экспериментальным дан�
ным физических свойств среды.

В выражение (1) в замедляющую способность
ζΣs(u) входят: ζ(u) –среднелогарифмическая поте�
ря энергии за одно соударение; Σs(u) – эффектив�
ное макроскопическое поперечное сечение рассея�
ния среды, см–1. Коэффициент диффузии среды
D(u) (см) может быть определен через макроскопи�
ческое транспортное сечение рассеяния Σtr (u), см–1:
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К РАСЧЕТУ ВОЗРАСТА НЕЙТРОНОВ В ГРАФИТЕ
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Проведено сравнение результатов расчета возраста нейтронов деления по экспериментальным данным нейтронно�физических
характеристик углерода из разных справочников. Приводятся алгоритмы расчета возраста замедляющихся нейтронов. Сравне�
ние результатов расчета при замедлении нейтронов деления до энергии индиевого резонанса по методу групп показало хоро�
шую сходимость с теоретическими и экспериментальными данными.
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(2)

где N – ядерная плотность среды, см–3; σc, σs – эф�
фективные микроскопические сечения радиа�
ционного захвата и упругого рассеяния, см2; μ– –
средний косинус угла рассеяния.

Заметим, что в отечественной практике под ле�
таргией понимают u=ln(E0/E), где за E0 принята
средняя энергия спектра мгновенных нейтронов
деления равная 2 МэВ.

Примеры первых расчетных оценок возраста по
имеющимся экспериментальным данным ядерно�
физических свойств, входящих в уравнения (1), (2)
приводятся в [1] и более подробно в пособии [2].

Отрывочные и недостаточно полные сведения
энергетической зависимости ядерно�физических
свойств элементов нацеливали исследователей на
проведение прямых экспериментальных методов
определения возраста, а также на расширение и
уточнение базы данных по физическим свойствам
реакторных материалов. Естественно, в первую
очередь основное внимание было уделено углероду
как первому замедлителю в ядерных реакторах на
тепловых нейтронах. Примерно до 1962 г. экспе�
риментальные и аналитические результаты не да�
вали должного согласия [3], что в первую очередь
могло говорить о все ещё недостаточно корректных
данных по ядерно�физическим свойствам углеро�
да. В табл. 1 приведены экспериментальные и тео�
ретические результаты возраста при замедлении
нейтронов деления с энергией E0=2 МэВ до энер�
гии индиевого резонанса EIn=1,46 эВ.

Таблица 1. Возраст τ1,46 в графите плотностью 1,60 г/ см3

Первые экспериментальные результаты по опре�
делению возраста нейтронов деления до индиевого
резонанса, которые можно назвать эталонными, бы�
ли получены в работе [4], методика и результаты ко�
торой подробно изложены в [5]. Появилась реальная
возможность по сравнению экспериментального и
теоретического (расчетного) значений возраста су�
дить о достоверности ядерно�физических констант.

Ядерно�физические константы в основном
предназначены для инженеров�физиков при про�
ектировании и эксплуатации ядерных реакторов и
защиты. Эти характеристики постоянно обновля�
ются с получением новых экспериментальных и

теоретических результатов и обобщаются в соот�
ветствующих справочниках и библиотеках баз
данных. В отечественной технической литературе
по данной теме наиболее известны справочники
[6, 7]. В первом из них приведены эксперимен�
тальные данные, полученные до 1962 г., во втором
приводятся таблицы 28�групповых нейтронных
констант, основанные на данных до 1977 г.

Целью настоящей работы является оценка эф�
фективности ядерно�физических констант, пред�
ставленных в справочниках [6, 7], по результатам
расчета возраста нейтронов деления до индиевого
резонанса.

Сравнительную оценку проведем для графита
плотностью γС=1,6 г/см3, для которого ядерная
концентрация равна N=0,0802·1024 ядер/см3.

В основу справочника [6] был положен обшир�
ный материал, полученный в результате обмена ин�
формацией по ядерно�физическим свойствам, ини�
циированного первой Международной конферен�
цией по мирному использованию атомной энергии.
В нашем случае для проведения расчетного опреде�
ления возраста в нем представлены зависимости
эффективных микроскопических сечений σs(u) и
σtr(u) с шагом Δu=0,25, полученные в работе [7].
Значение среднелогарифмического декремента
предполагается постоянным и равным ζ

–
=0,158.

В соответствие с этими исходными данными
приведем формулу (1) с учетом (2) к виду удобному
для проведения расчетов

(3)

Найдем произведение микроскопических сече�
ний, результаты сведем в табл. 2 и представим на
графике рис. 1.

Рис. 1. Среднее < > и постоянное () значения произведения
сечений в границах замедления нейтронов от E0 до Ecm

В диапазоне летаргий u=0…18,185, соответ�
ствующем пути замедления от E0=2 МэВ до стан�
дартной энергии Ecт=0,0253 эВ, нет резонансного
поглощения (рис. 1), и это, несомненно, создаёт
возможности более точного расчёта возраста до де�
тектируемого значения нейтронов. При этом выде�
ляются 2 зоны графического интегрирования ура�
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внения (3), которое с учетом данных табл. 2 можно
записать для возраста тепловых нейтронов τТ в виде

(4)

где �σsσtr�=14,3074 барн2 – среднее значение про�
изведения сечений, определенное с помощью ма�
шинного кода, (σsσtr)=20,8633 барн2 – постоянное
табличное значение.

Таблица 2. Сечения взаимодействия нейтронов с графитом в
зависимости от летаргии

Результат расчета возраста нейтронов деления
при замедлении до энергии индиевого резонанса
τ1,46 в графите по справочным данным, предста�
вленным в [6. C. 327], равен:

Очевидно заметное отличие от теоретической
оценки Олтера [4]:

Наиболее вероятными причинами подобного
расхождения могут быть:
• устаревшие экспериментальные данные;
• некорректность в определении среднего значе�

ния декремента ζ
–

.
Проверка этих предположений была проведена

с использованием групповых констант справочни�
ка [7], в котором эффективное микроскопическое
транспортное сечение определялось по формуле

(5)

где σc, σin – микроскопические эффективные сече�
ния радиационного захвата и неупругого рассея�
ния; μ(u) – средний косинус угла рассеяния.

Отметим наиболее существенные особенности
экспериментальных ядерно�физических констант
по углероду, представленных в разное время в
справочниках [6, 7].

Если в справочнике [6] предполагается, что
среднелогарифмическая потеря энергии за одно
соударение нейтрона с ядром атома углерода ζ

–
по�

стоянна на всем интервале замедления, то в
28�групповой системе констант [7] учитывается за�
висимость её от энергии, особенно заметная в обла�
сти высоких энергий.

Таблица 3. Разбиение энергии нейтронов на группы

Отличие имеет место и с применением среднего
косинуса угла рассеяния μ. При пользовании дан�
ными [6] эта характеристика считается постоян�
ной и равной μ=2/(3А), где А – массовое число эл�
емента. В табл. 4 можно видеть, что в области вы�
соких энергий она заметно изменяется.

Сечения σs(u) и σtr(u), представленные в [7],
имеют несколько завышенные значения в сравне�
нии с данными [6] (рис. 2). Очевидно, согласно (4),
это приведет к меньшему значению возраста и,
следовательно, к большей погрешности результа�
та. На этом основании можно говорить о большой
методической погрешности данного способа расче�
та возраста нейтронов, и поэтому воспользуемся

Группа Еn u–

–1 14,5...14,0 МэВ –1,96361
0 14,0...10,5 МэВ –1,81238
1 10,5...6,5 МэВ –1,44692
2 6,5...4,0 МэВ –0,96508
3 4,0...2,5 МэВ –0,48551
4 2,5...1,4 МэВ 0,02532
5 1,4...0,8 МэВ 0,59784
6 0,8...0,4 МэВ 1,20397
7 0,4...0,2 МэВ 1,89712
8 0,2...0,1 МэВ 2,59027
9 100,0...46,5 кэВ 3,30702
10 46,5...21,5 кэВ 4.07454
11 21,5...10,0 кэВ 4,84406
12 10,0...4,65 кэВ 5,60961
13 4,65...2,15 кэВ 6,37713
14 2,15...1,0 кэВ 7,14665
15 1,0...0,465 кэВ 7,91219
16 465...215 эВ 8,67971
17 215...100 эВ 9,44923
18 100...46,5 эВ 10,21478
19 46,5...21,5 эВ 10,98230
20 21,5...10,0 эВ 11,75182
21 10,0...4,65 эВ 12,51736
22 4,65...2,15 эВ 13,28488
23 2,15...1,0 эВ 14,05440
24 1,0...0,465 эВ 14,81995
25 0,465...0,215 эВ 15,58747
Т 0,0253 эВ 18,18561

( ) ( ) ( ) ( )(1 ( )),
t c in sr
u u u u uσ σ σ σ μ= + + −

260 307,4
15,4 %.

307,4
δ

−

= = −

2

1,46
260 ñì .τ =

u σs, барн σtr, барн σsσtr, (барн)2

0,00 1,732 1,533 2,655
0,25 1,880 1,664 3,128
0,50 2,195 1,925 4,225
0,75 2,505 2,179 5,458
1,00 2,805 2,438 6,838
1,25 3,095 2,702 8,323
1,50 3,385 2,982 10,094
1,75 3,665 3,254 11,926
2,00 3,900 3,494 13,627
2,25 4,100 3,702 15,178
2,50 4,250 3,872 16,456
2,75 4,350 3,989 17,352
3,00 4,400 4,052 17,829
3,25 4,450 4,116 18,316
3,50 4,515 4,190 18,918
3,75 4,555 4,241 19,318
4,00 4,590 4,335 19,897
4,25 4,610 4,354 20,072
4,50 4,635 4,377 20,287
4,75 4,675 4,415 20,640
5,00 4,690 4,429 20,772
5,25 4,700 4,439 20,863

… … … …
18,185 4,700 4,439 20,863

Ò 48

5,25 18,185

0 5,25

1

3 0,158 0,006432 10

1 1
,

( )
S Str tr

du du

τ

σ σ σ σ

= ×

⋅ ⋅ ⋅

⎛ ⎞

× +
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫
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методом групп.

Рис. 2. Сравнение сечений по разным источникам

Основные энергетические характеристики
групп представлены в табл. 3, где u– означает сред�
нее значение летаргии в группе.

Таблица 4. Основные групповые константы углерода [7]

В табл. 4 представлена часть среднегрупповых
сечений из работы [7], необходимых для проведе�
ния расчета возраста нейтронов до любого детекти�
руемого значения: σin – сечение неупругого рассея�
ния с учетом сечений реакций (n,2n) и (n,3n);
σs≡σe – сечение упругого рассеяния; μ – средний
косинус угла рассеяния, вычисленный без учета

того, в какую группу попадет нейтрон после рассе�
яния; ζ – среднее приращение летаргии при упру�
гом рассеянии (среднелогарифмический декре�
мент); σз – сечение упругого замедления. Помимо
этого по приведенным данным [7] табл. 4 дополне�
на расчетом эффективного микроскопического
транспортного сечения.

Согласно теории метода групп [8] возраст ней�
тронов в i�й группе определяется из следующей
формулы

(6)

где сечение поглощения определяется выражени�
ем σa

(i)=σc
(i)+σin

(i), а сечение увода нейтрона из груп�
пы за счет упругого соударения нейтрона с ядром
углерода есть сечение упругого замедления
σR

(i)
≡σз

(i). Сумму сечений в (6) σa
(i)+σR

(i) по терминоло�
гии [8] называют действующим сечением замедли�
теля.

Таблица 5. Результаты расчета возраста в группах

Коэффициент диффузии нейтронов в группе
определяется выражением:

(7)

Таким образом, формулы (5)–(7) позволяют
провести расчет возраста в каждой энергетической
группе. Поскольку нас интересует область замед�
ления, которая моделировалась в экспериментах
по определению возраста в графите [4]: диапазон
летаргий u=0…14,125, соответствующий пути за�
медления от E0=2 МэВ до энергии индиевого резо�
нанса EIn=1,46 эВ, то результаты расчета возраста
в группах, представленные в табл. 5, охватывают
только этот диапазон энергий.

( )

( ) ( )

1 1

3 3
.i

i i

tr tr
N

D
σ

=

Σ

=

Группа Еn
D(i)

×N,
барн–1

σa
(i)+σR

(i),
барн

τi, см2

4 2,5...1,4 МэВ 0,1984 0,509 60,60086
5 1,4...0,8 МэВ 0,1549 0,703 34,25753
6 0,8...0,4 МэВ 0,11715 0,749 24,31766
7 0,4...0,2 МэВ 0,09565 0,882 16,86108
8 0,2...0,1 МэВ 0,08513 0,972 13,616840
9 100,0...46,5 кэВ 0,07968 0,912 13,58362
10 46,5...21,5 кэВ 0,07676 0,947 12,60123
11 46,5...21,5 кэВ 0,07555 0,962 12,21064
12 10,0...4,65 кэВ 0,07513 0,968 12,06667
13 4,65...2,15 кэВ 0,07481 0,972 11,9661
14 2,15...1,0 кэВ 0,07481 0,97201 11,96595
15 1,0...0,465 кэВ 0,07481 0,97202 11,9658
16 465...215 эВ 0,07465 0,97403 11,91583
17 215...100 эВ 0,07465 0,97404 11,91568
18 100...46,5 эВ 0,07465 0,97407 11,91523
19 46,5...21,5 эВ 0,07465 0,9741 11,91479
20 21,5...10,0 эВ 0,07465 0,97414 11,91419
21 10,0...4,65 эВ 0,07465 0,97421 11,91315
22 4,65...2,15 эВ 0,07465 0,97431 11,91166
23 2,15...1,0 эВ 0,07465 0,97445 11,90957

( )

( ) ( )
,

( )

i

i i i

a R

D

N
τ

σ σ

=

+

Груп�
па

σs,
барн

μ ζ σc, барн
σin,

барн
σtr, барн

σз,
барн

–1 0,751 0,617 0,022 0,081 0,438 0,80626 0,473
0 0,806 0,4436 0,068 0,09 0,454 0,99246 0,343
1 0,878 0,2682 0,104 0,06 0,262 0,96452 0,366
2 1,451 0,3247 0,081 0 0,059 1,03886 0,43
3 2,07 0,0164 0,153 0 0 2,03605 0,767
4 1,84 0,0869 0,16 0 0 1,6801 0,509
5 2,48 0,1323 0,158 0 0 2,1519 0,703
6 3,23 0,1191 0,161 0 0 2,84531 0,749
7 3,86 0,0972 0,158 0 0 3,48481 0,882
8 4,25 0,0787 0,159 0 0 3,91553 0,972
9 4,49 0,0683 0,156 0 0 4,18333 0,912
10 4,62 0,06 0,158 0 0 4,3428 0,947
11 4,68 0,0573 0,157 0 0 4,41184 0,962
12 4,7 0,056 0,159 0 0 4,4368 0,968
13 4,72 0,056 0,159 0 0 4,45568 0,972
14 4,72 0,056 0,159 1⋅10–5 0 4,45569 0,972
15 4,72 0,056 0,159 2⋅10–5 0 4,4557 0,972
16 4,73 0,056 0,159 3⋅10–5 0 4,46515 0,974
17 4,73 0,056 0,159 4⋅10–5 0 4,46516 0,974
18 4,73 0,056 0,159 7⋅10–5 0 4,46519 0,974
19 4,73 0,056 0,159 1⋅10–4 0 4,46522 0,974
20 4,73 0,056 0,159 1,4⋅10–4 0 4,46526 0,974
21 4,73 0,056 0,159 2,1⋅10–4 0 4,46533 0,974
22 4,73 0,056 0,159 3,1⋅10–4 0 4,46543 0,974
23 4,73 0,056 0,159 4,5⋅10–4 0 4,46557 0,974
24 4,73 0,056 0,159 6,6⋅10–4 0 4,46578 0,974
25 4,73 0,056 0,159 9,7⋅10–4 0 4,46609 0,974
Т 4,729 0,056 – 0,0034 0 4,46758

u

σ σs tr, ,  

0 5 10 15 20

1

2

3

4

5

 

σs

σtr

-  [6]
-  [7]

-  [7]
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Так как требуемые границы являются только ча�
стью 4 и 23 групп, то необходимо сделать правку зна�
чений возраста, используя простую интерполяцию.
Так как в диапазоне 4 группы с энергией 2,5…1,4 МэВ
возраст нейтронов при замедлении в этом интервале
энергий равен τ1=60,6 см2, то очевидно, что в интерва�
ле 2,0…1,4 МэВ возраст будет иметь значение, равное
32,7272 см2, а в последней группе – 7,1457 см2.

После сложения всех составляющих в группах
с учетом правки в 4 и в 23 группах получим сле�
дующее значение возраста

которое с погрешностью менее 3 % отличается от
теоретической оценки Олтера [4].

Выводы
Идея оценки качества систем ядерно�физичес�

ких констант по результатам расчета возраста бы�

ла реализована в [9]. Возраст определялся в гомо�
генной бесконечной среде в многогрупповом при�
ближении методом пространственно�угловых мо�
ментов функции распределения нейтронов, ис�
пользуя 18� и 26�групповые системы констант. 26�
групповая система констант более детально учиты�
вала неупругое рассеяние, поправки на резонан�
сную самоэкранировку в среднегрупповые сечения
радиационного поглощения, полного и упругого
рассеяния, а также пороговые реакции при энерги�
ях свыше 100 кэВ. По имеющимся на то время
данным ядерно�физических свойств углерода
ошибка расчета возраста в сравнении с экспери�
ментом [4] не превышала 5 %.

Таким образом, применение метода групп, ба�
зирующего на более полных и достаточно коррект�
ных экспериментальных данных [2], позволяет по�
лучить более точные значения возраста замедляю�
щихся нейтронов.

2 ÌýÂ...1,46 ýÂ 2
298,6866 ñì ,

i
τ =∑
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Ранее нами были опубликованы результаты по
коэффициентам Пуассона кристаллов галогенидов
лития [1]. Одной из интересных особенностей по�
лученных данных было то, что в кристалле LiF при
определенных условиях наблюдались отрицатель�
ные анизотропные коэффициенты Пуассона. Пред�
ставляет интерес рассмотреть аналогичные зави�
симости для кристаллов галогенидов натрия.

В настоящей работе приводятся сведения о ко�
эффициентах Пуассона кристаллов галогенидов
натрия с общей формулой NaX (где Х=F,Cl,Br,I).
Некоторые физические свойства этих кристаллов
указаны в табл. 1. Из таблицы следует, что при
стандартных условиях фактор упругой анизотро�
пии А<1 для всех галогенидов натрия, а соотноше�
ние Коши Δ так же, как и в галогенидах лития,
увеличивается по ряду NaF→NaCl→NaBr→NaI.

Таблица 1. Некоторые физические свойства галогенидов нат�
рия (300 К) [2, 3]

В табл. 2 для исследуемого ряда кристаллов пред�
ставлены анизотропные σ�hk��, средние σ, усредненные
σ
~ коэффициенты Пуассона и параметр Грюнайзена γ
при стандартных условиях. Расчетные соотношения
для указанных величин были приведены нами ранее
[1]. Из данных таблицы вытекает, что при комнатной
температуре анизотропные коэффициенты Пуассона
в галогенидах натрия подчиняются закономерности:
σ<110,11

–
0>>σ<111>>σ<100>>σ<110,001>. Параметр Грюнайзена,

средний и усредненный коэффициенты Пуассона
возрастают по ряду NaF→NaCl→NaBr→NaI.

Таблица 2. Коэффициенты Пуассона и параметр Грюнайзена
кристаллов галогенидов натрия (300 К)

Температурные изменения коэффициентов Пу�
ассона кристаллов NaX представлены на рисунке.
Виды этих зависимостей для отдельных кристаллов
натриевого ряда в целом схожи между собой: как и
следовало ожидать, в точках упругой изотропии все
коэффициенты Пуассона данного кристалла равны
между собой (σ<100>=σ<110,001>=σ<110,11

–
0>=σ<111>=σ. По�

добного не наблюдалось для аналогичных зависимо�
стей σ�hk��(Т) и σ(Т) в кристаллах галогенидов лития
[1]. При температурах выше соответствующих точек
упругой изотропии кристаллов NaX анизотропия их
коэффициентов Пуассона описывается следующим
неравенством: σ<110,001>>σ<100>>σ<111>>σ<110,11

–
0>. В обла�

сти предплавления NaCl вид зависимостей σ(Т) на�
поминает аналогичные кривые в NaClO3, только без
перехода в отрицательную область значений коэф�
фициентов Пуассона (ауксетичное состояние) [4].

Представляло интерес рассмотреть температурные
изменения анизотропных модулей сдвига G�hk�� и Юнга
Е�hk�� кристаллов галогенидов натрия (табл. 3–6). Ани�
зотропные упругие модули, приведенные в этих та�
блицах, были определены по расчетным соотноше�
ниям [4], где sij – постоянные податливости:

100 110

11 11 12 44

111

11 11 12 44

100 110

44 11 12 44

111

44 11 12 44

1 2
, ,
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,

2 ( 0,5 )
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1 2
, ,

0,5

1
.

4 ( 0,5 )
3

E E
s s s s

E

s s s s

G G
s s s s

G

s s s s

= =

+ +

=

− − +

= =

− +

=

− − +

Кристалл σ<100> σ<110,001> σ<110,11–0> σ<111> σ σ
~

γ

NaF 0,20 0,17 0,32 0,26 0,24 0,24 1,44

NaCl 0,21 0,17 0,37 0,29 0,26 0,26 1,53

NaBr 0,22 0,18 0,38 0,29 0,27 0,27 1,59

NaI 0,23 0,18 0,39 0,30 0,28 0,28 1,64

Свойство NaF NaCl NaBr NaI

1. Компоненты тензора упругой 
жесткости cij, ГПа 

с11

с12

с44

97,10
24,30
28,00

49,60
13,10
12,68

39,65
10,29
9,95

30,07
9,12
7,33

2. Температура плавления, К 1265 1074 1028 935
3. Соотношение Коши Δ=с12/с44 0,87 1,03 1,03 1,24
4. Фактор упругой анизотропии

A=2c44/(c11–c12)
0,77 0,70 0,68 0,70

5. Точка упругой изотропии (А=1), К 923 637 710 673
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Исследованы коэффициенты Пуассона кристаллов галогенидов натрия при стандартных условиях и с изменением температуры.
Установлено, что с повышением температуры в кристаллах NaX (X=F,Cl,Br,I) происходит смена вида неравенств между анизо�
тропными коэффициентами Пуассона σ�hk�� в соответствующих точках их упругой изотропии.
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Рисунок. Температурные изменения коэффициентов Пуассо�
на кристаллов NaX: 1) σ<100>; 2) σ<110,001>; 3) σ<110,11

–
0>;

4) σ<111>; 5) σ (поликристалл)

В работе использовались справочные сведения
по упругим постоянным монокристаллов галоге�
нидов натрия [5].

Из табл. 3–6 следует, что у кристаллов галоге�
нидов натрия с повышением температуры до точек
упругой изотропии наблюдаются следующие нера�
венства между анизотропными упругими модуля�
ми: G<100><G<110><G<111>, Е<100>>Е<110>>Е<111>, а выше эт�
их точек – G<111><G<110><G<100>, Е<111>>Е<110>>Е<100>.

Таблица 3. Анизотропные упругие модули кристалла NaF 

Таблица 4. Анизотропные упругие модули кристалла NaCl 

Таблица 5. Анизотропные упругие модули кристалла NaBr 

Т G<100> G<110> G<111> E<100> E<110> E<111>

К ГПа
4,2 10,50 13,00 14,15 41,00 30,00 27,00
100 10,30 12,83 13,97 40,68 29,28 26,78
200 10,00 12,00 12,86 36,82 28,17 26,12
300 9,95 11,70 12,42 34,65 27,51 25,74
400 9,00 10,47 11,06 30,55 24,69 23,20
500 8,80 9,80 10,18 27,32 23,59 22,57
600 8,50 9,08 9,29 24,18 22,16 21,56
700 8,00 8,12 8,17 20,69 20,29 20,16
800 7,50 7,31 7,25 17,96 18,54 18,75
900 7,00 5,92 5,63 13,29 16,09 17,30
1000 6,50 4,92 4,55 10,43 14,07 15,92
1028 6,00 4,42 4,07 9,27 12,81 14,68

Т G<100> G<110> G<111> E<100> E<110> E<111>

К ГПа
4,2 13,25 17,10 19,10 57,50 41,00 36,50
100 13,10 16,60 18,10 52,50 37,50 35,00
200 13,01 15,87 17,13 48,47 36,28 33,47
300 12,68 14,97 15,92 44,13 34,87 32,58
400 12,34 13,97 14,61 39,57 33,33 31,67
500 12,00 13,00 13,25 31,00 30,45 30,00
600 11,50 11,80 12,00 30,00 29,50 29,45
700 11,20 10,75 10,50 25,00 27,50 28,00
800 10,90 9,50 9,25 22,50 24,00 26,00
900 10,10 8,25 8,00 20,00 22,00 25,00
1000 7,50 6,50 5,90 15,00 17,50 19,00
1073 5,35 4,62 4,42 10,97 13,09 13,99

Т G<100> G<110> G<111> E<100> E<110> E<111>

К ГПа
4,2 30,40 35,60 37,70 98,0 82,50 76,00
100 29,50 34,25 36,10 94,00 78,71 74,36
200 29,00 33,00 34,75 88,00 77,01 71,49
300 28,00 31,65 33,09 85,00 74,03 68,50
400 27,52 30,50 31,80 80,00 70,05 66,00
500 26,85 29,15 30,25 76,50 67,50 64,00
600 26,17 27,80 28,60 71,50 65,00 62,50
700 25,50 26,50 27,10 66,50 62,00 60,00
800 24,80 25,25 25,60 62,50 58,00 57,50
900 24,00 24,25 24,60 57,50 56,00 55,00
1000 23,45 22,60 22,50 52,45 53,00 53,50
1100 22,75 21,40 21,00 48,00 50,00 51,00
1200 22,00 20,00 19,50 44,50 47,50 48,00
1265 21,52 19,34 18,71 41,56 46,62 48,60
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Таблица 6. Анизотропные упругие модули кристалла NaI 

Таким образом, качественно анизотропии ко�
эффициентов Пуассона и упругих модулей (виды

неравенств) кристаллов NaX (X=F,Cl,Br,I) не сов�
падают между собой во всем исследованном интер�
вале температур.

Выводы
1. Определены коэффициенты Пуассона моно� и

поликристаллов галогенидов натрия в темпера�
турной области их существования.

2. Установлены два вида неравенств между анизо�
тропными коэффициентами Пуассона моно�
кристаллов галогенидов натрия в зависимости
от значения фактора упругой анизотропии по
отношению к единице (А<1 или А>1). Такие
виды неравенств для σ�hk�� должны быть прису�
щи всем кубическим кристаллам с решеткой
типа B1 (NaCl).
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ

№ 13�08�98014 р_сибирь_а на проведение фундаменталь�
ных научных исследований.

Т G<100> G<110> G<111> E<100> E<110> E<111>

К ГПа

4,2 7,81 10,23 11,40 34,81 22,80 20,44

100 7,40 9,75 10,80 32,50 22,00 20,40

200 7,35 9,25 9,50 27,00 21,50 19,50

300 7,33 8,63 9,16 25,83 20,43 19,09

400 7,30 8,40 9,00 23,45 19,00 18,00

500 7,20 8,10 8,25 20,00 18,10 17,50

600 7,00 7,20 7,25 18,10 17,00 16,50

700 6,70 6,50 6,40 15,00 15,50 16,00

800 6,45 5,80 5,60 12,50 13,50 15,00

900 6,20 5,10 4,80 11,25 13,25 14,00

924 6,10 4,90 4,60 10,30 12,98 14,21
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Магистральные нефтепроводы относятся к тех�
нологическим объектам с потоковой технологией.
Цель управления объектом с потоковой технологи�
ей – организация структуры потока и поддержа�
ние требуемых параметров потока. Регулирование
параметров потока в заданном режиме обеспечива�
ется системами локальной автоматики на основе
регуляторов.

Основными параметрами, характеризующими
режим работы магистрального нефтепровода, яв�
ляются мгновенный расход и избыточное давление
трубопроводов. С позиции обеспечения макси�
мальной производительности трубопроводной сети
задача управления режимами заключается в соз�
дании максимально возможного давления в рас�
четных точках трубопровода. Это осуществляется
посредством последовательного включения нес�
кольких насосных агрегатов на головной и проме�
жуточных перекачивающих станциях. Потреб�
ность в регулировании возникает только в аварий�
ных режимах и производится методом дросселиро�
вания. Настройка параметров регулятора давле�
ния (рис. 1) производится вручную для одной точ�
ки механической характеристики привода заслон�
ки, а так как нагрузка на валу двигателя является

нелинейной, то в любой другой точке механиче�
ской характеристики привод является практиче�
ски не настроенным. Параметры магистрального
трубопровода как объекта регулирования при из�
менении режима перекачки существенно меняют�
ся. В некоторых случаях коэффициент передачи
при смене режима изменяется более чем в 10 раз.
Естественно, что в таких условиях однажды вы�
полненная настройка регуляторов не может обес�
печить его робастность во всех режимах [1].

Поэтому создание математической модели рас�
чета нелинейной механической характеристики
нагрузки, а также автоматическая перенастройка
параметров регулятора давления по расчетным
данным является актуальной задачей.

Специфика регулирования давления в маги�
стральных трубопроводах методом дросселирова�
ния потока заключается в существенной нелиней�
ности объекта регулирования, обусловленной сле�
дующими причинами:
• в нормальном режиме дросселирование не до�

пускается, а заслонка находится за пределами
зоны дросселирования, далеко от рабочей зоны;

• в зоне дросселирования перепад давления су�
щественно зависит от мгновенного расхода
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Предложен формализованный геометрический метод приближенных гидромеханических расчетов регулирующей поворотной
заслонки магистральных нефтепроводов, позволяющий рассчитать перепады давления, моменты сопротивления на валу приво�
да и определить потери мощности в заслонке.
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Рис. 1. Структурная схема системы регулирования давления методом дросселирования потока на перекачивающей станции



жидкости, т. е. в различных режимах перекач�
ки заслонка имеет различные коэффициенты
передачи (рис. 2, а);

• при изменении угла закрытия проходное сече�
ние канала самой заслонки имеет существен�
ную нелинейность (рис. 2, б).
Чтобы правильно выбрать мощность двигателя

привода регулирующей заслонки и оперативно ре�
гулировать перепад давления в трубопроводе,
необходимо знать зависимость гидромеханическо�
го момента сопротивления на валу двигателя при�
вода заслонки от расхода и от степени закрытия за�
слонки. В литературе приводятся только каче�
ственные (в основном экспериментальные) харак�
теристики, которые сложно использовать в обоб�
щенном алгоритме управления.

Целью настоящей работы является дальнейшее
развитие формализованного математического ме�
тода определения нелинейной нагрузки на валу
двигателя привода регулирующей заслонки в за�
висимости от расхода, скорости течения жидкости
и угла открытия заслонки [2].

Поворотные заслонки являются регулирующи�
ми органами с изменяющимся по значению про�
ходным сечением. С изменением проходного сече�
ния существенно меняются гидравлические сопро�
тивления, вызывающие изменения потери давле�
ния и изменение расхода жидкости. При течении
среды через сужающее устройство часть энергии
потока преобразуется в потенциальную энергию
давления, часть превращается в теплоту, часть
затрачивается на работу по преобразованию агре�
гатного состояния (активации) среды. Для трубо�
проводного транспорта две последних части энер�
гии являются безвозвратными потерями.

«Если при прохождении среды через заслонку
давление в наиболее узком сечении ниже некото�
рого минимального значения, в потоке происходят
качественные изменения, искажающие требуемую
расходную характеристику регулирующего орга�
на» [3].

В наиболее узком сечении регулирующего орга�
на за счет высоких сдвиговых скоростей, трения
между слоями жидкости и образования зоны кави�
тации происходит наибольшее влияние на агрегат�
ное состояние и структуру среды.

Процесс дросселирования жидкости в поворот�
ной заслонке состоит в основном из увеличения
скорости течения среды и последующего его замед�
ления. Ускорение обычно связано с небольшими, а
замедление с основными потерями давления в про�
точной части.

Потери напора и внутренние расходы регули�
рующих устройств в большой мере зависят от гео�
метрии и конфигурации каналов.

На рис. 3 представлена схема и гидродинами�
ческая картина поворотной заслонки.

Условно обозначены несколько характерных
зон, в которых течение среды отличны друг от дру�
га: I – зона входа и выхода; II – зона плавного су�
жения канала (зона конфузора); III – зона гидра�
влического сопла; IV – зона резкого расширения
канала; V – зона прямого канала. Площади про�
ходного сечения данных зон существенно зависят
от угла открытия заслонки.

В работе [2] описан формализованный геоме�
трический метод расчета гидромеханических ха�
рактеристик на примере нефтяного трубопровода
(рис. 3). Рамки данной статьи не позволяют приво�
дить все подробности анализа расчета местных ги�
дравлических сопротивлений регулирующей за�
слонки. Поэтому приводится основная концепция
получения алгоритма регулирования заслонки.

Имеется поворотная регулирующая заслонка,
работающая на нефтяной трубопровод, со следую�
щими параметрами: вязкость среды η=8,5⋅10–3 Па⋅с;
плотность среды ρ=850 кг/м3; длина заслонки по
потоку LЗАС=0,5 м; диаметр заслонки d=0,5 м; гео�

метрическая длина заслонки

площадь сечения заслонки.

2

;  
4

SOP

d
L d S π= = −
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Рис. 2. Зависимость перепада давления на регулирующей заслонке от степени её открытия (закрытия): а) мгновенный расход
жидкости через поперечное сечение трубопровода (Q1>Q2>Q3>Q4>Q5); б) изменение проходного сечения канала по
длине заслонки



Рис. 3. Гидродинамическая картина обтекания заслонки:
а) выделение особых зон течения; б) схема замеще�
ния потока; в) разбивка заслонки на участки площадей

Для решения задачи регулирующая заслонка в
схеме расчета формально заменяется на конфузор
с переменным углом открытия. Далее проводится
обычный расчет гидравлических сопротивлений с
учетом изменения геометрии каналов течения (су�
жения, сопло, резкое расширение и т. д.) [2].

Для определения моментов сопротивления и
мощности потерь применены известные алгорит�

мы для расчета местных гидравлических потерь
конфузора [4].

Расход жидкости на входе конфузора:

где V – скорость жидкости на входе заслонки.
Скорость жидкости в проходных сечениях кон�

фузора (рис. 4):

Перепад давления в проходных сечениях кон�
фузора:

Сила сопротивления течению жидкости в про�
ходных сечениях конфузора:

Момент на валу двигателя привода заслонки:

Момент на валу двигателя привода регулирую�
щей заслонки складывается из гидромеханическо�
го момента МГ(α) и момента трения в опорах цапф
МТР (α).

Гидромеханический момент МГ(α) определяет�
ся по предлагаемой методике [2]. Здесь α – угол
закрытия заслонки.

Коэффициент трения в опорах μ=0,4. Диаметр
цапфы dЦАПФ=0,1 м

Суммарный момент сопротивления на ва�
лу заслонки (рис. 5):
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Рис. 4. Скорость жидкости (м/с) в разных проходных сечениях заслонки: а) скорость жидкости в трубопроводе V=1,5 м/c;
б) скорость жидкости в трубопроводе V=3,2 м/c
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Для сравнения приведены результаты расчетов
моментов сопротивления заслонки по традицион�
ной методике [4] при V=3,2 м/c (рис. 6):

Коэффициент K является функцией угла зак�
рытия [2].

Рис. 6. Моменты сопротивления на валу заслонки в зависи�
мости от угла закрытия (методика Гуревича) [4]

Выводы
1. Предложенный формализованный геометриче�

ский метод позволяет осуществить приближен�
ные гидромеханические расчеты поворотной
заслонки нефтепровода, рассчитать расходы
среды, перепады давления, моменты сопротив�
ления на валу привода и определить потери
мощности в заслонке.

2. Полученные характеристики (внутренний рас�
ход, моменты сопротивлений заслонки) имеют
сложную зависимость от угла закрытия и нес�
колько отличаются от характеристик, получен�
ных по методике [1].

3. По расходной характеристике можно опреде�
лить, при каких углах поворота заслонки начи�
наются качественные изменения потока жид�
кости и какие уровни энергии будут затрачены
системой на изменение агрегатного состояния
среды.

4. Предложенный формализованный геометриче�
ский метод позволяет создать алгоритм упра�
вления для системы автоматического регулиро�
вания давления с учетом нелинейности харак�
теристики нагрузки и не перенастраивать си�
стему регулирования в зависимости от кон�
кретной производительности трубопровода.

5. В системах автоматического регулирования
угла поворота заслонки (на больших углах)
необходимо применять специальные меры по
обеспечению устойчивой работы привода (при�
менять червячный редуктор в приводе заслон�
ки или устанавливать тормоз).
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Рис. 5. Моменты сопротивления на валу двигателя заслонки в зависимости от угла закрытия при V=3,2 м/c. МГ – момент ги�
дравлический, МТР – механический момент трения: а) суммарный момент сопротивления; б) моменты сопротивления
на валу двигателя заслонки в зависимости от угла закрытия и при разных скоростях жидкости в трубопроводе: 1 – 1,5;
2 – 2,2; 3 – 2,8; 4 – 3,2; 5 – 3,5 м/с



Нормальная эксплуатация трубопровода невоз�
можна без арматуры – неотъемлемой части любого
трубопровода. Трубопроводная арматура предста�
вляет собой устройство, предназначенное для
управления потоками жидкостей, транспортируе�
мых по трубопроводу.

В трубопроводных системах технологических и
энергетических установок на долю местных гидра�
влических сопротивлений (потери на арматуре) мо�
жет приходиться до 50 % от общего гидравличе�
ского сопротивления системы. В таких трубопрово�
дах линейные части невелики и потери на трение
линейной части и местные потери соизмеримы.

В магистральных нефтепроводах местные ги�
дравлические сопротивления считают «грубо» –
2 % от потерь напора на трение. Такая оценка по�
терь является приближенной и не может быть ин�
формативной базой для процесса минимизации по�
терь перекачки.

Целью данной статьи является разработка при�
ближенной методики расчета потерь мощности и
потерь давления в клиновой задвижке, которая по�
зволила бы конкретизировать эти потери и тем са�
мым дала бы возможность более точно проектиро�
вать систему трубопровода.

Местные гидравлические сопротивления в тру�
бопроводе присутствуют во всех элементах кон�
струкции – это разного рода изменения живого се�
чения или конфигурации потока (когда происхо�
дит резкое изменение величин и направлений его
скоростей), т. е. расширение или сужение потока,
повороты, препятствия в виде диафрагм, конфузо�
ров, кранов, задвижек и т. д. Такие сопротивления
характеризуются образованием водоворотных зон
при обтекании данного рода препятствий. Это и яв�
ляется основным источником местных потерь
энергии. В турбулентном режиме движения поте�
ри энергии пропорциональны квадрату скорости:

где ξ – безразмерный коэффициент, называемый
коэффициентом местного сопротивления и опреде�
ляемый опытным путем для каждого вида сопро�
тивлений [1].

Для задвижки коэффициент местного сопро�
тивления определяется также опытным путем и
является функцией переменного диаметра трубо�
провода. С закрытием задвижки коэффициент
местных гидравлических потерь резко возрастает,
это ведет к увеличению гидравлических потерь не�
посредственно в задвижке (выделению энергии) в
виде вихревых течений и кавитационного поля.

В публикации [2] представлены результаты
экспериментальных исследований режима движе�
ния воды в трубопроводе, в ходе которых было
установлено влияние сужения проходного сечения
трубопровода на амплитудно�частотные характе�
ристики гидроакустических шумов, возникающих
при движении жидкости в трубе.

Воспользуемся данным экспериментом, чтобы
рассчитать потери давления и мощности на клино�
вой задвижке по методике [3, 4]. Схема экспери�
мента представлена на рис. 1, расходная зависи�
мость Q=f(D) показана на рис. 6.

Практически во всех трубопроводах для регу�
лирования режимов широко используются клино�
вые задвижки, рис. 2.

Пути движения жидкости в клиновой задвиж�
ке представлены на рис. 3.

Анализ картины движения среды и разделения
потока базируются на законе «неразрывности по�
тока сплошной среды».

Для задвижки коэффициент местного сопро�
тивления определяется обычно опытным путем и
является функцией переменного диаметра трубо�
провода (рис. 4).

С закрытием задвижки коэффициент местных
гидравлических потерь резко возрастает, это ведет
к увеличению гидравлических потерь непосред�
ственно в задвижке (выделению энергии) в виде
вихревых течений и кавитационного поля.
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Разработана методика расчета потерь давления и потерь мощности в элементе трубопровода (в клиновой задвижке) с учетом
течения жидкости под клином и над клином задвижки. Методика позволяет определить потери энергии на перекачку жидкости
разной плотности и вязкости при разном соотношении длины трубопровода и количества элементов арматуры, а также создать
математический алгоритм управления задвижкой с учетом потерь мощности и тем самым в какой�то степени минимизировать
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Ориентировочные геометрические параметры
задвижки в зависимости от диаметра проходного
сечения: d=0,012 м; L=1,25d; LПОС=(2/3)d;
HПОС=(1/3)d; HНП=(1/2)d; LНП=(1/5)d; НПН=(1/6) d;
НПЕР=d–НПОС–НПН.

Все местные потери энергии зависят от геоме�
трических размеров проходных сечений каналов.
Изменения площадей проходных сечений, в зави�
симости от степени открытия, представлены на
рис. 5.

В зависимости от изменения площадей проход�
ных сечений изменяются и расходы жидкости в
каналах (рис. 6).

Проходное сечение задвижки:

Расход жидкости в проходном сечении задвиж�
ки под клином задвижки QПОД и над клином за�
движки QНАД:
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Рис. 1. Физическая модель трубопровода для изучения гидромеханических сопротивлений задвижки. Плотность жидкости 

ρ=1000 кг/м3, динамическая вязкость жидкости μ=1⋅10–3 Па⋅с. Насос БЦ�0,5�20
: 

– переменный диа�

метр трубопровода в задвижке, d1 – диаметр проходного сечения трубопровода, d2 – диаметр открытия диафрагмы

Рис. 2. Клиновая задвижка: а) конструкция задвижки; б) характерные размеры задвижки

                                                                    

2
100 %

1

d
D

d
= ⋅



Рис. 3. Картина движения жидкости по каналам в зоне кли�
на задвижки. QНАД – расход среды над клином за�
движки; QПОД – расход среды под клином задвижки;
Q – общий расход среды; Р1– давление в канале над
клином задвижки; С1, С2 – зоны сужения

Рис. 4. Проходное сечение задвижки

Рис. 5. Изменение площади каналов в зависимости от степе�
ни открытия задвижки. SПОД – площадь канала под
клином (проходное сечение задвижки); SС – площадь
сечения канала над клином в зоне сужения С1; S1 –
площадь проходного сечения трубопровода

Скорость жидкости под клином задвижки:

Скорость жидкости в трубопроводе:

Как видно из рис. 3, в заслонке жидкость про�
текает по двум каналам – под клином задвижки и
над клином задвижки.

Рис. 6. Расход жидкости в системе в зависимости от степени
открытия задвижки. QПОД – расход под клином задвиж�
ки, QНАД – расход над клином задвижки, Q=f(D) – рас�
ход жидкости в системе по источнику [2]

Расчет потерь давления под клином задвижки
Коэффициенты местных гидравлических по�

терь под клином задвижки при резком сужении и
резком расширении канала вычисляется по фор�
муле:

Суммарный коэффициент местных гидравли�
ческих под клином задвижки:

Зависимость коэффициента местных гидравли�
ческих потерь от открытия задвижки имеет макси�
мальные значения при полном закрытии задвиж�
ки.

Силы сопротивления течению жидкости под
клином задвижки:

Потери давления жидкости под клином за�
движки в зоне сужения и зоне резкого расшире�
ния: 

Потери давления под клином задвижки:
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Из правила неразрывности потока жидкости
считается, что потери давления под клином и над
клином задвижки равны. Следовательно, расход
жидкости над клином задвижки будет:

Рис. 7. Коэффициент местных гидравлических потерь за�
движки в зависимости от открытия

Зависимость коэффициента местных гидравли�
ческих потерь от открытия задвижки имеет макси�
мальные значения при полном закрытии задвиж�
ки, рис. 7.

Расчет потерь давления над клином задвижки
Коэффициенты местных гидравлических по�

терь:

Сила сопротивления течению жидкости в зоне
С1 (резкое сужение):

Потери давления в зоне резкого сужения С1:

Потери мощности в зоне С1:

Аналогичным образом рассчитываются скоро�
сти, потери давления и мощности в зонах Р1, С2,
Р2.

Скорости жидкости в задвижке в зависимости
от степени открытия имеют явно нелинейный ха�
рактер, рис. 8.

Рис. 8. Скорости движения жидкости в задвижке: VПОД – ско�
рость под клином задвижки; VС1 – скорость в зоне су�
жения С1; VР1 – скорость жидкости в зоне резкого рас�
ширения Р1; VР2 – скорость жидкости в зоне резкого
расширения Р2

Потери давления над клином задвижки рассчи�
тываются как сумма потерь давления в зонах С1,
Р1, С2, Р2. Эти потери равны потерям давления
под клином задвижки РПОД:

Потери давления и мощности в остальной части
состоят из потерь на трение, на повороты, на вход
и выход жидкости из трубопровода.

Коэффициент сопротивления системы на трение:

где – коэффициент Рейнольдса.

Потери давления в трубопроводе без потерь в
задвижке будут складываться из потерь давления
на трение, на повороты трубопровода, на потери
входа�выхода:

Суммарные потери давления всего трубопрово�
да (рис. 9):

В зависимости от степени открытия задвижки
потери давления в ней существенно уменьшаются
и они практически не влияют на суммарные поте�
ри давления системы.
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Общие потери мощности системы в ваттах:

За счет высоких скоростей жидкости над кли�
ном задвижки потери мощности в этой зоне выше,
чем в зоне под клином. Потери давления над и под
клином одинаковые, но потери мощности суще�
ственно отличаются, и это надо учитывать
(рис. 10, 11):

Рис. 9. Потери давления в системе: РПОД – под задвижкой;
РТРУБ – потери в системе на трение, повороты, потери
на входе и выходе; РПОТ – общие потери давления в
системе

Выводы
1. Разработана методика расчета потерь давления

и потерь мощности в элементе трубопровода
(в задвижке) с учетом течения жидкости под
клином и над клином задвижки.

2. Максимальные потери давления и мощности на
задвижке соответствуют 23 % открытия клина
задвижки и определяются как 7…8 % (при дан�
ном соотношении длины трубы и количества
задвижек) от потерь мощности и давления при
100 % открытии задвижки.

3. При определении потерь мощности необходимо
учитывать потери в зоне над клином задвижки,
так как за счет высоких скоростей жидкости
потери мощности в этой зоне выше, чем в зоне
под клином.

4. Методика позволяет определить потери энергии
на перекачку жидкости разной плотности и вяз�
кости при разном соотношении длины трубопро�
вода и количества элементов арматуры.

5. Данная методика позволяет создать математи�
ческий алгоритм управления задвижкой с уче�
том потерь мощности и этим минимизировать
потери мощности.
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Рис. 10. Потери мощности в задвижке: NПОД – под клином за�
движки; NНАД – над клином задвижки; NЗАД – общие
потери задвижки

Рис. 11. Потери мощности в трубопроводе в зависимости от
открытия задвижки: NЗАД – потери на задвижке; NТР –
потери на трение в трубе; N

Σ
– потери суммарные в

трубопроводе
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Введение
Одним из актуальных направлений современ�

ной науки является изучение свойств наноразмер�
ных объектов и развитие методов их получения.
Такие исследования необходимы для разработки
новых технологий в материаловедении, приборо�
строении, электронике, катализе, медицине и име�
ют выраженный прикладной характер. Приори�
тетными задачами являются исследования процес�
сов формирования кластеров и наночастиц для
отработки методик получения объектов с заданны�
ми характеристиками, и размерные эффекты игра�
ют первостепенную роль, влияя на свойства полу�
чаемого материала. Другой важной задачей явля�
ется выбор метода синтеза, с точки зрения свойств
конечного продукта и оптимизации процесса полу�
чения наноматериала в целом.

Среди перспективных физических методов полу�
чения коллоидных растворов наночастиц различ�
ных материалов, включая металлы и полупроводни�
ки, выделяется метод лазерной абляции объемных
мишеней в жидкости [1]. Данный метод позволяет
получать частицы с достаточно узким распределени�
ем по размерам, ожидаемой формы и заранее задан�
ной концентрацией. По сравнению с другими физи�
ческими и химическими методами [2], метод лазер�
ной абляции в жидкости имеет ряд преимуществ,
связанных с отсутствием механических контактов с
реакционной средой и отсутствием химических пре�
курсоров. Это позволяет получать наночастицы вы�
сокой чистоты с активной поверхностью в чистых
органических и неорганических растворителях. К
недостаткам метода относится относительно малая
скорость наработки, что, соответственно, ограничи�
вает области применения наночастиц, полученных
методом лазерной абляции. Такие материалы могут
быть использованы в медицине и биологии [3], ката�
лизе, электронике [4] и ряде других областей.

Несмотря на универсальность метода (возмож�
ность получения наночастиц различных материа�
лов на одной установке), уникальные свойства по�
лучаемых материалов и их востребованность, ла�
зерная абляция пока не получила широкого рас�
пространения, как метод синтеза для технологиче�
ских применений. Это связано с отсутствием уста�
новок приемлемой производительности, позво�
ляющих получать коллоидные растворы наноча�
стиц заданной концентрации с повторяющимися
свойствами.

Для эффективного потокового синтеза наноча�
стиц методом лазерной абляции необходимо ре�
шить ряд задач, связанных с изменением плотно�
сти мощности излучения на мишени из�за погло�
щения и рассеяния нарабатываемых в растворе ча�
стиц, оптимизацией ввода излучения и фоккуси�
ровки, оперативным контролем концентрации в
процессе работы, изменением профиля мишени и
образованием кратеров при продолжительной аб�
ляции, стойкостью оптических элементов.

Данная работа посвящена созданию автомати�
зированной установки для потокового синтеза на�
ночастиц благородных металлов методом лазерной
абляции объемных мишеней в жидкости с контро�
лем концентрации.

Экспериментальная часть
Взаимодействие мощного импульсного лазер�

ного излучения с поглощающими средами приво�
дит к абляции мишени и распылению ее материала
в окружающую среду. При больших коэффициен�
тах поглощения толщина удаляемого слоя мише�
ни составляет всего несколько десятков наноме�
тров. При абляции мишени, погруженной в жид�
кость, образуется параплазменное облако, испа�
ренный материал мишени испытывает столкнове�
ния с парами окружающей мишень жидкости. В
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объемных мишеней в жидкости. В установке используется система перемещения мишени для ее равномерного облучения, а так�
же оригинальная запатентованная проточная система с контролем концентрации наночастиц в растворе по оптическому пропу�
сканию и с обратной связью. Установка с накачкой излучением основной гармоники импульсного Nd: YAG лазера позволяет ве�
сти непрерывный синтез коллоидных растворов наночастиц Ag, Au и Pt в диапазоне концентраций 0,01…0,1 г/л с высокой повто�
ряемостью.

Ключевые слова:
Лазерная абляция в жидкости, наночастицы благородных металлов, коллоидные растворы, спектры плазмонного поглощения,
автоматизированная установка.
Key words:
Laser ablation in liquid, nanoparticles of noble metals, colloids, plasmon absorption spectra, automated installation.



первом приближении давление паров жидкости
близко к давлению ее насыщенных паров при тем�
пературе мишени, т. е. составляет сотни атмосфер.
Это оказывает влияние на распределение частиц
по размерам. Параплазменное облако быстро осты�
вает, и удаляемый материал остается в жидкости в
виде частиц нанометрового размера, образуя кол�
лоидный раствор [5].

Простейшая установка для синтеза наночастиц
методом лазерной абляции в жидкости состоит из
источника излучения, фокусирующей линзы и ем�
кости с жидкостью, в которую помещена мишень
[6]. Ввод излучения осуществляется или сверху
(через границу раздела воздух/жидкость) или сбо�
ку (через границу раздела материал емкости/жид�
кость).

За основу для дальнейшей автоматизации для
потокового синтеза с контролем параметров колло�
идного раствора в работе была выбрана установка,
представленная в [7, 8]. Схема разработанной уста�
новки представлена на рис. 1. Излучение Nd: YAG
лазера заводится в реактор через боковую цилин�
дрическую поверхность с помощью оптической си�
стемы, состоящей из зеркал и призм (не показана
на рис. 1) и фокусируется короткофокусной лин�
зой f=30 мм на поверхность мишени. Фокусиров�
ка осуществляется путем перемещения мишени
вдоль оси Z с помощью линейного механического
транслятора. Использование короткофокусной
линзы позволяет уменьшить слой жидкости перед
мишенью, а ввод излучения сбоку через границу
раздела стекло/жидкость – постоянную фокуси�

ровку, независящую от мениска и исключить раз�
брызгивание. Контроль мощности излучения осу�
ществлялся термоэлектрическими измерителями
OPHIR 12А.

После предварительных экспериментов c основ�
ной (1064 нм) и второй (532 нм) гармониками Nd:
YAG лазера было решено использовать основную
гармонику. Это связано с меньшим влиянием на
процесс абляции рассеяния и поглощения образую�
щихся наночастиц Ag и Au и большей энергией в
импульсе на основной частоте лазера по сравнению
со второй гармоникой. В результате такого влия�
ния происходит ослабление мощности лазерного
излучения в области мишени, снижение эффектив�
ности абляции и изменение функции распределе�
ния частиц по размерам по мере облучения.

Для равномерного облучения мишени была ре�
ализована автоматическая система перемещения
образца в плоскости XY при помощи шаговых дви�
гателей. Для этого были использованы шаговые
двигатели и програмное обеспечение конструктора
«Кулибин». Программа осуществляет непрерыв�
ное циклическое перемещение мишени в верти�
кальной плоскости со скоростью 0,1…0,5 мм/с в
интервале 6…20 мм, после двух проходов образец
перемещается в горизонтальной плоскости на
0,2…0,3 мм. Таким образом происходит сканиро�
вание заданной площади поверхности образца. Ис�
пользование системы сканирования позволило
равномерно проводить испарение материала с по�
верхности мишени без образования кратеров и
пробивки отверстий, тем самым повысить эффек�
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Рис. 1. Схема автоматизированной экспериментальной установки синтеза наночастиц методом лазерной абляции объемных
мишеней в жидкости: ПН – перистальтический насос; БУ – блок управления; ММ – магнитная мешалка; Л – коротко�
фокусная линза; СД – светодиод; ФД – фотодиод; ИМ – измеритель мощности



тивность абляции при продолжительном облуче�
нии и сузить разброс по размерам получаемых на�
ночастиц.

В лабораторных экспериментах наработка ча�
стиц, как правило, происходит в замкнутом объе�
ме, иногда устанавливается система перемешива�
ния раствора. Для потокового получения больших
объемов коллоидных растворов наночастиц в не�
прерывном режиме нами была разработана про�
точная система. Доставка свежего растворителя в
реактор в ней осушествляется при помощи пере�
стальтического насоса, а удаление готового коло�
идного происходит самотеком, для перемешива�
ния раствора используется магнитная мешалка.

Важным элементом разаработанной установки
является система контроля концентрации с обрат�
ной связью. Синтез наночастиц сопровождается по�
явлением в растворе поглощения (так называемого
плазмонного поглощения) и рассеяния. Для наноча�
стиц серебра и золота максимум плазмонного погло�
щения лежит в видимой области спектра. С увели�
чением концентрации частиц в растворе его пропу�
скание уменьшается. В результате можно постро�
ить зависимость пропускания раствора от концен�
трацией наночастиц. Нами было предложено ис�
пользовать эту зависимость для контроля концен�
трации; запатентовано устройство, обеспечивающее
контроль концентрации и обратную связь [9].

Технически предложенное устройство предста�
вляет собой оптопару, состоящую из широкополос�
ного кремневого фотодиода и узкополосного селек�
тивного светодиода. В промежутке оптопары через
специальную кювету при помощи перестальтиче�
ского насоса прокачивается коллоидный раствор
из реактора. При увеличении концентрации нано�
частиц в коллоидном растворе его поглощение ра�
стет, соответственно сигнал излучения светодиода,
проходящий через раствор и фиксируемый фото�
диодом, уменьшается. При уменьшении тока на
фотодиоде до требуемого уровня, определенного
при помощи предварительной калибровки и соот�
ветствующего необходимой концентрации наноча�
стиц в реакторе, автоматически включается пери�
стальтический насос подачи свежего растворителя
в реактор, а избыток раствора из реактора самоте�
ком поступает в емкость для готового коллоидного
раствора.

Подбор селективного светодиода можно делать
для каждого материала мишени, исходя из спек�
тра плазмонного поглощения соответствующих
наночастиц. В то же время можно с достаточной
эффективностью использовать один светодиод для
контроля концентрации различных наночастиц.
На рис. 2 представлены спектры поглощения кол�
лоидных растворов серебра и золота в воде, а так�
же спектр излучения синего светодиода
L�7104UVC. Из рис. 2 видно, что излучение данно�
го светодиода эффективно поглощают оба колло�
идных раствора.

Рис. 2. Спектры поглощения (А) водных растворов наноча�
стиц серебра и золота и спектр излучения (I) свето�
диода

Кроме того, этот же светодиод может быть ис�
пользован для контроля концентрации наноча�
стиц платины. Как показали наши эксперименты,
несмотря на то, что пик их плазмонного поглоще�
ния находится в УФ области на длине волны
230 нм, пропускание коллоидного раствора при
наработке наночастиц в области 400 нм уменьша�
ется за счет рассеяния.

Заключение
Авторами разработана автоматизированная

установка синтеза наночастиц благородных метал�
лов методом лазерной абляции в жидкости. Уста�
новка позволяет получать воспроизводимые от
партии к партии коллоидные растворы наноча�
стиц платины, серебра и золота с контролируемой
концентрацией в пределах 0,01…0,1 г/л со сред�
ним диаметром ~ 7, 10, 25 нм, соответственно.
Дисперсии частиц могут быть дополнительно ста�
билизированы высокомолекулярными поверх�
ностно активными веществами (поливинилпирро�
лидон Е1201, полиэтиленгликоль Е1521). Ско�
рость наработки дисперсии наночастиц с концен�
трацией 0,05 г/л составляет до 0,2 л/ч для двухка�
нальной установки и лазера с энергией в импульсе
до 160 мДж и частоте следования имульсов 15 Гц.

Реализованная в установке оригинальная про�
точная система с системой обратной связи – необхо�
димое решение для получения большого количе�
ства коллоидного раствора наночастиц для их даль�
нейшего практического применения в косметоло�
гии, химии, медицине и легкой промышленности.

Дальнейшая модернизация созданной установ�
ки будет связана с оптимизацией проточной систе�
мы, а также разработкой автоматизированной си�
стемы контроля и поддержания оптимальной фо�
кусировки и плотности мощности на поверхности
мишени.

Работа выполнена при частичной финансовой под�
держке РФФИ, Грант № 12–02–31162_мол_а «Исследова�
ние оптических свойств наночастиц, полученных мето�
дом лазерной абляции объемных металлических мишеней
Zn и Cd в жидкости».
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Для контроля температурного поля промы�
шленных установок, построенных на основе нагре�
вательных модулей кольцевого типа, в том числе и
многозонных термических установок (МТУ) для
выращивания кристаллов [1, 2], используются
термоэлектрические датчики температуры, пред�
ставляющие собой термопары, изготовленные из
проводов, защищенных от электрических помех
кожухом с высокими электроизоляционными
свойствами. В качестве защитного кожуха, как
правило, используются керамические трубки раз�
ных диаметров с каналами, диаметр которых под�
бирается в зависимости от диаметра термопарных
проводов. Фиксация чувствительного элемента
(горячего спая) термопары в нужной точке нагре�
вательного модуля осуществляется путем изгото�

вления в нем специального канала диаметром, до�
статочным для установки термопары.

Установка датчика температуры приводит к
возникновению паразитных утечек тепловой энер�
гии и изменению температуры в зоне измерения, а
также к нарушению симметрии температурного
поля кольцевого нагревательного модуля.

Исследования по влиянию термопар на темпе�
ратурное поле проводились ранее для различных
объектов как экспериментально, так и с помощью
математических моделей [3–5]. Например, в [3]
показано, что падение температуры, вызванное
введением термопары для измерения точки плав�
ления меди, составило около 220 К. В [4] проведе�
ны исследования искажений температурного по�
ля, вызванных установкой термопар в материалах
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с низкой теплопроводностью. Приведен пример, в
котором искажение достигает 390 К. Поэтому
оценка влияния датчиков температуры на темпе�
ратурное поле кольцевого нагревательного модуля
МТУ представляет не только теоретический, но и
практический интерес.

Разрез конструкции нагревательного модуля,
симметричной относительно радиуса и половины
высоты, приведен на рис. 1.

Рис. 1. Разрез части нагревательного модуля: 1 – электро�
изолятор 1; 2 – электроизолятор 2; 3 – рабочий
объем; 4 – термопарная трубка; 5 – спай термопары;
6 – термопарные провода; 7 –воздушный зазор; Н1,
Н2 – нагревательные элементы; Т1, Т2 – токовыводы

Нагревательные элементы Н1, Н2, изготовлен�
ные из высокотемпературного сплава, встроены в
кольцевую структуру из электроизоляционных ма�
териалов с различными теплофизическими свой�
ствами (табл. 1). Электроизолятор 1 изготавливает�
ся из материала с высокой теплопроводностью и
предназначен для оперативной передачи тепловой
энергии от нагревательных элементов к рабочему
объему установки. Электроизолятор 2 изготавлива�
ется из материала с низкой теплопроводностью с це�
лью сохранения тепловой энергии в рабочем объеме
путем уменьшения ее утечки в окружающую среду.

Таблица 1. Теплофизические свойства материалов [6, 7]

Значения температуры кольцевого нагрева�
тельного модуля в рабочем режиме лежат в преде�
лах 1150…1500 К. Для измерения температуры в
этом диапазоне используются термопары платино�
вой группы с градуировкой ПП (S) [8] с термопар�
ной трубкой из алюмосиликатной керамики (тип

С610 [7]). Теплопроводность термопарной трубки
выше теплопроводности электроизолятора 2. Сле�
довательно, она способствует усиленному отводу
тепла от места расположения контрольной точки
(спая термопары).

Математическое описание тепловых процессов
в модуле при его нагреве представлено в [9]. Слож�
ность геометрии и разнородность материалов на�
гревательного модуля не позволяют получить ана�
литическое решение, поэтому модель реализована
в пакете программ COMSOL Multiphysics 3.5 [10], в
котором для решения задачи используется метод
конечных элементов.

Для оценки влияния датчика на искажение
температурного поля нагревательного модуля про�
ведена серия расчетов следующих вариантов кон�
струкции модулей:
a – без датчика измерения температуры;
b – с датчиком, имеющим теплофизические свой�

ства, приведенные в табл. 1;
c – с датчиком, у которого теплопроводность тер�

мопарной трубки уменьшена в 10 раз
(λ=0,6 Вт/(м·К));

d – с датчиком, у которого теплопроводность тер�
мопарной трубки увеличена в 10 раз
(λ=60 Вт/(м·К)).
Вследствие того, что точность измерения тем�

пературы зависит от условий теплообмена датчика
с его окружением [3, 5], предполагается, что спай
термопары с одной стороны плотно касается элек�
троизолятора 1, а с других сторон он окружен воз�
духом (рис. 1). Рассчитывалось стационарное со�
стояние при выделении тепловой энергии в нагре�
вателе Н1 – 5,82⋅107 Вт/м3 и в Н2 – 6,96⋅107 Вт/м3.

С целью исключения влияния на ожидаемые
результаты погрешностей, вызванных неопреде�
ленностью задания исходных данных, использова�
нием приближенных численных методов и ошибок
округления чисел на ЭВМ применены рекоменда�
ции, приведенные в [11]. А именно, согласно пра�
вилу Рунге по определению точности результатов,
получаемых численными методами, проведены
расчеты температурного поля нагревательного мо�
дуля для одинаковых исходных данных с числом
расчетных элементов Nэ=23883, 44831 и 78372.
Установлено, что отличие в значениях температур
в контрольной точке не превышает 0,05 %
(~0,4 К). Это приемлемо для решения рассматри�
ваемой задачи, так как ожидаемые отклонения
температурного поля от исходного состояния (ва�
риант а) могут составить несколько десятков гра�
дусов. На основании полученных результатов бы�
ло принято, что расчетная область может быть удо�
влетворительно аппроксимирована 44831 конеч�
ным элементом, что с одной стороны обеспечивает
желаемую точность, а с другой – приемлемое вре�
мя расчетов.

Расчетные распределения температуры вдоль
границы между элекроизоляторами 1 и 2 для ва�
риантов a и b представлены на рис. 2. Локальные
падения температуры вблизи токовыводов связа�

Элемент конструкции λ, Вт/(м·К) ρ, кг/м3 c, Дж/(кг·К)
Электроизолятор 1 11,5...8,0 2100,0 1095,0...1147,0
Электроизолятор 2 0,3330...0,3925 650,0 1087,0...1170,0
Сплав 27,7...36,8 7210,0 780,0...815,0
Термопарная трубка 6,0 2600,0 1000,0
Термопарные провода 82,25...90,00 20830,0...20565,0 156,0...167,0
Рабочий объем/воздух 0,07 0,31...0,24 1180,0...1225,0
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ны с их высокой теплопроводностью. Снижение
температуры (~20 К) в центре области (рис. 2, ли�
ния b) вызвано установленным датчиком.

Рис. 2. Расчетные распределения температуры на граничной ду�
ге между электроизоляторами 1 и 2 для вариантов a и b

Расчетные распределения температуры на гра�
нице рабочего объема (рис. 3) показывают, что
температура на внутренней поверхности модуля
падает на ~ 17 К, при этом характер распределения
температуры не меняется.

Рис. 3. Расчетные распределения температуры на границе ра�
бочего объема (рис. 1, область 3) для вариантов a и b

В табл. 2 представлены сводные данные по ре�
зультатам расчета температурных полей для раз�
личных вариантов модулей.

Таблица 2. Результаты расчета температурных полей нагре�
вательного модуля для различных вариантов 

Примечание: T1, T2 – температуры в контрольной точке и на
границе рабочего объема (ϕ=π/2); ΔQ2 – приращение мощ�
ности Н2, необходимое для достижения в контрольной точке
1290,28 К; ΔT1, ΔT2 – перепад температуры по термопарной
трубке от контрольной точки до граничной дуги между элек�
троизоляторами 1 и 2 и от граничной дуги между электроизо�
ляторами 1 и 2 до внешней поверхности.

Анализ результатов расчета температурных по�
лей показал, что использование датчиков с высо�
кой теплопроводностью термопарной трубки при�
водит к более сильному понижению температуры в
контрольной точке. Для компенсации этого эф�
фекта требуется повышенное энергопотребление
(ΔQ2). Из расчетов перепадов температуры видно,
что с ростом теплопроводности термопарной труб�
ки увеличивается перепад температуры в области
электроизолятора 1 и уменьшается перепад темпе�
ратуры в области электроизолятора 2.

Выводы
1. Установка датчиков температуры в нагрева�

тельные модули термических установок приво�
дит к утечкам тепловой энергии, снижающим
общий уровень температуры, как в зоне изме�
рения, так и в области рабочего объема прибли�
зительно на 17 К.

2. Полученные результаты следует учитывать как
в режиме калибровки термических установок и
выборе тепловых мощностей нагревательных
элементов, так и при решении задач управле�
ния температурным полем.

3. Несмотря на искажение температурного поля в
зоне установки датчика, распределение темпе�
ратуры на границе рабочего объема практиче�
ски сохраняет осевую симметрию.

Вариант T1, К T2, К ΔQ2, % ΔT1, К ΔT2, К

a 1290,28 1326,21 – 42,50 682,81

b 1273,74 1309,80 2,39 54,56 519,65

c 1282,11 1317,43 1,17 47,50 596,22

d 1232,78 1271,28 8,71 64,80 278,03
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Введение
В работе [1] обоснована необходимость и предста�

влены результаты исследования граничных условий
у эмиттера термоэмиссионного диода. Исследование
модели граничных условий у коллектора также пред�
ставляет интерес, который обусловлен в первую оче�
редь процессами у коллектора, связанными с перехо�
дом диффузионного режима работы диода в дуговой
[2–5]. Как и в [1], в данной работе анализируются
области возможных решений граничных уравнений,
используя методику анализа решений краевых задач
на фазовых плоскостях, предложенную в [6–8].

В настоящей работе проведены аналитические
и численные исследования модели монотонных
граничных условий у коллектора. Выявлены её
асимптотическое поведение, характерные измене�
ния при вариации параметров термоэмиссионного
диода и плазмы и поведение параметров плазмы
при поджиге дугового разряда.

Модель монотонных плазменных 
граничных условий у коллектора и её анализ
Модель монотонных граничных условий (вир�

туальный электрод отсутствует) в слое у коллекто�
ра для плотности ионного Jid, электронного Jed тока
и плотности энергии электронов qed для тормозя�
щего (VC≥0) приэлектродного потенциального
барьера записывается [6, 9]:

(1)

(2)

(3)

и для ускоряющего (VC≤0) приэлектродного потен�
циального барьера:

(4)

(5)

(6)

(7)

где Jred=γCeendv–e(Ted), Jrid=γCiendv–i(Td) – плотности ха�
отического тока электронов и ионов из плазмы на
коллектор; e – заряд электрона; γCe, ACe, γCi, ACi – ко�
эффициенты пропорциональности для хаотическо�
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Анализируется модель монотонных плазменных граничных условий у коллектора термоэмиссионного диода на плоскостях
плотность плазмы–ионный ток, плотность плазмы–плотность энергии электронов и других. Классифицировано характерное по�
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го тока и анизотропии потоков заряженных частиц
и энергии; nd – плотность плазмы у коллектора;
v–e(Ted)=√

⎯

(8k
⎯

Ted
⎯

)/
⎯

(πme)
⎯

, v–i(Td)=√

⎯

(8k
⎯

Td)
⎯

/(
⎯

πmi)
⎯

– тепло�
вые скорости заряженных частиц; k – постоянная
Больцмана; me, mi – массы заряженных частиц; J –
плотность тока диода; JCe

(E), JCi
(E) – эмиссионные элек�

тронный и ионный токи с учетом нормального эф�
фекта Шоттки [4]; Ted, Td – температуры электро�
нов плазмы и ионов (атомов) цезия; TeC – темпера�
тура электронов коллектора; TC – температура кол�
лектора. Хорошим приближением считается
Td=TeC=TC [1, 2]. Нижний индекс «d» означает, что
значения параметров плазмы берутся у коллекто�
ра для пространственной переменной x=d, d –
межэлектродное расстояние. Эмиссионные элек�
тронный и ионный токи коллектора для напря�
женности электрического поля у коллектора
E=0 определяются как

где ga, gi – статистические веса атома и иона цезия;
FC – работа выхода электрода в парах цезия;
Vi=3,89 эВ – энергия ионизации цезия;
A=120,2 A/(K2см2) – теоретическая эмиссионная
постоянная; βC – параметр компенсации заряда у
коллектора.

Плотность атомов nad цезия для слабоионизо�
ванной плазмы определяется из уравнения состоя�
ния у коллектора

где pCs – давление насыщенных паров в резервуаре
с цезием.

Из равенства плотности энергии электронов в
плазме у коллектора

и плотности энергии электронов через слой у кол�
лектора (3) или (6) получим выражение для про�
странственной производной температуры электро�
нов плазмы у коллектора

(8)

где λed – коэффициент теплопроводности электрон�
ного газа и множитель βed, определенные в [2].

Для аналитических исследований модели
(1)–(8) выполним ряд преобразований и получим
несколько соотношений для параметров диода и па�
раметров плазмы у коллектора. Каждая пара гра�
ничных условий (1)–(2) и (4)–(5), с учетом (7), пре�
образуется следующим образом. Выражается из
уравнения баланса для электронного тока, напри�
мер из (1), экспонента и подставляется в уравнение

(2) баланса для ионного тока и учитывается выра�
жение для J. Окончательно получаем уравнения

(9)

(10)

При фиксированных параметрах диода TC, FC,
pCs, J и фиксированных параметрах плазмы Ted, TeC,
Td получили функции (9) и (10), которые в неявном
виде задают связь между плотностью плазмы и ион�
ным током и позволяют изучить поведения этих
функций и их представление на плоскости (n,Ji).

Уравнения (9) и (10) имеют точку сшивки
(VC=0) с координатами

(11)

(12)

Подставляя (11), (12) в (6) и (8), используя (4)
при VC=0, получим выражения для ординат точек
сшивки для плоскостей (Te,qe) и (Te,dTe/dx)

(13)

(14)

Каждая из функций g={g1=0,g2=0} имеет огра�
ниченную область определения: g1(nd,Jid)=0 –
{n≥nd

0,Jid≥J0
id}; g2(nd,Jid)=0 – {n≤nd

0,Jid≤J0
id}. Кроме

этого, на область определения функций наклады�
вается физическое ограничение nd>0.

Анализ уравнений (9) и (10) позволяет выявить
особенности асимптотического поведения кривых
граничных уравнений для различной полярности
VC. При больших значениях VC>0 ионный ток Jid,
согласно (9), стремится к асимптоте

(15)

вследствие этого имеется ограничение на величину
VC.

Подставляя выражение (15) в выражение для
ускоряющего потенциального барьера, полученно�
го из (1)
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и выполняя предельный переход nd→∞, получим
предельное значение

(16)

При больших значениях VC<0 плотность ион�
ного тока Ji0, согласно (10)

(17)

Так как Ji–dn/dx, то асимптотическая зависи�
мость (15) представляет собой граничное условие
III рода, (17) – граничное условие II рода, а в про�
межуточных точках кривой g={g1=0,g2=0} – супер�
позицию всех трех родов.

Покажем, что в модели (1)–(8) имеется допол�
нительное ограничение области определения кри�
вой g2=0 и особенность для VC. Преобразуя (4) с
учетом (7), получим формулу для тормозящего
приэлектродного барьера (VC≤0)

(18)

Так как знаменатель логарифма в (18) должен
быть положительной величиной, то выражение
для области ограничения параметров плазмы у
коллектора на плоскости (n,Ji) запишется как

(19)

Приравнивая правую часть неравенства (19) к
нулю, получим выражение для границы области
ограничения

(20)

где nd
b, Jb

id – абсцисса и ордината линии границы
области ограничения. Совместный анализ уравне�
ний (4), (5), (10) и (20), учитывая (18), показал, что
при приближении точки, находящейся на
g2(nd,Jid)=0, к точке на прямой (20) с координатами

(21)

(22)

потенциальный барьер у коллектора VC→–∞.
Для получения точек кривой g={g1=0,g2=0} и

затем вычисления выражений (3), (6), (8), необхо�
димо выполнять численные расчеты. Задаются Ted,
Td и VC, с учетом (16), при фиксированных параме�
трах диода TC, FC, pCs, J, тогда любая точка кривой
g={g1=0,g2=0}из области её определения вычисля�
ется путем решения системы линейных алгебраи�
ческих уравнений (СЛАУ) относительно nd и Jid

(23)

где
для j=1, VC≥0,

для j=2, VC≤0,

Контроль решения СЛАУ (23) осуществлялся
по невязке функций g={g1=0,g2=0}. Для учёта эф�
фекта Шоттки организовывался итерационный
цикл, окончание которого происходило при дости�
жении заданной относительной погрешности
|ΔJCe

(E)|/JCe
(E).

Результаты численных исследований 
и их обсуждение
На рис. 1 представлены характерные кривые

граничных условий g={g1=0,g2=0} у коллектора
для различных работ выхода. Сплошными круж�
ками на кривых обозначены точки сшивки с коор�
динатами (11), (12), находящиеся в первом кван�
дранте. Пунктирной линией обозначена граница
области ограничения параметров плазмы у кол�
лектора (20). С увеличением FC плотность эмисси�
онного электронного тока JCe

(0) уменьшается (А/см2):
1,04, 0,33, 0,032, а параметр компенсации βC уве�
личивается: 1,05⋅10–8, 1,07⋅10–7, 1,11⋅10–5. Для всех
кривых реализуется режим недокомпенсации
βC<<1. Кривые g1=0 практически полностью сов�
падают с асимптотой (15).

Каждая из кривых g2=0 представляет собой, со�
гласно (10), линию, подобную ветви параболы,
большая часть которой находится в первом кван�
дранте. Основные изменения кривой происходят
при изменении VC в диапазоне [–kTed/e,0]. В обла�
сти VC<–2 В она приближается сверху к асимптоте
(17). При малых βC и уменьшении JCe

(0) парабола вы�
рождается в прямую.

В некоторых работах, например [2, 4], для ана�
лиза параметров плазмы используется модель неэ�
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миттирующего коллектора JCe
(0)=JCi

(0)=0. В этом слу�
чае, как и для малых значений βC и JCe

(0), в точке
сшивки производная dJi/dn терпит существенный
разрыв, который отражается на вольтамперной ха�
рактеристике диода. Кривая g2=0 совпадает с пря�
мой (20) (рис. 1, пунктир) и находится полностью в
первом квандранте. Координаты точки, в которой
VC=∞, вычисляются по (21), (22) при JCi

(0)=0. При
анализе данного приближения математических
трудностей, связанных с областью ограничения
параметров, плазмы у коллектора, не возникает,
т. к. VC вычисляется не из (18), а из уравнения (5)

В случае значительных перекомпенсаций
βC>>1 (рис. 2) поведение кривых g={g1=0,g2=0} су�
щественно изменяется. Точки сшивки лежат в че�
твертом квандранте и кривые g1=0 значительно от�
клоняются от асимптоты (15). Поведение каждой
из кривых g2=0 рис. 2 во многом похоже на пове�
дение кривых рис. 1 за исключением того, что
приближение к асимптоте снизу и область выхода
к ней менее выражена. При увеличении Ted отчет�
ливо видно движение границы области ограниче�
ния параметров плазмы у коллектора вправо по
оси on. Поведение кривых g={g1=0,g2=0}
рис. 2 практически совпадает с поведением соот�
ветствующих кривых для эмиттера при больших
значениях перекомпенсации βE [1], за исключени�
ем наличия области ограничения параметров плаз�
мы. Переход от характерного вида кривых
g={g1=0,g2=0} рис. 1 к виду кривых рис. 2 проис�
ходит при сочетании параметров диода и плазмы,
для которых Jid

(0)
≈–JC

(0).

Рис. 1. Зависимости плотности ионного тока от плотности
плазмы в оболочке у коллектора для параметров
диода: TC=1000 К, pCs=1 мм рт. ст., J=1 А/см2 и плаз�
мы: Ted=2000 К, VC∈[–5,0;+0,25]

Малые изменения nd и Jid в окрестности точки
(ndb,Jidb) функции g2=0 приводят к существенным
изменениям VC. Например, вариация VC в диапазо�
не [–5,0; –2,0] на 1 В приводит к вариации в
8–9 знаках после запятой нормализованных вели�
чин nd, Jid, а для кривых рис. 1 – в 14–16 знаках.
Такая подстройка параметров лабораторной плаз�
мы и такие прецизионные измерения параметров
плазмы у электрода невозможны. Распределения

плотности плазмы в межэлектродном зазоре для
областей квазинасыщения вольтамперной харак�
теристики диода и поджига разряда, полученные с
помощью зондовых измерений [3], практически
совпадают.

Точку (ndb,Jidb), в связи с большой восприимчи�
востью [10], наличием ограничения (20), можно
рассматривать как точку бифуркации, которая
значительно влияет на нестационарные и критиче�
ские плазменные процессы термоэмиссионного
диода [2].

Рис. 2. Зависимости плотности ионного тока от плотности
плазмы в оболочке у коллектора для параметров
диода: TC=1800 К, FC=3,25 эВ, pCs=1 мм рт. ст.,
JCe

(0)=0,31 А/см2, J=1 А/см2 и плазмы: VC∈[–5,0;+0,17],
βC=147,42

На рис. 3 показаны зависимости qed=qed(nd) и
dTed/dx=dTed/dx(nd), построенные с помощью (3),
(6)–(8) для данных рис. 1. Видно, что в области
определения g2=0 изменение qed=qed(nd) линейно, а
для g1=0 – почти линейно. Но при больших эмисси�
онных токах JCe

(0) зависимость qed=qed(nd) имеет ло�
кальный минимум, т. е. в некотором диапазоне из�
менения nd разным состояниям плазмы соответ�
ствует одинаковая плотность потока энергии элек�
тронов. Это обстоятельство отмечалось в [3]. На за�
висимостях qed=qed(nd), соответствующих кривым
рис. 2, локальный минимум появляется при боль�
ших значениях Ted. Сечение кривых, подобных
кривым рис. 3, при фиксированных значениях nd

позволяют построить зависимости qed=qe(Ted) и
dTed/dx=dTed/dx(Ted).

В связи с ограничением VC<VClim имеется ограни�
чение области определения кривой g1=0:nd<ndmax,
так же как и для эмиттерной оболочки [1].

В модели (1)–(8) плотность тока диода J>0 не
ограничивается эмиссионным током с коллектора
JCe

(0). При вариации J в большом диапазоне форма кри�
вых g={g1=0,g2=0} сохраняет характерные особенно�
сти, описанные выше, для J=1 А/см2 (рис. 1, 2).

Относительные изменения эмиссионных токов
коллектора за счет нормального эффекта Шоттки
практически аналогичны относительным измене�
ниям эмиссионных токов эмиттера [1].

Анализ координат точек сшивки (11)–(12), а
также (13)–(14), и их изменений при вариации па�
раметров диода и плазмы является удобным спосо�
бом оценки вида и изменения положения кривых
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граничных условий у коллектора на фазовых пло�
скостях, подобных (n,Ji). Такой анализ можно про�
водить подобно тому, как это сделано для модели
эмиттерной оболочки [1]. Кроме указанных выше
точек важную роль при анализе модели коллектор�
ной оболочки играет граница области ограничения
параметров плазмы у коллектора (20) и точка с ко�
ординатами (ndb,Jidb), при приближении к которой
значение VC существенно возрастает. Небольшие
погрешности вычисления функции g2(nd,Jid)=0 в
окрестности точки (ndb,Jidb) приводят к неустойчи�
вости вычислительного процесса и, как следствие,
к скачкам на вольтамперной характеристике дио�
да [6]. С физической точки зрения анализ поведе�
ния кривой g2=0 вблизи прямой (20) важен для по�
нимания процесса перехода из диффузионного в
дуговой режим работы диода [5].

Модели граничных условий у эмиттера и кол�
лектора обладают симметрией при смене напра�
вления протекания плотности тока диода [2]. При
замене J на –J все особенности кривых граничных
уравнений f={f=1=0,f=2=0}, исследованные в [1],
проявляются для кривых g={g1=0,g2=0}, и наобо�
рот.

Выводы
1. Аналитические и численные исследования мо�

дели монотонных плазменных граничных
условий на плоскости плотность плазмы–ион�
ный ток позволили выявить и исследовать
область ограничения параметров плазмы у кол�
лектора. При приближении кривой граничного
условия к данной области значительно растет
модельное значение скачка потенциала у кол�
лектора. Пересечение границы этой области с
кривой граничного условия является точкой
бифуркации плазменных процессов термоэмис�
сионного диода. При приближении к этой точке
требуется обеспечение прецизионных вычисле�
ний параметров плазмы. Анализ поведения
кривой граничного условия в окрестности этой
точки играет важную роль в понимании про�
цесса поджига дуги.

2. Координаты точек сшивки граничных условий
удобно использовать как для анализа типа кри�
вой граничного уравнения у коллектора, так и
для оценки влияния параметров диода и плаз�
мы на их изменение. В области точки сшивки
обнаружен резкий излом кривых коллектор�
ных условий. Он характерен как для малых,
так и для больших параметров компенсации,
но особенно отчетливо проявляется при малых
значениях электронного тока эмиссии коллек�
тора.

3. Все выявленные характерные особенности за�
висимостей плотности ионного тока от плотно�
сти плазмы (асимптоты, переходные участки до
асимптот) отображаются в поведении плотно�
сти энергии электронов и пространственной
производной электронной температуры у кол�
лектора от этой переменной. Зависимость плот�
ности энергии электронов у коллектора от
плотности плазмы для тормозящего приэлек�
тродного потенциального барьера при больших
значениях плотности эмиссионного тока элек�
тронов имеет экстремальный характер.
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Ted=2000 К, VC∈[–5,0;+0,25]
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Введение
Линейные индукционные ускорители (ЛИУ) с

магнитной коммутацией, разработанные в Физико�
техническом институте ТПУ, используются в ос�
новном в качестве источников питания реляти�
вистских СВЧ приборов [1]. Отсутствие в ЛИУ на
магнитных элементах газоразрядных коммутато�
ров снимает принципиальные ограничения на ча�
стоту повторения импульсов. В продолжительном
режиме работы эта частота ограничена тепловыми
нагрузками на элементы ЛИУ, в первую очередь на
сердечники магнитных коммутаторов (дросселей
насыщения), а при кратковременном включении
ускорителя в режиме пакета импульсов с еще мень�
шим периодом следования – частотными возмож�
ностями тиристорного зарядного устройства, т. е.
временем восстановления тиристоров и временем
заряда накопителя первичного источника питания
[2]. Эффективность применения ЛИУ с магнитной
коммутацией энергии в проводимых эксперимен�
тальных исследованиях обусловлена высокой ста�
бильностью их выходных параметров, высокой ча�
стотой следования импульсов, достигающей нес�
кольких килогерц, и практически неограничен�
ным ресурсом работы. Такой ускоритель может ра�
ботать в любом однополярном режиме: отрицатель�
ном, когда нагрузкой является, например, реляти�

вистский магнетрон, или положительном – при ра�
боте на отражательный триод. Полярность рабочих
импульсов ЛИУ может изменяться перестановкой
клемм на выходе первичного источника питания.

С целью расширения функциональных воз�
можностей ЛИУ на магнитных элементах, напри�
мер, для их практического применения в техноло�
гических процессах в области материаловедения,
необходимо создать устройство, способное сформи�
ровать на нагрузке два высоковольтных разнопо�
лярных импульса напряжения с временной за�
держкой между ними [3]. Решение данной задачи
позволило бы в случае прикладного использования
такой установки повысить ее производительность,
эффективность и надежность, а также значительно
упростить эксплуатацию.

В настоящей работе представлены схема, мето�
дика расчета параметров элементов и результаты
моделирования работы ЛИУ с магнитной коммута�
цией энергии, способного формировать на нагруз�
ке два разнополярных импульса, разделенных вре�
менным интервалом, при одном срабатывании пер�
вичного источника питания и с высокой частотой
посылок сдвоенных импульсов.

При разработке ускорителя с разнополярными
импульсами за основу была принята схема постро�
ения действующего ЛИУ 0,4/6 [4].
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Электрическая схема
На рис. 1 представлена принципиальная элек�

трическая схема ЛИУ. Основными узлами ЛИУ
являются ферромагнитная индукционная система
(ИС), формирующая рабочие импульсы в нагруз�
ке; первичный накопитель С0 с тиристорным ком�
мутатором Т; импульсный трансформатор (ИТ);
магнитный импульсный генератор (МИГ), состоя�
щий из звеньев сжатия с конденсаторами С1, С2, С3,
С4 и дросселями насыщения L1, L2, L3 и служащий
для согласования параметров выходного импульса
первичного накопителя С0 с параметрами импуль�
са заряда емкостей С5 и С6; дроссель насыщения L4,
служащий для перезаряда емкости С5; магнитный
коммутатор L5, переключающий заряженные ем�
кости С5 и С6 на витки намагничивания ИС; ем�
кость С7, обеспечивающая инвертирование им�
пульсов в нагрузке в процессе своего заряда и раз�
ряда; дроссель насыщения L6, предназначенный
для создания требуемой временной паузы ΔtИ меж�
ду сдвоенными импульсами разной полярности и
переключения заряженной емкости С7 на витки
намагничивания ИС; омический эквивалент на�
грузки RН.

Емкость С0 выполнена из конденсаторов типа
К75–81 (20 мкФ, 1600 В), соединенных парал�
лельно. Звенья сжатия МИГ содержат емкости С1,
С2, С3 и С4 в виде сборок параллельно�последова�
тельно включенных конденсаторов типа К75–74
(0,1 мкФ, 40 кВ и 0,047 мкФ, 40 кВ). Для форми�
рования на выходе ускорителя импульсов, близ�
ких по виду к трапецеидальным, емкости С5, С6 и
С7, условно показанные в виде конденсаторов с со�
средоточенными параметрами, выполнены по тех�
нологии полосковых формирующих линий.

Индукционная система, импульсный тран�
сформатор, дроссели насыщения L1, L2, L3, L4, L6 и
магнитный коммутатор L5 построены на торои�
дальных сердечниках различных диаметров, изго�
товленных из ферромагнитной ленты шириной
25 мм и толщиной 0,01 и 0,02 мм пермаллоевого
сплава марки 50 НП с коэффициентом заполнения
сердечников сталью ~ 0,8.

Принцип работы
Заряд емкости С0 первичного источника пита�

ния осуществляется при протекании тока по пер�
вичной обмотке импульсного трансформатора, сер�
дечник которого при этом перемагничивается до
области отрицательного насыщения. При включе�
нии тиристорного коммутатора Т емкость С0 раз�
ряжается через импульсный трансформатор на ем�
кости С1 и С2 входного звена МИГ по двум конту�
рам. Емкость С1 заряжается непосредственно от
вторичной обмотки ИТ, а емкость С2 заряжается
током, протекающим через обмотки дросселей L1,
L2, L3 и L4 и переводящим их в состояние насыще�
ния. При заряде емкости С1 и С2 включены в кон�
туре параллельно. По окончании передачи энергии
из С0 в С1 и С2 под действием напряжения на С1,
приложенного к вторичной обмотке ИТ, его сер�
дечник начинает перемагничиваться в обратном
направлении. ИТ насыщается, что приводит к пе�
резаряду емкости С1 через его вторичную обмотку
и удвоению (без учета потерь) напряжения на про�
тивоположных выводах емкостей С1 и С2 при их
последовательном включении по сравнению с на�
пряжением заряда. Под действием напряжения
UС(t)=UС1(t)+UС2(t) дроссель L1 выходит из состоя�
ния отрицательного насыщения и начинает пере�
магничиваться. Он насыщается, но уже в положи�
тельной области, и начинается разряд последова�
тельно соединенных емкостей С1, С2 (суммарная
емкость С1–2=0,5С1=0,5С2) на емкость С3. Дальней�
шая передача энергии от звена к звену с последова�
тельным временным сжатием импульсов в звеньях
C3, L2 и C4, L3 в 3–4 раза осуществляется при рав�
ной величине напряжения.

Выражение, определяющее зависимость кон�
структивных параметров дросселей насыщения от
требуемого времени передачи энергии в звеньях
МИГ, записывается в виде:
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Рис. 1. Электрическая схема частотного линейного индукционного ускорителя с двумя разнополярными импульсами



где Δtn – интервал времени передачи энергии из
емкости Cn в емкость Cn+1; Δt'n+1 – интервал времени
перемагничивания дросселя Ln+1; L'n – суммарная
индуктивность контура, состоящая из индуктив�
ности обмотки дросселя Ln в насыщенном состоя�
нии его сердечника, индуктивности токовводов LТ

и индуктивности конденсаторов LС; Cn – емкость
разряда; Cn+1 – емкость заряда; Ψn+1 – потокосце�
пление дросселя Ln+1; Uср.n+1=Un+1/2 – среднее значе�
ние напряжения, приложенного к обмотке дроссе�
ля Ln+1; Un+1 – амплитудное значение напряжения
на конденсаторе Cn+1; Wn+1 – число витков обмотки 

дросселя Ln+1; – общая площадь

поперечного сечения сердечников дросселя Ln+1; D,
d, h – внешний, внутренний диаметры и ширина
ленты сердечника; k – коэффициент заполнения
сталью объема сердечника; N – число сердечни�
ков; ΔВ – приращение индукции (для пермаллоя
50 НП ΔВ=2,5 Тл).

Индуктивность обмотки дросселя Ln в насы�
щенном состоянии сердечника равна:

(2)

где Wn – число витков обмотки дросселя Ln; Dn и
dn – внешний и внутренний диаметры обмотки;
an – аксиальный размер обмотки.

Разряд конденсатора С4 и заряд формирующих
линий С5 и С6, включенных в этот момент времени
в цепи параллельно, происходит после насыщения
дросселя L3 (дроссель L4 в это время ненасыщен) по
двум контурам. Линия С5 заряжается током, про�
текающим через обмотку насыщенного дросселя
L3. Зарядный ток линии С6 протекает по обмоткам
дросселя L3, магнитного коммутатора L5 и пере�
ключающего дросселя L6. Этот ток одновременно
является размагничивающим током для сердечни�
ков коммутатора L5 и дросселя L6. К магнитному
коммутатору L5 напряжение в это время не при�
кладывается, так как по отношению к нему емко�
сти С5 и С6 заряжаются встречно. Временной ин�
тервал передачи энергии при этом будет равен:

(3)

где Ψ4=W4S4ΔB – потокосцепление дросселя насы�
щения L4; W4 и S4 – число витков и площадь попе�
речного сечения сердечника дросселя L4; 

– среднее значение на�

пряжения, приложенного к обмотке дросселя L4;
UC5–6 – амплитудное значение зарядного напряжения
параллельно включенных емкостей С5 и С6. L'3 – сум�
марная индуктивность контура, состоящая из индук�
тивности обмотки насыщенного дросселя L3, которая
определяется по уравнению (2), индуктивности то�
ковводов LТ3 и индуктивности конденсаторов LС4,5,6.

Для полной передачи энергии из конденсаторов
звеньев сжатия МИГ в формирующие линии С5 и
С6 следует выбирать их емкости в соотношении
0,5С1=0,5С2=С3=С4=2С5=2С6=С. В этом случае (без
учета потерь) величины разрядного напряжения
на С1, С2 и зарядного напряжения на С3, С4 и С5, С6

(включенных параллельно) будут равны.
В процессе заряда под действием напряжения

формирующей линии С5 сердечник дросселя
L4 начнет перемагничиваться. Срабатывание дрос�
селя L4 при его насыщении происходит в тот мо�
мент времени, когда ток IC4=IC5+IC6 в цепи разряда
емкости С4 и заряда емкостей C5 и C6 упадет до ну�
ля. В это время начинается процесс перезаряда ли�
нии С5 через обмотку дросселя L4, который приво�
дит к изменению полярности линии С5 на противо�
положную и включению емкостей С5 и С6 последо�
вательно. Суммарная емкость формирующих ли�
ний С5 и С6 при этом уменьшится в 4 раза по отно�
шению к их параллельному включению
(С4=0,5С5=0,5С6), а напряжение на противополож�
ных электродах линий к концу процесса перезаря�
да удвоится (без учета потерь) по сравнению с за�
рядным напряжением. Интервал времени переза�
ряда Δt5 линии С5 будет равен:

(4)

где L'4 – индуктивность контура, состоящая из ин�
дуктивности обмотки насыщенного дросселя L4,
индуктивности токовводов LТ4 и индуктивности
конденсаторов LС5.

Нарастающее напряжение на последовательно
включенных линиях С5 и С6 прикладывается к об�
мотке магнитного коммутатора L5. Через обмотку
магнитного коммутатора начинает протекать пере�
магничивающий ток. Величину потокосцепления
Ψ5 магнитного коммутатора L5 следует выбирать
из следующего условия: сердечник магнитного
коммутатора должен насытиться в момент оконча�
ния перезаряда линии С5, т. е. должно выполнять�
ся условие:

(5)

где W5 и S5 – число витков обмотки и площадь по�
перечного сечения сердечника магнитного комму�
татора L5; Uср.5–6=0,5(UС5+UС6) – среднее напряже�
ние, действующее на витки обмотки магнитного
коммутатора L5 при перезаряде линии С5 и вклю�
чении последовательно линий С5 и С6; UС5 и UС6 –
амплитудное значение зарядного напряжения ли�
ний С5 и С6.

После насыщения сердечника магнитного ком�
мутатора L5 включенные последовательно линии
С5 и С6 начнут разряжаться через обмотку магнит�
ного коммутатора L5 на витки намагничивания ИС
и формирующую линию С7. Переключающий дрос�
сель L6 находится в это время в ненасыщенном для
рабочего тока состоянии. Эквивалентной для дан�
ного процесса является схема разряда заряженно�
го конденсатора с емкостью С=0,5С5=0,5С6 и на�
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чальным напряжением U=UC5+UС6 на цепь из вто�
рого конденсатора с емкостью С7, индуктивности
контура LР1 и сопротивления R. В случае апериоди�
ческого процесса величина максимального тока
IR1 в контуре и напряжение заряда UС7 линии
С7 определяются выражениями [5]:

(6)

где 0,5С5 – эквивалентная емкость последователь�
но включенных формирующих линий С5 и С6 при
условии С5=С6; UС5+UС6 – напряжение разряда по�
следовательно включенных линий С5 и С6, равное
сумме их зарядных напряжений; R=RН/n2 – приве�
денное к первичной цепи ускорителя сопротивле�
ние нагрузки; RH – сопротивление нагрузки; n –
число сердечников ИС; LР1=L5+LR+LS+LФ+LM1 – ин�
дуктивность разрядной цепи; L5 – индуктивность
обмотки магнитного коммутатора в насыщенном
состоянии сердечника; LR – индуктивность нагруз�
ки RH, приведенная к первичной цепи; LS – индук�
тивность рассеяния ИС; LФ – индуктивность фор�
мирующих линий С5, С6 и С7; LM1 – индуктивность
монтажа контура разряда.

Ток заряда линии С7 одновременно является
перемагничивающим током индукционной систе�
мы, способствующим формированию в нагрузке RН

первого высоковольтного импульса тока IН с на�
пряжением UН отрицательной полярности, дли�
тельность τ1 которого определяется:

(7)

Для эффективной передачи энергии следует
выбирать емкости формирующих линий в соотно�
шении 0,5С5=0,5С6=С7=С. В этом случае величина
напряжения заряда формирующей линии С7 будет
близка к величине зарядного напряжения после�
довательно включенных линий С5 и С6.

После передачи энергии из емкостей С5 и С6 в
нагрузку RН и в емкость линии С7 последняя оста�
ется заряженной до тех пор, пока переключающий
дроссель L6 не перейдет в насыщенное состояние.
Величина потокосцепления Ψ6 дросселя L6 опреде�
ляет временную задержку между первым (отрица�
тельным) и вторым (положительным) импульсами
в нагрузке RН и вычисляется по выражению:

(8)

где Ucp.7=UC7/2 – среднее значение напряжения,
приложенного к виткам обмотки переключающего
дросселя L6; UC7 – амплитудное значение напряже�
ния на линии С7; ΔtИ – интервал времени задержки
между разнополярными импульсами в нагрузке
RН, который задается в техническом задании на
проектирование устройства; W6 и S6 – число вит�
ков и площадь поперечного сечения сердечника
дросселя L6.

Нарастающим напряжением на формирующей
линии С7 переключающий дроссель L6 перемагни�
чивается. После временной паузы ΔtИ дроссель
L7 срабатывает и в витки намагничивания ИС вво�
дится обратный ток (ток разряда линии С7) и энер�
гия линии С7 переводится в нагрузку. Максималь�
ная величина разрядного тока IR2 формирующей
линии С7 через обмотку дросселя насыщения L6 и
витки намагничивания ИС на омическую нагрузку
R в момент времени t1 определяется следующими
соотношениями [5]:

(9)

где LР2=L6+LR+LS+LФ7+LM2 – индуктивность разряд�
ного контура; L6 – индуктивность обмотки насы�
щенного дросселя L6; LR – индуктивность нагруз�
ки, приведенная к первичной цепи; LS – индуктив�
ность рассеяния ИС; LФ7 – индуктивность одинар�
ной формирующей линии С7; LM2 – индуктивность
монтажа контура разряда.

При этом в нагрузке RН формируется второй
высоковольтный импульс тока IН с напряжением
UН положительной полярности, длительность ко�
торого τ2 определяется:

(10)

После проведенного расчета необходимо уточ�
нить основные параметры ускорителя: емкости
конденсаторов и напряжения на них, объемы сер�
дечников, числа витков обмоток и др. Полученные
данные позволяют выполнить конструктивный
расчет дросселей, индукционной системы, тран�
сформатора, сборок конденсаторов МИГ и форми�
рующих линий и вновь уточнить исходные вели�
чины электрических параметров элементов ЛИУ.

Конструктивное исполнение элементов ЛИУ
следующее. Индукционная система состоит из
14 тороидальных ферромагнитных сердечников
прямоугольного сечения размером К380×140×25
(внешний диаметр–внутренний диаметр–ширина
в мм) и толщиной ленты 0,01 мм. На каждом сер�
дечнике (индукторе) размещен 1 виток намагни�
чивания. Емкость первичного источника
С0=1080 мкФ. Конденсаторы звеньев сжатия МИГ
имеют емкости С1=С2=0,6 мкФ, С3=0,25 мкФ,
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С4=0,24 мкФ. Емкость каждого следующего звена
сжатия выбирается несколько меньше емкости
предыдущего. В результате компенсируется уме�
ньшение напряжения в звеньях из�за активных
потерь при передаче энергии. Этот метод использу�
ется и при выборе величины емкостей параллельно
включенных формирующих линий С5 и С6 относи�
тельно емкости конденсатора С4 последнего звена
сжатия МИГ. Формирующие линии состоят из на�
боров полосковых медных электродов с межслой�
ной изоляцией из синтофлекса и имеют емкости
C5=С6=0,1 мкФ и С7=0,05 мкФ. Конструктивно
формирующие линии для компактности устрой�
ства намотаны снаружи сердечников индукцион�
ной системы. Дроссель L1 выполнен из 6 сердечни�
ков размером К250×110×25 (толщина ленты
0,02 мм) и имеет 13 витков обмотки. Дроссель
L2 содержит также 6 сердечников К250×110×25,
но число витков обмотки равно 4. Дроссель L3 из�
готовлен из 5 сердечников размером К420×220×25
(толщина ленты 0,01мм) и имеет 1 виток. Дрос�
сель насыщения L4, включенный параллельно вы�
ходу МИГ и выводам формирующей линии С5, со�
держит 1 сердечник К380×150×25, обмотка имеет
1 виток. Магнитный коммутатор L5 выполнен из
одного сердечника К420×150×25 (пермаллоевая
лента толщиной 0,01 мм) с одновитковой обмот�
кой. Дроссель L6 изготовлен из 3 сердечников раз�
мером К380×180×25 пермаллоевого сплава марки
50 НП с толщиной ленты 0,01 мм, обмотка имеет
1 виток. Все эти элементы высоковольтного моду�
ля ЛИУ размещены в цилиндрическом корпусе из
нержавеющей стали с внутренним диаметром
670 мм, заполненном трансформаторным маслом.

Результаты моделирования
Для исследования работы ЛИУ данного типа с

указанными выше параметрами элементов была
принята за основу схема моделирования, разрабо�
танная ранее для ЛИУ 04/6 [4, 6]. Отметим, что
расчет ЛИУ, проведенный по уравнениям (1)–(10),
является предварительным. В модели расчет вы�
полнялся по эквивалентной схеме, в которой до�
полнительно вводились активные сопротивления
и индуктивности соединительных проводников и
элементов в сборках, «паразитные» емкости и ин�
дуктивности импульсного трансформатора и ин�
дукционной системы. Потери энергии в ферромаг�
нитных сердечниках, в меди проводников обмоток
и соединений, в диэлектрике конденсаторов и фор�
мирующих линий учитывались введением в схему
эквивалентных сопротивлений потерь.

При напряжении первичного источника пита�
ния UC0=1 кВ в расчетах были получены следую�
щие значения напряжений на элементах, конден�
саторах звеньев сжатия МИГ и формирующих ли�
ниях: вторичная обмотка импульсного трансфор�
матора UИТ2=29,2 кВ, UС1+UC2=57,9 кВ, UC3=58 кВ,
UC4=54 кВ, UC5+UC6=106 кВ, UС7=85,3 кВ. Параме�
тры выходных разнополярных импульсов на оми�
ческой нагрузке RН=100 Ом (рис. 2): отрицатель�
ный – амплитуда тока составляет 3,2 кА при на�

пряжении 320 кВ, длительность импульса по осно�
ванию равна 115 нс; положительный – амплитуда
тока 4,7 кА при напряжении 470 кВ, длитель�
ность по основанию 135 нс; время задержки между
импульсами равно 240 нс. Варьируя величинами
емкостей формирующих линий С5, С6 и С7, можно
изменять амплитуды и длительности обоих им�
пульсов в нагрузке RН, а меняя величину потокос�
цепления Ψ6 переключающего дросселя L6, можно
изменять временную задержку между отрицатель�
ным и положительным импульсами. Например,
если в данной схеме с указанными выше расчетны�
ми параметрами элементов ускорителя переклю�
чающий дроссель L6 изготовить из 2 сердечников
К380×150×25 из сплава марки 50 НП с толщиной
ленты 0,01 мм и одновитковой обмоткой, то уме�
ньшенное потокосцепление дросселя L6 обеспечит
временной интервал между импульсами 160 нс.

Рис. 2. Импульсы напряжения (1) и тока (2) ЛИУ на омиче�
ской нагрузке при одном срабатывании его первич�
ного источника питания

Заключение
Таким образом, схемная реализация двухкон�

турной передачи энергии в линейном индукцион�
ном ускорителе от формирующих линий С5 и С6 к
индукционной системе с использованием форми�
рующей линии С7 и переключающего дросселя
L6 позволяет получать в нагрузке RН два разнопо�
лярных импульса напряжения с временным ин�
тервалом подачи ΔtИ и высокой частотой следова�
ния рабочих циклов, достигающих нескольких ки�
логерц. Причем полярность импульсов в паре мо�
жет меняться на противоположную простым пере�
ключением выходных клемм первичного источни�
ка питания С0. Первый импульс в нагрузке RH фор�
мируется при передаче энергии из линий С5 и С6 к
индукционной системе и линии С7 (ее заряду), а
второй (инвертированный) – при передаче энергии
из линии С7 (ее разряду) к индукционной системе.
В процессе работы зарядные и разрядные токи
формирующих линий С5, С6 и С7, благодаря раз�
ным направлениям протекания, автоматически
производят перемагничивание сердечников маг�
нитного коммутатора L5, дросселя L6 и индукцион�
ной системы, что исключает необходимость приме�
нения посторонних источников размагничивания
в частотном цикле работы.
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Проведенное моделирование функционирования
разработанного линейного индукционного ускори�
теля на активную нагрузку и полученные при этом
параметры выходных сдвоенных разнополярных
импульсов высокого напряжения показывают прин�
ципиальную возможность использования такого
ускорителя, например, в качестве мощного им�
пульсного источника питания диодных систем, ра�
ботающих в двухимпульсном режиме и создающих

ионные пучки для технологических применений в
области материаловедения. Высокая стабильность
амплитудных и временных параметров выходных
разнополярных импульсов, большая частота повто�
рения сдвоенных импульсов и большой ресурс рабо�
ты без профилактических мероприятий позволяет
поднять качество технологического процесса, увели�
чить производительность и надежность установки
при снижении эксплуатационных расходов.
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Имитационные испытания тепловыделяющих
сборок (ТВС) энергетических реакторов в исследо�
вательских реакторах остаются одним из обще�
признанных и надежных методов получения экспе�
риментальной информации, используемой как для
верификации существующих и разрабатываемых
компьютерных кодов, описывающих поведение то�
плива энергетических реакторов в различных ре�
жимах, включая аварийные, так и для прямой экс�
периментальной оценки работоспособности ТВС.

Важной задачей при проведении таких исследо�
ваний является определение энергетических пара�
метров экспериментов (мощность и энерговыделе�
ние в топливе экспериментального устройства), ко�
торые необходимы как для правильной интерпре�

тации их результатов, так и для повышения точно�
сти реализации заданного энерговыделения. На ис�
следовательских реакторах, обеспечивающих воз�
можность реализации продолжительных стацио�
нарных режимов, определение энергетических па�
раметров ТВС часто выполняется балансовыми ме�
тодами, среди которых метод стационарного опре�
деления энерговыделения теоретически позволяет
обеспечить точность до 1 %. При его применении в
практике внутриреакторных исследований по дан�
ным [1, 2] точность определения энергетических
параметров ТВС достигает значения 3…4 %.

Эксплуатационные возможности импульсного
графитового реактора (ИГР) [3] позволяют реали�
зовывать исследования, направленные на получе�

УДК 621.039.58: 532.529.5

ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
МОДЕЛЬНЫХ ТЕПЛОВЫДЕЛЯЮЩИХ СБОРОК В ИМПУЛЬСНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 

НА ИМПУЛЬСНОМ ГРАФИТОВОМ РЕАКТОРЕ

В.А. Витюк, А.Д. Вурим, И.В. Шаманин*, C.Б. Козловский*

Институт атомной энергии НЯЦ РК, Курчатов, Казахстан
*Томский политехнический университет

E�mail: shiva@tpu.ru

Представлена расчетно�экспериментальная методика контроля энерговыделения в тепловыделяющих сборках при их испыта�
ниях в центральном экспериментальном канале импульсного исследовательского ядерного реактора. Приведены результаты
апробации методики в ходе выполнения серии испытаний с экспериментальным устройством, предназначенным для изучения
поведения модельных тепловыделяющих сборок реакторной установки типа ВВЭР�1000 в условиях, моделирующих заключи�
тельную фазу аварии с потерей теплоносителя.

Ключевые слова:
Импульсный исследовательский ядерный реактор, ядерное топливо, испытания, тепловыделение, контроль.
Key words:
Pulsed research nuclear reactor, nuclear fuel, test, heat emission, monitoring.



ние экспериментальной информации о быстропро�
текающих физических и тепловых процессах в
ядерных реакторах, поведении топлива и кон�
струкционных материалов активных зон ядерных
энергетических установок в переходных и аварий�
ных режимах [4]. Такие исследования, как прави�
ло, реализуются в импульсном режиме работы ре�
актора, при котором в экспериментальном устрой�
стве стационарный режим теплообмена не достига�
ется. Это обстоятельство ограничивает возмож�
ность применения балансовых методов для тепло�
вой калибровки экспериментальных устройств
при подготовке и проведении испытаний на ИГР.

В настоящее время для решения задачи выбора
параметров работы ИГР, необходимых для выпол�
нения требований по реализации заданной мощно�
сти и интегрального энерговыделения в ТВС в ими�
тационных испытаниях, применяется методика
экспериментального измерения интегрального
энерговыделения с использованием спектрометри�
ческих исследований мониторов энерговыделения
и топливной композиции [5]. Для обеспечения воз�
можности проведения таких исследований необхо�
димо создание физического макета эксперимен�
тального устройства, в котором предусмотрена воз�
можность извлечения топливной композиции. По
результатам облучения макета ТВС устанавлива�
ется связь между измеренным значением и пара�
метрами реактора в конкретном пуске. Основным
недостатком такого подхода является то, что для
его оперативного применения облучение топлива
выполняется на относительно низком уровне энер�
говыделения в реакторе. Это означает, что может
быть получена фактически одна эксперименталь�
ная точка (в самом начале диапазона ожидаемого
энерговыделения) для проверки расчетных оценок
величины мощности и энерговыделения реактора,
которые необходимо реализовать при проведении
имитационных испытаний.

Модельные ТВС поступают на испытания с до�
статочно развитой системой измерения теплофи�
зических параметров, что позволяет рассмотреть
возможность оценки энергетических характери�
стик ТВС в импульсных экспериментах по ее тер�
мическому состоянию. В работе представлен те�
плофизический метод определения энергетиче�
ских параметров ТВС в импульсных исследова�
ниях на ИГР, основанный на решении уравнений
теплового баланса для квазирегулярного режима
теплообмена, и результаты его применения в серии
методических экспериментов. Основным преиму�
ществом представленного метода является то, что
оценка термического состояния ТВС может быть
выполнена практически при любом режиме облу�
чения, не приводящем к разрушению конструк�
ции сборки и средств измерения термических па�
раметров.

Обоснование метода
При проведении испытаний ТВС в импульсном

режиме искомой характеристикой импульса явля�

ется пиковое значение мощности. Рассмотрим ба�
ланс тепла для элементарного объема v высотой Δz
тепловыделяющего элемента (ТВЭЛ), расположен�
ного в окрестности некоторой произвольной точки
между двумя перпендикулярными оси ТВС пло�
скостями. В общем виде

(1)

где m – количество конструкционных элементов;
Q

Σ
– суммарное количество теплоты, выделившего�

ся в объеме топлива v1 за интервал времени τ, Дж:

Qi – количество теплоты, затраченное на разогрев
i�го конструктивного элемента ТВС, Дж:

где qv – объемная плотность энерговыделения в то�
пливе, Вт/м3; vi – элементарный объем i�го элемен�
та, м3; ρi – плотность материала i�го элемента,
кг/м3; ci – удельная теплоемкость материала i�го
элемента, Дж/(кг⋅К), Ti – температура i�ого эле�
мента, К.

Объемная плотность энерговыделения в топли�
ве может быть определена соотношением:

где Kr, Kz – значение радиального и высотного ко�
эффициента неравномерности энерговыделения в
рассматриваемом объеме; V – объем топлива в
ТВС, м3; n(τ) – безразмерная функция мощности, 

Nm – «пиковое» значение мощности в

импульсе, Вт. Вид функции n(τ) известен по резуль�
татам эксперимента, при этом ее максимальное зна�
чение равно единице по условию нормировки.

Двойной интеграл, определяющий количество
теплоты, затраченное на разогрев i�го элемента,
можно преобразовать к выражению:

где c–i – средняя теплоемкость материала i�го эле�
мента в интервале температур T

–
i(0)…T

–
i(τ),

Дж/(кг⋅К); T
–

i(0), T
–

i(τ),  – среднемассовая темпера�
тура i�го элемента в момент времени τ, К.

Формулу (1) преобразуем к виду:

Выполнив замену νi/ν1=Fi/F1, где Fi – пло�
щадь поперечного сечения i�го элемента ТВС, для
пикового значения мощности ТВС получим соот�
ношение
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(2)

где m1=ρ1V1 – масса топлива в ТВС, кг; 
–

относительная теплоемкость i�го элемента; 

– относительная температура i�го элемента.

Если в некоторый момент времени τθ<<1 для
i≥3, то расчет пикового значения мощности Nm

можно проводить по первым двум слагаемым соот�
ношения (2). При этом ΔT

–
1 и DT

–
2 следует опреде�

лять по показаниям датчиков температуры (термо�
пар), установленных в ТВЭЛ на одной высоте, т. е.

(3)

В этом выражении Y – интеграл безразмерной
мощности вспышки, равный

где N(τ) и Nm – текущее и максимальное значение
мощности реактора, Вт; I(τ) и Im – текущее и мак�
симальное значение показаний токовой камеры
реактора, А.

Усреднив значения по каждой паре термопар, мож�
но получить оценку пикового значения мощности:

где Nmj – рассчитанное по формуле (2) по показа�
ниям j�й пары термопар значение, Вт; n – количе�
ство пар термопар.

Оценку суммарного энерговыделения в им�
пульсе можно выполнить, используя формулу:

(4)

При определении энергетических характери�
стик ТВС в импульсе по выражениям (3) и (4) не бу�
дут учтены составляющие, связанные с передачей
теплоты от ТВЭЛ к окружающим конструкцион�
ным материалам и теплоносителю. Поэтому для
оценки ошибки расчета необходимо оценить утеч�
ки теплоты от ТВС за время τ.

Определение утечек тепла
В общем случае утечки тепла от ТВС будут

определяться совокупностью всех видов теплооб�
мена (теплопроводностью, конвекцией и излуче�
нием) ТВС с окружающей средой, зависеть от кон�
структивных особенностей экспериментального
устройства и от режимов его испытаний. Рассмо�
трим некоторые типичные для методических ис�
следований на ИГР случаи определения утечек те�
плоты от ТВС.

При наличии принудительного охлаждения
утечки определяются количеством теплоты, затра�
ченным на подогрев теплоносителя Qтн, и количе�
ством теплоты, затраченным на разогрев окружа�
ющих конструкционных элементов Qок:

где

здесь tmax – время, соответствующее моменту дости�
жения максимального значения температуры то�
плива, с; t0 – время, соответствующее моменту на�
чала реализации диаграммы энерговыделения в
топливе, с; N – тепловая мощность, отводимая те�
плоносителем от ТВС, Вт:

где G – массовый расход теплоносителя через ТВС,
кг/с; Cp – удельная массовая теплоемкость тепло�
носителя, Дж/(кг.К); Твых(t) – температура тепло�
носителя на выходе из ТВС, в момент времени t, К;
Твх – температура теплоносителя на входе в ТВС, К.

Количество теплоты, затраченное на разогрев
конструкционных элементов

где mn – масса n�го конструкционного элемента,
кг; срn – удельная массовая теплоемкость n�го кон�
струкционного элемента, Дж/(кг.К); ΔТn – измене�
ние температуры n�го конструкционного элемента
за время τ, К; k – количество конструкционных эл�
ементов, контактирующих с теплоносителем.

В случае отсутствия принудительного охлажде�
ния перенос теплоты от ТВС характеризуются, в
основном, процессом конвективной теплоотдачи и
тепловым излучением.

Конвективный теплообмен в условиях ограни�
ченного замкнутого пространства и наличия вос�
ходящих и нисходящих потоков в устройстве мо�
жет рассматриваться как элементарное явление
теплопроводности, при этом вводится понятие эк�
вивалентного коэффициента теплопроводности λэк

газового зазора между ТВС и стенкой [6], форми�
рующей полость для установки ТВС в устройство.
Тогда величина утечек теплоты от ТВС будет опре�
деляться выражением:

где S – площадь поверхности теплообмена между
ТВС и стенкой, формирующей полость для уста�
новки ТВС, м2; Tс1(t) – температура поверхности
ТВЭЛ в момент времени t, К; Tс2(t) – температура
стенки, формирующей полость ТВС, в момент вре�
мени t, К.

Утечки тепла излучением от ТВС рассчитыва�
ются по формуле [7]:
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где Qл – количество теплоты, передаваемой в еди�
ницу времени, Вт; F – площадь поверхности излу�
чения, м2; C1–2 – коэффициент излучения,
Вт/(м2·К4); T1 – температура поверхности более на�
гретого тела, К; Т2 – температура поверхности ме�
нее нагретого тела, К; ϕ – угловой коэффициент.

Погрешность определения пиковой мощности
Погрешность расчета по формуле (3) определя�

ется как погрешность функции нескольких пере�
менных:

(5)

где ∂N/∂xi – частная производная мощности по пе�
ременной xi; σxi

– погрешность измерения перемен�
ной xi; m – количество независимых переменных.

В соответствии с (5):

Относительная погрешность определяется вы�
ражением:

где εKr, εKz и εY – относительные погрешности опре�
деления величин Kr, Kz и Y.

Реализация метода
Реализация теплофизического метода опреде�

ления энергетических параметров модельных ТВС
выполнялась в рамках серии методических испы�
таний с экспериментальным устройством, пред�
назначенным для изучения поведения модельных
ТВС типа ВВЭР�1000 в условиях, моделирующих
заключительную фазу аварии с потерей теплоноси�
теля.

Основным элементом устройства являлась
сборка из 18 ТВЭЛ типа ВВЭР�1000 с длиной ак�

тивной части 800 мм. ТВЭЛ располагались по рав�
носторонней треугольной решетке с шагом
12,75 мм. Сборка ТВЭЛ имела одну опорную и че�
тыре дистанционирующие решетки и заключалась
в шестигранный чехол, окруженный теплоизоля�
цией для уменьшения утечек тепла и выравнива�
ния поля температуры по сечению ТВС. Охлажде�
ние ТВС осуществлялось гелием и водяным паром.

Для измерения температуры ТВС были исполь�
зованы одиннадцать пар термопар типа ВР, уста�
новленных в центре топливных таблеток и на обо�
лочках ТВЭЛ (рис. 1). Кроме того, регистрирова�
лась температура на входе и выходе тракта охлаж�
дения ТВС и температура поверхности чехла ТВС.

1…18 – номер ТВЭЛ
+100…+750 – уровень установки ТЭП в ТВЭЛ
• – ТЭП в топливе
⊗ – ТЭП на оболочке

Рис. 1. Схема расстановки термопар (ТЭП) в ТВС

Радиально азимутальный и высотный коэффи�
циенты неравномерности энерговыделения (Kr и
Kz) по объему ТВС в точках установки ТЭП были
определены в процессе предварительных физиче�
ских исследований с макетом устройства (рис. 2).

В рамках методической серии на ИГР были про�
ведены три импульсных эксперимента (табл. 1).

Таблица 1. Основные параметры ИГР при проведении экспе�
риментов

Результаты измерения температуры ТВЭЛ
(в первом и втором экспериментах начальная тем�
пература ТВЭЛ составляла T0,1=T0,2=19 °С) и опре�
деления энергетических характеристик ТВС в экс�
периментах теплофизическим методом приведены
в табл. 2 с указанием стандартного отклонения
среднего для соответствующего количества изме�
рений. Для удобства значения температур в
табл. 2 приведены в градусах Цельсия.

В табл. 3 приведены основные составляющие и
общая погрешность расчета пиковой мощности в
экспериментах по выражению (3).
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Таблица 3. Составляющие и суммарная погрешность расчета
пиковой мощности

Выводы
Представленные основы теплофизического ме�

тода позволяют установить зависимости, необхо�
димые для расчета энергетических характеристик
модельных ТВС при проведении импульсных ис�
пытаний на реакторе ИГР.

Теплофизический метод реализован в серии из
трех импульсных реакторных экспериментов.
Продемонстрировано, что энергетические характе�
ристики ТВС в импульсных испытаниях могут
быть определены с использованием результатов
измерений теплофизических параметров, при этом
погрешность расчета искомой характеристики им�
пульса – пиковой мощности ТВС, не превышает
4,5 % (без учета тепловых потерь).

Параметр Значение, %

Погрешность измерения температуры топлива и
оболочек ТВЭЛ (εТ)

0,8

Погрешность определения коэффициентов ра�
диального и высотного коэффициента неравно�
мерности энерговыделения по объему ТВС
(εКz,εКr)

3

Погрешность показаний ионизационных камер
реактора (εY) 2,5

Суммарная погрешность расчета пиковой мощ�
ности (εN) 4,4
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Рис. 2. Распределение энерговыделения в ТВС (в относительных единицах): а) радиально�азимутальное (Kr); б) высотное (Kz)

Таблица 2. Результаты расчета суммарного энерговыделения и мощности ТВС

Номер эксперимента 1 2 3

i № ТВЭЛ kr z, мм kz T1, °C T2, °C QТВС, кДж T1, °C T2, °C QТВС, кДж T0,1, °C T1, °C T0,2, °C T2, °C QТВС, кДж

1 2 0,915 200 1,057 265 169 496 470 344 945 122 637 125 604 1134

2 14 1,024 200 1,057 273 147 445 507 310 877 115 707 106 492 1081

3 3 0,915 350 1,092 277 248 537 486 453 993 124 689 118 653 1161

4 11 1,061 350 1,092 291 254 485 520 473 914 116 695 112 670 1031

5 1 0,915 500 1,046 255 251 523 451 446 971 126 695 122 643 1262

6 4 0,915 500 1,046 235 210 468 424 404 893 119 671 110 522 991

7 7 1,061 500 1,046 291 250 505 513 453 935 118 672 113 644 1070

8 5 0,915 650 0,969 249 241 548 445 442 1035 118 634 121 632 1256

9 17 1,061 650 0,969 275 236 513 484 426 949 119 677 123 613 1152

10 6 0,915 750 0,897 220 220 521 396 406 996 122 588 120 584 1227

11 18 1,024 750 0,897 235 227 497 420 410 937 119 597 119 568 1110

Количество тепла, затраченное на разогрев
ТВЭЛ, кДж

504±9 950±15 1134±30

Количество тепла, кДж, затраченное на разо�
грев (утечки тепла от ТВС):

теплоносителя гелий 18 гелий 36 водяной пар 9

шестигранного чехла ТВС 10 19 15

головок ТВЭЛ 6 13 5

дистанционирующих решеток 6,7 13,5 5,4

Энерговыделение в ТВС, кДж 545±11 1030±18 1168±30

Максимальная (пиковая) мощность ТВС, кВт 530±11 1065±18 44±1
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На момент окончания импульса мощности ТВС
величина общих утечек тепла от ТВС составляет
менее 8 % от суммарного энерговыделения, следо�
вательно, ошибка определения пикового значения
мощности для реализованных импульсов не пре�
вышает 8 % и может быть уменьшена путем улуч�
шения теплоизоляции или вакуумирования поло�
сти ТВС на время эксперимента.

Результаты проведенных расчетно�экспери�
ментальных исследований позволяют утверждать,
что применение теплофизического метода позво�
лит усовершенствовать существующую процедуру
выбора параметров работы ИГР, необходимых для
выполнения требований по реализации заданной
мощности и интегрального энерговыделения в
ТВС.
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Введение
Разработка высокоэффективных светодиодов

является основным направлением совершенствова�
ния источников света. Одним из этапов технологи�
ческой цепочки изготовления светодиодов являет�
ся удаление полупроводниковой пленки с диэлек�
трической подложки, например, отделение кри�
сталла нитрида галлия от сапфировой подложки.

В настоящее время перспективным методом от�
деления пленки нитрида галлия (GaN) от сапфиро�
вой подложки (Al2O3) является метод, основанный

на быстром нагреве поверхностного слоя GaN ла�
зерным излучением в области собственного погло�
щения, приводящий к термическому разложению
GaN на металлический Ga и N2, что и обеспечивает
отделение гетероструктуры от подложки [1]. Дли�
на волны лазерного излучения (ЛИ) подбирается
так, чтобы сапфировая подложка была прозрачной
к воздействующему излучению, а поглощение ма�
трицы GaN было высоким. Как правило, толщина
слоя GaN не превышает 10...12 мкм, поэтому для
качественного отделения сапфировой подложки
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ЛАЗЕРНОЕ РАЗРУШЕНИЕ НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ДВУХСЛОЙНОЙ СИСТЕМЫ

Е.Ю. Морозова, В.М. Лисицын, В.П. Ципилев, А.Н. Яковлев
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Рассмотрена задача импульсного лазерного нагрева двухслойной системы, в которой первый слой является прозрачным по от�
ношению к воздействующему потоку, а второй – сильнопоглощающим. Методом численного моделирования получены темпе�
ратурные профили нагрева двухслойной системы при различных длительностях воздействующего импульса. Показано, что по�
ложение максимума нагрева не соответствует границе раздела сред. Полученные результаты использованы при анализе техно�
логического процесса лазерного отслоения кристалла нитрида галлия от сапфировой подложки
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показатель поглощения μ материала GaN должен
превышать 104 см–1. Такое поглощение реализуется
при использовании эксимерных лазеров с длинами
волн 193, 248 и 308 нм, а также твердотельных
YAG�лазеров, работающих на третьей (354,7 нм),
четвертой (266 нм) и пятой (213 нм) гармониках
излучения.

Экспериментальные результаты исследований
лазерного отделения гетероструктур [1, 2] излуче�
нием эксимерного KrF�лазера (248 нм) показыва�
ют, что квантовая эффективность GaN после уда�
ления подложки уменьшается примерно в два раза
по сравнению с исходной. Причиной этого являет�
ся присутствие на поверхности структуры метал�
лического галлия и поверхностных дефектов, что,
по�видимому, связано с тем, что отделение идет не
только по границе раздела сред, но и в некоторой
приповерхностной области, где температура нагре�
ва может оказаться значительно выше температу�
ры на границе раздела. В любом случае, после от�
деления гетероструктуры требуется дополнитель�
ная обработка, связанная с удалением Ga с ее по�
верхности, а также формированием поверхностно�
го слоя различными способами [1, 2], повышаю�
щими эффективность, но не дающими полного вос�
становления излучательных характеристик.

Таким образом, вопрос качественного отсло�
ения структуры GaN от подложки остается откры�
тым. Для его решения необходим детальный ана�
лиз процесса нагрева, основанный на расчете про�
странственно�временных температурных профи�
лей на границе раздела сред. Важным представля�
ется определение степени влияния параметров ЛИ
и оптических характеристик GaN на тепловой ре�
жим двухслойной системы и возможностей опти�
мизации процесса лазерного отделения. В данной
работе эта задача решалась путем численного мо�
делирования.

Математическая постановка задачи
На рис. 1 представлена модель нагрева двух�

слойной системы импульсом лазерного излуче�
ния [3].

Рис. 1. Модель нагрева двухслойной системы: 1) прозрачная
среда; 2) поглощающая среда, где q (t) – плотность
потока ЛИ, пересекающего границу раздела; z=0 –
граница раздела сред; 1/μ – глубина проникновения
излучения. Пунктирные стрелки – тепловые потоки

Первый слой –∞<z<0 является прозрачным
для излучения. Второй слой 0<z<∞ ослабляет воз�
действующий поток по закону Бугера–Ламбер�
та–Бера. В начальный момент времени система
имеет однородную начальную температуру Т0. На
границе раздела двух сред имеет место тепловой и
оптический контакт, теплообмен с внешней средой
не учитывается. Прогрев такой системы определя�
ется поглощением световой энергии во втором слое
и кондуктивным переносом тепла.

Математическая постановка задачи записыва�
ется в следующем виде:

(1)

(2)

с начальными и граничными условиями:
(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

где T, T0 – текущая и начальная температура; t –
время; z – пространственная координата с началом
на границе контакта слоев, λ – коэффициент те�
плопроводности; с – удельная теплоемкость, ρ –
плотность вещества, a=λ/(cρ) – коэффициент тем�
пературопроводности; τ – длительность импульса;
индексы 1 и 2 отмечают соответственно параме�
тры первого и второго слоев.

Для определения влияния теплоотвода от гра�
ницы раздела сред на температуру приповерхност�
ного слоя и на форму очага разогрева в зависимости
от длительности импульса излучения и теплофизи�
ческих параметров проведено численное интегри�
рование (1)–(7) по явной разностной схеме с ис�
пользованием четырехточечного шаблона. Точ�
ность численного решения ~4 %. Расчеты проводи�
лись в приближении независимости теплофизиче�
ских констант от температуры и без учета фазовых
переходов. Проверка численного решения подоб�
ной задачи на сходимость и сравнение с аналитиче�
ским расчетом в асимптотиках описана в работе [3].

Длительность лазерного импульса варьирова�
лась в пределах от 1 до 100 нс. Верхняя граница
лимитируется толщиной слоев h1 и h2, характерны�
ми длинами теплового пробега √

⎯

a1τ
⎯

и √
⎯

a2τ
⎯

и вы�
полнением условия (6). Кроме того, данный диапа�
зон длительностей успешно освоен лазерной техни�
кой и доступен для практического использования.
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Результаты и их обсуждение
На рис. 2 в качестве примера приведены про�

странственно�временные температурные профили
нагрева двухслойной системы Al2O3�GaN для трех
длительностей воздействующего импульса (1, 10 и
100 нс) при показателе поглощения GaN
μ=105 cм–1 и плотности энергии ЛИ Н=1 Дж/см2.

Следует отметить, что при взятых значениях Н
и без учета фазовых переходов полученные значе�
ния температуры нереальны. Поэтому приведен�
ные кривые отображают в большей степени каче�
ственную картину распределения температуры,
что удобно для анализа процесса нагрева. Реаль�
ные значения температур при пороговых уровнях
лазерного воздействия приведены на рис. 3 и в та�
блице.

Рис. 2. Температурные профили нагрева двухслойной систе�
мы к концу длительности воздействующего импуль�
са: прозрачный слой Al2O3 (λ1=25 Вт/(м⋅К)); погло�
щающий слой GaN (λ4=1,3 Вт/(м⋅К)); τ: 1) 1; 2) 10;
3) 100 нс, μ=105 cм?1

Анализ температурных профилей показывает,
что распределение тепла по глубине поглощающе�
го слоя отличается от распределения Бугера–Лам�
берта–Бера, т. е. не соответствует распределению
поглощенной дозы ЛИ. Видно, что наличие про�
зрачной теплопроводящей подложки резко умень�
шает температуру на поверхности раздела Ts и
сдвигает максимум нагрева zm вглубь поглощаю�
щего слоя. Эта ситуация, когда положение макси�
мума нагрева не совпадает с границей раздела
сред, характерна для всех случаев, когда λ1>λ2. Бо�
лее того, в соответствии с [3], положение максиму�
ма нагрева совпадает с границей раздела сред толь�
ко при выполнении условия λ1≤λ2, т. е. в случае те�
плоизолирующей подложки.

Выявлено, что с уменьшением показателя по�
глощения μ и увеличением длительности импуль�
са τ сдвиг максимума zm возрастает. Температур�
ный профиль имеет Λ�образный вид и определяет�
ся соотношением характерных величин теплового
пробега √

⎯

a2τ
⎯

и глубины проникновения излучения
1/μ. При √

⎯

a2τ
⎯

<<1/μ профиль в основном соответ�
ствует распределению поглощенной дозы, при
√

⎯

a2τ
⎯

>>1/μ определяется теплопроводностью, т. е.
реализуется режим поверхностного нагрева. Наи�
более сложный профиль возникает в случае, когда

√

⎯

a2τ
⎯

≈1/μ, поскольку формируется как за счет по�
глощения излучения, так и за счет теплопроводно�
сти слоев.

Следующей важной особенностью процесса на�
грева является сильная зависимость температуры
от μ и τ, как в максимуме нагрева Tm, так и на гра�
нице раздела сред Ts. Этот факт позволяет доста�
точно эффективно управлять формирующимся
температурным профилем для решения конкрет�
ных задач, меняя энергетику воздействия, дли�
тельность ЛИ и длину волны излучения.

Проведем анализ результатов применительно к
задаче отслоения GaN от сапфировой подложки.
При анализе необходимо учитывать ранее сделан�
ный важный вывод о том, что температура нагрева
на границе раздела сред Ts всегда в несколько раз
меньше, чем в максимуме Tm, который сдвинут
вглубь слоя GaN.

Поскольку экспериментально измеренные по�
роги отслоения, полученные с применением раз�
личных лазеров, сильно различаются (от 0,3 до
1 Дж/см2 при длительностях ЛИ 20–30 нс [1, 2]),
при определении оптимального режима лазерного
воздействия необходимо выявить основной крити�
ческий параметр процесса отслоения. В качестве
такого параметра можно принять температуру де�
струкции Тd материала GaN. При этом необходимо
допустить, что Тd должна быть достигнута на гра�
нице раздела сред. В этом случае может быть до�
стигнута высокая вероятность качественного от�
слоения, но при условии, что разница температур в
максимуме нагрева и на границе раздела сред нез�
начительна.

Необходимо учесть, что при достижении Тd на
границе раздела деструкция произойдет в прогре�
том слое, где температура Т≥Тd. Ширина этого слоя
hd полностью определяется параметрами μ, τ и Н.

На рис. 3 и в таблице приведены результаты
расчета основных параметров лазерного нагрева
поглощающего слоя GaN в зависимости от μ и τ.
Для примера в качестве Тd взята температура плав�
ления нитрида галлия Тs≈2000 К [4].

Таблица. Значения основных параметров лазерного нагре�
ва пленки GaN при различных, характерных для
лазеров наносекундного диапазона, длительно�
стях воздействия

τ, нс Н, мДж/см2 Т, К zm⋅107, м hd⋅107, м

μ=106 cм–1

1 91 3757 0,12 0,37
10 230 2943 0,16 0,50

100 660 2218 0,17 0,57
μ=105 cм–1

1 365 7503 0,36 1,95
10 480 5534 0,71 2,44

100 870 3651 1,20 3,65
μ=104 cм–1

1 3140 9713 0,63 17,90
10 3230 8796 1,60 18,20

100 3560 7427 3,60 18,00
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Из рис. 3 видно, что уменьшение длительности
ЛИ и увеличение μ приводит к уменьшению крити�
ческой плотности потока ЛИ, необходимой для де�
струкции GaN. При этом положение максимума на�
грева zm и толщина слоя деструкции hd уменьшаются
и при μ≥106 см–1 и τ≤1 нс не превышают 0,1 мкм. Пе�
регрев слоя GaN в данном случае незначителен, т. е.
температура в максимуме не превышает 4000 К. По�
следнее обстоятельство может играть полезную роль,
поскольку в данном режиме снижается возможность
«взрывного» испарения слоя, формирование ударно�
волнового сжатия с последующим разрушением кри�
сталла за пределами нагретого слоя.

Согласно [1, 2] пороговая плотность энергии от�
слоения сапфировой подложки при облучении ЛИ
длительностью 30 нс на длине волны излучения
248 нм составляет 450 мДж/см2. В литературе от�
сутствуют данные о показателе поглощения GaN
на этой длине волны, однако в первом приближе�
нии можно принять μ≤1/λ0≈105 см–1 (λ0 – длина
волны излучения). Расчетная оценка порога де�
струкции при μ=105 см–1 и длительности ЛИ 30 нс
дает значение Н=530 мДж/см2, что удовлетвори�
тельно согласуется с экспериментальными данны�
ми (различие не превышает 15 %).

Таким образом, из результатов расчета следует,
что для качественного отделения GaN целесообраз�

но уменьшать длительность ЛИ с возможным пе�
реходом в пикосекундную область. Кроме того, же�
лательно выращивать кристалл GaN на относи�
тельно нетеплопроводящей подложке.

Выводы
1. Проведено численное моделирование лазерного

импульсного нагрева кристалла GaN через про�
зрачную сапфировую подложку, находящуюся
в тепловом контакте с кристаллом.

2. Показано, что при лазерном нагреве системы
Al2O3�GaN, в результате теплоотвода с поверх�
ности кристалла в его объем и теплопроводя�
щую подложку, формируется характерный для
всех режимов нагрева температурный профиль
с максимумом температуры, смещенным от
границы раздела сред вглубь GaN.

3. Показано, что увеличивая показатель поглоще�
ния GaN (например, путем подбора длины вол�
ны лазерного излучения) и уменьшая длитель�
ность воздействия, можно добиться благоприят�
ного режима нагрева с целью улучшения каче�
ства лазерного отрыва кристалла от подложки.
Работа выполнена при поддержке гранта

№ 14.В37.21.1170 Федеральной целевой программы «Науч�
ные и научно�педагогические кадры инновационной Рос�
сии» на 2009–2013 гг.
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Рис. 3. Зависимость плотности энергии ЛИ (а), температуры в максимуме нагрева (б), положения максимума нагрева (в) и
ширины зоны прогрева (г) от длительности ЛИ при достижении температуры на границе раздела сред 2000 К; μ: 1) 106;
2) 105; 3) 104 cм–1
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Введение
Оптический вихри, дислокации волнового

фронта, фазовые сингулярности, точки ветвления
фазовой функции – вот перечень названий, кото�
рыми обозначаются одни и те же объекты исследо�
вания. Оптический вихрь проявляет себя как изо�
лированный минимум в поперечном распределе�
нии интенсивности некоторых типов лазеров, в
спекл�картине рассеянного шероховатой поверх�
ностью или преломленного турбулентной атмосфе�
рой лазерного излучения. Каждому такому мини�
муму может быть сопоставлен топологический за�
ряд, который представляет собой число (положи�
тельное или отрицательное), кратное 2π радианам.
Эта величина возникает как результат суммирова�
ния градиента фазы вдоль замкнутого контура,
окружающего область с минимальной интенсивно�
стью. Изучение оптических вихрей стало предме�
том сформировавшегося в последние десятилетия
нового направления в оптике, названного сингу�
лярной оптикой [1].

Лазерный пучок, несущий оптический вихрь,
называют вихревым. В качестве такого пучка

очень часто выступает циркулярная Лагерр–Гаус�
сова мода LG0

l [2], которая является наиболее ха�
рактерным примером пучков, несущих оптиче�
ский вихрь. Если когерентный лагерр�гауссов (ЛГ)
пучок распространяется в однородной среде, нули
интенсивности составляют нуль линию, совпадаю�
щую с осью пучка, а оптический вихрь сохраняет
свою структуру на всем протяжении пучка. При
распространении первоначально когерентного све�
та в турбулентной [3] или рассеивающей [4] среде в
пучке появляется некогерентная составляющая,
нуль превращается в минимум среднего распреде�
ления интенсивности. Примерно таким же обра�
зом ведет себя средняя интенсивность вихревого
пучка, первичное поле которого является случай�
ным (частично�когерентным) [5]. Замечательным
качеством вихревых ЛГ пучков является облада�
ние ими орбитальным угловым моментом (ОУМ)
[6]. Для ОУМ справедлив закон сохранения, кото�
рый при распространении света в случайно�нео�
днородной среде выполняется «в среднем» [7].

Возможность регистрации ОУМ в турбулентной
атмосфере рассматривалась в работе [8]. Авторами
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было показано, что топологический заряд, кото�
рый может быть зарегистрирован с высокой точно�
стью на значительных расстояниях от апертуры
источника, является достаточно устойчивым пара�
метром излучения. В тоже время блуждания пуч�
ка, обусловленные турбулентностью, приводят к
выходу дислокации из апертуры детектора и поте�
ре точности метода. Согласно [8], точность реги�
страции может быть повышена за счет увеличения
апертуры приемника или за счет повышения топо�
логического заряда вихря.

Исследование регистрации дислокаций в тур�
булентной среде продолжено в настоящей работе,
где рассматривается возможность определения та�
ких характеристик вихревого излучения, как цир�
куляция и ротор поля наклонов волнового фронта.
На основе обработки полученных данных опреде�
ляется наличие или отсутствие особых точек в пуч�
ке, вычисляется их количество, топологические
заряды и координаты. Основное внимание уделя�
ется влиянию размеров апертуры приемника (в [8]
апертуру предлагается увеличивать) на точность
работы системы, кроме этого, учитываются допол�
нительные дислокации, появление которых об�
условлено турбулентными искажениями.

Также в статье проводится анализ влияния па�
раметров датчика Гартмана на точность работы си�
стемы регистрации и выполняется оптимизация
параметров прибора. В заключительном параграфе
точность регистрации дислокаций с использовани�
ем датчика сравнивается с точностью работы иде�
альной оптической системы (в идеальной системе
полагается возможным определение градиентов
волнового фронта).

Численная модель оптической системы
Приводимые в статье данные были получены на

основе методов численного эксперимента. При по�
строении модели оптической системы полагалось,
что основным искажающим фактором является ат�
мосферная турбулентность, тепловое самовоздей�
ствие и другие эффекты, оказывающие влияние на
пучок, не учитывались.

Распределение амплитуды E0(x,y) одномодово�
го пучка гауссовского профиля в плоскости апер�
туры источника задавалось формулой:

в которой x, y – координаты в плоскости, перпен�
дикулярной направлению распространения; A0 –
значение амплитуды при x=0, y=0; a0 – начальный
радиус пучка. В приближении квазиоптики рас�
пространение излучения с комплексной амплиту�
дой E(x,y,z,t) в случайно неоднородной слабопо�
глощающей среде характеризовалось дифферен�
циальным уравнением вида [9]:

(1)

где z – координата в направлении распростране�
ния; Δ

⊥
=∂

2/∂x2+∂
2/∂y2– оператор Лапласа; n~ – слу�

чайное поле флуктуаций показателя преломления,
обусловленных турбулентностью.

Пространственным масштабом задачи в напра�
влении распространения, на который во всех при�
водимых далее (по всей работе) вычислениях нор�
мировалась координата z, является дифракцион�
ная длина zd=ka0

2, k – волновое число. Нормировка
координат x и y выполнялась на начальный радиус
пучка a0.

Условия распространения пучка в турбулент�
ной атмосфере определялись радиусом Фрида, свя�
занным со структурной постоянной Cn среды, из�
вестной формулой [10]

где L – длина трассы.
Численное решение уравнения (1) выполнялось

методом расщепления по физическим факторам
[11], согласно которому распределенный слой ис�
кажающей среды представляется набором фазо�
вых экранов и участков свободной дифракции
между ними.

Удовлетворительное соответствие модели усло�
виям натурного эксперимента было продемонстри�
ровано в монографии [12].

Регистрация параметров вихревого пучка 
с использованием двумерного распределения 
градиентов фазы
Для проведения анализа дифракции лазерного

излучения, несущего оптический вихрь первого и
более высоких порядков, в плоскости апертуры ге�
нератора имитировалось прохождение пучка через
фазовый транспарант, обеспечивающий формиро�
вание геликоидального волнового фронта. В инте�
ресующей нас плоскости анализа вычислялись
градиенты поперечного распределения фазы (иде�
альная система), затем находилась их циркуляция
Г

α
(R,Z) посредством интегрирования по периме�

трам контуров различных размеров, ротор гради�
ента фазы и другие характеристики излучения.

В описанных условиях кроме искусственной
дислокации, введенной в волновой фронт в плоско�
сти Z=0, возможно появление дополнительных
вихрей, обусловленных турбулентностью, число
которых изменяется при распространении излуче�
ния. Также можно ожидать, что под влиянием воз�
мущений особые точки высоких порядков будут
распадаться на несколько дислокаций первого по�
рядка.

Полученные в численных экспериментах зна�
чения циркуляции в контуре, находящемся в цен�
тре пучка, приводятся на рис. 1 (турбулентность
моделировалась одним экраном, расположенным в
начале трассы). Интенсивность искажений умень�
шается от верхнего графика к нижнему. Приводи�
мые данные показывают, что при высокой интен�
сивности искажений (рис. 1, а) значения интегра�
ла на отдельных реализациях значительно превос�
ходят 2π, на других являются меньшими нуля,
т. е. в выбранный контур, размеры которого соста�
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вляют 1,6 диаметра пучка, попадает большое ко�
личество дополнительных дислокаций, суммар�
ный заряд которых отличается от заряда, введен�
ного в пучок искусственного вихря.

Вероятность попадания дополнительных ди�
слокаций в область интегрирования падает с уме�
ньшением интенсивности турбулентности. Это по�
ложение иллюстрируется на рис. 1, б, где видно,
что в большинстве случаев при интегрировании
поля градиентов мы получаем значение циркуля�
ции равное 2π, и только в 20 случаях из 200 реги�
стрируемые значения интеграла спадают до 0.
Если полагать, что равновероятным является по�
явление в контуре вихрей с положительными и от�
рицательными зарядами, можно заключить, что
отмеченные 20 событий соответствуют выходу ди�
слокации из области интегрирования.

Рис. 1. Значения циркуляции градиентов волнового фронта,
полученные при различной интенсивности турбу�
лентных искажений: радиус Фрида r0=0,08 (а) и 0,20
(б) начальных радиусов пучка. Z=0,3, диаметр кон�
тура интегрирования составляет 1,6 начальных диа�
метра пучка

Усредненные по 100 реализациям значения
функции Г

α
(R,Z), полученные при различной ин�

тенсивности турбулентности при введении в исход�
ный волновой фронт дислокаций различных (от
0 до 4) порядков представлены на рис. 2 Варьируе�
мый параметр численных экспериментов – разме�
ры контура интегрирования.

Рис. 2. Зависимость усредненных значений циркуляции гра�
диентов Г

α
(R,Z) от размеров контура интегрирова�

ния; a – диаметр контура; a0 – начальный диаметр
пучка. Номера кривых соответствуют порядку особой
точки, внесенной в начальный волновой фронт. Ра�
диус Фрида r0=0,5, длина трассы Z=0,5

Можем видеть, что на кривых имеется участок,
параллельный горизонтальной оси, означающий,
что для заданных значений r0 могут быть определе�
ны размеры контура, при которых осуществляется
уверенная регистрация начальной дислокации.
С уменьшением диаметра контура значения цир�
куляции стремятся к нулю, причем этот спад на�
блюдается для любого топологического заряда, т. е.
с использованием контура малого диаметра нали�
чие дислокации в пучке определить невозможно.

Влияние турбулентности было исследовано так�
же для фиксированного диаметра контура, равного
приблизительно двум начальным диаметрам пучка
(рис. 3). Как и можно было ожидать из описанных
выше численных экспериментов, зависимость цир�
куляции от радиуса Фрида имеет прямолинейный
участок, параллельный оси абсцисс, и уменьшает�
ся при высокой (r0<0,2) интенсивности турбулент�
ности, т. е. в условиях сильных искажений вероят�
ность регистрации вихрей уменьшается.

Рис. 3. Зависимость усредненных значений циркуляции ло�
кальных наклонов Г

α
(R,Z) от интенсивности турбу�

лентных искажений, задаваемых радиусом Фрида r0.
Диаметр контура интегрирования был выбран рав�
ным 1,9 начальных диаметров пучка, Z=0,5. Номера
кривых соответствуют порядку особой точки, внесен�
ной в волновой фронт
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Информация о двумерном распределении
особых точек в вихревом лазерном пучке может
быть получена с использованием функции рото�
ра локальных наклонов, значения которого в
данном исследовании рассчитывались путем
нормирования циркуляции, вычисленной для
соответствующего контура, на ограниченную
контуром площадь. При этом небольшие конту�
ры покрывали всю область регистрации параме�
тров пучка.

Усредненное по 50 реализациям распределение
ротора для пучка, прошедшего один фазовый
экран, моделирующий тонкий слой турбулентной
атмосферы, и несущего вихрь второго порядка, по�

казано на рис. 4. Варьируемым параметром здесь
являлся радиус Фрида.

При малой интенсивности турбулентности
(r0=0,45, рис. 3, 4, а) в распределении хорошо виден
центральный максимум, соответствующий введен�
ной в пучок дислокации, и дополнительные экстре�
мумы, обусловленные, очевидно, особыми точками,
появившимися в результате искажений пучка на
экране. С ростом интенсивности искажений высота
центрального максимума уменьшается, и при
r0=0,07 (рис. 4, б) он становится практически нео�
тличим от дополнительных экстремумов. Подобное
поведение функции ротора наблюдается и при вне�
сении пучок дислокаций более высоких порядков.
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Рис. 4. Изменение двумерного распределения функции ротора Ω
α
(R,Z) при изменении интенсивности турбулентных искаже�

ний, Z=0,5, r0=0,45 (а) и r0=0,07 (б)

 a 



Точность определения количества дислокаций 
в идеальной оптической системе. 
Статистика особых точек в турбулентной атмосфере
Для определения числа, координат и тополо�

гического заряда особых точек было использова�
но известное условие, согласно которому цирку�
ляция градиентов фазы пучка, вычисленная
вдоль контура, охватывающего дислокацию пер�
вого порядка, равна ±2π. Поэтому распределе�
ние фазы и случайных наклонов было разбито на
одинаковые квадратные ячейки, по периметру
каждой из которых вычислялся интеграл от гра�
диентов. При равенстве интеграла ±2π полага�
лось, что в пределах контура находится дислока�
ция [1].

Тестирование точности алгоритма регистрации
было выполнено в модельной задаче, где в волно�
вой фронт вводилось определенное количество ди�
слокаций. После введения особых точек пучок
проходил нулевое расстояние.

Изменение точности при варьировании числа
оптических вихрей и размеров контура интегриро�
вания иллюстрируется данными таблицы, где при�
водится усредненное число дислокаций, опреде�
ленное с использованием алгоритма. Основная осо�
бенность предлагаемого подхода – это уменьшение
точности, наблюдаемое как при увеличении разме�
ров контура интегрирования, так и при увеличе�
нии числа особых точек. Так, для элементарного
контура, сторона которого равна 0,12 (d0 – началь�
ный диаметр пучка) с точностью 100 % регистри�
руется 10 введенных в начальный волновой фронт
дислокаций, но при 50 особых точках точность со�
ставляет только 84 %. Аналогичное уменьшение
точности наблюдается и для других размеров, при�
чем чем больше контур, тем меньше точность алго�
ритма регистрации.

Таблица. Тестирование точности алгоритма регистрации
особых точек

Рассмотрим теперь появление дислокаций при
задании аберраций случайным фазовым экраном.
Как и в предыдущих численных экспериментах в ис�
пользуемой модели лазерный пучок (гауссовский
или имеющий особенности) проходит через экран,
расположенный непосредственно за апертурой ис�
точника, затем распространяется в условиях свобод�
ной дифракции. На некотором расстоянии, которое
является варьируемым параметром задачи, осущест�
вляется регистрация особых точек. В численных экс�
периментах также изменяется интенсивность иска�
жений, характеризуемая радиусом Фрида.

Усредненное по 200 реализациям случайного
фазового экрана число зарегистрированных в раз�
личных сечениях трассы особых точек показано на
рис. 1. Здесь видны следующие характерные осо�
бенности распространения гауссовского излуче�
ния (кривые 2 и 3). Несмотря на то, что пучок ис�
пытывает искажения, на малых (Z=0,01) расстоя�
ниях, оптические вихри в волновом фронте отсут�
ствуют. При дальнейшем распространении
(Z=0,05–0,1) число дислокаций резко увеличива�
ется, причем экстремум функции тем выше, чем
больше интенсивность турбулентных искажений.
С увеличением пройденного расстояния число вих�
рей уменьшается и при Z=0,4 в пучке присутству�
ют не более 5 особых точек.

Число заданных дислокаций 10 20 30 40 50

Размер кон�
тура 0,12d0

(4×4 узла)

Число зарегистрирован�
ных дислокаций

10 18 26 34 42

Точность регистрации, % 100 90 87 85 84

Размер кон�
тура 0,24d0

(8×8 узлов)

Число зарегистрирован�
ных дислокаций

9 16 22 27 32

Точность регистрации, % 90 80 73 68 64
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Во второй части статьи в используемую расчетную схему вводится модель датчика Гартмана, что позволяет определить его влия�
ние на точность работы оптической системы и провести оптимизацию параметров прибора. В заключительном параграфе точ�
ность детектирования оптического вихря в турбулентной среде с использованием датчика сравнивается с точностью результатов
работы идеальной оптической системы.
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Похожим является поведение пучка, в волно�
вой фронт которого в плоскости апертуры источни�
ка был введен оптический вихрь (рис. 1, кривая 1).
Здесь на малых расстояниях (Z=0,01) регистриру�
ется только одна дислокация. Исходный вихрь
сохраняется, его смещения совпадают с измене�
ниями координат центра тяжести пучка, обусло�
вленными турбулентными возмущениями.

Рис. 1. Число дислокаций Ndsl, зарегистрированное в раз�
личных сечениях Z трассы распространения. Кривые
1 и 2 получены при r0=0,15, 3 – при r0=0,45. При по�
лучении 1 в пучок была введена искусственная ди�
слокация, в остальных случаях дислокации в началь�
ном распределении поля отсутствовали. Усреднение
выполнялось по 200 реализациям фазового экрана

Ограничения, вносимые датчиком Гартмана 
в работу оптической системы. 
Оптимизация параметров прибора
В предыдущем разделе для анализа свойств

сингулярного излучения использовались градиен�
ты волнового фронта. Приближение условий зада�
чи к условиям лабораторного эксперимента потре�
бовало изменения численной модели оптической
системы, в частности введение в нее модели датчи�
ка Гартмана [2].

Для оценки точности регистрации датчиком
параметров (циркуляции и ротора локальных на�
клонов) волнового фронта сингулярного излуче�

ния был выполнен ряд тестовых расчетов по опре�
делению топологического заряда оптических вих�
рей. В первом из них пучок проходил нулевое рас�
стояние, и в его фазовый профиль было помещено
нечетное число дислокаций (результаты численно�
го эксперимента показаны на рис. 2, а). Поле на�
клонов регистрировалось датчиком с размерно�
стью растра микролинз 32×32, при вычислении
циркуляции наклонов контур интегрирования ох�
ватывал все особые точки. Так как в пучке нахо�
дится нечетное число вихрей, циркуляция в этом
случае должна быть равна единице. Это положение
выполнялось при введении в пучок от 1 до 61 осо�
бых точек. Как видно из представленных результа�
тов, при дальнейшем увеличении количества опти�
ческих вихрей значение циркуляции отличаются
от единицы, т. е. появляются ошибки в работе ал�
горитма регистрации.

Подобные расчеты были выполнены и при вве�
дении в волновой фронт четного числа особых то�
чек (рис. 2, б). Здесь ожидались нулевые значения
циркуляции. Но величина Г равнялась нулю толь�
ко в интервале 1–60 особых точек, при дальней�
шем увеличении количества вихрей наблюдалось
отклонение от этого значения.

Представленные результаты показывают, что
предложенный алгоритм даже в самых благопри�
ятных условиях (нулевая длина трассы, отсут�
ствие турбулентных или любых других возмуще�
ний) с датчиком размерности 32×32 обеспечивает
удовлетворительную точность регистрации сум�
марного топологического заряда группы особых
точек, только если их количество не слишком ве�
лико (≤60).

В отличие от плоской волны поперечные разме�
ры лазерного пучка всегда конечны, поэтому есте�
ственно ожидать зависимости циркуляции поля
наклонов сингулярного волнового фронта от раз�
меров контура интегрирования. Для выяснения
характера этой зависимости в численных экспери�
ментах в волновой фронт вводилась только одна
особая точка (Г=1), при этом, как и в предыдущем
случае, пучок проходил трассу нулевой длины.
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Рис. 2. Зависимость значения суммарного топологического заряда группы особых точек от числа введенных в волновой фронт
дислокаций: а) нечетное; б) четное число. Для определения наклонов использовалась модель датчик Гартмана размер�
ности 32×32



Для датчиков размерности 16×16 и 32×32 резуль�
таты моделирования приводятся на рис. 3.

В обоих случаях удовлетворительная точность
была зафиксирована для контуров с размерами от
0,25 до 2 начальных диаметров пучка. При даль�
нейшем увеличении размеров наблюдались откло�
нения значений циркуляции от 1. Указанные по�
грешности можно объяснить тем, что в удаленных
от центра пучка областях его амплитуда близка к
нулю, а при нулевой амплитуде и соответствую�
щей неопределенности фазы наклоны волнового
фронта невозможно определить точно.

Кроме размерности датчика и размеров конту�
ра интегрирования на точность определения пара�
метров пучка влияет фокусное расстояние микро�
линз. Для оптимизации этого параметра интегри�
рование поля наклонов сингулярного излучения
проводилось на трассах различной длины при
варьировании фокусного расстояния и варьирова�
нии размерности растра (в волновом фронте только
одна особая точка, размер контура равнялся 1 диа�
метру пучка, циркуляция должна быть равна еди�
нице). Полученные результаты представлены на
рис. 4.

Оптимальное фокусное расстояние, выбирае�
мое с точки зрения близости циркуляции к едини�
це, получается различным для датчиков разной
размерности. Так, для растра 16×16 оно составля�

ет 0,8 см, для растра 32×32 – 1,1 см, а для растра
64×64 – 1,05 см. Подбор оптимального расстояния
обеспечивает высокую точность вычисления топо�
логического заряда, как видно из рисунка, значе�
ния циркуляции, соответствующие кривой 1, не
более чем на 10 % отличаются от 1.

Особенности регистрации параметров пучка 
в турбулентной среде
Так как достаточно большое количество совре�

менных оптических систем предназначены для ра�
боты в условиях свободной атмосферы, нами была
исследована возможность регистрации особых то�
чек при наличии турбулентных искажений на
трассе распространения пучка [3, 4]. Соответ�
ствующие численные эксперименты проводились с
датчиком размерности 64×64, обеспечивающим
наибольшую точность регистрации локальных на�
клонов.

Результаты определения циркуляции пучка
(средние значения по 100 реализациям), включа�
ющего в плоскости генерации единственный опти�
ческий вихрь, представлены на рис. 5, а, в, Z=0,25.
На этом же рисунке приводится зависимость веро�
ятности регистрации особой точки от интенсивно�
сти турбулентных искажений (рис. 5, б, г). Данные
были получены для идеальной системы (кривые
1), т. е. с использованием для вычислений гради�
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Рис. 3. Зависимость циркуляции сингулярного волнового фронта от размеров контура интегрирования а (размеры контура
нормированы на начальный диаметр пучка), полученная для датчиков с размерностью растра микролинз: а) 16×16;
б) 32×32

Рис. 4. Определение оптимального фокусного расстояния растра микролинз для датчиков различной размерности: а) датчик
16×16, фокусные расстояния (см): 0,8 (кривая 1), 0,7 (2), 0,9 (3); б) датчик 32×32: 1,1 (кривая 1), 1,0 (2), 1,2 (3); в) дат�
чик 64×64: 1,05 (кривая 1), 1,1 (2), 0,9 (3)

   



ентов волнового фронта, и на основе измерений на�
клонов датчиком Гартмана (кривые 2).

Отметим основные характерные особенности
кривых. Во�первых, средние значения циркуля�
ции, полученные в идеальной системе на трассе
большей длины (Z=0,5), являются на 5…10 % бо�
лее высокими, по сравнению со значениями, реги�
стрируемыми датчиком. На более короткой из
трасс (Z=0,25) кривые практически совпадают. Во�
вторых, зависимость средних значений циркуля�
ции от интенсивности искажений повторяет зави�
симость, полученную для вероятности регистра�
ции вихря. В�третьих, обе величины (<Г> и P)
уменьшаются с уменьшением радиуса Фрида r0.
На длинных трассах (Z=0,5) спад наблюдается для
меньшей интенсивности турбулентности, т. е. при
больших значениях r0.

Результаты, представленные в параграфе, по�
зволяют сделать вывод о том, что при использова�
нии представленного алгоритма наблюдается уме�
ньшение точности регистрации особых точек при
увеличении длины трассы и при увеличении ин�
тенсивности турбулентных искажений. При этом
датчик с размерностью растра 64×64 обеспечивает
вероятность регистрации близкую к вероятности,
полученной при вычислении циркуляции с ис�
пользованием градиентов волнового фронта.

Заключение
В статье рассмотрен метод регистрации оптиче�

ских вихрей в лазерном излучении на основе вычи�
сления циркуляции и ротора поля локальных на�
клонов волнового фронта. Использование модели
датчика Гартмана в численных экспериментах по�
зволило учесть ограничения, вносимые этим при�
бором. Представленные в работе данные позволя�
ют сделать следующие выводы:
1. При распространении лазерного излучения, про�

шедшего тонкий слой турбулентной атмосферы,
искажения проявляются на трассах малой длины
(Z=0,01), но, несмотря на это, оптические вихри в
волновом фронте отсутствуют. При дальнейшем
распространении (Z=0,05–0,1) число дислока�
ций резко увеличивается, причем экстремум
функции тем выше, чем больше интенсивность
турбулентных искажений. С увеличением прой�
денного расстояния число вихрей уменьшается.

2. Для датчиков всех размерностей, рассмотрен�
ных в работе (от 16×16 до 64×64), удается по�
добрать оптимальные размеры контура инте�
грирования и оптимальное фокусное расстоя�
ние микролинз, обеспечивающие уверенную
регистрацию в неискажающей среде топологи�
ческого заряда одной особой точки на трассах
длиной от 0 до 0,5 дифракционных длин.
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Рис. 5. Зависимость средних значений циркуляции волнового фронта от интенсивности турбулентных искажений (а, в) и ве�
роятность регистрации дислокации в турбулентной атмосфере (б, г). Результаты получены для идеальной оптической
системы (кривая 1 на всех графиках) и при регистрации наклонов датчиком Гартмана (кривая 2) размерности 64×64.
Z=0,25 (а, б) и Z=0,5 (в, г). Усреднение результатов выполнено по 100 реализациям распределения показателя прело�
мления

 
  

 
  



3. Предложенный алгоритм при нулевой длине
трассы распространения и отсутствии турбу�
лентных или любых других возмущений обес�
печивает удовлетворительную точность реги�
страции суммарного топологического заряда
группы особых точек, только если их количе�
ство не слишком велико (≤60).

4. При использовании алгоритма для реги�
страции параметров пучка в турбулентной

атмосфере наблюдается уменьшение его
точности при увеличении длины трассы и
при увеличении интенсивности турбулент�
ных искажений. При этом датчик с размер�
ностью растра 64×64 обеспечивает вероят�
ность регистрации близкую к вероятности,
полученной при вычислении циркуляции с
использованием градиентов волнового
фронта.

Физика

185

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Soskin M.S., Vasnetsov M.V. Singular optics // Prog. Opt. –

2001. – V. 42. – P.219–276.
2. Siegman A.E. Lasers. – Mill Valley, Calif.: University Science,

1986. – 1304 p.
3. Young C.Y., Gilchrest Y.V., Macon B.R. Turbulence induced beam

spreading of higher order mode optical waves // Optical Engi�
neering. – 2002. – V. 41. – № 5. – P. 1097–1103.

4. Palacios D.M., Rozas D., Swartzlander G.A., Jr. Observed scatte�
ring into a dark optical vortex core // Phys. Rev. Lett. – 2002. –
V. 88. – P. 103902.

Поступила 27.11.2012 г.

Введение
Проблема антропогенного загрязнения атмосфе�

ры Земли многие годы является актуальной [1, 2].
Одним из основных источников загрязняющих ве�
ществ являются объекты теплоэнергетического ком�
плекса, такие как тепловые электрические станции
(ТЭС) [1, 2]. С каждым годом объемы эмиссии за�
грязняющих веществ в воздушный бассейн планеты
увеличиваются [3–5], хотя, следует отметить, прог�
нозы мировой антропогенной эмиссии оксидов серы
и азота неоднозначны (табл. 1). Наличие в воздуш�
ном пространстве Земли таких загрязняющих ве�
ществ как SO2, SО3, NOX, при их взаимодействии с
компонентами атмосферного воздуха, может приво�
дить к образованию соответствующих кислот [2].
Взаимодействие кислотных дождей с биосферой, со�
оружениями, техникой, как правило, заканчивают�
ся для них губительными последствиями [1, 5].

Таблица 1. Фактические выбросы оксидов серы и оксидов
азота в 2000 г. и прогнозы мировой антропоген�
ной эмиссии [3] 

Источник
Оксиды серы, млн т Оксиды азота, млн т

2000 2025 2050 2100 2000 2025 2050 2100

IPCC (Межправи�
тельственная ко�
миссия по изме�
нению климата)
1992 [5], сцена�
рий IS92a

178 240 308 296 122 174 210 273

WEC (Всемирный
энергетический
совет) 1993 [6],
сценарий В

– 132 – – – 89 – –

Клименко В.В.,
Клименко А.В. [3]

145 135 100 50 114 126 114 87
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Присутствующие в воздушном пространстве
оксиды азота и серы способны конденсироваться
[1, 2] при благоприятных для этого условиях на по�
верхности ядер конденсации (микроскопические
частицы воды). В атмосфере Земли присутствуют
аэрозоли, которые условно можно разделить на
три группы в зависимости от их радиуса δЯ [2, 7, 8]:
• δЯ<0,1·10–6 м, ядра Айткена;
• 0,1·10–6<δЯ<1·10–6 м, большие;
• δЯ >1·10–6 м, «гигантские».

При достижении размеров 0,5·10–3…2,5·10–3 м
возможно выпадение кислотных осадков на по�
верхность Земли в процессе седиментации [1, 2]
как на территориях, прилегающих к ТЭС, так и на
отдаленных территориях.

В работе рассматривается серный ангидрид
SO3, который образуется в газоходах котлов ТЭС
путем частичного окисления SO2 (до 5 % от общей
доли SO2) при сжигании высокосернистых топлив
и относится к классу умеренно опасных продуктов
сгорания натуральных топлив ТЭС. Несмотря на
высокую опасность антропогенной эмиссии кисло�
тообразующих веществ в воздушный бассейн и до�
статочно большое внимание, уделяемое проблеме
кислотных дождей [1, 2], до настоящего времени
не изучены процессы образования капель кислот в
атмосфере Земли.

Целью настоящего исследования является чи�
сленное моделирование процесса конденсации сер�
ного ангидрида в атмосфере Земли на поверхности
ядер конденсации размером от 0,1·10–6 до 5,0·10–6 м.

Постановка задачи и метод решения
При постановке задачи принималось допуще�

ние, что образовавшаяся при конденсации капля
серной кислоты при движении не деформируется и
сохраняет свою форму в течение всего процесса.
Учитывался конвективный теплообмен частицы
серной кислоты с внешней средой, параметры ко�
торой принимались постоянными по высоте. При
решении задачи не учитывался радиационный те�
плообмен с внешней средой. При расчете скорости
движения частицы принималось, что на нее дей�
ствуют силы тяжести и сопротивления воздушной
среды.

Механизм (1) образования серной кислоты
[9–10, 2] основан на взаимодействии, при котором
серный ангидрид SO3 поглощается водяным паром.

SO3+H2O→H2SO4. (1)
На рис. 1 представлена область решения зада�

чи в начальный момент.
Особенностью рассматриваемой задачи являет�

ся рост внешней границы частицы в результате
конденсации серного ангидрида с переменной по
времени скоростью, величина которой зависит от
изменяющейся во времени температуры поверхно�
сти частицы. При такой постановке задача сводит�
ся к решению ниже приведенной системы диффе�
ренциальных уравнений с соответствующими на�
чальными и граничными условиями.

Рис. 1. Область решения задачи в начальный момент: 1) воздух
плюс пары серного ангидрида; 2) ядро конденсации

Процесс переноса энергии, количества движе�
ния и массы в рассматриваемых условиях описы�
вается системой нестационарных дифференциаль�
ных уравнений в частных производных [11, 12].
Считается, что температура и концентрация на ис�
точнике (дымовая труба ТЭС) не зависят от време�
ни. Для моделирования изменения основных иско�
мых функций использованы нестационарные дву�
мерные уравнения смешанной конвекции в при�
ближении Буссинеска [13].

Безразмерные уравнения движения, энергии,
неразрывности и диффузии в безразмерных пере�
менных «вихрь скорости–функция тока–темпера�
тура–концентрация» имеют следующий вид:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

где X, Y – координаты декартовой системы коор�
динат; τ – время; Θ – температура; C3 – концентра�
ция серного ангидрида; U, V – скорости в напра�
влении оси X и Y, соответственно; Ψ – функция то�
ка; Ω – вихрь скорости; Q – тепловой эффект реак�
ции, Дж/кг; WK – массовая скорость конденсации
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серного ангидрида, кг/(м3·с); L1 –геометрический
размер частицы (ядра конденсации), м; ρ – плот�
ность, кг/м3; СР –удельная теплоемкость,
Дж/(кг·К); U0 – скорость внешней среды, м/с; Re –
число Рейнольдса; Pr – число Прандтля; Sc – число
Шмидта; Fo – число Фурье; 1 – воздух плюс пары
серного ангидрида; 2 – ядро конденсации; 3 – сер�
ный ангидрид.

Для расчета скорости конденсации использова�
лась формула [13, 14]:

(7)

где РА – атмосферное давление, Па; Р0 – предэкспо�
нента, Па; Е – энергия активации процесса кон�
денсации, Дж/кг; R – универсальная газовая по�
стоянная, Дж/(моль·К); М – молярная масса,
кг/моль; β – коэффициент конденсации.

Выражение (7) устанавливает, что скорость
конденсации пропорциональна разности двух од�
носторонних максвеловских скоростей конденса�
ции [13]. Таким образом, вводятся два допущения:
1) конденсирующаяся среда у поверхности ядра
конденсации макроскопически неподвижна; 2) со�
стояние конденсирующейся среды может быть
описано локальной максвеловской функцией [14].

Начальные условия для системы уравнений
(2)–(6) в момент времени τ=0 имеют вид:

Ω(X,Y,0)=0, С (X,Y,0)=0,
Ψ(X,Y,0)=0, U (X,Y,0)=0,
Θ(X,Y,0)=0, V (X,Y 0)=0.

Граничные условия для (2)–(6) уравнений:

где U4, V4 – значения компонент скорости на грани�
це, соответствующей источнику ввода серного ан�

гидрида; С0 – безразмерная концентрация серного
ангидрида на границе области.

Разностные аналоги дифференциальных ура�
внений решены локально�одномерным методом
[15–16]. При решении задачи использовался алго�
ритм, разработанный [17, 18] для решения задач
сопряженного теплопереноса в областях с локаль�
ными источниками энергии и массы.

Начальная концентрация серного ангидрида в
воздушном пространстве принималась соответ�
ствующей значениям для летнего времени года
[19]. Начальная концентрация серного ангидрида
составляет 3,0 мг/м3. При постановке задачи были
приняты следующие допущения:
1) не учитывалось испарение капли в процессе

движения;
2) не принималось во внимание влияние солнеч�

ной радиации;
3) ядро конденсации имеет форму куба.

Результаты и обсуждения
Численные исследования проведены для ти�

пичных параметров работы тепловой электриче�
ской станции (работа на номинальной мощности
без превышения допустимых объемов выбросов в
атмосферу загрязняющих веществ). В рассмотрен�
ном ниже диапазоне размеров находятся все три
категории частиц. Проанализирован процесс кон�
денсации серного ангидрида в воздушном про�
странстве, прилегающем к тепловой электриче�
ской станции. В табл. 2 представлены результаты
численного моделирования роста частиц в процес�
се конденсации.

Таблица 2. Результаты численных исследований

Примечание: δ0 – размер ядра конденсации в начальный мо�
мент времени, м; δЧ – размер сформировавшейся частицы в
момент времени t, с.

Установлено, что при начальном размере ядра
конденсации 1,0·10–6 м уже через 1800 с образует�
ся частица размером более 1,0·10–3 м. Известно,
что частицы соответствующего размера относятся
к типу «грубодисперсных» [9] (являются дождевы�
ми каплями). При начальном размере ядра
5,0·10–6 м формируется частица размером более
1,0·10–3 м за 600 с с момента начала процесса кон�
денсации. Дальнейшее увеличение начального
размера ядра может приводить к образованию ча�
стиц с размером более 2,5·10–3 м. Такие частицы
размером 1,0·10–3 м и более способны выводится из

t, с δ0·106, м

0 0,03 0,1 0,5 0,8 1,0 5,0

δЧ·103, м

600 0,012 0,045 0,110 0,178 0,230 0,920
1800 0,025 0,089 0,270 0,445 0,440 1,380
3600 0,036 0,118 0,400 0,587 0,580 1,790
5400 0,045 0,138 0,471 0,652 0,680 2,080
7200 0,052 0,155 0,520 0,719 0,750 2,310
9000 0,059 0,169 0,562 0,776 0,820 2,510
10800 0,064 0,181 0,588 0,826 0,880 2,670
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атмосферы за счет процесса седиментации [1, 2, 9].
В результате тепломассопереноса в области дымо�
вого факела тепловой электрической станции об�
разовавшиеся частицы размером менее 1,0·10–3 м с
начальным размером ядра конденсации
0,03·10–8…0,8·10–7 м могут осаждаться на поверх�
ности более крупных частиц [1, 2]. Таким образом,
ускорение процесса формирования атмосферных
осадков может очень быстро привести к выпаде�
нию дождевых капель на территориях, прилегаю�
щих к тепловой электрической станции.

На рис. 2 графически показан рост частицы в
зависимости от времени при различных началь�
ных размерах ядер конденсации.

Известно, что на фиксированном расстоянии от
тепловой электрической станции при определен�
ном классе устойчивости атмосферы можно выде�
лить территории с максимальными значениями
концентраций веществ антропогенного происхож�
дения [20]. Таким образом, целесообразным явля�
ется дальнейший анализ процесса образования ча�

стиц серной кислоты с учетом влияния процесса
испарения за счет солнечной радиации и фотохи�
мических процессов, протекающих в атмосфере,
прилегающих к ТЭС. Учет вышеперечисленных
факторов может существенно повысить точность
прогноза процесса образования и выпадения осад�
ков, содержащих серную кислоту на территориях,
прилегающих к ТЭС.

Заключение
Проведен численный анализ процесса конден�

сации серного ангидрида на поверхности ядра кон�
денсации в воздушном пространстве, прилегаю�
щем к ТЭС. Установлено, что частицы, способные
выводиться из атмосферы Земли за счет процесса
седиментации, образуются при начальном размере
ядра конденсации 1,0·10–6 м и более за время
0,5…3 ч. Частицы с меньшим размером способны
переноситься на большие расстояния от источника
антропогенных компонент за счет конвекции и
диффузии.
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Рис. 2. Изменение размеров частиц (м): 1) δ0=0,03·10–6; 2) δ0=0,1·10–6; 3) δ0=0,5·10–6; 4) δ0=0,8·10–6; 5) δ0=1,0·10–6;
6) δ0=5,0·10–6
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Большинство задач гидродинамики и тепло�
массообмена математически сводятся к краевым
задачам. Очевидно, что граничные условия опре�
деляют вид решений наравне с уравнениями. Од�
нако степень обоснованности у граничных условий
на разные неизвестные величины в гидродинамике
неодинаковая. В задачах теплообмена краевые
условия на температуру выставляются, как прави�
ло, физически строго: на границах расчетных
областей температура должна быть непрерывной,

в дополнение нормальная компонента теплопотока
на поверхности раздела также не должна испыты�
вать скачка [1]. Данное условие на теплопоток вы�
текает фактически из закона сохранения энергии
и соответствующим образом модифицируется при
наличии фазового перехода, источников тепла, эк�
зо� или эндотермической реакции на поверхности.
Граничные условия на поле скорости также нео�
днократно подвергались обсуждению и существен�
но модифицировались при решении различных ги�
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дродинамических задач. Проблема переработки
условия прилипания на твердых границах в эф�
фективные граничные условия разносторонне рас�
смотрена в научной литературе [2, 3].

С решением задач о движении неоднородных по
составу жидкостей и газов складывается иная си�
туация. В настоящее время наиболее распростра�
нены три типа граничных условий на концентра�
цию компонентов среды, обоснование применимо�
сти которых часто представляется недостаточно
строгим. Если смесь соприкасается с твердой нера�
створимой поверхностью, то на границе раздела
должна обращаться в ноль нормальная компонен�
та вектора плотности потока вещества Jn|Г=0.

Другая картина складывается при рассмотре�
нии диффузии вещества от твердого тела, раство�
ряющегося в жидкости. Процесс диффузии в ходе
растворения тела в жидкости характеризуется на�
личием локального равновесия вблизи твердой по�
верхности [4]. В этом случае концентрация в при�
мыкающей к поверхности тела жидкости равна
концентрации насыщенного раствора C0. Данное
положение является следствием того, что диффу�
зия уже растворенного компонента в этом слое
идет медленнее, чем сам процесс растворения.
В результате имеет место граничное условие на та�
кой поверхности С|Г=C0.

Если на границе раздела происходит поглоще�
ние попадающего на нее диффундирующего веще�
ства, то краевым будет условие равенства концен�
трации нулю С|Г=0. Подобная ситуация имеет ме�
сто, когда на границе раздела происходит хими�
ческая реакция с поглощением растворенного ком�
понента [4].

Диффузионные явления часто характеризуют�
ся гигантскими временами. В ходе этих процессов
условия на границах рассматриваемой области мо�
гут меняться с течением времени, что математиче�
ски сильно усложняет задачу. Проанализируем
процесс оседания частиц в неоднородно нагретой
феррожидкости. Малые размеры взвешенных ча�
стиц позволяют называть феррожидкость наносус�
пензией. В роли несущей жидкости могут высту�
пать разные среды, но наиболее распространенной
является керосин. Взвесь представляет собой
практически однодоменные магнетитовые части�
цы, которые обладают магнитными моментами.
Частицы покрываются поверхностно�активным
веществом, которое предотвращает их слипание и
препятствует дальнейшему выпадению кластеров
в осадок. Большие значения магнитных моментов
при относительно малых размерах частиц и воз�
можность длительного нахождения во взвешенном
состоянии в жидкости�носителе приводят к тому,
что феррожидкость ведет себя во внешнем магнит�
ном поле как суперпарамагнетик, т. е. парамагне�
тик с аномально большой магнитной восприимчи�
востью [5]. Магнетитовые частицы обсуждаемой
феррожидкости имеют характерный размер по�
рядка 10 нм. Скорость оседания таких частиц в ке�
росине можно оценить с помощь формулы Стокса

где g – ускорение силы тяжести; D – коэффициент
диффузии для феррочастиц в керосине; Vo – объем
коллоидной частицы; Δρ – разность плотностей
магнетита и керосина; k – постоянная Больцмана;
T– – средняя абсолютная температура в полости.
Для коэффициента диффузии частиц при малых
концентрациях справедлива формула Эйнштейна.
При радиусе частицы 10 нм получается весьма ма�
лое значение этого параметра D=2⋅10–7 см2/с.

Эволюция распределения концентрации ча�
стиц при отсутствии конвективного переноса под�
чиняется уравнению [6]:

(1)

Здесь T, C – это поля температуры и концентра�
ции частиц; Δ – оператор Лапласа; γ6 – единичный
вектор, направленный вертикально вверх; α – па�
раметр, описывающий явление термодиффузии в
коллоиде; U – скорость оседания частиц. В уравне�
нии учтены три механизма перераспределения ча�
стиц в жидкости�носителе: диффузия, термодиф�
фузия и седиментация, т. е. предполагается, что
поток вещества определяется формулой

Изотермическая задача об оседании частиц
феррожидкости в тонком вертикальном канале без
учета термодиффузии экспериментально и теоре�
тически была рассмотрена в [7]. С другой стороны,
для количественного описания перераспределения
наночастиц в неоднородно нагретой несущей жид�
кости все чаще используется подход, основанный
на добавлении в выражение для потока вещества
дополнительного феноменологического слагаемо�
го по аналогии с тем, как это делается для описа�
ния явления термодиффузии в молекулярных сме�
сях. А именно, предполагается, что поток частиц в
несущей жидкости пропорционален градиенту
температуры с некоторым кинетическим коэффи�
циентом [8]. Удивительной является величина ис�
пользуемого параметра разделения смеси и знак
термодиффузии. Так, для описания конвективных
процессов в наножидкости Hyflon MFA при плот�
ности частиц 2,15 г/см3 и их среднем размере
25 мкм потребовалось предположить, что в рас�
сматриваемой среде имеет место отрицательная
термодиффузия с параметром разделения смеси
ψ=–7,5. Однако при таких размерах частиц на фо�
не внешнего градиента температуры должен дей�
ствовать классический термофоретический меха�
низм перераспределения взвеси. В этом случае ча�
стицы под действием термофоретической силы
должны перемещаться из нагретых областей в хо�
лодные, что соответствует положительной термо�
диффузии. Таким образом, вопрос о знаке термо�
диффузии и величине параметра разделения смеси
остается открытым и требует детального экспери�
ментального и теоретического изучения.

( ) .J D C T CUρ α ρ= − ∇ + ∇ +

� �

( ) .
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D C T U C
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α γ
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При неоднородном нагреве зависимость от вре�
мени распределения температуры вдоль верти�
кального канала в безконвективном приближении
описывается стандартным уравнением теплопро�
водности

(2)

где χ – температуропроводность смеси. Перекрест�
ными эффектами в выражении для потока тепла в
дальнейшем будем пренебрегать. Для одномерного
случая, когда температура зависит только от вер�
тикальной координаты, точное решение этого ура�
внения записывается в виде ряда. Выпишем снача�
ла решение в случае подогрева снизу для реализуе�
мого в опыте набора граничных и начальных усло�
вий:

где l – длина вертикального канала. Распределе�
ние температуры в каждый момент времени имеет
вид

(3)

Подогреву сверху соответствует другой набор
граничных и начальных условий

Уравнение теплопроводности (2) дает следую�
щее решение

(4)

Легко увидеть, что в канале длиной l=5 см ли�
нейный профиль температуры в среде с температу�
ропроводностью χ=0,7⋅10–3 см2/с устанавливается
за характерное время

Это много меньше аналогичного диффузионно�
го времени

Далее в зависимости от условий подогрева одно
из распределений температуры (3), (4) подставля�
лось в уравнение (1), которое вследствие нетриви�
альности граничных условий решалось численно
методом конечных разностей. При дискретизации
мгновенного поля температуры в ходе суммирова�
ния соответствующего ряда учитывалось до
1000 гармоник. Алгоритм для расчета поля кон�
центрации был разработан в соответствии с явной
схемой решения уравнений в частных производ�
ных [9, 10]. При аппроксимации производных по
времени и производных по координатам использо�

вались, соответственно, односторонние и цен�
тральные разности. Рабочее количество узлов
вдоль канала варьировалось в интервале 91…101.
Вычислительная процедура подразумевала ис�
пользование различных граничных условий для
концентрации частиц на разных этапах процесса
седиментации. В начале процесса

Для физически больших значений скорости се�
диментации при достижении концентрации на ни�
жней границе максимального значения C=1 вво�
дился запрет на ее дальнейшее увеличение. В этом
случае предполагалось, что за счет быстрого осаж�
дения частиц на нижней границе устанавливалось
насыщение, и в дальнейшем внизу использовалось
условие C(0,t)=1. На верхней границе концентра�
ция не может иметь отрицательные значения, поэ�
тому, когда концентрация при x=l достигала нуля,
во все последующие моменты времени накладыва�
лось условие C(l,t)=0.

Результаты расчетов в предельном случае
α=0 хорошо согласуются с данными эксперимента
[7], в ходе которого изучался процесс расслоения
магнитного коллоида в гравитационном поле в од�
нородных по температуре условиях при малых ско�
ростях оседания. Распределение концентрации по
высоте пробирки измерялось индукционным дат�
чиком. Сенсор представлял собой однослойную ка�
тушку из медного провода внутренним диаметром
4,6 и длиной 30 мм. Методика измерения распре�
деления концентрации частиц вдоль канала осно�
вывалась на установлении связи между величиной
индуктивности и динамической магнитной воспри�
имчивостью образца на частоте ~ 500 кГц. Далее по
магнитной восприимчивости определялась концен�
трация частиц. Наблюдения за процессом рассло�
ения проводились в течение 1,7⋅104 часов. Отметим,
что подобная конструкция датчика была использо�
вана в [11] при изучении агрегативной устойчивос�
ти ферроколлоида. В ходе сравнения с [7] расчеты
проводились для следующего набора параметров:
χ=7,0⋅10–4 см2/с, D=1,9⋅10–7 см2/с, l=9 см, C0=0,055,
U=1,6⋅10–8 см/с. Выбранное значение C0 отвечает
5,5 % массовой концентрации частиц в жидкости�
носителе (рис. 1). Вычислялись мгновенные профи�
ли концентрации частиц вдоль канала и средние
значения концентрации вблизи дна и верхней гра�
ницы в зависимости от времени. Осреднение прово�
дилось по 1/5 длины канала вверху и внизу и моде�
лировало интегральное измерение концентрации
индуктивным датчиком.

Профили концентрации, представленные на
рис. 1, показывают, что именно вблизи дна и в
верхней части канала изменения концентрации с
течением времени наиболее существенны и могут
быть зарегистрированы экспериментально. При
относительно малых скоростях седиментации
(рис. 2, а, кривые 3, 4) даже на временах порядка
года концентрация частиц на нижней границе не
достигает единицы и коллоид находится в состоя�
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нии далеком от равновесия. Увеличение скорости
осаждения приводит к появлению максимума на
графике зависимости средней концентрации вбли�
зи дна канала от времени (рис. 2, а, кривая 1). Этот
результат является следствием осреднения кон�
центрации по длине и относительно быстрого стре�
мления суспензии к равновесному состоянию.

Рабочей феррожидкостью является суспензия с
частицами, скорость осаждения которых равна
U=1,6⋅10–8 см/с, поэтому дальнейшие результаты
расчетов будут представлены именно для этого зна�
чения параметра седиментации. При нагреве снизу
положительная термодиффузия должна препят�
ствовать седиментации, а отрицательная стремится
ускорить процесс оседания примеси на дно сосуда.
В случае нагрева сверху термодиффузионный меха�
низм перераспределения частиц работает противо�

положным образом. На измерении характеристик
по разнице в оседании частиц при подогреве сверху
и снизу может быть основана экспериментальная
методика определения термодиффузионного коэф�
фициента для частиц в феррожидкости. Влияние
термодиффузии на процесс перераспределения фер�
рочастиц становится заметным даже на относитель�
но малых временах. На рис. 3 представлены зависи�
мости средней концентрации частиц на торцах ка�
нала от времени. Вычисления проведены для мо�
дельного значения термодиффузионного параметра
при разности температур 1 К и скорости
U=1,6⋅10–8 см/с. Кривые 1, 2 и 3 демонстрируют,
что за время, равное приблизительно 14 суткам, на
дне сосуда в зависимости от знака термодиффузии
должна накапливаться разница в концентрации 
частиц, равная приблизительно 3 %.
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Рис. 1. Профили концентрации частиц вдоль канала в разные моменты времени при отсутствии термодиффузии при разных
скоростях седиментации: a) U=7,6⋅10–7 см/с, кривые 1–4 отвечают моментам времени t=40, 1800, 3700, 5500 ч;
b) U=1,6⋅10–8 см/с, кривые 1–6 соответствуют t=40, 1800, 3656, 5500, 7300, 9100 ч
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Рис. 2. Осредненное значение концентрации частиц на торцах канала в зависимости от времени при отсутствии термодиффу�
зии при разных скоростях седиментации: а) 1, 2 – U=7,6⋅10–7 см/с (шкала слева), 3, 4 – U=1,3⋅10–8 см/с (шкала справа);
C0=0,056. Кривые 1, 3 – средняя концентрация вблизи дна; 2, 4 – концентрация вблизи верхнего торца канала. Симво�
лы 5, 6 – концентрация вблизи нижнего и верхнего торцов в опытах [7]; b) профили концентрации в разные моменты
времени t: 1 – 40; 2 – 6700 ч; 3, 4 – экспериментальные данные
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Рис. 3. Средняя концентрация частиц на торцах канала в за�
висимости от времени для разных значений термо�
диффузионного параметра: штриховые линии
1–3 соответствуют расчету вблизи дна при α=–0,1, 0,
0,1 К–1, сплошные линии 4–6 отвечают концентрации
вблизи верхней крышки сосуда при тех же значениях
термодиффузионного параметра

При отсутствии термодиффузии (α=0) средняя
концентрация частиц у дна растет практически по
линейному закону, что хорошо согласуется с точ�
ным решением [7], описывающим оседание частиц
в безграничном сосуде. Практически в той же мере
концентрация частиц на верхней границе канала
уменьшается. Близкий к линейному закон измене�
ния средней концентрации на обоих концах кана�
ла сохраняется при создании разности температур
на теплообменниках для всех четырех возможных
вариантов седиментационного поведения. Нали�
чие четырех разных ситуаций обуславливается
двумя вариантами подогрева снизу или сверху и
разными возможными знаками термодиффузион�

ного коэффициента α в уравнении (1) для концен�
трации.

Рис. 4. Распределение концентрации частиц в канале через
t=14 суток для разных знаков термодиффузии: 1, 2,
3 – α=0; – 0,1; 0,1 К–1

Расчеты демонстрируют принципиально раз�
ное действие термодиффузии в смеси на любых
временах. Сравним продольные распределения
концентрации при положительной и отрицатель�
ной термодиффузии, анализируя рис. 5. Числен�
ное моделирование показывает, что действие тер�
модиффузии на перераспределение частиц в жид�
кости�носителе становится сопоставимым с седи�
ментацией уже при значениях термодиффузионно�
го коэффициента α~0,1 K–1 вне зависимости от
знака этого параметра. Для перепада температуры
всего 0,11 К/см действие термодиффузии при ука�
занных значениях термодиффузионного пара�
метра не может остаться незамеченным в экспери�
менте.

0 30 60 90
0.046

0.051

0.056

0.061

0.066

C

1

3

x,

2

0 400000 800000 1200000
0.052

0.054

0.056

0.058

C

t, c

1

2

3

5

4

 

Физика

193

Рис. 5. Распределение концентрации частиц вдоль канала в разные моменты времени. Кривые 1–6 соответствуют t=40; 1800;
3700; 5500; 7300; 9100 ч для разных знаков термодиффузии: a) α=–0,1 К–1; b) α=0,1 К–1
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Выводы
Результаты расчетов показывают возмож�

ность экспериментального измерения термодиф�
фузионного коэффициента для феррожидкости
на основе керосина с размерами частиц порядка
10 нм. Разработанная методика позволяет рас�
пространить ее на другие коллоидные растворы

для частиц различных размеров с произвольной
плавучестью.

Работа поддержана грантом РФФИ «Колебательные
конвективные процессы в нано� и микрожидкостях в ми�
крофлюидических системах: анализ и контроль» в рамках
регионального конкурса инициативных проектов
«Урал�а». Код проекта 13�01�96010.
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Аффинное  деформирование  ГПУGмонокристалла
Для металлов наряду с гранецентрированной

(ГЦК) и объемоцентрированной кубической (ОЦК)
кристаллической решеткой одним из наиболее

распространенных типов является гексагональная
плотноупакованная (ГПУ) решетка [4]. Такое стро�
ение имеют титан, цинк, цирконий, бериллий,
магний и ряд других металлов. Используя изобра�
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На основе разработанного ранее алгоритма теоретического исследования упругих свойств металлических микро� и нано�моно�
кристаллов с кубическими решетками [1, 2] вычисляются упругие модули образцов конечных размеров с гексагональной плот�
ноупакованной решеткой. Форма образца согласована с симметрией решетки [3]. В качестве потенциала выбирается степенной
потенциал Ми. Для исследования упругих свойств используется подход атомарной статики. Задается вид деформационного гра�
диента и определяется текущая конфигурация кристалла. Для расчета упругих модулей в текущей конфигурации кристалла вы�
числяется полная потенциальная энергия образца, отнесенная к его объему. Приравнивая квадратичные слагаемые в ее разло�
жении в степенной ряд по параметрам деформирования упругому потенциалу, определяются упругие модули образца. Показа�
но, что гексагональная плотноупакованная решетка, состоящая из двух простых подрешеток, не может при заданной аффинной
кинематике деформироваться однородно. Для обеспечения минимума потенциальной энергии гексагонального плотноупако�
ванного кристалла в текущей конфигурации необходимо задавать относительное смещение подрешеток, зависящее от пара�
метров деформирования. Получено, что упругие модули гексагонального плотноупакованного кристалла зависят от размеров
образца. Эта зависимость имеет горизонтальную асимптоту, соответствующую макроскопическому монокристаллическому телу
с известными упругими свойствами, что позволяет провести идентификацию параметров потенциала взаимодействия атомов.
Все вычисления в работе выполнены в символьном виде с помощью пакета Wolfram Research «Mathematica».
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жение решеток в виде набора шаров, можно пред�
ставить, что ГПУ�решетка обладает двухслойной
периодичностью, последовательность ее слоев по
вертикали записывают в виде …ABABAB…, при�
чем слои, условно обозначаемые как A и B, соот�
ветствуют наиболее плотному периодическому
расположению шаров на плоскости (их центры ле�
жат в узлах периодической сетки из правильных
треугольников). Структуры этих слоев не отлича�
ются, но один слой в ГПУ�решетке сдвинут относи�
тельно другого так, что атомы слоя A расположены
напротив центров пустот слоя B (рис. 1, б, в). Для
ГПУ�решетки выделяют две простые подрешетки,
они являются объединением слоев атомов типа A
или B. ГПУ�решетка в отличие от ГЦК или ОЦК�
решетки характеризуется не одним, а двумя межа�
томными расстояниями. Переменная a использу�
ется для обозначения равновесного расстояния
между атомами одного слоя, а переменная b – для
обозначения равновесного расстояния между од�
ноименными слоями (удвоенное расстояние между
слоями A и B).

При исследовании механических свойств об�
разца с ГПУ�решеткой конечных размеров для ис�
ключения влияния на результат наложения клас�
сов симметрий образца и решетки рассматривает�
ся тело, имеющее оси симметрии такого же поряд�
ка, что и сама кристаллическая решетка. Для
ГПУ�решетки в работе [3] обоснован выбор формы
образца в виде прямоугольной призмы с правиль�
ным треугольником в основании (рис. 1). В этом
случае все боковые грани содержат одинаковое ко�
личество атомов.

При вычислении упругих модулей ГПУ�кри�
сталла для него определяются отсчетная и теку�
щая конфигурация, связь между которыми задает�
ся аффинором (деформационный градиент в меха�
нике сплошных сред). Принимается, что в обеих
конфигурациях структура решетки строго задана
и расстояние между соседними атомами любой из
подрешеток не меняется по образцу. Отсчетная
конфигурация кристалла определяется только

значениями параметров a и b, соответствующих
минимуму (по двум переменным a и b) удельной
потенциальной энергии Ф образца:

где ϕ(Rk–Rj) – потенциальная энергия взаимодей�
ствия пары атомов с радиус�векторами Rk и Rj; V –
область, занимаемая исходным образцом; Mes(V) –
ее объем. Поскольку в определении используется
потенциальная энергия системы, то равновесные
расстояния связаны с параметрами выбранного
межатомного потенциала. Для моделирования
взаимодействия атомов в металлах с ГПУ�строени�
ем выбирается степенной потенциал Леннард�
Джонсовского типа, описывающий для двух ато�
мов свойство отталкиваться на малых и притяги�
ваться на больших расстояниях и содержащий два
слагаемых степенного вида с противоположными
знаками. Показатели степени (крутизна соответ�
ствующих кривых) в этих слагаемых описывают
убывание взаимодействия с расстоянием. Такой
потенциал называется потенциалом Ми [5, 6]:

(1)

где x – вектор, соединяющий два атома; α – равно�
весное расстояние для пары атомов; β – энергия,
соответствующая глубине потенциальной ямы
взаимодействия двух атомов. Для потенциала Лен�
нард�Джонса m=12, n=6.

В работе [3] с помощью силового подхода полу�
чены представления параметров ГПУ�решетки a и
b через параметр α для различных значений пока�
зателей степени m и n потенциала Ми. Показано,
что любой паре значений показателей степени m и
n в потенциале Ми соответствует определенное от�
ношение параметров кристаллической ГПУ�ре�
шетки b/a. При использовании энергетического
подхода идентификация параметров потенциала
дает иной результат. Например, равновесные пара�
метры решетки магния суть aMg=3,208⋅10–4 (мкм),
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Рис.  1. Образец с ГПУ�решеткой, атомы слоя A изображены серым цветом, атомы слоя B – черным цветом: а) общий вид;
б) вид спереди; в) вид сверху

   
   



bMg=7,610⋅10–4 (мкм), их отношение равно
bMg/aMg=1,6240. Им соответствуют параметры по�
тенциала Ми m=12, n=4, α=3,64⋅10–4 (мкм). Расче�
ты с этими значениями дают b∞/a∞=1,6245 (откло�
нение 0,03 %), a∞=0,8823α, b∞=1,4333α. Потен�
циал Леннард�Джонса позволяет получить отно�
шение b∞/a∞=1,6314 (a∞=0,9422α, b∞=1,5370α),
ближе всех из металлов с ГПУ�решеткой к которо�
му стоит кобальт bCo/aCo=1,6329.

Текущая конфигурация кристалла получается
в результате действия на его отсчетную конфигу�
рацию аффинора F, в результате чего радиус�век�
тор Ri каждого атома из отсчетной конфигурации
переходит в радиус�вектор ri=F⋅Ri текущей конфи�
гурации. При исследовании упругих свойств об�
разца рассматриваются чистое растяжение�сжатие
вдоль произвольной оси l, F=E+(λ–1)ll, где l – еди�
ничный вектор; λ – кратность удлинения; E – еди�
ничный тензор второго ранга, или простой сдвиг в
плоскости с нормалью n в направлении b F=E+γbn,
где γ – интенсивность сдвига. Элементарный объем
dV меняется как dV�=JdV , где J=detF.

Тензор напряжений Коши σ, определенный в те�
кущей конфигурации, при упругом деформирова�
нии металлов (являющимся малым) связан с линей�
ным тензором малых деформаций εε=(F+FT)/2–E,
обобщенным законом Гука

(2)

где тензор четвертого ранга C – тензор линейно�
упругих свойств материала. В силу симметрии εε и
σσ тензор C симметричен относительно перестано�
вок внутри первой и последней пар индексов
Cijkl=Cjikl=Cijlk, и закон Гука (2) можно представить в
виде

(3)

Плотность внутренней энергии (упругий потен�
циал) для линейно�упругой среды

из термодинамических соображений представляет
собой положительно определенную квадратичную
форму, то есть u>0 при любых εε≠0 и u=0 только
при нулевых деформациях εε=0. Отсюда следует до�
полнительная симметрия компонент тензора C от�
носительно перестановки первой и последней пар
индексов Cijkl=Cklji.

Симметрия тензора напряжений Коши следует
из уравнения баланса момента количества движе�
ния для неполярных сред. В экспериментах с мак�
рообразцами металлов несимметрии тензора на�
пряжений Коши не обнаружено. Но для объектов
наноуровня утверждение о симметрии тензора σσ

экспериментально не обосновано и не опровергну�
то. Если в качестве исходной формы обобщенного
закона Гука принять соотношение (3), в правой ча�
сти которого фигурирует несимметричный тензор
дисторсии ββ=F–E, появляется возможность иссле�
довать вероятные несимметричные упругие свой�
ства кристаллов наноразмеров. При этом не пред�
полагается априорной симметрии тензора напря�

жений Коши, то есть согласно структуре соотно�
шения (3) из него не следует симметрия внутри пар
индексов компонент тензора линейно�упругих мо�
дулей, в общем случае будем рассматривать
Cijkl≈Cjikl≈Cijlk.

При разложении тензора дисторсии ββ на сумму
ββ=εε+ωω симметричной εε и кососимметричной ωω ча�
стей, из (3) следует равенство σσ=C:εε+C:ωω. В тензо�
ре четвертого ранга C можно выделить полусим�
метричную часть C(s,s), для которой выполняются
условия симметрии в парах индексов
Cijkl

(s,s)=Cjikl
(s,s)=Cijlk

(s,s), «полуантисимметричную» часть
C(a,a), для которой справедливо Cijkl

(a,a)=–Cjikl
(a,a)=–Cijlk

(a,a), и
две смешанные части C(s,a) и C(a,s), для которых при�
нимается  Cijkl

(s,a)=Cjikl
(s,a)=–Cijlk

(s,a), Cijkl
(a,s)=–Cjikl

(a,s)=Cijlk
(a,s). Подста�

вляя C=C(s,s)+C(s,a)+C(a,s)+C(a,a) в закон (3), получим:

следовательно, несимметричный тензор напряже�
ний разделяется на симметричную σσ(s)=C(s,s):εε+C(s,a):ωω
и антисимметричную части σσ(a)=C(a,s):εε+C(a,a):ωω. Упру�
гая энергия в «несимметричном случае» представ�
ляется в виде

(4)

Симметрия по парам индексов здесь учтена в
виде εε:C(s,a):ωω=ωω:C(a,s):εε=0. Из представления (4) сле�
дует, что тензоры C(s,s) и C(a,a), составляющие тензор
линейно�упругих свойств C, являются положи�
тельно определенными. Сумма тензоров C(s,a) и C(a,s)

также является положительно определенной.
Кососимметричная часть дисторсии ωω при ма�

лых деформациях, характерных для упругого от�
клика металлов, описывает поворот образца как
жесткого тела. Для определения соответствующих
компонент тензора линейно�упругих свойств C(s,a),
C(a,s) и C(a,a) необходимо, чтобы возникала реакция
образца на задаваемый тензором w  поворот. Она
возможна только при наличии связи между атома�
ми образца и некоторого его окружения, напри�
мер, такая ситуация может реализоваться в поли�
кристалле при повороте некоторого зерна относи�
тельно своих соседей. Таким образом, для моно�
кристалла могут быть определены упругие моду�
ли, входящие в тензор C(s,s), а модули C(a,a), C(s,a) и C(a,s)

отражают взаимодействия зерен в поликристалле
и зависят от различия во взаимной ориентации и
относительного расположения зерен.

Строение несимметричного тензора упругих свойств
ГПУGмонокристалла
При наложении ортогонального преобразования

(например, поворота образца) компонент тензора C
преобразуются по закону C*=Cijkl(Q⋅ei)(Q⋅ej)(Q⋅ek)(Q⋅el),
где Q – собственно ортогональный тензор. Если пре�
образование Q принадлежит группе LC симметрии
тензора линейно упругих свойств, то справедливо
равенство C*=C. Это условие дает систему дополни�
тельных ограничений на компоненты тензора C:

(5), , , , 1,3.
i j k l

mnpq ijkl m n p q
C C Q Q Q Q i j k l= =

(s,s) (a,a )1 1

2 2
: : : : .u = +C Cεε εε ωω ωω

(s,s) (a,s) (a,a ) (s,a )
: : : : ,= + + +C C C Cσσ εε εε ωω ωω

1 1 1

2 2 2
: : : ( ) : : ( )u = = = − −C F E C F Eσσ εε εε εε

: ( ).= −C F Eσσ

: ,= Cσσ εε
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В работе [7] установлен изоморфизм 21�мерного
пространства упругих модулей для 3�мерной сре�
ды и эрмитова пространства той же размерности
для симметричного тензора C. Введенные в [7] со�
отношения позволяют проводить анализ его стро�
ения для различных классов симметрии материа�
ла. Например, для ГПУ�монокристалла получено 5
независимых ненулевых компонент

C1111, C1122, C1133, C2323,  C3333.                   (6)
Для несимметричного тензора C требуется про�

водить отдельное исследование.
В качестве осей координат выберем оси, связан�

ные с кристаллической решеткой, как показано на
рис. 1. Базисные векторы, соответствующие этим
осям, будем обозначать как ei, i=1,3

⎯

. Тогда группа
симметрии LC будет содержать помимо тождес�
твенного преобразования E и инверсии –E преобра�
зования поворота Q e3

2π/3 вокруг оси e3 на угол 2π/3 и
преобразования зеркальной симметрии R1 и R3 от�
носительно плоскостей с нормалями e1, e3. Анализ
системы (5) с тензорами Q e3

2π/3, R1 и R3 с учетом сим�
метрии по парам индексов дает 8 ненулевых неза�
висимых компонент:

C1111, C1122, C1133, C2323,  C2332, C3232,  C3333.           (7)
Наложение условия симметрии внутри пар ин�

дексов приводит к обычному набору (6) компонент
полусимметричного тензора линейно�упругих
свойств, полученному в [7].

Постановка численных экспериментов 
для определения упругих модулей
При наложении на образец заданной аффинной

деформации с помощью (1) вычисляется потенциаль�
ная энергия исследуемого образца с ГПУ�решеткой.
Упругая энергия материала сопоставляется с вычис�
ленной потенциальной энергией ГПУ�образца. В
опыте на трехосное растяжение�сжатие вдоль вы�
бранных координатных осей (рис. 1) с кратностями
удлинения λi, i=1,3

⎯

упругая энергия принимает вид:

(8)

Причем 
C1111>0, C3333>0, C1111+C1122>0, C1111+C3333+2C1133>0.
При простом сдвиге, для которого β12=γ (осталь�

ные компоненты βij=0), и при простом сдвиге, для
которого β21=γ (остальные βij=0), упругая энергия
одинакова:

(9)

В серии опытов на простой сдвиг образца, в ко�
торых одна из следующих компонент тензора ди�
сторсии отлична от ноля: β13=γ или β31=γ, или
β23=γ, или β32=γ, а остальные равны нулю βij=0, вы�
ражения для упругой энергии также совпадают:

(10)

Таким образом, с использованием энергетичес�
кого подхода можно определить только 6 упругих
модулей – C1111, C1122, C1133, C1212, C2332, C3333. Для сим�
метричного случая справедливо соотношение
C1212=(C1111–C1122)/2 [7], которое может быть прове�
рено для ГПУ�монокристалла конечного размера с
помощью прямого расчета.

Возникновение несимметрии упругого отклика
в виде C1212≈(C1111–C1122)/2 может проявиться только
при деформировании, содержащем сдвиги в пло�
скости x1Ox2. Если происходит простой сдвиг с
компонентами дисторсии β12=γ, остальные βij=0,
или простой сдвиг, в котором β21=γ, остальные
компоненты βij=0, то из (3) и (7):

или  

остальные компоненты равны нулю. При простом
сдвиге влияние «несимметричных» компонент
тензора упругих модулей приводит к появлению
кососимметричной части тензора напряжений σσ(a). 

Ее аксиальный вектор в этих двух

случаях равен

или  

То есть при C∞

1111–C∞

1122–C∞

1212>0 в качестве реакции
образца на простой сдвиг может возникнуть мо�
мент, стремящийся повернуть образец в направле�
нии, противоположном сдвигу. Для симметричной
части тензора напряжений σσ

(s) в обоих случаях
справедливо σ12

(s)=σ21
(s)=1/2(C1111–C1122)γ, остальные

σσij
(s)=0, что соответствует закону Гука (2).

Вычислительный эксперимент с помощью подхода
атомарной статики
Для теоретического исследования физических

свойств конденсированных сред на микро� и нано�
уровнях нередко применяется дискретный подход,
основанный на прямом моделировании движения
частиц, вызванного их взаимодействием и прило�
женными внешними воздействиями. Наиболее
распространенным является метод молекулярной
динамики (МД), при использовании которого для
каждой частицы (атома или молекулы) численно
решаются уравнения движения (уравнения балан�
са количества движения и момента количества
движения), содержащие силы и моменты взаимо�
действия выбранной частицы со всеми остальными
частицами тела или с частицами из некоторой ее
окрестности [5, 6, 8]. Силы взаимодействия частиц
вводятся с помощью потенциалов межатомного
взаимодействия. Получаемые количественные ре�

1
1111 1122 12122

{0;0; ( 2 ) }.C C C γ
×

= − − −σσ

1
1111 1122 12122

{0;0; ( 2 ) }C C C γ
×

= − −σσ

(a )1

2
:

×
= ªσσ σσ

12 1212

21 1111 1122 1212

,

( ) ,

C

C C C

σ γ

σ γ

=⎧

⎨

= − −
⎩

12 1111 1122 1212

21 1212

( ) ,C C C

C

σ γ

σ γ

= − −⎧

⎨

=
⎩

21
2332 23322

, 0.u C Cγ= >

21
1111 1122 12122

1111 1122 1212

( ) ,

0.
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− − >

2 21 1
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21
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зультаты зависят от заранее заданных числовых
значений параметров потенциалов.

В данной статье применяется подход, основан�
ный на методе атомарной статики. В основе подхо�
да лежит рассмотрение статики взаимодействую�
щих частиц при явном задании структуры кри�
сталлической решетки. Для проведения расчетов
используется потенциал Ми (1). Применение ста�
тической постановки и точного задания положе�
ний атомов в кристаллической решетке позволяет
получить аналитическое решение задачи по опре�
делению упругих свойств образца конечного раз�
мера для произвольных значений параметров по�
тенциала, рассматриваемых как переменные ис�
следуемых функций (упругих модулей). Точные
выражения для упругих модулей получаются для
объемов материала с небольшим числом атомов N
на ребре образца (от 3 до 20). Для получения мак�
роскопических значений параметров по этим точ�
ным решениям делается предельный переход
N→∞. Это позволяет идентифицировать парамет�
ры потенциала.

При действии аффинора на отсчетную конфигу�
рацию кристалла, задаваемую параметрами ре�
шетки a и b, слои A и B ГПУ�образца деформиру�
ются одновременно, что приводит к нарушению
симметрии расположения атомов типа B в лунках
между атомами типа A (рис. 2, а). Нарушение од�
нородности расположения атомов решетки при на�
ложении общей однородной деформации кристал�
ла более детально показано для отдельного треу�
гольника, образованного атомами типа A, в лунке
между которыми расположен атом типа B. Поло�
жение C' атома типа B после такого деформирова�
ния (полупрозрачный шар на рис. 2, в) не соответ�
ствует центру C'' описанной окружности треуголь�
ника из атомов типа A. Новый центр C'' определя�
ется геометрически (черный шар на рис. 2, в). Тог�
да при растяжении в плоскости x1Ox2 дополнитель�
ное смещение атома типа B относительно атомов
типа A, зависящее от кратностей удлинения λ1 и
λ2, приводит к уменьшению потенциальной энер�
гии системы атомов:

(11)

Следовательно, решетка ГПУ�кристалла, со�
стоящая из двух простых подрешеток типа A и B,
при заданной аффинной кинематике (предписан�
ном деформационном градиенте) не всегда может
деформироваться однородно.

При растяжении�сжатии вдоль оси Ox3 одно�
родность ГПУ�решетки не нарушается и дополни�
тельного смещения слоев B относительно слоев A
не требуется. Полученное точное решение (11) для
смещения центрального атома в треугольнике мо�
жет не обеспечивать минимум потенциальной
энергии для более сложной системы атомов ГПУ�
монокристалла. Две ненулевые компоненты вза�
имного смещения слоев ГПУ�кристалла в плоскос�
ти x1Ox2 являются двумя дополнительными степе�
нями свободы кристаллической решетки при де�

формировании кристалла. Поиск этих (малых)
смещений для ГПУ�кристалла рассматриваемой
формы проводится с помощью разложения в сте�
пенной ряд полной потенциальной энергии образ�
ца Ф по искомым параметрам с точностью до чле�
нов второй степени. Для этого в текущей конфигу�
рации атомам типа A предписывается смещение
{δ1a;δ2a;0}, а атомам типа B – смещение
{–δ1a;–δ2a;0} с произвольными δ1, δ2. При деформа�
ции растяжения�сжатия вдоль осей Oxi, i=1,3

⎯

зер�
кальная симметрия кристалла относительно пло�
скости x2Ox3 не нарушается и смещение δ1=0, опре�
деления требует только параметр δ2. Положения
атомов r�i

(A) и r�i
(B) слоев A и B соответственно в теку�

щей конфигурации находятся как 

Для заданного размера образца при известных
из [3] значениях равновесных параметров ГПУ�ре�
шетки a, b и произвольных параметрах α, β, λ1, λ2,
λ3 и δ2 находится выражение для полной потен�
циальной энергии образца. Это выражение раскла�
дывается в степенной ряд по кратностям удлине�
ния λ1, λ2, λ3 в окрестности λi=1 и по смещению δ2

в окрестности δ2=0. В этом ряду берутся только
члены, линейные по малым λi–1, и члены до вто�
рой степени включительно по δ2. Минимум полу�
чаемой квадратичной функции по δ2 определяется
как вершина параболы. В результате смещение δ2

выражается как функция только от параметров λ1

и λ2. В частности, для образца с N=6 атомами по�
тенциал Леннард�Джонса дает функцию

причем при равных кратностях удлинения λ1=λ2

(всестороннее расширение в плоскости x1Ox2) до�
полнительное смещение, как и следовало ожидать,
равно нулю. При увеличении числа атомов на реб�
ре образца коэффициенты при λ1–λ2 возрастают и
образуют сходящуюся числовую последователь�
ность. В пределе при числе атомов на ребре N→∞,
соответствующем макроуровню, получается зави�
симость

При учете малости отклонения кратностей удли�
нения от 1 из (11) следует соотношение, которое от�
личается от полученной оценки для всего образца:

При наложении аффинной кинематики вычис�
ляется потенциальная энергия

деформированного ГПУ�образца, деленная на
объем деформированного образца V�, раскладыва�
ется в степенной ряд по параметрам деформирова�

� �

� �
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ния при сохранении членов до второй степени
включительно. Линейные слагаемые в этом разло�
жении оказываются нулевыми. Квадратичные
слагаемые приравниваются соответствующему
упругому потенциалу (8)–(10). В частности, для
образца с N=6  атомами на ребре при трехосном ра�
стяжении�сжатии образца с использованием по�
тенциала Леннард�Джонса потенциальная энер�
гия (учитывалось, что V�=√

–3a2bN3
λ1λ2λ3/4) равна

где u0 – потенциальная энергия в недеформирован�
ном состоянии. Сопоставляя u–u0 с (8), получим
значения упругих модулей для ГПУ�образца с N=6
атомами на ребре:

При реализации простого сдвига, при котором
β12=γ (остальные компоненты βij=0), и при простом
сдвиге, при котором β21=γ (остальные компоненты
βij=0), для ГПУ�образца при N=6 атомах найдены
дополнительные смещения δ1=0,1893γ, δ2=0. Вы�
ражения для упругой энергии, полученные в этих
опытах, совпадают:

следовательно, 

и  

В опытах на простой сдвиг, в которых одна из сле�
дующих компонент тензора дисторсии ненулевая:
β13=γ или β31=γ, или β23=γ, или β32=γ, а остальные рав�
ны нулю βij=0, для ГПУ�образца с N=6 атомами на 

ребре дополнительные смещения слоев атомов, обес�
печивающие минимум потенциальной энергии в де�
формированной конфигурации, оказываются нуле�
выми δ1=δ2=0. При этом выражения для упругой
энергии совпадают u–u0≈25,97γ2β/α

3=1/2C2332γ
2, сле�

довательно, C2332=51,93β/α
3.

При повторении расчетов для различных N
упругие модули образуют числовые последова�
тельности, быстро сходящиеся с ростом размеров
образца. В пределе N→∞ получены значения мак�
роскопических упругих модулей для ГПУ�моно�
кристалла
C∞

1111≈305,71β/α
3, C∞

1122≈144,87β/α
3, C∞

1133≈98,59β/α
3,

C∞

3333≈353,88β/α
3, C∞

1111–C∞

1122–C∞

1212≈80,06β/α
3,

C∞

2332≈73,80β/α
3,  то есть  C∞

1212≈80,77β/α
3.

В симметричном случае 
C∞

1212=(C∞

1111–C∞

1122)/2≈80,42β/α
3 (отличие менее 0,5 %). 

То есть расчеты части упругих модулей (7) с по�
мощью потенциала Леннард�Джонса показали,
что ГПУ�монокристалл обладает симметричными
упругими свойствами.

При использовании потенциала Ми с парамет�
рами, соответствующими магнию, получены сле�
дующие значения упругих модулей при N=6:
C1111≈218,52β/α

3, C1122≈110,38β/α
3, C1133≈84,58β/α

3,
C1212≈54,07β/α

3=(C1111–C1122)/2, C2332≈60,35β/α
3.

При N→∞ получены значения макроскопичес�
ких упругих модулей ГПУ�кристалла:

C∞

1111≈521,90β/α
3, C∞

1122≈262,49β/α
3,

C∞

1133≈175,34β/α
3, C∞

3333≈603,14β/α
3,

C∞

1212≈129,95β/α
3
≈(C1111–C1122)/2=129,71β/α

3,
C∞

2332≈120,05β/α
3.

Из экспериментов для магния известны значе�
ния упругих модулей [9]:
CMg

1111=59,76 (ГПа), CMg
1122=26,12 (ГПа), CMg

1133=21,63 (ГПа),
CMg

3333=61,68 (ГПа), CMg
2323=16,34 (ГПа),

по которым можно идентифицировать параметр β

3 1
1212 1111 11222

51,68 / ( ).C C Cβ α= = −

3
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2 3 21
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3 3
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Рис. 2. Неоднородная структура при растяжении ГПУ�решетки в плоскости x1Ox2 (λ2>λ1): а) слои A и B; б) «элементарный треу�
гольник» атомов до деформации (шары уменьшены); в) «элементарный треугольник» после деформации, полупро�
зрачный шар соответствует положению атома типа B без дополнительного смещения (11)

   
   



потенциала Ми. Принимая, что CMg
1111=C∞

1111, получим
β=4,2118⋅10–10 (Дж), тогда β/α

3=0,1145 (ГПа), то
есть
C∞

1111=59,76 (ГПа), C∞

1122=30,05 (ГПа), C∞

1133=20,08 (ГПа),
C∞

3333=69,06 (ГПа), C∞

2323=13,75 (ГПа),   C∞

2323=14,88 (ГПа).
Наибольшее отклонение в вычисленных с помо�

щью указанных параметров модулях от экспери�
ментальных значений составляет 16 % (для модуля
C2332). Такое отклонение связано с недостаточной
точностью предельного перехода N→∞ и с тем, что
расчеты проводились для идеально чистого метал�
ла, а экспериментальные данные получены для тех�
нически чистого магния, содержащего примеси.

Выводы
В работе продемонстрированы возможности

энергетического способа по вычислению упругих
модулей образцов конечных размеров с ГПУ�ре�
шеткой в рамках подхода атомарной статики.
В статьях [9, 10] с помощью силового (и моментно�
го [10]) способа описания взаимодействия атомов
найдены упругие модули бесконечных монокрис�
таллов с ГПУ�решеткой при рассмотрении взаимо�
действия произвольного атома с атомами из одной
[10] или нескольких [9] координационных сфер.
В отличие от указанных работ здесь использовался
энергетический подход сопоставления упругой
энергии деформируемого сплошного тела и потен�
циальной энергии деформированного монокри�
сталла, отнесенной к его объему в текущей конфи�
гурации. Исследовались кристаллы конечных раз�
меров, учитывалось взаимодействие каждого ато�
ма кристалла со всеми остальными атомами образ�
ца. Потенциальная энергия определялась на осно�

ве классических двухчастичных (безмоментных)
потенциалов степенного вида. Показано, что ГПУ�
решетка, состоящая из двух вложенных простых
подрешеток, при заданной аффинной кинематике
не может деформироваться однородно. Для обеспе�
чения минимума потенциальной энергии ГПУ�
кристалла в текущей конфигурации необходимо
задавать относительные смещения подрешеток,
которые были найдены как функции от параме�
тров деформирования тела. Показано, что упругие
свойства материала с ГПУ�решеткой зависят от
размеров образца. Макроскопические упругие мо�
дули получены за счет предельного перехода (стре�
мление размера кристалла к бесконечности). Это
позволяет идентифицировать параметры потен�
циала по макроскопическим свойствам материа�
лов. В отличие от работ [9, 10] здесь не предполага�
лось априорной симметрии тензора напряжений
Коши и тензора линейно�упругих свойств C. Пока�
зано, что в этом случае упругий отклик материала
с ГПУ�решеткой должен описываться 8 независи�
мыми ненулевыми упругими модулями. С помо�
щью энергетического подхода можно найти только
6 из них. Показано, что при независимом вычисле�
нии компонент C1111, C1122 и C1212 они оказываются
связанными равенством C1212=(C1111–C1122)/2, кото�
рое соответствует симметричному тензору C для
ГПУ�решетки. На примере магния показан способ
идентификации всех параметров используемого
потенциала Ми.

Работа  выполнена  при  финансовой  поддержке  гран�
тов  РФФИ  № 1220�0�880�0�1052�а  и  № 1110�0�119�9�
6033�р�Урал�а.

СПИСОК  ЛИТЕРАТУРЫ

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2

200

1. Зубко И.Ю., Трусов П.В. Определение упругих постоянных
ГЦК�монокристаллов с помощью потенциала межатомного
взаимодействия // Вестник Пермского национального иссле�
довательского политехнического университета. Механика. –
2011. – № 1. – С. 147–169.

2. Зубко И.Ю., Мелентьева О.В., Морозова В.П., Кочуров В.И.
Вывод упругого закона монокристаллов металлов из потенциа�
ла межатомного взаимодействия // Вестник Нижегородского
университета им. Н.И. Лобачевского. – 2011. – № 4. – Ч. 5. –
С. 2181–2183.

3. Симонов М.В., Зубко И.Ю. Определение равновесных парамет�
ров решетки различных ГПУ�монокристаллов с помощью по�
тенциала межатомного взаимодействия Ми // Вестник Перм�
ского национального исследовательского политехнического
университета. Механика. – 2012. – № 3. – С. 204–217.

4. Васильев Д.М. Физическая кристаллография. – М.: Металлур�
гия, 1981. – 248 с.

5. Кривцов А.М. Деформирование и разрушение твердых тел с
микроструктурой. – М.: Физматлит, 2007. – 304 с.

6. Кривцов А.М. Упругие свойства одноатомных и двухатомных
кристаллов. – СПб.: Изд. СПбГПУ, 2010. – 144 с.

7. Черных К.Ф. Введение в анизотропную упругость. – М.: Нау�
ка, 1988. – 190 с.

8. Метод молекулярной динамики в физической химии / под ре�
дакцией Ю.К. Товбина. – М.: Наука, 1996. – 334 с.

9. Баранов М.А., Дубов Е.А., Дятлова И.В., Черных Е.В. Атомно�
дискретное описание влияния анизотропных межатомных
взаимодействий на упругие свойства ГПУ�металлов // Физика
твердого тела. – 2004. – Т. 46. – № 2. – С. 212–217.

10. Кривцов А.М., Подольская Е.А. Моделирование упругих
свойств кристаллов с гексагональной плотноупакованной ре�
шеткой // Механика твердого тела. – 2010. – № 3. – С. 77–86.

Поступила 03.05.2013 г.



Введение
Выполненные в последние годы аналитические

[1–4] и численные [5–8] исследования эффектив�
ности современных технологий тушения пожаров
различной степени сложности с использованием
авиации показали целесообразность специального
распыления флегматизаторов при сбрасывании в
зону горения и подчеркнули высокую важность
полноты испарения их основной массы в газовой
фазе (до контакта с горящими материалами, веще�
ствами и конструкциями). Установлены характер�
ные времена полного испарения одиночных ка�
пель, их совокупности и крупных массивов сбра�
сываемой воды – «водяных снарядов» [5–8]. Опре�
делено влияние группы основных факторов (раз�
меры и скорость движения капель, расстояния
между соседними каплями, температура продук�
тов сгорания и другие) на полноту испарения флег�
матизатора на примере пресной воды. Известно
[3, 4], что условия движения соленой воды в зоне
пламени могут значительно отличаться от условий
для пресной воды. Представляет интерес проведе�
ние экспериментального исследования условий
движения распыленной пресной воды и воды с
примесями соли наиболее типичной концентрации
через пламя фиксированной высоты, а также сопо�
ставление с результатами численных исследова�
ний [5–8].

Целью настоящей работы является экспери�
ментальное исследование интегральных характе�
ристик испарения распыленной рабочей жидкости
при движении через высокотемпературные про�
дукты сгорания.

Методика проведения эксперимента
При планировании экспериментов использова�

на схема, предусматривающая распыление рабо�
чих жидкостей (состав № 1 (%): H2O – 97, TiO2 –
0,5, NaCl – 2,5; состав № 2(%): H2O – 99,5, TiO2 –
0,5) с определённой высоты в зону пламени
(рис. 1). Поваренная соль (NaCl) введена в рабочую
жидкость для оценки ее влияния на полноту испа�

рения. Наночастицы диоксида титана (TiO2) высту�
пают в роли «трассеров» [9] и необходимы для по�
вышения четкости видеокадров при «просвечива�
нии» лазером траектории движения двухфазного
потока с использованием PIV�системы.

В сериях экспериментов рабочие жидкости
указанных составов поочередно заливались в ем�
кость – 7 (рис. 1). Для формирования потока рас�
пыленной жидкости использовался дозатор – 9,
обеспечивающий постоянство размеров и концен�
траций капель от эксперимента к эксперименту.
Для регистрации видеограмм с изображением дви�
жущегося двухфазного потока использовалась из�
мерительная PIV�система, состоящая из генерато�
ра лазерного излучения – 3, двойного твердотель�
ного импульсного лазера – 4, подсвечивающего
области съемки посредством «светового ножа» – 6,
кросскорреляционной камеры – 5, фиксирующей
изображения потока жидкости на входе и выходе
цилиндрического канала – 13, синхронизатора –
2 и ПК – 1 с программным обеспечением, позво�
ляющим «кадрировать» результаты съёмки (за�
держка между кадрами составляла 100 мс) и стро�
ить поля скоростей двухфазного потока в рабочей
области. Особенности использования типичных
диагностических PIV�систем и соответствующих
измерительных методик описаны в [9].

Для регистрации температуры продуктов сго�
рания использовалась методика термопарных из�
мерений [10]. Измерения температуры выполня�
лись хромель�копелевыми термопарами – 15 на
разных отметках по высоте в зоне движения про�
дуктов сгорания (выбраны три контрольные точ�
ки – 0,15, 0,5 и 0,85 м). Температура продуктов
сгорания составила 1070±30 К. Важно отметить,
что установленные значения температуры соответ�
ствуют средней температуре пожара [3, 4], т. е. 
наиболее типичным условиям, реализуемым на
практике.

Скорости, линейные размеры и концентрации
капель в рабочей области определялись по резуль�
татам обработки полученных видеограмм с приме�
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки (а, б – видеорегистрация капель до и после зоны пламени): 1 – ПК; 2 – синхрони�
затор ПК, кросскорреляционной камеры и лазера; 3 – генератор лазерного излучения; 4 – двойной твердотельный им�
пульсный лазер; 5 – кросскорреляционная камера; 6 – световой «нож»; 7 – ёмкость с рабочей жидкостью; 8 – рабочая
жидкость; 9 – дозатор; 10 – штатив; 11 – поток капель рабочей жидкости; 12 – канал движения вспомогательной охлаж�
дающей жидкости; 13 – цилиндр из жаростойкого светопрозрачного материала; 14 – полый цилиндр, во внутреннее
пространство которого залита горючая жидкость; 15 – термопары
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нением специализированного программного обес�
печения используемой PIV�системы (рис. 1).

Цикл опытов включал в себя две серии по де�
сять экспериментов в каждой. В первой серии экс�
периментов фиксировались видеокадры распылен�
ной рабочей жидкости на входе в цилиндрический
канал – 13 (высота 1 м, диаметр 0,3 м) при отсут�
ствии пламени в последнем (рис. 1, а). Во второй
серии регистрировались изображения капель по�
сле прохождения ими зоны пламени (рис. 1, б).
Для формирования устойчивого пламени исполь�
зовалось типичное жидкое топливо – керосин, ко�
торое заливалось в основание полого цилиндра –
14 экспериментальной установки.

После проведения серии опытов полученные
видеокадры обрабатывались и строились поля ско�
ростей распыленной жидкости в рабочей области.
Обработка видеоизображений основана на крос�
скорреляционном алгоритме (типичном для PIV�
систем), представляющем метод быстрого преобра�
зования Фурье с добавлением условий выполнения
корреляционной теоремы [9].

При построении полей скорости определялись ин�
тегральные параметры, характеризующие движение
капель распыленной рабочей жидкости через пламя.
В качестве последних приняты скорость, масса, гео�
метрические размеры капель, а также их концентра�
ция в рабочей области. Для удобства оценки измене�
ния перечисленных характеристик испарения капель
при движении через пламя последние условно разде�
лены на три группы: «малые» – 0,075<Rм<0,175 мм;
«средние» – 0,175<Rc<0,275 мм; «большие» –
0,275<Rб<0,375 мм.

Погрешности определения размеров капель со�
гласно методике [11] составили 0,001 мм. Случай�
ные погрешности измерения массы капель, оцени�
ваемые по методике [12], для рассматриваемой
установки (рис. 1) не превысили 1 %. Среднеква�
дратичные отклонения массы в серии опытов со�
ставили меньше 10–6 г.

Результаты и обсуждение
Полученные при проведении опытов типичные

видеокадры распыленной рабочей жидкости (на�
пример, состав № 1), а также соответствующие им
поля скоростей приведены на рис. 2, 3. Установле�
но, что при прохождении распыленной жидкостью
высокотемпературной зоны пламени (рис. 3) об�
щая концентрация капель значительно (в несколь�
ко раз) снижается относительно начальной
(рис. 2), что говорит о достаточно высокой скоро�
сти испарения последних.

По полученным видеограммам и полям скоро�
стей оценены основные параметры испарения рас�
пыленной жидкости (состав № 1), движущейся в
виде совокупности капель через пламя. Результаты
приведены в таблице (группа № 1 – «малые» ка�
пли, группа № 2 – «средние» капли, группа № 3 –
«большие» капли).

В результате серии опытов установлено, что
при прохождении капель с характерными разме�

рами 0,075<Rср<0,375 мм пламени высотой 1 м
масса «больших» капель mср уменьшается на 56 %
(таблица). Масса «средних» капель mср уменьшает�
ся на 84 %. «Малые» капли испаряются полно�
стью (mср→0 и Rср→0). Происходит существенное
изменение внутренней структуры двухфазного па�
рожидкостного потока при движении через высо�
котемпературные газы. Так, например, средняя
относительная концентрация капель на выходе,
отнесенных к группе «больших», существенно
(в 5,5 раз) больше начальной (таблица), что гово�
рит о значительном уменьшении доли «средних» и
«малых» капель в рабочей области после пламени.

Таблица. Средние значения параметров испарения капель
распыленной рабочей жидкости (состав № 1)

Rср – средний радиус, мм; mср – средняя масса, г; αср – средняя
относительная концентрация в рабочей области, %; υср –
средняя скорость, м/с.

Также эксперименты показали, что некоторая
доля (около 12…16 %) «малых» и «средних» ка�
пель, движущихся во фронте потока, уносится с
уходящими дымовыми газами на входе в канал –
13. Это можно объяснить как высокими темпера�
турами пламени, так и относительно высокими
скоростями восходящих продуктов сгорания (до
0,3 м/c). Этот фактор очень важен и его целесооб�
разно учитывать при доработке моделей тепломас�
сопереноса [5–8].

Анализ таблицы показывает, что скорости ка�
пель на выходе из области горения υср снижаются в
среднем на 0,35 м/с относительно скоростей на
входе в канал. Также установлено, что средняя
скорость потока рабочей жидкости υср существенно
(52 %) меньше скоростей на выходе канала без
пламени. Это обусловлено как движением продук�
тов сгорания, так и интенсивным фазовым перехо�
дом при парообразовании. Полученный результат
хорошо коррелирует с зависимостями, полученны�
ми при проведении численного моделирования
[5–8] для скоростей и характерных времен суще�
ствования водяных капель. Однако, абсолютные
значения υср в теоретических работах [5–8] в нес�
колько раз превышают скорости, установленные в
серии опытов (таблица). Это можно объяснить тем,
что при моделировании [5–8] высокотемператур�
ные продукты сгорания считались неподвижными

Наименование
параметра

№ группы
На входе в ка�

нал
На выходе из

канала

Rср, мм
1 0,112 0
2 0,207 0,111
3 0,285 0,217

mср, г
1 0,616⋅10–5 0
2 3,794⋅10–5 0,593⋅10–5

3 9,968⋅10–5 4,403⋅10–5

αср, %
1 39,20 0
2 48,27 31,54
3 12,53 68,46

υср, м/с
1

0,802
0,357

2 0,478
3 0,710
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Рис. 2. Видеограмма (а) и поле скорости (б) капель жидкости на входе в канал
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Рис. 3. Видеограмма (а) и поле скорости (б) капель жидкости после пламени

 
 
 

 
 



относительно капель распыленной жидкости.
По экспериментальным значениям, получен�

ным в серии опытов, построены зависимости пара�
метра ΔR от среднего радиуса капли в потоке Rср,
иллюстрирующие характерные отличия интенсив�
ности испарения исследуемых рабочих жидкостей
(состав № 1 и 2).

Анализ рис. 4 показывает, что при среднем ра�
диусе капель Rср<0,2 мм отклонения параметра ΔR
для исследуемых составов не превышают 4 %. При
увеличении средних размеров капель Rср влияние
примесей NaCl на интенсивность испарения усили�
вается. Так, например, при Rср=0,25 мм значение
параметра ΔR для рабочей жидкости № 1 соста�
вляет 32 %, а для рабочей жидкости № 2 – 38 %.
При Rср=0,28 мм те же параметры равны 25 и
35 % соответственно.

Установленную закономерность можно объяс�
нить тем, что примеси солей, в частности NaCl, су�
щественно замедляют процессы фазового перехода
вследствие повышения теплоемкости рабочей жид�
кости и необходимости подвода большего количе�
ства тепла для интенсификации парообразования
по сравнению с пресной водой. Этот результат хоро�
шо согласуется с аналитическими зависимостями
[3, 4]. При уменьшении размеров капель относи�
тельно Rср=0,15 мм характерные времена существо�
вания последних в потоке высокотемпературных
газов значительно снижаются для исследуемых ра�
бочих жидкостей (состав № 1 и 2). Подведенной
энергии достаточно для прогрева капель малых раз�

меров жидкости без и с примесями NaCl за практи�
чески равные времена. Влияние примесей NaCl нес�
колько ослабляется и характерные значения ΔR для
исследуемых рабочих жидкостей становятся сопо�
ставимыми (рис. 4). Выявленный эффект предста�
вляет интерес для дальнейшего численного исследо�
вания с целью установления пределов применимо�
сти теоретических заключений [5–8] в направлении
специализированного распыления соленой и прес�
ной воды с различными примесями (ретродантами).

Выводы
1. Установлено, что доля испарившейся рабочей

жидкости для типичных по размерам капель
исследуемых распыленных составов не превы�
шает 60 %. Лишь при достижении Rср значе�
ний, соответствующих 0,1…0,2 мм, капли в се�
рии экспериментов при прохождении пламени
высотой 1 м испарялись практически полно�
стью. Эти значения Rср можно рекомендовать к
использованию в качестве максимальных для
обеспечения полноты испарения распыляемой
жидкости.

2. Выполненные опыты позволили выявить важ�
ную особенность, связанную с существенным
замедлением движения капель распыленной
жидкости в зоне пламени (таблица). Этот ре�
зультат можно объяснить действием соответ�
ствующих сил сопротивления, вызванных дви�
жением восходящих продуктов сгорания, фазо�
вым переходом на поверхности капель и други�
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Рис. 4. Зависимости параметра ΔR от Rср: 1 – рабочая жидкость № 1 (%) (H2O – 97, TiO2 – 0,5, NaCl – 2,5); 2 – рабочая жидкость 

№ 2 (%) (H2O – 99,5, TiO2 – 0,5); Rср – средний радиус капель на входе в пламя; – пара�

метр, характеризующий уменьшение размера капли после прохождения пламени
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ми факторами. Установленные эффекты следу�
ет учесть при доработке моделей тепломассопе�
реноса [5–8], в которых движение высокотем�
пературных газов не исследовалось (в первом
приближении принималось условие vпр=0 м/с).

3. Показано, что рабочая жидкость с примесями
NaCl существенно медленнее испаряется по
сравнению с пресной водой. Этот результат хо�
рошо согласуется с [3, 4]. Однако также устано�
влено, что при достижении некоторых значе�
ний Rср (менее 0,15 мм) интенсивности испаре�

ния капель рассматриваемых рабочих жидко�
стей (с NaCl и без примесей солей) сопостави�
мы. Этот результат иллюстрирует возможность
некоторого обобщения результатов численных
исследований [5–8], выполненных с пресной
водой, при разработке соответствующих реко�
мендаций тушения лесных пожаров водой с
определенным содержанием солей.
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта

Президента РФ (МК�620.2012.8).
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Рецензия на монографию А.А. Тихонова
«Тензорное моделирование геомагнитного поля»

Использование тензорного исчисления являет�
ся характерной особенностью математического ап�
парата современных естественных наук. Достаточ�
но упомянуть, что тензорное исчисление давно уже
широко применяется в механике деформируемого
твёрдого тела, аэрогидродинамике, теории элек�
тричества, аналитической и дифференциальной
геометрии. При этом необходимость применения
тензорного исчисления вызвана не только удоб�
ством использования и наглядностью математи�
ческих формулировок, но и объективными свой�
ствами изучаемых объектов и происходящих с ни�
ми процессов. Эту мысль подтверждает и недавно
опубликованная монография А.А. Тихонова «Тен�
зорное моделирование геомагнитного поля» (AV
Akademikerverlag GmbH & Co. KG., Saarbruecken,
Germany, 2011, ISBN 978�3�8454�7932�3, прежнее
название издательства – LAMBERT Academic Pu�
blishing GmbH & Co.). Книга предлагает по�новому
взглянуть на такой, казалось бы, всем хорошо из�
вестный объект природы как магнитное поле Зе�
мли, применив для его описания аппарат тензор�
ного исчисления.

Мотивацией к разработке нового подхода к
описанию геомагнитного поля явилась необходи�
мость аналитического моделирования и решения
ряда задач динамики искусственных спутников
Земли (ИСЗ), взаимодействующих с геомагнит�
ным полем. Известно, что решение такого рода за�
дач, сопряженное с изучением как орбитального
движения ИСЗ, так и вращательного движения
ИСЗ относительно центра масс, требует тщатель�
ного предварительного анализа сил и моментов,
действующих на ИСЗ в околоземном пространстве,
и построения адекватных математических моде�
лей, позволяющих с достаточной степенью точнос�
ти исследовать и прогнозировать движение ИСЗ
аналитическими и численными методами. Маг�
нитное поле Земли (МПЗ) оказывает разнообраз�
ное воздействие на ИСЗ, движущийся в околозем�
ном пространстве. Это воздействие может происхо�
дить посредством таких сил и моментов, как, на�

пример, магнитные, возникающие при наличии на
ИСЗ соленоидов, гистерезисных стержней, по�
стоянных магнитов (в том числе и за счет намагни�
чивания самого ИСЗ в геомагнитном поле); лорен�
цевы, возникающие при движении заряженного
ИСЗ относительно МПЗ; кулоновы, возникающие
вследствие взаимодействия ИСЗ с плазмой около�
земного пространства; силы, обусловленные вих�
ревыми токами Фуко, и др. Для математического
описания такого рода сил и моментов требуется
знать индукцию МПЗ (а иногда не только индук�
цию, но и градиент индукции) как функцию ради�
ус�вектора точки околоземного пространства. Вви�
ду сложного строения МПЗ и отсутствия указан�
ной функциональной зависимости в конечном ана�
литическом виде возникает проблема математи�
ческого моделирования МПЗ как неизбежного эта�
па при построении наиболее подходящей матема�
тической модели динамики ИСЗ, на базе которой бу�
дет производиться аналитическое и/или численное
исследование той или иной задачи космодинамики.

Анализу и решению этой проблемы и посвяще�
на монография А.А. Тихонова, написанная с уче�
том имеющегося многолетнего опыта автора в изу�
чении задач вращательного относительно центра
масс движения ИСЗ, взаимодействующих с МПЗ,
и в стиле работ, ориентированных при моделиро�
вании МПЗ в первую очередь именно на решение
задач космодинамики.

Монография состоит из трех разделов. В первом
разделе обсуждаются вопросы моделирования
МПЗ и использования классических моделей МПЗ
при исследовании динамики вращательного дви�
жения ИСЗ, взаимодействующих с МПЗ. Основное
внимание уделяется наиболее широко используе�
мой в аналитических исследованиях модели МПЗ,
называемой «прямой диполь», а также известной
модели «наклонный диполь». Для МПЗ, модели�
руемого прямым магнитным диполем, получено
уточнённое выражение вектора магнитной индук�
ции B, учитывающее градиентность МПЗ. При
этом показано, что известный в литературе одно�
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сторонний подход к учёту градиентности МПЗ, не
учитывающий кривизну силовых линий МПЗ в
объёме ИСЗ, является недостаточно корректным.
Обсуждаются причины, по которым использова�
ние хорошо известной простейшей модели МПЗ
«прямой магнитный диполь», позволившей ре�
шить большое количество важных прикладных за�
дач, не всегда приводит к качественно верным ре�
зультатам. Обоснована необходимость замены этой
модели другой – более общей моделью. Однако по�
пытка простой замены модели «прямой диполь»
следующей по сложности известной моделью МПЗ
«наклонный диполь» приводит к тому, что учиты�
ваются не все поправки к индукции МПЗ одного
порядка величины. Это означает, что с точки зре�
ния задачи динамики ИСЗ модель МПЗ «наклон�
ный диполь» не уточняет модели «прямой ди�
поль». Следовательно, для построения математи�
ческой модели вращательного движения ИСЗ,
взаимодействующего с МПЗ посредством, напри�
мер, магнитного или лоренцева моментов, пропор�
циональных магнитной индукции B, корректно
учитывающей все слагаемые одного порядка,
необходимо в выражении для вектора B учитывать
влияние следующей, т. е. квадрупольной соста�
вляющей геомагнитного потенциала и, возможно
даже, составляющих более высоких порядков
(в зависимости от постановки задачи). Так, есте�
ственным образом возникла проблема создания и
исследования различных моделей МПЗ, учиты�
вающих его высшие (после дипольной) составля�
ющие.

Во втором разделе в процессе решения сформу�
лированной выше проблемы подробно рассмотрено
квадрупольное приближение МПЗ. Путем введе�
ния в рассмотрение тензора первого ранга M(1), наз�
ванного дипольным магнитным моментом МПЗ, и
тензора второго ранга M(2), названного квадруполь�
ным магнитным моментом МПЗ, получена новая –
тензорная форма представления квадрупольного
приближения потенциала МПЗ в виде суммы двух
слагаемых однотипной структуры. В каждом из
слагаемых одинаковый набор множителей, при�
чем каждый из множителей зависит только от
определенных параметров задачи – от параметров
орбиты ИСЗ или от координат точки пространства
или, как тензоры M(1) и M(2), – от гауссовых коэффи�
циентов. Среди перечисленных выше параметров
только гауссовы коэффициенты определяют соб�
ственные свойства МПЗ. Основываясь на этом фак�
те, автор оценивает составляющие геомагнитного
потенциала по норме указанных тензоров и срав�
нивает их между собой на основании этих оценок.
Поскольку такие оценки не зависят от координат
точек околоземного пространства, получаются до�
вольно интересные объективные результаты, по�
казывающие между прочим, как в течение послед�
них ста лет ||M(1)|| убывает, ||M(2)|| растет, причем ||M(2)||
растет быстрее, чем убывает ||M(1)||. Далее предло�
жен математический аппарат, позволяющий ана�
литически построить вектор B в квадрупольном

приближении и представить его в тензорной форме
с использованием уже известных тензоров M(1) и
M(2). Для этого в общем виде решена задача нахож�
дения градиента произвольной гармонической
функции U и градиента поля вектора B=–gradU по
его известному скалярному потенциалу
U=U(x1,x2,x3), заданному в произвольных криво�
линейных ортогональных координатах x1, x2, x3.
Произведено сравнение квадрупольной модели
МПЗ с известными более простыми моделями
МПЗ. Показано, что при вычислении вектора B
учет квадрупольной составляющей потенциала
МПЗ дает поправки того же порядка малости, что
и поправки от наклонения магнитного диполя
МПЗ к модели «прямой диполь» и вносит значи�
тельно более существенный вклад в точность вы�
числения вектора B, чем учет градиентности МПЗ
в рамках дипольной модели МПЗ.

В третьем разделе дано развитие математичес�
кого аппарата, изложенного во втором разделе.
Программно и алгоритмически обоснована воз�
можность тензорного мультипольного представле�
ния геомагнитного потенциала, а также магнит�
ной индукции и ее градиента, с произвольной сте�
пенью точности путем введения в рассмотрение
тензоров высших рангов. Сравнивая полученное
тензорное представление потенциала МПЗ с из�
вестным гармоническим представлением в виде
ряда Лежандра в сферических координатах (Меж�
дународное аналитическое поле), невозможно не
заметить, что представление А.А. Тихонова выгод�
но отличается от традиционного, во�первых, крат�
костью записи, во�вторых, однотипной структу�
рой слагаемых, а в�третьих – явным присутстви�
ем в каждом слагаемом множителя M(n), зависяще�
го только от гауссовых коэффициентов и, следова�
тельно, являющегося характеристикой собствен�
ных свойств конкретной мультипольной состав�
ляющей потенциала МПЗ. Последнее из упомяну�
тых преимуществ представляется наиболее важ�
ным. Действительно, отсутствие зависимости
мультипольного тензора M(n) от координат точек
околоземного пространства позволяет рассматри�
вать его как объективную характеристику соответ�
ствующей мультипольной составляющей потен�
циала МПЗ. Такая альтернативная форма предста�
вления потенциала вносит ясность в понимание
мультипольной структуры геомагнитного поля и
позволяет лучше представить его как поле, образо�
ванное совокупностью магнитных мультиполей,
каждое из которых, как многомерный объект, ха�
рактеризуется тензором соответствующего ранга.
Полученные выражения отличаются краткостью
записи и удобством использования как при ручном
аналитическом исследовании, так и в компьютер�
ных исследованиях с использованием методов
компьютерной алгебры или численных методов.

Наряду с теоретическим обоснованием тензор�
ного подхода к мультипольному моделированию
геомагнитного поля, книга содержит готовые к ис�
пользованию алгоритмы и программы. Например,

Рецензии
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алгоритм и программа для математического паке�
та Maple, реализующего символьные вычисления,
позволяющие построить аналитические выраже�
ния компонент мультипольного тензора M(n) произ�
вольного ранга. Для практического использования
в прикладных задачах космодинамики приведены
аналитические выражения компонент первых се�
ми мультипольных тензоров МПЗ, выраженные
через гауссовы коэффициенты. Приводится также
программа, позволяющая аналитически строить
вектор B в любом конечном приближении.

Предложена методика оценки корректности
мультипольных моделей МПЗ. Произведено раз�
биение околоземного пространства на области, в
которых корректен учет конечного числа мульти�
польных составляющих вектора B в зависимости
от выбранных критериев точности. Это позволяет
установить то необходимое и достаточное количес�
тво слагаемых в мультипольном разложении век�
тора B, которое обеспечивает заданную точность
нахождения вектора B в любой точке орбиты ИСЗ с
заданными параметрами радиуса и наклонения.

Следует отметить, что все результаты, получен�
ные в монографии и сформулированные в терми�
нах, принятых при описании магнитного поля Зе�
мли, в равной мере могут быть применены к описа�
нию гравитационного поля Земли, а также грави�
тационных и магнитных полей других планет.

Таким образом, полученные в монографии ре�
зультаты позволяют еще раз убедиться в эффек�
тивности тензорного аппарата при математичес�
ком моделировании процессов и явлений в окру�
жающем нас мире.

Георгиевский Дмитрий Владимирович,
д�р физ.�мат. наук, профессор 

механико�математического факультета 
Московского государственного университета 

им. М.В. Ломоносова

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2
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ОТЧЕТ О ПРОВЕДЕНИИ РОССИЙСКОGГЕРМАНСКОГО СЕМИНАРА 
«БИОСОВМЕСТИМЫЕ МАТЕРИАЛЫ И ПОКРЫТИЯ: ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ 

И ПРИЛОЖЕНИЯ, НАПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЯ»

25–26 февраля 2013 г. в Томском политехниче�
ском университете проводился Российско�Германский
семинар «Биосовместимые материалы и покрытия:
фундаментальные проблемы и приложения, направле�
ния развития» (Russian�German workshop «Biocompa�
tible Materials and Coatings: Fundamental Problems &
Trends, Biomedical application» (BMC�2013)).

Организаторы семинара:
1. Национальный исследовательский Томский по�

литехнический университет.
2. Технологическая платформа «Медицина будуще�

го», Россия.
3. Институт физики прочности и материаловедения

СО РАН, г. Томск.
4. Сибирский государственный медицинский уни�

верситет, г. Томск.
5. Институт неорганической химии Университета

Дуйсбург�Эссен, Германия.
6. Институт технологии г. Карлсруэ, Германия.

Цель семинара
1) Обсуждение современного состояния, фундамен�

тальных вопросов и мировых тенденций развития
исследований в области медицинского материало�
ведения.

2) Координация усилий специалистов России в
области медицинского материаловедения, обсуж�
дение вопроса организации Общества биомате�
риалов в России.
В работе семинара принимали участие более

70 специалистов России и Германии, работающих в
области медицинского материаловедения. Отчет о ра�
боте семинара размещен на сайте семинара
http://bmc.tpu.ru

Заключительное пленарное заседание было про�
ведено в виде круглого стола, на котором приняты
следующие решения:
1. Признать итоги работы Российско�Германского

семинара «Биосовместимые материалы и покры�
тия: фундаментальные проблемы и приложения,
направления развития» положительными.

2. Считать практику регулярного проведения Рос�
сийско�Германского семинара полезной и способ�

ствующей укреплению международных научных
связей.

3. Признать важной задачей координацию усилий
специалистов России в области медицинского ма�
териаловедения.

4. Сформировать рабочую группу по созданию не�
коммерческой общественной организации с ори�
ентировочным названием «Общество биоматериа�
лов в России» в составе:
• Баринов С.М., чл. корр. РАН, профессор Ин�

ститута металлургии и материаловедения
РАН, г. Москва, председатель;

• Штильман М.И., профессор Российского химико�
технологического университета им. Д.И. Менде�
леева, г. Москва, зам. председателя;

• Пичугин В.Ф., профессор ТПУ, г. Томск, зам.
председателя;

• Шаркеев Ю.П., профессор Института физики
прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск;

• Шишацкая Е.И., профессор Сибирского феде�
рального университета, г. Красноярск;

• Чайкина М.В., профессор Института химии
твердого тела и механохимии СО РАН, г. Но�
восибирск;

• Хлусов И.А., профессор Сибирского государ�
ственного медицинского университета,
г. Томск;

• Лясников В.Н., профессор Саратовского госу�
дарственного технического университета им.
Ю.А. Гагарина, г. Саратов;

• Гнеденков С.В., профессор ДВО РАН, г. Вла�
дивосток.

5. Поручить рабочей группе подготовить предложе�
ния и разработать план действий по созданию Об�
щества биоматериалов в России. Разработать про�
ект устава общества, в котором определить его
структуру, цели и задачи. Установить следующие
контрольные сроки:
• 28 апреля 2013 г. рассылка подготовленных

документов заинтересованным участникам се�
минара и организациям;

• 26–28 июня 2013 г. интернет�заседание рабо�
чей группы.

Научные мероприятия
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UDC 621.52+511.52

Simonyan S.O.
DETERMINATION OF SQUARE PARAMETRIC GENERALIZED
INVERSE MOORE–PENROSE MATRICES APPLYING 
DIFFERENTIAL TRANSFORMATIONS OF PUKHOV
The author has proposed rather simple numerical analytical tech�

nique for determining square parametric generalized inverse
Moore–Penrose matrices. The known test task is considered.

UDC 519.6

Shumilov B.M., Esharov E.A., Kuduev A.Zh., Ymanov Y.S.
QUINTIC MULTI�WAVELET
The authors have proposed two new types of multi�wavelets on

the basis of quintic Hermitian splines. The algorithm of wavelet
decomposition was obtained. The article introduces the results of the
numerical experiments.

UDC 514.757.2

Ivlev E.T., Al�Khassani M.A., Luchinin A.A.
DIFFERENTIABLE MAPPING OF AFFINE Qm

AND PROJECTIVE Pn SPACES (m<n)
It is proved that affine space mapping into manifolds of degene�

rate and non degenerate null�pairs of projective space are determined
in invariant way by affine and projective spaces mapping.

UDC 517.988.8

Korytov I.V.
FUNCTION REPRESENTING ERROR FUNCTIONAL 
OF A CUBATURE FORMULA IN SOBOLEV SPACE
Representation of error functional of a cubature formula is set up

for an arbitrary function from Sobolev space normalized while using
the derivatives of all orders up to the highest one. In comparison with
the papers devoted to the issue of setting up the functional represen�
tations by the summable functions the Sobolev space here is normal�
ized without pseudodifferential operator. The existence, uniqueness
and summability of the representing function are proved. Neither
norm nor representation of the functional coincides with those
described before at any value of the highest order of the function
derivatives in the class considered.

UDC 519.87

Monakhova E.A.
ON CONSTRUCTION OF MULTIDIMENSIONAL CIRCULANT
GRAPHS OF DIAMETER TWO
The paper considers the task of optimization of undirected circu�

lant networks consisting in maximizing a number of nodes at prede�
termined graph degree and diameter. New lower bounds of a number
of nodes for circulant networks of any degrees and diameter two
were obtained. For the first time the infinite families of circulants of
diameter two achieving the obtained bounds were constructed.

UDC 514.757.2

Al�Khassani M.A., Moldovanova E.A.
DIFFERENTIABLE MAPPING OF AFFINE Qn

AND PROJECTIVE Pn SPACES
The authors have studies the fields of invariant geometric images

occurring when mapping affine space into projective space. Using

these geometric images it is shown that the affine space mappings
into manifolds of degenerate and non degenerate null�pairs of projec�
tive space occur in invariant way with the mapping considered.

UDC 517

Churikov V.A.
DIFFERENTIATION POLYNOMIALS IN LOCAL FRACTIONAL
ANALYSIS BASED ON d�OPERATOR
It is shown that in local fractional analysis there are rather simple

integrable fractional�order functions, a certain order base primitive of
which equals zero.

UDC 519.25 (550.831.05)

Ustinova I.G., Pakhomova E.G.
ESTIMATION OF AUTOCORRELATION FUNCTION 
IN THE FORM OF EXPONENT LINEAR COMBINATION
The paper considers approximation of autocorrelation function in

the form of exponent liner combination. The possibility of such
approximation has been shown by the example of exponential and
exponential�cosine autocorrelation functions.

UDC 517

Churikov V.A.
THE GENERALIZED G�OPERATOR 
OF COMPLEX ORDERS OF REAL VARIABLE
The author introduces the local differentiation and integration G�

operator of a complex order real variable which is the generalization of
d�operator of real orders in the case of infinite number of local opera�
tors for which the conformity principle is fulfilled. The paper considers
its several properties and special cases.

UDC 531.01.

Rodionov A.I.
COVARIANT FORMS OF PRINCIPLES 
AND EQUATIONS OF MOTION 
IN THE SYSTEMS WITH DIFFERENTIAL CONSTRAINTS
The paper introduces the author’s idea of the system of differen�

tial variation principles and equations of mechanics in the systems
with arbitrary differential constraints. It is based on the classical
mechanics extension variant which describes the dynamics of any
orders holonomic and nonholonomic systems. For the constrained sys�
tem its Affix is introduced. It moves in E3N space on the multifold Rm,
restrained by the differential constraints as well. Based on the motion
equations the author introduces the covariant forms of mechanics
equations and principles of highest order nonholonomic systems.

UDC 621.762.4.04.016.2

Dvilis E.S., Chartpuk P., Khasanov O.L., 
Sokolov V.M., Eshetov B.A.
ANALYTIC AND MODEL OPTIMIZATION 
OF KINEMATIC DIAGRAMS FOR POWDER MATERIAL 
UNIFORM�DENSE COMPACTION
The article introduces the comparative model and analytic

description of helical implementation of collector method for com�
pacting powder material developed and licensed at Tomsk polytechnic
university. The collector method principle is based on density
autoalignment throughout the compact by multidirectional movement
of mold forming surfaces. Within the principle the authors have pro�
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posed the kinematic diagram of sealing cylindrical compacts in the col�
lector mold with spiral slides spun around compaction axis at a certain
optimum angle. The authors have proposed the analytic tools for ini�
tial analytic study of the compaction diagram efficiency. Powder com�
paction in different ways was modeled by the finite element method.
The results of the comparative simulation showed that statistical vari�
ability of deformation local values in compacts made by collector
method with spiral slides decreases to 48 % in comparison with com�
mon static compaction and to 5 % in comparison with the original ver�
sion of the collector method. Thus, the collector method with spiral
slides allows decreasing additionally density gradients and may be
used for manufacturing ceramics of nanopowders which are charac�
terized by pronounced negative effect of wall�adjacent friction at
their compaction in closed rigid molts.

UDC 62–531.7

Gavrilin A.N., Korovin G.I., Rozhkov P.S.
DYNAMICS OF CUTTING STRUCTURAL STEELS 
WITH END�MILLING CUTTERS
The article is devoted to optimization of structural steel milling

modes when using special vibration�proof tool of the original con�
struction.

UDC 621.822.6.001

Efremenkov E.A., Sorokova S.N., Kobza E.E.
THE PECULIARITIES OF DESIGNING DOUBLE�POLE DRIVE
WITH THE INTERMEDIATE ROLLING ELEMENTS
The paper considers the peculiarities of designing a drive with the

intermediate rolling elements and free iron ring with two pitch points. The
details of the direct design, by the original parameters of the drive, and the
design based on the prescribed center to center distance is shown.

UDC 535.36

Goryachev B.V., Mogilnitsky S.B.
THE RESEARCH OF LAYERED DISPERSION MEDIA
REFLECTANCE
The authors have considered the radiation transfer in triple dis�

persion media with reflective surface. The analytic expressions for
determining the values of reflectance and transmission coefficient of
dispersion media consisting of three plane layers limited by the reflec�
tive surface were obtained. It was shown that stratosphere and bot�
tom atmospheric layers even at low value of optical density and its
weak change impact considerably the reflectance of the system «triple
media–reflective surface» at all magnitudes of substrate reflection
coefficient. It was ascertained that the increase of elongation degree
of scattering radiation indicatrix in a cloud layer results in reflectance
decrease of the whole dispersion media; this effect is similar to reduc�
tion of optical density of atmosphere cloud layer.

UDC 543.544.72

Zhdaneev O.V.
CHROMATOGRAPHIC SYSTEM WITH RADIAL GEOMETRY
The paper describes the principle of chromatographic system with

radial geometry. The proposed version of chromatographic column
allows simplifying the manufacture in comparison with the traditional
samples of the variable geometry columns and applying stationary
phase layer under control.

UDC 544.452.14

Medvedev V.V., Ilyin A.P., Reshetov A.A.
THE EFFECT OF ALUMINUM OXIDE ON THRESHOLDS 
OF LASER IGNITION OF ALUMINUM NANOPOWDER 
AND IRON OXIDE MIXTURE
The paper introduces the results of experimental researches on

pyrotechnic composition (aluminum nanopowder+iron oxide) igni�
tion by laser radiation (=1,06 m) with pulse duration 3,5 ms. The
authors have measured energy thresholds of laser ignition of the
investigated composition and the composition with aluminum oxide
admixtures at different press in densities. Phase composition of end

combustion products was studied. It was ascertained that the admix�
tures of aluminum oxide nanopowder into iron�aluminum termite
reduce energy ignition thresholds when increasing sample density.

UDC 669.141.32:620.192.7

Apasov A.M., Apasov A.A., Kozlov E.V.
DESTRUCTION OF NITROCARBONIZED STEEL
The it authors have studied the structure of steel subjected to car�

bonitriding and subsequent heat treatment to determine the reasons
of its destruction. The mechanism of hear cracks initiation was
defined and their evolution trajectories were determined.

UDC 621.791.92

Gnyusov S.F., Ignatov A.A., Durakov V.G.
THE FEATURES OF WEAR OF STEEL Р6М5�BASED 
COMPOSITION COATING IN TRIBOCONTACT WITH STEEL
ShKh15 IN A WIDE RANGE OF VELOCITIES AND LOADS
The paper introduces the results of investigation of friction sur�

face structure and tribotechnical characteristics of steel Р6М5�based
composition coatings after friction with a steel disc in the range of slip
velocities from 1,2 to 3,6 m/s and loads from 20 to 100 N. The authors
have determined two extremely gross wear areas and two areas of
steady�state wear in the friction pair steel Р6М5–steel ShKh15. For
friction pair «steel Р6М5+20 wt. % WC»–steel ShKh15 the authors
have determined the considerable reduction of composition coating
wear rate (2–3 times) in comparison with the steel Р6М5�based coat�
ing. The wear rate of composition coating grows linearly with the load;
it is connected with oxidative wear development.

UDC 669:621.7

Khokhlov V.A., Potekaev A.I., Galsanov S.V.
STUDY OF STRESS RELAXATION IN THERMOMECHANICAL
TITANIUM NICKELIDE�BASED JUNCTIONS AND METHODS
FOR THEIR RELIABILITY GROWTH
The stress temporal changes were obtained due to the study of

girth strength and energy dissipation in pipe thermomechanical junc�
tions by nickelide titanium ferrule. The methods for their reliability
growth were developed.

UDC 669:539.612

Potekaev A.I., Khokhlov V.A., Galsanov S.V., Shulepov I.A.
ENERGY DISSIPATION AND ADHESIVE PROPERTIES OF
QUAZI�HERTZ CONTACT OF SHAPE MEMORY MATERIALS
Energy dissipation in material contact determined by the hystere�

sis loop parameters was related to the adhesive interaction on physical
contact areas at its cyclic compression. The features of forming loops
in discrete contact of titanium nickelide bodies were mentioned.

UDC 538.911

Klopotov V.D., Potekaev A.I., Klopotov A.A., Kulagina V.V.,
Knestyapin E.A., Markova T.N., Morozov M.M.
TRIPLE TITANIUM ALUMINIDE�BASED DIAGRAMS. 
ANALYSIS AND CONSTRUCTION
Based on ordering the condition diagrams Ti�Al�Me (Me=V, Cr,

Mn, Fe, Co, Ni, Cu) the authors have determined the reduction of
homogeneity areas sizes in firm solution on the basis of �Ti among
the alloying elements VCrMnFeCoNiCu with the
growth of a number of intermetallic compounds inside the isothermal
triangle. It is revealed that almost all «internal» compounds possess a
cubic or hexagonal syngony.

UDC 544.452

Ilyin A.P., Mostovshchikov A.V.
CRYSTAL AIR COMBUSTION PRODUCTS OF ALUMINUM
NANOPOWDERS UNDER MAGNETIC FIELD ACTION
The authors have studied the microstructure of microcrystal air

combustion products of aluminum nanopowder and the effect of mag�
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netic field on their structure. It has been ascertained that two level fila�
mentary crystals are the combustion products of loose aluminum
nanopowders. At air combustion the hexagonal form monocrystals are
formed in uniform magnetic field and the prolate form edged crystals of
micron size are formed in the case of inhomogeneous magnetic field.
The formation of stretched�out structure products can be explained by
mass transfer of combustion products towards heat flows. The ordered
hexagonal crystal structures are probably formed due to the oxidation
products overheating under magnetic field action and the increase of
mobility of their structural units in thermal wave of crystallization.
According to the electron microscopy the formation of the edge crystals
is possible at optimal size of combustion products particles.

UDC 621.762.3

Skorentsev A.L., Rusin N.M., Kolubaev E.A.
THE INFLUENCE OF EQUAL CHANNEL ANGULAR 
PRESSING ON STRUCTURE AND PROPERTIES 
OF ANTIFRICTION ALLOY Al�40Sn
The authors have studied the influence of equal channel angular

pressing on structure and properties of sintered alloy Al�40Sn. It was
ascertained that the layer structure is formed in the alloy due to defor�
mation processing; the phase layer thickness decreases when increas�
ing pressing number. Besides the strengthening of Hall–Petch the
alloy strength grows additionally due to interphase layer thinning. It
was revealed that processing with the equal channel angular pressing
method reduces the wear rate of the investigated alloy and influences
slightly its friction coefficient value at dry friction.

UDC 621.791

Poletika I.M., Krylova T.A., Tetyutskaya M.V., Makarov S.A.
FORMATION OF WEAR�RESISTANCE COATINGS 
BY OFF�VACUUM ELECTRON�BEAM TUNGSTEN CARBIDE
SURFACING AND FURTHER HEAT TREATMENT
Hardened coatings of low wear resistance were obtained by sur�

facing tungsten carbide powder on low�carbon steel at accelerator
ELV�6. To increase wear resistance the authors have carried out the
experiments on thermal treatment influence on structure and features
of the coatings surfaced with tungsten carbide.

UDC 539.4

Barannikova S.A., Shlyakhova G.V., Zuev L.B., Maltsev Yu.A.
THE STUDY OF FINE STRUCTURE OF CABLE ELEMENTS 
IN ENGINEERING NB�TI ALLOY�BASED SUPERCONDUCTORS
AT MULTISTAGE COLD DRAWING
Applying the methods of atomic force, electron and optical

microscopy the authors have studied the structure evolution at an
intermediate stage of cold drawing at 1,31,2 mm transition of
superconducting Nb+47 % Ti alloy�based cable; the latter is used in
magnetic system of the International Thermonuclear Experimental
Reactor. The aim of the research is to analyze the influence of cold
drawing deformation on the structure of multifilamentary Nb�Ti alloy�
based superconductor. The authors have studied the microstructure,
phase composition and their influence on properties of superconduct�
ing alloy Nb�Ti after cold drawing and intermediate annealing. The
areas of plastic strain localization in spots of superconductor breaks
were found out. The change of form and chemical composition of Nb�
Ti fibers was detected in a defect�free region and in cable break zone.
The authors determined the diffusion Nb barrier around Nb�Ti fibers
in copper matrix. The laws identified should be taken into account
when developing the cold drawing deformation technique to obtain
the superconducting cores of the desired size.

UDC 621.372.413

Artemenko S.N., Igumnov V.S.
POWER AMPLIFICATION OF RESONANCE MICROWAVE
COMPRESSOR WITH ENERGY OUTPUT BY OSCILLATION
MODE TRANSFORMATION
The paper introduces the results of estimations of principle chara�

cteristics of the resonance microwave compressor with energy output
by oscillation mode transformation on coupling window of a reso�

nator with closed waveguide stub. The authors have considered the
problem of providing weak coupling of the resonator with the load in
energy storage mode. The power and amplification of microwave
compressor output pulses were estimated. It was shown that pulse
power amplification in the compressor investigated may be compara�
ble to the amplification in the compressor with energy output through
the H�tee�based interference switch. The waveguide stubs with cou�
pling windows area comparable to the resonator section area are
required to be applied in microwave compressor with oscillation mode
transformation to achieve the amplification which is comparable to
wave amplification in a storage resonator.

UDC 621.382

Vintizenko I.I.
MODIFICATION OF THE RELATIVISTIC 
MAGNETRON ELEMENTS
The paper introduces the results of the experimental investiga�

tions of relativistic microwave magnetrons aimed to increase the effi�
ciency and stability of the generated microwave pulses. The main ele�
ments of the magnetron: anode block, microwave output, antenna
system and cathode unit have been modernized for these purposes.

UDC 537.533.9

Koval T.V., Le Khu Zung
THE RESEARCH OF THE INFLUENCE 
OF FERROMAGNETIC INSERT ON DENSITY DISTRIBUTION 
OF LOW�POWER ELECTRON BEAM
The paper considers transportation of low�power high�current

charge compensated electron beam in axially symmetric magnetic
field and in non�symmetrical magnetic field of a reverse current dis�
tributor with ferromagnetic inserts arranged behind the collector. The
influence of geometrical dimensions and properties of the material of
cylindrical inserts (solid and hollow) on beam density distribution on
the collector was numerically studied. It was shown that electron beam
density section and target distribution may be controlled by ferromag�
netic inserts.

UDC 537.333

Grigoriev V.P., Zvigintsev I.L., Kuznetsov P.E.
«SNAKE» INSTABILITY OF CHARGE COMPENSATED
NONUNIFORM ELECTRON BEAM
The large�scale lateral instability of charge partially compensated

electron beam conditioned by resonance of coupled transverse oscilla�
tions of electron flow and ion channel is studied. The instability incre�
ments have been determined depending on wave length. It was shown
that the instability is controlled on nonlinear stage due to lateral per�
turbation strength dependence on beam shift from equilibrium path.

UDC 621.039.51

Kuzmin A.V.
ON CALCULATION OF NEUTRON AGE IN GRAPHITE
The authors have compared the results of calculation of fission

neutron age by the experimental data of carbon neutronic characteri�
stics in different manuals. The paper introduces solution algorithms
for slowing�down neutrons age. The comparison of calculation results
at fission neutron slowing�down to indium resonance energy by the
group method showed good convergence with theoretical and experi�
mental data.

UDC 534.2:539

Belomestnykh V.N., Soboleva E.G.
POISSON’S RATIOS OF ALKALI�HALIDE CRYSTALS. 
P. II. SODIUM HALOGENIDES
The Poisson’s ratios of sodium halogenide crystals under refere�

nce conditions and at temperature change have been studied. It was
ascertained that at temperature rise in crystals NaX (X=F, Cl, Br, I) the
type of inequation between anisotropic Poisson’s ratio �hk� in certain
points of their elastic isotropy changes.
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UDC 622.692.4.05

Bogdanov E.P., Rikkonen S.V.
HYDROMECHANICAL RESISTANCE MOMENT 
OF CONTROL SHUTTER IN MAIN OIL PIPELINE
The authors have proposed the formal geometrical method of

approximate hydromechanical calculations of a control butterfly shut�
ter in main oil pipelines. The method allows computing pressure drops,
resistance moments on a drive shaft and determining power losses in
the shutter.

UDC 622.692.4.053: 621. 646.001.5

Bogdanov E.P., Rikkonen S.V.
CALCULATION OF HYDROMECHANICAL FEATURES 
OF A PIPE VALVE OF THE MAIN PIPELINE
The technique for calculating pressure and power losses in the

pipeline element (wedge valve) considering liquid flow under and over
a wedge gate has been developed. The technique allows determining
power losses for transmission of different density and viscosity liquid
at different ratio of pipeline length and armature elements amount. It
allows developing as well the mathematical algorithm to control the
pipe valve considering power losses and so minimizing to a certain
degree the losses.

UDC 535:621.373.826

Smagulov A.A., Lapin I.N., Svetlichny V.A.
THE DEVELOPMENT OF THE AUTOMATED INSTALLATION
TO SYNTHESIZE NANOPARTICLES OF NOBLE METALS 
BY THE METHOD OF LASER ABLATION 
OF VOLUME TARGETS IN LIQUID
The authors have developed the automated installation to obtain

nanoparticles of noble metals by the method of laser ablation of vol�
ume targets in liquid. The installation contains the system of target
displacement for its uniform irradiation and the original licensed flow
system with control of nanoparticle concentration in solution by opti�
cal transmission and with feedback. The installation with fundamental
harmonic pumped Nd: YAG pulse laser allows synthesizing continu�
ously colloid solutions of Ag, Au and Pt nanoparticles in the range of
concentrations 0,01…0,1 g/l with high frequency.

UDC 53.088.228+004.942

Filippov M.M., Babushkin Yu.V., Gribenyukov A.I.
ESTIMATION OF TEMPERATURE SENSOR EFFECT ON 
TEMPERATURE FIELD OF RING HEATING MODULE
The computation experiments on investigation of temperature sen�

sor effect on temperature field of ring heating module of multipoint
heat�treatment installation have been carried out. The results of calcula�
tion show that the temperature sensors effect considerably the tempe�
rature distribution in heating module and its energy consumption.

UDC 519.63

Zimin V.P.
STUDYING THE FEATURES OF PLASMA BOUNDARY 
CONDITIONS IN COLLECTOR OF THERMIONIC DIODE
The author has analyzed the model of monotone plasma bounda�

ry conditions in collector of thermionic diode on planes plasma densi�
ty–ion current, plasma density–energy density of electrons and the
others. The typical behavior of boundary conditions curves was classi�
fied; the features of their change including the ignition area of arc
mode were studied.

UDC 621.384.64:539.12.04

Mashchenko A.I.
FREQUENCY LINEAR INDUCTION ACCELERATOR WITH TWO
BIPOLAR PULSES
The paper introduces the electric circuit of frequency linear induc�

tion accelerator with magnetic commutation which forms on a load a
sequence of two bipolar pulses separated from each other by time

gap. The author proposes the technique for calculating the circuit ele�
ments and the results of calculation of output pulse parameters of the
accelerator when modeling its active load operation. The obtained
design values of the output pulses demonstrate the possibility in prin�
ciple of such accelerator application for example in processes in the
field of material science.

UDC 621.039.58: 532.529.5

Vityuk V.A., Vurim A.D., Shamamin I.V., Kozlovsky S.B.
THERMOPHYSICAL METHOD FOR DETERMINING ENERGY
PARAMETERS OF MODEL FUEL ASSEMBLIES IN IMPULSE
TESTS ON PULSED URANIUM�GRAPHITE REACTOR
The paper introduces the computational�experimental technique

for controlling energy release in fuel assemblies at their testing in cen�
tral experimental channel of pulse research reactor. The results of the
technique approbation in the course of the test sequence with the
experimental device are introduced. The device is intended for study�
ing the behavior of model fuel assemblies of the reactor unit of VVER�
1000 type under conditions modeling the final accident stage with loss
of coolant.

UDC 536.2:536.33

Morozova E.Yu., Lisitsyn V.M., Tsipilev V.P., Yakovlev A.N.
LASER DAMAGE ON DOUBLE�LAYER SYSTEM INTERFACE
The paper considers the issue of pulse laser heating of double�

layer system in which the first layer is transparent relative to the actu�
ating flow and the second is a highly lossy one. Temperature profiles
of heating double�layer system at different lengths of actuating pulse
have been obtained by the numerical simulation technique. It was
shown that heating maximum position does not conform to medium
interface. The results obtained were used when analyzing the process
of laser separation of gallium nitride crystal from sapphire substrate.

UDC 535.211

Aksenov V.P., Kanev F.Yu., Kuksenok D.S., 
Makenova N.A., Khapaeva A.V.
RECORDING THE VORTEX BEAM PARAMETERS
IN TURBULENT ATMOSPHERE. 
P. I. THE USE OF WAVE FRONT GRADIENTS
Based on the methods of the numerical experiments the authors

study the possibility of determining the characteristics of vortex radi�
ation expanding in turbulent medium. To obtain the estimation results
given in the first part of the paper the parameters are determined
using gradients of phase distribution of light field; the ideal optical
system is considered.

UDC 535.211

Aksenov V.P., Kanev F.Yu., Kuksenok D.S.,
Makenova N.A., Khapaeva A.V.

RECORDING THE VORTEX BEAM PARAMETERS 
IN TURBULENT ATMOSPHERE. P. 2. CONSIDERATION 
OF WAVE FRONT SENSOR RESTRICTIONS
In the second part of the paper the Hartmann sensor model is

introduced into design diagram; it allows determining its influence on
optical system operation accuracy and optimizing the device parame�
ters. In the closing paragraph the accuracy of detecting the optical
vortex in turbulent medium using the sensor is compared with the
accuracy of the results of the ideal optical system operation.

UDC 536.253

Gvozdyakov D.V., Gubin V.E.
MATHEMATICAL MODELING OF SULPHUROUS ANHYDRIDE
CONDENSATION IN ATMOSPHERE ADJOINING THERMAL
ELECTRIC STATION
The paper introduces the results of numerical estimation of inten�

sity of sulphurous anhydride condensation in air adjoining thermal
electric station. The authors have determined the size of cores of acid
drops which can fall on the Earth surface at sedimentation.
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UDC 532.529.2

Glukhov A.F., Demin V.A.
SEDIMENTATION OF PARTICLES IN FERROCOLLOIDS 
CONSIDERING DYNAMIC BOUNDARY CONDITIONS
The authors have carried out the numerical investigation of parti�

cle sedimentation in kerosene�based ferrofluid in a thin vertical chan�
nel considering probable thermodiffusion particle redistribution at
nonuniform heating. The values of thermodiffusion parameter have
been determined. Thermal diffusion at such parameters for specified
temperature difference on channel edges is comparable to sedimen�
tation segregation mechanism.

UDC 538.911, 539.32

Zubko I.Yu., Simonov M.V.
ENERGY METHOD TO CALCULATE ELASTIC MODULES 
OF FINITE SIZE SAMPLES WITH HCP�LATTICE 
The elastic modules of the finite size samples with hexagonal

close�packed lattice have been calculated on the basis of theoretical
research algorithm for elastic properties of metal micro� and nano�
monocrystals with cubic lattice developed before [1, 2]. The sample
form is matched with the lattice symmetry [3]. The power potential
Mie is selected as a potential. The approach of atomic statics is used to
research the elastic properties. The type of deformation gradient is
prescribed and crystal current configuration is determined. To calcu�
late the elastic modules in crystal current configuration the total
potential energy of the sample taken relative to its volume is deter�

mined. The elastic modules of the sample are determined equating the
square terms in its power series expansion by deformation parameters
to elastic potential. It was shown that hexagonal close�packed lattice
consisting of two simple sublattices cannot be deformed uniformly at
preset affine kinematics. Relative shift of sublattices depending on
deformation parameters should be predetermined to support the mi�
nimum of potential energy of hexagonal close�packed crystal in cur�
rent configuration. It was ascertained that the elastic modules of
hexagonal close�packed crystal depend on the sample size. This
dependence has horizontal asymptote conforming to macroscopic
monocrystal body with known elastic properties; it allows identifying
the parameters of atom interaction potential. All the computations
have been carried out in symbolic form in Wolfram Research
«Mathematica».

UDC 536.46

Volkov R.S., Kuznetsov G.V., Strizhak P.A.
SOME PHYSICAL LAWS OF SPRAYED 
WATER EVAPORATION WHEN MOVING THROUGH 
HIGH�TEMPERATURE COMBUSTION PRODUCTS
Macroscopic laws of sprayed hydraulic fluids (fresh water and

water with salt admixture) evaporation when moving through the
fixed height flame has been studied by the experiment using high�
speed measuring system. The integral parameters of drop evaporation
(size, mass, concentration) were determined. The authors found out
the conditions of spraying the test hydraulic fluids ensuring the com�
pleteness of their evaporation.
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Жданеев Олег Валерьевич, 1978 г.р., канд. физ.�мат. наук,
ассистент кафедры промышленной и медицинской элек�
троники ТПУ. E�mail: Oleg_1978@ mail.ru. Область на�
учных интересов: петролеомика, геофизика и испыта�
ния скважин, аналитическая химия, физико�химия
пластовых жидкостей, физика и техника лазеров.

Звигинцев Илья Леонидович, 1985 г.р., ассистент кафедры
прикладной математики Института кибернетики ТПУ.
Р.т. 42�04�00. E�mail: zvigintsev@yandex.ru. Область на�
учных интересов: физика плазмы и пучков заряженных
частиц.

Зимин Вячеслав Прокопьевич, 1955 г.р., канд. техн. наук,
ст. науч. сотр., доцент кафедры прикладной математики
Института кибернетики ТПУ. Р.т. 42�61�00. Е�mail: zi�
min@tpu.ru. Область научных интересов: моделирова�
ние процессов в низкотемпературной плазме, информа�
ционные технологии, применение нейросетевой техно�
логии и вычислительного эксперимента при решении
практических задач.

Зубко Иван Юрьевич, 1976 г.р., канд. физ.�мат. наук, до�
цент кафедры математического моделирования систем и
процессов Пермского национального исследовательского
политехнического университета. Р.т. 8�(342)�239�12�97.
E�mail: zoubko@pstu.ru. Область научных интересов:
микро� и мезомеханика.

Зуев Лев Борисович, 1940 г.р., д�р физ.�мат. наук, профес�
сор, заведующий лабораторией физики прочности Ин�
ститута физики прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск. Р.т. 49�13�60. Е�mail: lbz@ispms.tsc.ru.
Область научных интересов: физика прочности, плас�
тичности и разрушения, металловедение и термическая
обработка материалов; локализация пластической де�
формации, неразрушающие методы.

Ивлев Евгений Тихонович, 1935 г.р., канд. физ.�мат. наук,
профессор кафедры высшей математики Физико�техни�
ческого института ТПУ. Р.т. 56�37�29. E�mail:
iet@tpu.ru. Область научных интересов: локальная диф�
ференциальная геометрия.

Игнатов Андрей Алексеевич, 1987 г.р., аспирант кафедры
«Оборудование и технология сварочного производства»
Института неразрушающего контроля ТПУ. Р.т. 41�95�41.
E�mail: andrjuh@sibmail.com. Область научных интере�
сов: использование фазового превращения при формиро�
вании износостойких покрытий.
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Игумнов Владислав Сергеевич, 1982 г.р., аспирант, ин�
женер лаборатории 46 Физико�технического институ�
та ТПУ. Р.т. 41�74�51. E�mail: igumnov@tpu.ru.
Область научных интересов: радиофизика, СВЧ элек�
троника больших мощностей, компрессия СВЧ им�
пульсов.

Ильин Александр Петрович, 1949 г.р., д�р физ.�мат. наук,
профессор кафедры общей и неорганической химии Ин�
ститута физики высоких технологий ТПУ. Р.т. 56�36�33.
E�mail: genchem@mail.ru. Область интересов: электри�
ческий взрыв, нанопорошки, неравновесные процессы,
физика и химия наноматериалов.

Канев Федор Юрьевич, 1960 г.р., д�р физ.�мат. наук, про�
фессор кафедры электрических сетей и электротехники
Энергетического института ТПУ, вед. науч. сотр. лабо�
ратории когерентной и адаптивной оптики Института
оптики атмосферы СО РАН, г. Томск. Р.т. 49�13�72.
E�mail: mna@iao.ru. Область научных интересов: про�
блема распространения оптического излучения в атмо�
сфере, адаптивная оптика, сингулярная оптика.

Клопотов Анатолий Анатольевич, 1952 г.р., д�р физ.�мат.
наук, профессор, зав. кафедрой общего материаловеде�
ния и композиционных материалов Томского государ�
ственного архитектурно�строительного университета,
ст. науч. сотр. НИИ медицинских материалов, г. Томск.
Р.т. 65�07�23. E�mail: klopotovaa@tsuab.ru. Область на�
учных интересов: структурные исследования фазовых
переходов в металлических сплавах.

Клопотов Владимир Дмитриевич, 1950 г.р., канд. техн.
наук, доцент кафедры высшей математики Физико�тех�
нического института ТПУ. Р.т. 41�38�15. E�mail: Vklopo�
tov@mail2000.ru. Область научных интересов: струк�
турные исследования фазовых переходов в металличес�
ких сплавах.

Кнестяпин Евгений Александрович, 1989 г.р., аспирант ка�
федры общего материаловедения и композиционных ма�
териалов Томского государственного архитектурно�
строительного университета. Р.т. 65�07�23. E�mail: knes�
tya@ gmail.com. Область научных интересов: структур�
ные исследования фазовых переходов в металлических
сплавах.

Кобза Евгений Евгеньевич, 1986 г.р., аспирант кафедры
«Технология автоматизированного машиностроитель�
ного производства» Института кибернетики ТПУ.
Р.т. 41�95�39. E�mail: low.crow@mail.ru. Область науч�
ных интересов: разработка, проектирование и техноло�
гия изготовления передач с промежуточными телами
качения.

Коваль Тамара Васильевна, д�р физ.�мат. наук, профессор
кафедры прикладной математики Института кибернети�
ки ТПУ. Р.т. 42�04�00. E�mail: tvkoval@mail.ru. Область
научных интересов: коллективное взаимодействие пуч�
ков заряженных частиц с электромагнитными полями и
веществом.

Козлов Эдуард Викторович, 1934 г.р., д�р физ.�мат. наук,
профессор, заведующий кафедрой физики Томского ар�
хитектурно�строительного университета, руководитель

научной школы по физике фазовых переходов, физике
прочности и пластичности. Р.т. 65�42�63, 65�42�65.
E�mail: kozlov@tsuab.ru. Область научных интересов: фи�
зика конденсированного состояния, материаловедение.

Козловский Сергей Борисович, 1988 г.р., аспирант кафедры
физико�энергетических установок, инженер�оператор
лаборатории № 32 Физико�технического института
ТПУ. Р.т. 72�31�44. E�mail: kozlovskiy@tpu.ru. Область
научных интересов: ядерные физика и технологии.

Колубаев Евгений Александрович, 1979 г.р., канд. физ.�
мат. наук, науч. сотр. Института физики прочности и
материаловедения СО РАН, г. Томск. Р.т. 28�68�15.
E�mail: eak@ispms.ru. Область научных интересов: тре�
ние, изнашивание, поверхность, покрытия, микро�
структура, фрикционные колебания, акустическая
эмиссия.

Коровин Георгий Иванович, 1959 г.р., технический дирек�
тор ООО ПК «Мион», г. Томск. Р.т. 21�30�37 E�mail: pk�
mion@mail.ru Область научных интересов: разработка
инновационных конструкций режущего инструмента.

Корытов Игорь Витальевич, 1961 г.р., канд. физ.�мат.
наук, доцент кафедры высшей математики и математи�
ческой физики Физико�технического института ТПУ.
Р.т. 41�89�17. E�mail: korytov@tpu.ru. Область научных
интересов: численное интегрирование функций одного и
нескольких переменных, оценка погрешности квадра�
турных и кубатурных формул методами функциональ�
ного анализа.

Крылова Татьяна Александровна, канд. техн. наук, мл. на�
уч. сотр. лаборатории композиционных материалов Ин�
ститута физики прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск. Р.т. 28�68�33. E�mail: krylovaT@sibmail.com.
Область научных интересов: металловедение и терми�
ческая обработка металлов.

Кудуев Алтынбек Жалилбекович, 1980 г.р., ст. преподава�
тель кафедры информационных технологий и автомати�
зированных систем факультета математики и информа�
ционных технологий Ошского государственного универ�
ситета. Р.т. 8�(10�996)�322�256�242. E�mail: altun_12@
rambler.ru. Область научных интересов: вейвлеты,
сплайны, высокопроизводительные вычисления, моде�
лирование.

Кузнецов Гений Владимирович, 1949 г.р., д�р физ.�мат.
наук, профессор, заместитель директора Энергетическо�
го института ТПУ. Р.т. 56�36�13. E�mail: elf@tpu.ru.
Область научных интересов: теплофизика, теплоэнерге�
тика, теплотехника, тепломассоперенос, двухфазные те�
чения, тепловые электрические станции, математичес�
кое моделирование.

Кузнецов Павел Евгеньевич, 1993 г.р., студент кафедры
прикладной математики Института кибернетики ТПУ.
Р.т. 42�04�00. E�mail: zvigintsev@yandex.ru Область на�
учных интересов: математическое моделирование физи�
ческих процессов в плазме.

Кузьмин Ариан Валерьевич, 1942 г.р., канд. техн. наук, до�
цент кафедры атомных и тепловых электростанций
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Энергетического института ТПУ. Р.т. 42�08�37. E�mail:
kuzminav@tpu.ru. Область научных интересов: физика
ядерных реакторов.

Куксенок Дмитрий Сергеевич, 1992 г.р., студент кафедры
оптико�электронных систем и дистанционного зондиро�
вания Радиофизического факультета Томского государ�
ственного университета. Р.т. 49�13�72. E�mail: mot�
ty@sibmail.com. Область научных интересов: адаптив�
ная оптика, атмосферная оптика.

Кулагина Валентина Васильевна, канд. физ.�мат. наук,
докторант Сибирского физико�технического института,
г. Томск. Р.т. 41�38�15. E�mail: kanc@spti.tsu.ru.
Область научных интересов: исследования фазовых пе�
реходов в сплавах.

Лапин Иван Николаевич, 1980 г.р., науч. сотр. лаборато�
рии новых материалов и перспективных технологий Си�
бирского физико�технического института Томского го�
сударственного университета. Р.т. 53�15�91. E�mail:
201kiop@ mail.ru. Область научных интересов: лазерная
абляция, спектроскопия, рентгеновские методы анали�
за, новые материалы.

Ле Ху Зунг, 1984 г.р., аспирант кафедры прикладной мате�
матики Института кибернетики ТПУ. Р.т. 42�04�00.
E�mail: lehuydungvn@gmail.com. Область научных инте�
ресов: транспортировка электронных пучков в плазмо�
наполненных каналах.

Лисицын Виктор Михайлович, 1938 г.р., д�р физ.�мат. наук,
профессор кафедры лазерной и световой техники Инсти�
тута физики высоких технологий ТПУ.  Р.т. 56�41�33.
E�mail: lisytsyn@tpu.ru. Область научных интересов: ра�
диационная физика твердого тела, радиационные де�
фекты, кинетика твердофазных реакций, горение и
взрыв, импульсная спектрометрия.

Лучинин Анатолий Алексеевич, 1934 г.р., канд. физ.�мат.
наук, доцент, доцент кафедры высшей математики Фи�
зико�технического института ТПУ. Р.т. 56�37�29. E�mail:
luchinin@tpu.ru. Область научных интересов: локаль�
ная дифференциальная геометрия.

Макаров Семен Александрович, 1985 г.р., мл. научн. сотр.
лаборатории композиционных материалов Института
физики прочности и материаловедения СО РАН,
г. Томск. Р.т. 28�68�33. E�mail: semakm@sibmail.com.
Область научных интересов: металловедение и терми�
ческая обработка металлов.

Макенова Наиля Алтынхановна, канд. физ.�мат. наук, до�
цент кафедры электрических сетей и электротехники
Энергетического института ТПУ, науч. сотр. лаборато�
рии когерентной и адаптивной оптики Института опти�
ки атмосферы СО РАН, г. Томск. Р.т. 56�34�33. E�mail:
mna.05@mail.ru. Область научных интересов: адаптив�
ная оптика, коррекция атмосферных искажений лазер�
ного излучения, нелинейная оптика.

Мальцев Юрий Андреевич, 1992 г.р., студент кафедры тео�
рии прочности и проектирования физико�технического
факультета Томского государственного университета.
Р.т. 52�98�45. Е�mail: aspire�life@yandex.ru. Область на�

учных интересов: дефекты структуры, локализация
пластической деформации металлов и сплавов.

Маркова Татьяна Николаевна, аспирант, инженер кафедры
физики Сибирского государственного индустриального
университета, г. Новокузнецк. Р.т. 8�(384�3)�42�22�77.
E�mail: patriot rf@mail.ru Область научных интересов:
исследования фазовых переходов в сплавах.

Мащенко Александр Иванович, 1953 г.р., канд. техн. наук,
ст. науч. сотр. лаборатории № 53 Физико�технического
института ТПУ. Р.т. 70�56�86. E�mail: mashchen�
ko@tpu.ru. Область научных интересов: сверхпроводя�
щая коммутационная аппаратура, сверхпроводящие
магнитные системы, магнитные импульсные генерато�
ры, линейные индукционные ускорители.

Медведев Валерий Викторович, 1950 г.р., д�р физ.�мат.
наук, профессор кафедры транспорта и хранения нефти и
газа Института природных ресурсов ТПУ. Р.т. 56�41�33.
E�mail: medvedev@tpu.ru. Область научных интересов:
взаимодействие лазерного излучения с веществом, фи�
зика горения и взрыва.

Могильницкий Сергей Борисович, 1951 г.р., канд. физ.�
мат. наук, доцент кафедры общей физики Физико�тех�
нического института ТПУ. Р.т. 56�38�35. E�mail:
msb@tpu.ru. Область научных интересов: перенос излу�
чения, атмосферная оптика.

Молдованова Евгения Александровна, старший преподава�
тель кафедры высшей математики Физико�техническо�
го института ТПУ. Р.т. 56�37�29. E�mail: eam@tpu.ru.
Область научных интересов: локальная дифференциаль�
ная геометрия.

Монахова Эмилия Анатольевна, канд. техн. наук, доцент,
ст. науч. сотр. Института вычислительной математики и
математической геофизики СО РАН, г. Новосибирск.
Р.т. 8�(383)�301�14�89. E�mail: emilia@rav.sscc.ru.
Область научных интересов: дискретная оптимизация,
параллельные алгоритмы, вычислительные системы,
теория графов, эволюционные вычисления, искусствен�
ный интеллект.

Морозов Максим Михайлович, 1970 г.р., канд. техн. наук,
докторант кафедры физики Сибирского государственно�
го индустриального университета, г. Новокузнецк.
Р.т. 8�(384�3)�42�22�77. E�mail: 7mmm81@gnail.com.
Область научных интересов: исследования фазовых пе�
реходов в сплавах.

Морозова Елена Юрьевна, 1984 г. р., канд. физ.�мат. наук,
доцент кафедры лазерной и световой техники Института
физики высоких технологий ТПУ. Р.т. 56�41�33. E�mail:
morozova@tpu.ru. Область научных интересов: моделиро�
вание процессов взаимодействия лазерного излучения с
веществами, физика взрыва, энергетические материалы.

Мостовщиков Андрей Владимирович, 1989 г.р., магистрант
кафедры общей и неорганической химии Института фи�
зики высоких напряжений ТПУ. Р.т. 70�17�77,
доб. 1466. E�mail: pasembellum@mail.ru. Область науч�
ных интересов: горение нанопорошка алюминия, физи�
ка твердого тела, процессы кристаллизации.
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Пахомова Елена Григорьевна, канд. физ.�мат. наук, доцент
кафедры высшей математики Физико�технического ин�
ститута ТПУ. Р.т. 56�35�93. E�mail: peg@tpu.ru. Область
научных интересов: алгебра, теория групп.

Полетика Ирина Михайловна, д�р техн. наук, ведущ. на�
учн. сотр. лаборатории композиционных материалов
Института физики прочности и материаловедения СО
РАН, г. Томск. Р.т. 28�68�58. E�mail: poletika@list.ru.
Область научных интересов: физика конденсированного
состояния.

Потекаев Александр Иванович, 1951 г.р., д�р физ.�мат.
наук, профессор, директор Сибирского физико�техни�
ческого института им. акад. В.Д. Кузнецова при Том�
ском государственном университете. Р.т. 41�46�53.
E�mail: potekaev@spti.tsu.ru. Область научных интере�
сов: трибология, слабоустойчивые структуры, межфазо�
вые превращения.

Решетов Александр Александрович, 1952 г.р., канд. техн.
наук, доцент кафедры автоматики и вычислительной
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