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Введение

В последнее время широко рассматриваются
пространства с размерностью нецелочисленных
порядков, которые формально будем называть
фракталами [1–3]. Кроме этого часто исследуются
различные процессы, проходящие во фракталах.

Адекватным математическим аппаратом для
описания фракталов и процессов в них считается
дробный анализ. В дробном анализе обобщается
понятие производных и интегралов на случай лю-
бых конечных вещественных или комплексных
порядков [4–15]. В этом случае будем говорить о
дробном интегродифференцировании.

При построении математических моделей для
пространств постоянной дробной размерности α

необходимо вводить производные и интегралы по-
рядка α.

Фракталы всегда находятся в пространствах
целочисленных порядков, например в евклидо-
вых пространствах. В этом случае будем гово-
рить, что фрактал погружен в пространство це-
лочисленной размерности. В рассматриваемом
случае речь идёт об одномерном евклидовом про-
странстве, в которое погружен фрактал размерно-
сти 0≤α≤1.

Математические модели процессов, которые
проходят во фракталах, т. е. в пространствах с не-
целочисленной размерностью, формулируются с
использованием дробного интегродифференциро-
вания. Но рассматривать эти процессы удобней не
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во фракталах, а в пространствах с целочисленной
размерностью, что более привычно и более удобно.

Поэтому, чтобы рассматривать фрактальные
процессы в евклидовых пространствах, необходи-
мо преобразовывать сформулированные математи-
ческие модели из пространств с нецелочисленной
размерностью в пространства целочисленной раз-
мерности, т. е. в евклидовы пространства.

Такие преобразования сводятся к необходимо-
сти менять физическую размерность степенных
функций, с помощью которых задаются физиче-
ские величины на фракталах, а также преобразо-
вывать коэффициенты, получаемые при дробном
интегродифференцировании.

Это приводит к необходимости соответствующим
образом менять физическую размерность степенных
функций, заданных на фракталах, при их преобразо-
ваниях в пространства целочисленных размерно-
стей, а также преобразовывать коэффициенты, полу-
чаемые при дробном интегродифференцировании.

Работа посвящена рассмотрению данных пре-
образований.

Выравнивание физической размерности

При дробном интегродифференцировании ве-
щественного порядка α степенной функции xβ с по-
мощью d-оператора получим для разных случаев
показателя степени степенной функции [16]

Знаки, стоящие перед порядками интегродиф-
ференцирования α, определяют тип операции.
Если знак положительный, то это соответствует
операции дробного интегрирования, а если знак
минус, то операции дробного дифференцирования;
µ – коэффициент интегродифференцирования, ко-
торый имеет разное значения для разных сочета-
ний порядка и показателя степенной функции;
C±α(x) – полиномы интегродифференцирования.

Коэффициент интегродифференцирования будет

когда одновременно не выполняются условия

Если эти условия одновременно выполняются,
тогда для β=–m=–1,–2,–3,… коэффициенты будут

Если при интегрировании выполняются лога-
рифмические случаи, β≠–α; α>0, то интеграл будет

Здесь lnα(x) – логарифм порядка α.
При дробном интегродифференцировании

степенных функций во всех случаях с помощью
d-оператора меняется их физическая размер-
ность.

У физической величина x в этом случае меняет-
ся физическая размерность [xβ]=Xβ на размерность
[xβ±α]=Xβ±α. Здесь X – физическая размерность ве-
личины x. Например, если переменная x, является
пространственной переменной, то её физическая
размерность будет иметь размерность длины, т. е.
[x]=L. Если переменная x временная переменная,
то у неё будет физическая размерность времени,
или [x]=T [17].

Изменение физической размерности ∆±α[x] при
дробном интегродифференцировании порядка α
по переменной x запишем

Здесь знак «+» соответствует изменению физи-
ческой размерности при дробном интегрировании
порядка α, а знак «–» – при дробном дифференци-
ровании порядка α.

При использовании дробного анализа необхо-
димо результаты привести в пространство какой-
либо одной размерности. Одними из самых удоб-
ных и привычных для таких преобразований про-
странств будут евклидовы пространства с тополо-
гическими размерностями 1, 2 и 3.

В классическом анализе изменение физической
размерности при интегродифференцировании будет

Если в уравнении стоят разные порядки инте-
гродифференцирования, то между слагаемыми бу-
дут меняться физические размерности и операции
сложения и вычитания, а также отношения срав-
нения (равенства, больше и меньше) теряют
смысл. Поэтому если у разных слагаемых в диффе-
ренциальном уравнении стоят производные раз-
ных порядков, то после интегродифференцирова-
ния в этих случаях необходимо вводить коэффици-
енты выравнивания физических размерностей.
Для этого необходимо скорректировать размер-
ность так, чтобы у всех слагаемых после интегро-
дифференцирования была одна физическая раз-
мерность.

В общем случае слагаемые можно подгонять к
разным физическим размерностям, например к
любым размерностям дробных порядков, но удоб-
ней приводить размерность к целочисленному по-
рядку 1. Это более привычно для восприятия и
дальнейшей работы с полученными результатами.

Чтобы удовлетворять указанным условиям, по-
лучаемые при интегродифференцирование поряд-
ка α степенные функции необходимо умножать на
степенную функцию с показателем 1–α

Здесь знак «+» перед скобками в показателе
степени соответствует изменению физической раз-
мерности при дробном интегрировании порядка α,
а знак «–» – при дробном дифференцировании по-
рядка α.

Функции x±(1–α) назовём корректирующими функ-
циями, размерности которых будут [x±(1–α)]=X±(1–α).
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Корректирующие функции задаются на множе-
стве точек сопряжённого фрактала.

При умножении степенной функции, получаю-
щейся после дробного интегродифференцирования
порядка α на соответствующую корректирующую
функцию, тогда получим размерности, соответ-
ствующие операциям интегродифференцирования
в классическом анализе

Объединив эти два соотношения, получим

Физический смысл умножения на корректи-
рующую функцию заключается в том, что дробное
интегродифференцирование основано на мере d±αx,
которая учитывает приращение только на множе-
стве точек фрактала xα, который является про-
странством дробной размерности α. Точки сопря-
женного пространства x1–α размерности 1–α в дан-
ном случае игнорируются. В то время как перемен-
ная x является объединением множества точек
фрактала и точек сопряжённого пространства. Ум-
ножение на корректирующую функцию учитывает
распространение переменных до всего одномерно-
го пространства x. Фрактал xα и сопряжённый
фрактал x1–α образуют пространство x, в котором
оба фрактала находятся

Для частного случая интегрирования порядка
α степенных функций с показателем –α получае-
мая физическая размерность будет иметь размер-
ность числа

Здесь lnα(x) – натуральный логарифм порядка α.
Другими словами, для размерности в этом слу-

чае получим

Многие другие, не степенные функции f(x), то-
же могут иметь физическую размерность числа,
т. е. [f(x)]=X0.

Особенности гомогенных фракталов

Предположим, что в одномерном пространстве,
описываемом переменной x, находится фрактал
размерности α, или x, 0≤α≤1. Если размерность
фрактала постоянна α=const, то такой фрактал на-
зывается гомогенным. Данный фрактал занимает
некоторое множество точек, принадлежащих оси
x, которая будет составлять долю αx, которую бу-
дем называть эффективной плотностью фракта-
ла. Остальные точки оси x буду принадлежать со-
пряжённому фракталу или нескольким фракта-
лам. Для простоты будем считать, что сопряжён-
ный фрактал один, тогда точки фракталов на оси x
будут находиться в соотношении [18]

Здесь x1–α – сопряженный фрактал, точки кото-
рого, как и точки фрактала xα, лежат оси x.

Дробные размерности фрактала и сопряжённо-
го фрактала будут

Здесь dimϕ(…) – дробная (фрактальная) размер-
ность фракталов, или размерность Хаусдорфа–Бе-
зиковича [1–3] рассматриваемых объектов.

Для фрактала и сопряжённого фрактала пред-
полагается справедливым правило сохранения раз-
мерности

Эффективная плотность сопряжённого фракта-
ла будет (1–α)x.

Эффективная плотность переменной x, фракта-
ла и сопряженного фрактала находятся в соотно-
шении, в силу правила сохранения размерности

Эффективная плотность переменной x совпада-
ет с самой переменной x.

Физическая размерность фрактала и сопря-
женного фрактала будет

Для физических размерностей будет справедливо

Здесь X – физическая размерность величины x,
которая зависит от физической природы перемен-
ной x.

Дифференциал по переменной x можно запи-
сать как сумму дифференциалов по фракталу и по
сопряжённому фракталу порядков α и 1–α

Дифференциалы по фракталу и по сопряжённо-
му фракталу можно выразить через дробные диф-
ференциалы порядков α и 1–α

Переходя от дифференциалов по точкам фрак-
тала и сопряжённого фрактала dxα и dx1–α к дроб-
ным дифференциалам dαx и d1–αx по точкам всего
пространства x, дифференциал dx можно записать
как сумму дифференциалов по фракталу и сопря-
жённому фракталу

Здесь A и B – некоторые коэффициенты, обеспе-
чивающие сохранение эффективной толщины и
физической размерности фрактала и сопряжённо-
го фрактала. Функции x1–α и xα являются коррек-
тирующими функциями.

Данное выражение дифференциала обобщает
выражение для случая рассмотрения фракталов
для раздельных потоков [19].

Заметим, что физические размерности всех
слагаемых будут
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Дробные размерности всех слагаемых будут

Масштабный коэффициент при дробном 
интегрировании константы вдоль фрактала

Проинтегрируем с помощью d-оператора
[14, 20] константу 1 вдоль оси x, которую разобьём
на фрактал и на сопряжённый ему фрактал, что
можно записать

В эквивалентной записи данный оператор инте-
грирования можно переписать

После интегрирования случая, когда подынте-
гральная функция равна 1, получим

Приравняв к нулю полиномы интегрирования
C=C1–α(x)=Cα(x)=0, которые дают неопределён-
ность, получим равенство

Тогда легко найти коэффициенты A и B исходя
из соотношения для эффективных толщин фракта-
ла и сопряжённого фрактала

Тогда получим коэффициенты

которые будем называть соответственно масштаб-
ным коэффициентом фрактала и масштабным
коэффициентом сопряжённого фрактала.

Окончательно получим для разложения диффе-
ренциала в соответствии с d-оператором

Для частных случаев α=1 и α=0 получим тож-
дественные равенства dx=dx.

После интегрирования будут выполняться со-
отношения

Здесь, исходя из полученных результатов,
можно ввести геометрические преобразования
«сжатия» фрактала и сопряжённого фрактала
вдоль оси x до «предельной» плотности

Для общего случая преобразований степенной
зависимости фракталов будут справедливы соотно-
шения

Здесь g(y) – некоторая функция, зависящая от
некоторой переменной y и не зависящая от пере-
менной x.

Масштабный коэффициент при дробном 
дифференцировании на фракталах

Найдём аналогичный коэффициент при дроб-
ном дифференцировании. Для этого найдём произ-
водную переменной x по той же переменной x, ко-
торую можно записать как сумму производных
фракталу xα и сопряжённого фрактала x1–α по пере-
менной x

Здесь M и N – некоторые коэффициенты, обес-
печивающие сохранение эффективной толщины
фрактала и сопряжённого фрактала.

Найдём коэффициенты, исходя из условия вы-
полнения равенства

Кроме этого необходимо учитывать условие для
эффективных толщин фрактала и его сопряжённо-
го фрактала

После дробного дифференцирования слага-
емых получим

Приравняв к нулю полиномы интегрирования
C–α(x)=C–1+α(x)=0, получим равенство

Найдём неопределённые коэффициенты M и N

Полиномы интегрирования после данных пре-
образований будут
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Здесь xα–1 и x–α – корректирующие функции, а
Г(2–α) и Г(1+α) – масштабные коэффициенты при
дробном дифференцировании по переменной x.

В результате производная по фракталу и сопря-
жённому фракталу будет

Для предельных значений α=1 и α=0 получим 

тождественные равенства

Физические размерности первого и второго сла-
гаемого будут равны

Дробные размерности этих слагаемых будут
равны нулю

Заключение

Получены коэффициенты выравнивания фи-
зической размерности и масштабные коэффици-
енты, которые необходимо вводить при перехо-
дах из пространств с нецелочисленными размер-
ностями в пространства с целочисленными раз-
мерностями. Полученные масштабные коэффи-
циенты являются важными частными случаями,
но не являются общими. В дальнейшем предпо-
лагается получить более общие масштабные ко-
эффициенты.
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FACTORS OF PHYSICAL DIMENSION ADJUSTMENT AND SCALE FACTORS UNDER FRACTIONAL 
INTEGRATION AND FRACTIONAL DIFFERENTIATION ON FRACTAL
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The urgency of the work is conditioned by a need to transform mathematical models defined in spaces of non-integral dimensions into
spaces with integral dimension.
The purpose of the work is to find out the transformations of sedate functions given on fractals under their fractional integration and
fractional differentiation (fractional integrodifferentiation), in spaces of non-integral dimension with the following transformations of
sedate functions into integral dimension spaces. Owing to changes in physical dimension and in fractal linear sizes under fractional inte-
grodifferentiation the changes should be corrected for their further consideration in spaces with integer number of measurements.
The methods of the study: mathematical transformations based on local d-operator of fractional differentiation and fractional inte-
gration, acting in sedate function space.
The results: The paper introduces the factors of dimension adjustment to co-ordinate physical dimension in spaces with non-integral
and integral dimensions. For co-ordination of changes in fractal linear sizes when turning into spaces with integer number of measure-
ments it is necessary to enter the factors called the scale factors. The paper introduces the important quotient events of scale factor.

Key words:
d-operator, efficient density of the fractal, associate fractal, rule of the conservation to dimensionality, scale factor of the fractal, ef-
ficient density of the fractal, associate fractal, rule of the conservation to dimensionality, scale factor of the fractal.


