
Несмотря на широкое применение задач пара-
метрического программирования в науке и техни-
ке, методы их решения немногочисленны. Основ-
ной подход заключается в применении модифици-
рованного симплекс метода и решении систем не-
равенств, что, во-первых, усложняет автоматиза-
цию вычислительных процедур, во-вторых, позво-
ляет решить лишь задачи с параметрическими ко-
эффициентами в целевой функции и правых ча-
стях ограничений [1–4]. При параметрическом из-
менении коэффициентов ограничений, т. е. в тех
случаях, когда любой из векторов текущего базиса
имеет параметрическую составляющую, параме-
трическое исследование данным методом невоз-
можно [1].

В работах [5, 6] на основе симплекс и дифферен-
циальных преобразований рассмотрены методы
решения задач линейного программирования с па-
раметрическими коэффициентами целевой функ-
ции и правых частей ограничений, позволяющие
организовать простые итерационные вычисления
и исключающие решение систем неравенств. Обоб-
щая подход, примененный в [5, 6], в данной работе
на основе дифференциальных преобразований
Г.Е. Пухова [7–10] предложен эффективный метод
решения параметрических задач математического
программирования с параметрическими коэффи-
циентами ограничений.

Рассмотрим следующую задачу параметриче-
ского программирования:

(1)

(2)

где X=(x1,…xn)
T – n-мерный вектор неизвестных

переменных, который удовлетворяет ограниче-
ниям (2), образующих множество допустимых ре-
шений задачи; b(t)=(b1(t),b2(t),...,bm(t))T и
C(t)=(c1(t),...,cn(t))T

– параметрические векторы
свободных членов ограничений и коэффициентов
целевой функции соответственно; A(t)n×m=(aij(t)),
i=1...n, j=1...m – n×m-размерная матрица параме-
трических коэффициентов ограничений. Функ-
циональная зависимость от параметра t может
быть как линейной, так и нелинейной.

Используя симплекс-метод решения задач ли-
нейного программирования, выполним симплекс-
преобразования на основе составленных таблиц
[1, 3] согласно следующим выражениям:
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(5)

(6)

(7)

где через i0, j0 и q обозначены ведущая строка, ве-
дущий столбец и номер итерации соответственно.

В вышеуказанных выражениях по отношению
к элементам с функциональными зависимостями
применим прямые дифференциальные преобразо-
вания [7–10], например дифференциально-падеев-
ские преобразования [7]:

–.
–

–.
–  (8)

где X(K) – изображение оригинала x(t); H – мас-
штабный коэффициент; tυ – центр аппроксимации;
τ=tH–1 – аргумент относительности и ρ(τ) остаточ-
ный член, который в частном случае может быть
равным 0.

Учитывая некоторые выражения алгебры диф-
ференциальных (Д-) преобразований, симплекс-
преобразования (3)–(7) переведем в область диффе-
ренциальных изображений.

Для (3), (4) изображения вычисляются соглас-
но (9)–(15):
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Для выражений (10)–(12) имеем:
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Соответственно, (5), (6) в области изображений
имеют следующий вид:
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Для (7) дискреты вычисляются согласно
(22)–(26):
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(26)

Если среди нулевых дискрет вектора симплекс
разностей есть отрицательные значения, то соглас-
но условию оптимальности симплекс-метода вы-
полняется следующая итерация и базисной стано-
вится переменная, соответствующая наибольшей
по абсолютной величине нулевой дискреты векто-
ра ∆(t). Если вектор ∆(0) не содержит отрицатель-
ных элементов, то в точке t=tυ оптимальное реше-
ние найдено. Далее на основе вычисленных дис-
крет восстанавливаются оригиналы для центра ап-
проксимации tυ по обратному дифференциально-
падеевскому (ДП)-преобразованию (8). Согласно
условиям оптимальности и допустимости опреде-
ляется интервал значений параметра t, для кото-
рых полученное при t=tυ решение остается опти-
мальным и допустимым. Положим, что эти значе-
ния заключены в интервале (0,t1). Это означает,
что при t, превышающих t1, решение будет неопти-
мальным и недопустимым. Следовательно, для
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t=t1 необходимо найти новое решение, которое бу-
дет оптимальным и допустимым в интервале (t1,t2).
Вышеуказанный процесс повторяется до нахожде-
ния значения t, для которого решения не суще-
ствует или предыдущее решение не изменяется.

Интервалы допустимости и оптимальности
определяются решением следующих задач матема-
тического программирования:

и

и

где Λj(t), j=1,…,n и βj(t), j=1,…,m – параметриче-
ские элементы вектора симплекс-разностей ∆(t),
соответствующие небазисным переменным, и па-
раметрические элементы вектора базисных пере-
менных Xb(t) соответственно. t–'(t–") – верхняя гра-
ница интервала оптимальности (допустимости),
т. е. наибольшее значение параметра t, при превы-
шении которого по крайней мере одно из условий
оптимальности (допустимости) нарушается; t–'(t–") –
нижняя граница интервала оптимальности (допу-
стимости), т. е. наименьшее значение параметра t,
при котором решение оптимально (допустимо):
1) если t–'<t–", то первым нарушается условие оп-

тимальности и в качестве новой точки аппрок-
симации выбирается t–=t–';

2) если t–"<t–', то первым нарушается условие до-
пустимости, следовательно, новый центр ап-
проксимации t–=t–".
Двойственная задача исходной задачи (1), (2)

имеет следующий вид:

(27)

(28)

Используя теоремы двойственности [1–4], из ре-
зультатов решения прямой задачи (1), (2) можно
получить решение двойственной задачи (27), (28):
значения двойственных переменных Y=(y1,y2,...,ym)
и целевой функции f *(X)=ϕ*(Y).

Рассмотрим следующую задачу параметриче-
ского математического программирования [1]

Задача в области Д-преобразований при
t=tυ=t0=0 и K=2 имеет следующий вид:

Выбрав в качестве ведущей строки i0=2 и веду-
щего столбца j0=3, вычислим A1(K) дискреты со-
гласно выражениям (9), (13)–(15):

Далее по (16)–(21) определяются дискреты ба-
зисных переменных:

Наконец, согласно выражениям (22)–(26) опре-
деляются дискреты вектора симплекс-разностей:

Выбрав в качестве ведущей строки i0=1 и веду-
щего столбца j0=2, определим дискреты A2(K):
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Далее, по (17)–(22) и (23)–(27) определяются
дискреты базисных переменных и симплекс-раз-
ностей:

По вычисленным дискретам восстанавливают-
ся оригиналы, согласно обратному ДП-преобразо-
ванию (8) при центре аппроксимации tυ=0 и мас-
штабном коэффициенте H=1:

Решение двойственной задачи:

Поскольку в точке tυ=0 нулевые дискреты век-
тора симплекс-разностей не содержат отрицатель-
ных элементов, то опримальное решение найдено и
необходимо определить множество значений пара-
метра t, при котором полученное решение остается
оптимальным и допустимым. Верхние границы
оптимальности и допустимости определяются ре-
шением следующих задач математического про-
граммирования:

и

Для следующего оптимального плана примем
t1=1 и выполним соответствующие итерации со-
гласно вышеизложенным выражениям:

Оригиналы:

Интервалы опримальности и допустимости
определяются решением следующих задач матема-
тического программирования:
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и 

Решение для t≥3,5596 интервала приведено
ниже:

и

Наконец, для t4>4,2857 имеем:

следовательно в интервале 4,2857≤t≤∞ задача не
имеет решения. Окончательное решение приведе-
но в таблице.

Выводы

Изложен эффективный алгоритм решения за-
дач линейного параметрического программирова-
ния с параметрическими коэффициентами ограни-
чений, основанный на дифференциальных преоб-
разованиях Г.Е. Пухова. Отметим также, что пред-
ложенный алгоритм практически может быть при-
менен к различным типам задач параметрического
программирования как с линейными зависимостя-
ми от параметра, так и с нелинейными.
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Таблица. Решение прямой задачи

t x1(t) x2(t) x3(t) z(t) 

0<t<1 0 5–t 30+t 7t2+143t+160

1<t<2,1238 0 0 30+t 5t2+155t+150

2,1238<t<3,5596 0

3,5596<t<4,2857 0

t>4,2857 Задача не имеет решений
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METHOD FOR SOLVING PARAMETRIC LINEAR PROGRAMMING PROBLEMS BASED 
ON DIFFERENTIAL TRANSFORMS
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The relevance of the work is caused by the extensive use of parametric linear programming problems in science, engineering, economics
and the lack of effective methods to solve the researched class of problems.
The main aim of the study is to develop an efficient algorithm for solving linear programming problems with parametric changes in co-
efficients of goal function and constraints, right-hand sides of constraints as well.
The methods used in the study: the proposed method is based on G.E. Pukhov’s differential transforms and simplex transformations
for linear programming. Reverse transforms are performed by differential Pade restoring relations.
The results: The paper introduces the solution of modeling example with parametric changes in coefficients of goal function and con-
straints, right-hand sides of constraints by below described method. The algorithm can be practically applied to various types of para-
metric programming problems both with linear and non-linear dependence on the parameters.

Key words:
Parametric mathematical programming problems with parametric coefficients of constraints, differential transformations, optimality
and feasibility conditions, optimality and feasibility intervals, simplex transformations.


