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Целью любой задачи выбора как проблемы аг-

регирования индивидуальных суждений о порядке 

предпочтений на конечном множестве альтернатив 

является определение оптимального итогового 

ранжирования βfin, согласованного со всеми исход-

ными отношениями предпочтения. 

Упорядочение альтернатив A = {a1, a2, ..., an} 

называемое отношением предпочтения λ на мно-

жестве A предполагает использование понятий сла-

бого порядка λ = (a1 ∼ a2 ≻… ∼ an), обладающего 

рядом свойств, представленных в таблице 1. 

Таблица 1. Основные свойства бинарных отноше-

ний 

Свойство Формальная запись 

Рефлексивность ( , )  ,i ia a i    

Антирефлексив-

ность 
( , ) ,i ia a i   

Симметричность ( , ) ( , ) ,i j j ia a a a i j    

Антисимметрич-

ность 
( , ) ( , )i j j i i ja a a a a a    

Асимметрич-

ность 
( , ) ( , )i j j ia a a a   

Транзитивность 
( , ) ( , )

( , )

i j j k

i k

a a a a

a a

  


 

 

Выполнение четырёх условий при i, j = 1, …, n: 

ai  Ak  aj  Ak  ai  aj; (1) ai, aj  Ak  ai, aj  Ak 

 ai ~ aj; (2) ai  Ak  aj  Ak  ai  aj; (3) ai, aj  Ak 

соседние натуральные числа  j  i + 1, (4) позво-

ляет ввести отношение предпочтения, наведенное 

интервалом Ik называемое инранжированием λk, k = 

1, …m. Инранжирование обладает определенной 

структурой слабого порядка λ = Ak  
kA , при кото-

рой дискретные значения представлены в виде ин-

тервалов 1
{ }m

k k
I

  и записаны через соответствую-

щие индексы элементов. Интервал Ik представляем 

как два непересекающихся подмножества, характе-

ризующих классы толерантностей Ak и kA , где эле-

менты, принадлежащие интервалу, соответствуют 

подмножеству Ak, а все остальные принадлежат kA

, при чем .k kA A   Таким образом, входной 

профиль может содержать m-инранжирований  = 

{1, 2, ..., m}. 

При анализе профиля  сами отношения пред-

почтения не подвергаются обработке – функция 

расстояния обеспечивает основные данные, на ко-

торых уже работают разные аналитические аппа-

раты [1]. В нашем случае используется рекурсив-

ный алгоритм ветвей и границ Recursall [2]. Приме-

ним понятие расстояния к определению согласо-

ванного βfin , при чем βfin =   . Математической 

моделью для построения отношений предпочтения 

могут служить точки геометрического простран-

ства бинарных отношений. Итоговым ранжирова-

нием βfin является точка, наиболее согласующаяся 

с профилем  и расположенная на минимальном 

расстоянии от него, для которой Du = Dleast согласно 

алгоритму Recursall. В большинстве случаев в мет-

рической модели эту роль выполняет медиана или 

среднее значение. Однако даже в классическом по-

нимании медиана не обязательно определяется од-

нозначно и единственным образом, хотя среднее 

всегда единственно, но оно далеко не всегда явля-

ется самым оптимальным решением [3]. 

Рассмотрим структуру пространства слабых по-

рядков и изображение геометрии отношений пред-

почтения. Мощность слабых порядков рассчитыва-

ется по формуле: 0 ,

0

!
n

n q

q

q S



   (5). 

Комбинаторные числа Стирлинга 2-го рода Sn,q 

позволяют определить количество неупорядочен-

ных разбиений n-элементного множества на q-

непустых подмножеств. Значение q задает струк-

туру пространства отношений предпочтения λ, 

определяя количество непересекающихся подмно-

жеств множества A, задавая количество (q – 1)-сим-

волов  в рассматриваемом λ. В таблице 2 пред-

ставлены значения Sn,q необходимые для расчета 

мощностей слабых порядков. 

Таблица 2. Комбинаторные числа как свойства 

слабых порядков 

n 

q 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1

0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 

4 0 1 7 6 1 0 0 0 0 0 0 

5 0 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0 

6 0 1 31 90 65 15 1 0 0 0 0 

7 0 1 63 301 350 140 21 1 0 0 0 

8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0 

9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 0 

10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1 

Каждое из слагаемых выражения (5) определяет 

конкретную геометрию пространства и соответ-

ствующие ему свойства бинарных отношений [4]. 

Мощность подпространства строгих порядков 

задается n!-линейными порядками на A, на рисунке 

представлены как вершины усечённых октаэдров, 

идеально подходящих для графического представ-

ления пространств слабых порядков, начиная с        

n = 4. 
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Мощность подпространства порядков, содер-

жащих один символ толерантности  может быть 

рассчитана как общее число ребер усечённого ок-

таэдра по формуле: m
!( 1)

2


 

n n
. С геометриче-

ской точки зрения формирует подпространство, за-

ключенное между точками середин ребер усечён-

ных октаэдров, пример ранжирований подпро-

странства Ωm: 235(14) и 32(14)5 (рисунок 1). 

Мощность подпространства порядков, содер-

жащих один символ строго порядка  и удовлетво-

ряющих (1)–(3) условиям, может быть рассчитана 

через Sn,q или мощность множества всех подмно-

жеств, P(A) = 2n по формуле: 

1 ,2 1,22 1 2 1.n
n nS S        Ω1 включает 

в себя подпространство инранжирований, мощ-

ность которого определяется треугольными чис-

лами Tn и рассчитываются по формуле: 

2
( 1)

2


  n

n n
T . Каждое инранжирование яв-

ляется порождением некого набора исходных эле-

ментов его образующих, будем называть порожда-

ющим множеством Ψk. Мощность порождающего 

множества для индивидуального инранжирования 

определяется | | | | ! | | !k k kA A   . 

Мощность порождающего множества для  

определяется процедурой конкатенации переста-

новок 
1 | |!{ , ..., }

k
A     и 

1 | |!{ , ..., }
k

A
      , соот-

ветствующих подмножествам Ak и kA , а реализу-

ется как декартово произведение k
    

{( , ) | },u v u vv
        . 

Порождающий набор для инранжирования λk = 

(23)(145) будет состоять из следующих |k| = 2!·3! 

= 12 элементов Ψk: 23145, 23154, 23415, 23451, 

23514, 23541, 32145, 32154, 32415, 32451, 32514, 

32541. Изображение геометрии порождающего 

множества для (23)(145) представлено на рисунке: 

 
Рис. 1. Ψk для инранжирования (23)(145) 

В силу того, что в качестве меры близости при-

нято расстояние между отношениями предпочте-

ний, то для полного анализа пространства слабых 

порядков и определения оптимального решения на 

нем, необходимо рассмотреть меру близости от 

любого строго упорядочения альтернатив до мак-

симального (по включению) подмножества, харак-

теризующего равнозначность всех альтернатив (a1 

 a2 ..., an). С графической точки зрения это рас-

стояние от вершины до центра универсального 

множества может быть найдено по формуле: 

1
( 1)

2
n

n n
T 


 . Полученная целочисленная после-

довательность, имеет номер A000217 в онлайн-эн-

циклопедии OEIS [5] описывает треугольные числа 

Tn-1 и показывает, что с ростом n растет и 

минимально возможное расстояние от центра до 

строго упорядочения. 

Заключение  

При детальном рассмотрении структуры сла-

бых порядков можно утверждать следующее: 

1. Размерность каждого из подпространств увели-

чивается с ростом n. 

2. Мощности пространств определяются на основе 

математических закономерностей с использова-

нием комбинаторных свойств слабых порядков. 

3. Анализ порождающего множества позволит 

определить причины множественности решений 

при использовании алгоритма Recursall и предуга-

дывать появление парадокса Кондорсе. 

4. Анализ мощности Ak позволяет сократить пол-

ный перебор при работе с инранжированиями 

определённой структуры. 

5. Символ толерантности  задает пространствен-

ную фигуру и определяет индивидуальный порож-

дающий набор для λk. 
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