
Введение

Роторы многих центробежных машин – сти-
ральных, экстракторов, сепараторов, центрифуг,
осевых вентиляторов и пр. – установлены в корпус
с возможностью вращения, а уже корпус закре-
плен упруго-вязко и совершает неплоское движе-
ние. В этих машинах дисбаланс ротора меняется в
процессе выполнения технологических операций,
поэтому его целесообразно уравновешивать на хо-
ду пассивными автобалансирами (АБ) [1–5].

Наиболее полный обзор литературы по пассив-
ной автобалансировке роторов приведен в [5]. Учет
этого обзора, более поздних публикаций и работ
[6–18] показывает, что на сегодня практически нет
работ, в которых аналитически исследуется про-
цесс автобалансировки роторов, совершающих про-
странственное движение. В указанных работах
определяются только условия наступления автоба-
лансировки в виде критических скоростей, при пе-
реходе через которые наступает или исчезает авто-
балансировка. Эти скорости для двухшарового АБ
определяются в [1–4, 6–13, 15–18] с применением

метода синхронизации динамических систем
И.И. Блехмана [19], для АБ любого типа – c приме-
нением эмпирического критерия наступления ав-
тоболансировки в [5] или энергетического крите-
рия, использующего функцию Гамильтона, в [14].
При этом переходные процессы не исследуются.

Дифференциальные уравнения движения ро-
торных машин с АБ почти не поддаются аналити-
ческому исследованию ввиду существенной нели-
нейности и большому количеству степеней свобо-
ды системы. Такие уравнения позволяют аналити-
чески исследовать АБ только с двумя корректи-
рующими грузами (КГ) – шарами, роликами,
маятниками.

С учетом вышеописанных проблем в работе [20]
была предложена методика составления упрощен-
ных дифференциальных уравнений движения ро-
торных машин с АБ, учитывающая особенности
таких механических систем – отношения малости
параметров, малость отклонений продольной оси
ротора от оси вращения и т. п. В соответствии с
этой методикой составляются замкнутые уравне-
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Актуальность работы обусловлена необходимостью исследования процесса уравновешивания автобалансирами ротора.
Цель работы: оценить переходные процессы при статическом уравновешивании автобалансиром со многими корректирующи-
ми грузами ротора, помещенного с возможностью вращения в тяжелый упруго-вязко закрепленный корпус, совершающий про-
странственное движение.
Методы исследования: тория устойчивости установившихся движений механических систем; математическая теория устойчи-
вости движений по Ляпунову.
Результаты: Найдены условия наступления автобалансировки и установлено, что:
· корпус и ротор условно образуют составной, более массивный и длинный ротор, характеристики которого влияют на про-

цесс автобалансировки;
· переходные процессы, характеризующие автобалансировку, делятся на: быстрые, при которых практически прекращаются

движения корригирующих грузов относительно ротора и устанавливается движение ротора, соответствующее суммарному
дисбалансу корректирующих грузов и дисбаланса ротора; медленные, при которых корригирующие грузы приходят в авто-
балансировочное положение, двигаясь относительно ротора;

· скорость протекания быстрых переходных процессов зависит от параметров закрепления корпуса, массо-инерционных ха-
рактеристик составного ротора, скорости вращения, положения плоскости балансировки, сил вязкого сопротивления, дей-
ствующих на корригирующие грузы, и не зависит от уравновешиваемого дисбаланса, количества и положений корригирую-
щих грузов;

· скорость протекания медленных переходных процессов дополнительно зависит от уравновешиваемого дисбаланса, коли-
чества и положений корригирующих грузов, но не зависит от сил сопротивления опор.
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ния движения роторной машины с АБ относитель-
но обобщенных координат, описывающих движе-
ние ротора и его дисбаланс, так как именно эти ко-
ординаты описывают процесс автобалансировки и
позволяют исследовать АБ со многими КГ. В рабо-
те [21] с применением указанной методики были
аналитически исследованы переходные процессы,
протекающие при статическом уравновешивании
АБ со многими КГ ротора, помещенного с возмож-
ностью вращения в упруго-вязко закрепленный
корпус с неподвижной точкой. Там же была пред-
ложена методика таких исследований, которая мо-
жет быть стандартной при решении подобных за-
дач.

В настоящей работе методика исследований,
предложенная в работах [20, 21], применяется для
аналитического исследования переходных процес-
сов, протекающих при статическом уравновеши-
вании АБ со многими КГ ротора, помещенного с
возможностью вращения в упруго-вязко закре-
пленный корпус, совершающий пространственное
движение.

Описание теоретико-механической модели 
роторной машины

Осесимметричный ротор массы mr установлен в
корпусе массы mc с возможностью вращения во-
круг продольной оси (рис. 1). Центры масс ротора
и массивного корпуса совпадают и находятся в точ-
ке O. Ротор вращается относительно корпуса с по-
стоянной угловой скоростью ω. Корпус удержива-
ют пять упруго-вязких опор.

Движение машины описывается с использова-
нием двух систем осей: Oxyz – неподвижных;
Gξηζ – подвижных, жестко связанных с ротором.
В исходном положении, когда машина неподвиж-
на и находится в положении статического равнове-
сия, системы Oxyz и Gξηζ совпадают. Ось Oz на-

правлена вдоль оси вращения ротора. В плоскости
z=d находится статический дисбаланс s0, образо-
ванный точечной массой m0, находящейся на рас-
стоянии r0 от продольной оси ротора. Ось Ox на-
правлена в сторону начального направления векто-
ра статического дисбаланса s0, а ось Oy направлена
так, что тройка осей Oxyz правая. Свойства упру-
го-вязких опор характеризуют коэффициенты же-
сткости k, kz и вязкости b, bz.

Модель движения ротора с массивным корпу-
сом и дисбалансом приведена на рис. 2. Вначале со-
вершается поступательное перемещение ротора с
корпусом на (x,y,z) вдоль координатных осей.
В результате система осей Oxyz переходит в проме-
жуточное положение GxGyGzG (рис. 2, а). Потом со-
вершаются повороты ротора с корпусом вокруг
точки G на углы Резаля α и β (рис. 2, б). В резуль-
тате система осей GxGyGzG переходит в Guvw. По-
следним совершается поворот ротора вокруг про-
дольной оси w=ζ на угол ωt (рис. 2, в). При этом си-
стема осей Guvw переходит в систему Gξηζ.

Относительно системы осей Ouvw тензоры
инерции ротора и корпуса имеют вид

В плоскости ζ=d ротор уравновешивает АБ, со-
стоящий из n одинаковых КГ (маятников, шаров
или цилиндрических роликов). В маятниковом АБ
на вал ротора насажено n математических маятни-
ков массы m и физической длины r. В шаровом ли-
бо роликовом АБ n шаров или цилиндрических ро-
ликов массой m катятся без скольжения по коль-
цевой дорожке, при этом расстояние от продоль-
ной оси ротора до центра шара либо продольной
оси ролика равно r.

Как это принято в теории пассивных АБ [1–21],
действием сил тяжести пренебрегаем и полагаем,
что: радиусы КГ (шаров, роликов) намного меньше
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Рис. 1. Ротор в массивном корпусе, установленном на упруго-вязких опорах

Fig. 1. Rotor in massive bed fixed on visco-elastic columns

 



радиусов их беговых дорожек; при нахождении на
одной дорожке КГ не мешают движению друг друга.

Положение массы дисбаланса или i-го КГ
(i=


0,n


) в плоскости ζ=d будем определять абсолют-
ными углами ϕi, отсчитываемыми между осью OuD

и относительными радиус-векторами ri массы дис-
баланса или центров масс КГ (рис. 3, а), или отно-
сительными углами ψi, отсчитываемыми между
осью OξD и относительными радиус-векторами ri

(рис. 3, б). Связи между абсолютными и относи-
тельными углами имеют вид ϕi=ωt+ψi, /i=


0,n


/.

Рис. 3. Кинематика движения КГ и массы дисбаланса: а) аб-
солютные; б) относительные углы

Fig. 3. Kinematics of corrective weights and mass imbalance:
a) absolute; b) relative angles

Относительному движению i-го шара или роли-
ка (i=


0,n


) препятствует ньютоновская сила вязко-
го сопротивления, модуль которой равен Fi

(vis)=brui,
где br – коэффициент сил вязкого сопротивления;
ui=r|ϕ. i–ω |=r|ψ. i| – модуль относительной скорости
КГ (скорости центра масс КГ относительно рото-
ра); точка над величиной обозначает производную
по времени. При повороте i-го маятника (i=


0,n


) во-
круг оси ротора на него действует момент сил вяз-
кого сопротивления Mi

(vis)=rbrui, где br – коэффици-
ент момента сил вязкого сопротивления, приве-
денный к плечу r.

Составление упрощенных дифференциальных 
уравнений движения роторной машины 
в неподвижной системе координат

При составлении дифференциальных уравне-
ний движения роторной машины используются
уравнения Лагранжа ІІ рода вида

(1)

где T и П – соответственно кинетическая и потен-
циальная энергии системы; Ф – диссипативная
функция Релея; q – вектор обобщенных коорди-
нат, определяющих движение машины. Упрощаю-
щие предположения касаются отношений малости
величин [20]:

С использованием уравнений (1) получаем си-
стему 5+n обыкновенных дифференциальных ура-
внений 2-го порядка относительно обобщенных ко-
ординат:

(2)

(3)

(4)

где –

соответственно проекции суммарного дисбаланса
точечной массы и КГ на оси Ou, Ov; aDu=x

..
+dβ

..
,

aDv=y
..

+dα..; M=mc+mr, A=Ac+Ar, kx=2k, kβ=k(zL
2+zR

2),
kxβ=k(zL+zR), bx=2b, bβ=b(zL

2+zR
2), bxβ=b(zL+zR),

κ=1+κ(rot); κ(rot)=2/5 – для шаров, κ(rot)=1/2 – для ци-
линдрических роликов, κ(rot)=0 – для маятников.

Из равенств (2)–(4) видно, что корпус, совер-
шающий только часть движений ротора, «прибав-
ляет» к соответствующим массо-инерционным ха-
рактеристикам свои характеристики. При этом
условно образуется составной ротор – более мас-
сивный и длинный, и именно его характеристики
влияют на динамику системы. Поэтому даже ко-
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Рис. 2. Кинематика движения ротора и корпуса

Fig. 2. Kinematics of rotor and bed motion

í/a ß/b ç/c 



роткий ротор в массивном корпусе может вести се-
бя как длинный.

Система (2)–(4) распадается на две независи-
мые подсистемы – уравнение (2) описывает зату-
хающее движение машины вдоль оси z, остальные
уравнения описывают процесс автобалансировки.
В дальнейшем будем рассматривать только уравне-
ния (3), (4).

Основные движения роторной системы 
и дифференциальные уравнения 
для исследования их устойчивости

На основных движениях ротор уравновешен и
вращается вокруг собственной продольной оси, по-
этому обобщенные координаты ротора x, y, α, β и
проекции суммарного дисбаланса su, sv равны нулю:

(5)

Устойчивость основных движений будем иссле-
довать по этим обобщенным координатам. Система
уравнений (3) незамкнута. Замыкаем ее мини-
мальным количеством уравнений, являющихся
комбинациями дифференциальных уравнений
движения КГ (4).

Умножим каждое уравнение в (4) поочередно
на sinϕi и сложим, затем – на cosϕi и сложим. По-
лученные уравнения в окрестности определенного
установившегося движения линеаризуются и при-
нимают вид

(6)

где ψ~i,

/i=1,n/ – угловое положение i-го КГ в установив-
шемся движении.

Введем угол ϑ и параметр p: cosϑ=p1/p,
sinϑ=p2/p, p=√


p1

2+p2
2
. Сдвинем время: 2ωt+ϑ=2ωτ

или t=τ–ϑ/(2ω). Тогда уравнения (6) запишутся в
виде

(7)

Уравнения (3) не изменятся при переходе к но-
вому времени, поэтому уравнения (7) замыкают их
относительно неизвестных функций x, y, α, β, sv, su.

Уравнения (3), (7) – это система обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений 2-го по-
рядка с периодическими коэффициентами. В нее
входят 16 параметров M, A, Cr, kx, kβ, bβ, kxβ, bxβ, bx,
ω, d, m, n, κ, br, p.

Псевдо сворачивание, переход к подвижной системе
координат и обезразмеривание системы 
дифференциальных уравнений

Дифференциальные уравнения для исследова-
ния устойчивости основных движений в комплекс-
ном виде. В комплексных переменных Xz, Bz, Szu:

уравнения (3), (7) примут вид

(8)

где Dt•=•·+iω• – оператор.
Приведение уравнений к автономному виду.

В новых комплексных переменных Ξz=Xze
iωτ,

Θz=Bze
iωτ, Sz=Szue

iωτ система (8) приводится к авто-
номному виду

(9)

Уравнения в безразмерном виде. При стандарт-
ном обезразмеривании уравнения (9) примут вид

(10)

(11)

где ξz=ΞzM/(mr),  θz=Θz√

AM


/(mr), sz=Sz/(mr) – без-
размерные комплексные обобщенные координаты;
штрих обозначает производную по безразмерному
времени τ~=ω0t; D(•)=(•)'+iω~ (•) – оператор,
k
~

x=bxω0/kx, ω0=√

kx/M


, k~xβ=kxβ/(ω 0

2√

AM


), d~=d/√

AM


,
k
~

β=kβ/(Aω0
2), C~=Cr/A, ω~=ω/ω0, k~xβ=br/(mκω0),

m~=mn/(2κM)<<1.
Из (5) и способа введения новых обобщенных

координат следует, что на основных движениях
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Уравнения (10), (11) линейны и стационарны,
поэтому устойчивость основных движений ротор-
ной системы можно исследовать по обобщенным
комплексным координатам ξz, ξ–z, θz, θ–z, sz, s–z с при-
менением теории устойчивости линейных систем
дифференциальных уравнений с постоянными ко-
эффициентами. Заметим, что в уравнения входят
девять независимых безразмерных параметров d~,
C~, m~, ω~, k~β, k~xβ, b~x, b~, p.

Оценка величин безразмерных параметров 
ω~, d~, C~, m~, k~x, k~xβ, b~x, b~, p

Параметр ω~ соответствует угловой скорости
вращения ротора и теоретически может меняться в
пределах от 0 до +∞. Нужно определить такие
области изменения ω~, в пределах которых будут
устойчивыми основные движения.

Для реальных роторных машин масса КГ намно-
го меньше массы ротора с корпусом, поэтому m~<<1.
Параметр d~ равен отношению расстояния от центра
масс составного ротора до плоскости дисбаланса к
радиусу инерции составного ротора относительно
его поперечной центральной оси, поэтому d~≥0.

Параметр k~β характеризует жесткость опор.
Для реальных роторных машин он эквивален-
тен 1. Параметр k~xβ характеризует расположение
опор относительно центра масс системы и может
изменяться в пределах от –1 до 1. При почти сим-
метричных опорах он эквивалентен 0.

Параметры b~x, b~, соответственно, характеризу-
ют силы вязкого сопротивления в опорах и силы
сопротивления относительному движению КГ.
Для реальных роторных машин m~<<b~x<<1, b~~1.

Параметры p и C~ подробно описаны в [21]: p зави-
сит от расположения КГ в АБ и принимает значения
в пределах от 0 до 1; C~ характеризует вид составного
ротора (при C~<1 ротор длинный, при C~≈1 – сфериче-
ский, при C~>1 – короткий). Будем считать, что C~~1.

Окончательно имеем такие оценки величин без-
размерных параметров:

Исследование устойчивости основных движений 
и характера переходных процессов

Характеристическое уравнение системы (10),
(11) имеет вид

(12)

где

Заметим, что мнимые части корней характери-
стического уравнения определяют частоту колеба-
ний в переходных процессах, а их продолжитель-
ность зависит от величин отрицательных действи-
тельных частей этих корней – чем они меньше, тем
меньше продолжительность.

Разложение корней уравнения (12) по степеням
малых параметров 0<m~<<k~x<<1 имеет вид

(13)

где Λ(0)
5,8∈R – корни уравнения

(14)

В случае симметричного расположения опор
(k~xβ~0) корни уравнения (14) находятся аналитиче-
ски. При этом корни (13) принимают вид:
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Анализ устойчивости.
Корни λ3,12 имеют отрицательную действитель-

ную часть, а следовательно, соответствующие им
частные решения асимптотически устойчивы при
любых . Эти корни определяют быстрые переход-
ные процессы, при которых практически прекра-
щаются движения КГ относительно ротора и уста-
навливается движение ротора, соответствующее
суммарному дисбалансу КГ и дисбаланса ротора.
Скорость протекания быстрых переходных про-
цессов зависит от параметров закрепления корпу-
са, массо-инерционных характеристик составного
ротора, его скорости вращения, положения пло-
скости балансировки, сил вязкого сопротивления,
действующих на КГ, и не зависит от уравновеши-
ваемого дисбаланса, количества и положений КГ.
Поэтому возможна отдельная оптимизация этих
параметров роторной машины с целью скорейшего
наступления ее автобалансировки.

Корни λ(1)
1,2 устойчивы при выполнении условия

(15)

В размерном виде условие (15) имеет вид

(16)

Условие (16), с точностью до обозначений, по-
лучено и исследовано в роботе [5] при помощи эм-
пирического критерия наступления автобаланси-
ровки, и в роботе [14] – при помощи энергетиче-
ского метода, основанного на применении функ-
ции Гамильтона. Условие (16) получено для много-
шарового, многомаятникового или многоролико-
вого АБ и ротора, заключенного в упруго-вязко
закрепленный корпус, а условия в работах [5, 14]
получены для любого типа АБ и ротора на упругих
опорах.

Корни λ(1)
1,2 соответствуют медленным переход-

ным процессам – реакции КГ на движение ротора,
установившееся после затухания быстрых переход-
ных процессов. КГ медленно стремятся к автоба-
лансировочному положению. При чрезмерном ко-
личестве КГ существует семья установившихся
движений и КГ стремятся к одному из движений
этой семьи. Скорость протекания медленных пере-
ходных процессов зависит уже и от уравновешивае-
мого дисбаланса, количества КГ и их текущих по-
ложений, но не зависит от сил сопротивления опор.

Полученные разложения корней позволяют оп-
тимизировать параметры роторной машины из

условия наименьшего времени наступления авто-
балансировки.

Результаты работ [5,14] позволяют сделать сле-
дующие заключения об условиях наступления ав-
тобалансировки.

а) Для длинного составного ротора (Cr<A):
• если kxβ≠0 или kxβ=0, ωсч1=√


kx/

M≠ωсч2=√


kβ/


(A–


Cr)


и d≠0, то машина имеет три разные резонан-
сные частоты

причем ω1<ω2<ω3 и автобалансировка наступа-
ет при ω∈(ω1,ω2)∪(ω3,∞);

• если kxβ=0, ωсч1≠ωсч2 и d=0, то резонансная часто-
та ω2 совпадает с ω1 при ωсч1>ωсч2 или с ω3 при
ωсч1<ωсч2 и автобалансировка, соответственно,
наступает на скоростях ω∈(ω1,∞) или ω∈(ω3,∞);

• если kxβ=0 и ωсч1=ωсч2, то все три резонансные
частоты совпадают – ω1,2,3=ωсч1 и автобаланси-
ровка наступает на скоростях ω∈(ω1,∞).
Для обеспечения наступления автобалансиров-

ки на как можно меньших скоростях вращения ро-
тора нужно уменьшать жесткость закрепления
корпуса (kx,kβ).

б) Для сферического составного ротора (Cr=A):
• если kβ≠kxβd, то машина имеет две разные резо-

нансные скорости

причем ω1<ω2 и автобалансировка наступает на
скоростях ω∈(ω1,ω2) (если d→0, то ω2→+∞).
При этом сферический ротор целесообразно
уравновешивать в плоскости, проходящей че-
рез центр масс ротора и корпуса.

• если kβ=kxβd, то резонансные скорости одинако-
вы (ω1=ω2) и область автобалансировки вырож-
дается в точку.
в) Для короткого составного ротора (Cr>A):

• если d2>(Cr–A)/M, то у машины существует
единственная резонансная частота

и автобалансирвка наступает на скоростях
ω∈(ω1,∞);

• если d2≤(Cr–A)/M, то у машины появляется до-
полнительная резонансная частота

и автобалансировка наступает на скоростях
ω∈(ω1,ω2).
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Для обеспечения наступления автобалансиров-
ки на как можно меньших скоростях вращения ро-
тора нужно уменьшать kx и увеличивать kβ, kxβ.

Выводы

1. Корпус и ротор ведут себя как условный состав-
ной ротор – более массивный и удлиненный,
чем сам ротор, и характеристики этого состав-
ного ротора влияют на процесс автобалансиров-
ки.

2. Если составной ротор длинный, то у машины
существуют три резонансные скорости враще-
ния ротора и автобалансировка наступает меж-
ду первой и второй и над третьей скоростью.
Если составной ротор сферический или корот-
кий, то у машины существует одна или две ре-
зонансные скорости вращения ротора. При
этом в случае двух резонансных скоростей авто-
балансировка наступает между этими скоро-
стями, а в случае одной резонансной скорости
автобалансировка наступает над этой скоро-
стью для короткого составного ротора, и никог-
да не наступает для сферического составного
ротора.

3. Переходные процессы, характеризующие на-
ступление автобалансировки, делятся на: бы-
стрые, при которых прекращаются быстрые
движения КГ относительно ротора и устанавли-
вается устойчивое движение ротора, соответ-
ствующее текущему суммарному дисбалансу;
медленные, при которых КГ приходят в автоба-
лансировочное положение, медленно двигаясь
относительно ротора.

4. Скорость протекания быстрых переходных
процессов зависит от параметров закрепления
корпуса, массо-инерционных характеристик
составного ротора, скорости вращения ротора,
положения плоскости балансировки, сил вяз-
кого сопротивления, действующих на КГ, и не
зависит от уравновешиваемого дисбаланса, ко-
личества и положений КГ.

5. Скорость протекания медленных переходных
процессов дополнительно зависит от уравнове-
шиваемого дисбаланса, количества и положений
КГ, но не зависит от сил сопротивления опор.
Работа выполнена в соответствии с госбюджетной

темой Министерства образования и науки Украины
№ 0105U001506, период выполнения 2012–2014 гг.
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ROTOR BALANCING by AUTO-BALANCER IN VISCO-ELASTIC FIXED 
BED BEING IN SPATIAL MOTION
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The relevance of the study is caused by the need to research rotor balancing by auto-balancers.
The main aim of the study is to evaluate the transients during static balancing rotor with many corrective weights by auto-balancer.
The rotor is placed in heavy visco-elastic fixed bed being in spatial motion; the rotor can spin there.
The methods used in the study: theory of stability of mechanical system steady motions; mathematical theory of motion stability by
Lyapunov.
The results: the authors have determined the conditions of auto-balance occurring and have found out that:
• bed and rotor form conventionally the composite rotor, more massive and long; its characteristics influence auto-balancing;
• transients that characterize auto-balancing are divided into: fast – when corrective weights motion relative to rotor stop and rotor

motion corresponding to the total imbalance of corrective weights and rotor imbalance is set; slow – when corrective weights come
in auto-balancing position moving relative to rotor;

• flow rate of the fast transients depends on bed fixing parameters, inertia characteristics of the composite rotor, rotation speed, ba-
lancing plane position, viscous resistance forces influencing the corrective weights; it does not depend on rotor imbalance, quantity
and positions of corrective weights;

• flow rate of slow transients depends additionally on rotor imbalance, number and positions of corrective weights, but it does not
depend on resistance forces of supports.
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Rotor, imbalance, auto-balancer, main motion, stability of motion.
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