
Введение
Полным инвариантом графа G называют неко�

торую количественную характеристику P(G), ко�
торая представляет его структуру с точностью до
изоморфизма [1], т. е. равенство полных инвариан�
тов P(G) и P(H) для графов G и H гарантирует их
изоморфизм. В данном определении отсутствуют
сведения о форме и содержании характеристики
P(G). Поэтому в исследованиях по проблеме полу�
чения полного инварианта приходится решать две
задачи – поиск вида характеристики P(G) и разра�
ботка приемлемого для практического примене�
ния алгоритма её вычисления. Проблемы изомор�
физма и поиска полного инварианта были актуаль�
ны с начала становления теории графов. Эти про�
блемы не остаются без внимания и в настоящее
время. Вместе с тем полные инварианты удалось
получить лишь для отдельных видов графов, на�
пример, в работах [2, 3] – для ациклических гра�
фов, в [4] – для планарных.

Для анализа структур графов широко применя�
ются инварианты, отражающие локальные харак�
теристики графа. Известны исследования, в кото�
рых в качестве инвариантов выступают объедине�
ния локальных характеристик [5]. Сюда можно от�
нести также многие эвристические алгоритмы для
определения изоморфизма графов, у которых вер�
шины и/или рёбра помечены атрибутами [6]. По�
добные исследования нашли широкое применение
при анализе молекулярных структур в химии и
биологии [7–11].

К настоящему времени известен один полный
инвариант, названный миникодом μ(G) или макси�
кодом μ*(G) [12]. Для получения миникода μ(G) граф
G, содержащий n вершин, представляется матрицей
смежности вершин А. Элементы матрицы А в опре�
деленной последовательности формируются в одну
строку, которая принимается в качестве двоичного
числа и преобразуется в десятичную форму. Такие
числа вычисляются для всех n! вариантов матрицы
А, и минимальное из них принимается в качестве
μ(G). Таким образом, в данном подходе к получению
полного инварианта найден только вид характери�
стики P(G), а алгоритм её вычисления не может уй�
ти от перебора n! матриц смежности и, следователь�
но, не пригоден для практического применения.

В работах [13, 14] предложен другой вид полно�
го инварианта и разработан алгоритм его вычисле�
ния. В этих работах характеристика P(G) предста�
вляется в виде вектора P(G)={di(F(di))}. Каждый эл�
емент di(F(di)) соответствует определенной верши�
не абстрактной структуры графа G и является уни�
кальным описателем (дескриптором) данной вер�
шины. В записи di(F(di)) отражено имя вершины в
виде уникального кода di, принимающего значе�
ния 1,2,…,n, n – число вершин в графе G и инци�
дентор F(di) этой вершины в форме множества
имён dj∈F(di) тех вершин, с которыми она связана.
Например, элемент di(F(di))=6(2 7,9) означает, что
вершина с уникальным кодом di=6 в абстрактной
структуре графа G связана с вершинами, имеющи�
ми уникальные коды 2, 7, 9.
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Актуальность научной работы определяется тем, что в теории графов начиная со средины прошлого века все попытки найти
вид полного инварианта и разработать для него эффективный алгоритм вычисления оказывались безуспешными. Предложен�
ное в статье решение данной проблемы будет способствовать развитию методов инвариантного представления и анализа аб�
страктных структур графов.
Цель исследования: сформулировать теоретические положения метода независимой интеграции кодов структурных различий
и на этой основе разработать эффективный алгоритм вычисления полного инварианта графа.
Методы исследования основаны на теории графов и методах свободной и зависимой интеграции кодов структурных разли�
чий для получения интегральных описателей вершин абстрактных структур графов.
Результаты. Предложено новое правило назначения кодов структурных различий для дифференциации вершин структуры гра�
фа. Правило отличается простотой, представляет независимую систему кодирования и гарантирует получение интегрального
описателя структуры (Integral Structure Descriptor – ISD), инвариантного относительно исходной нумерации её вершин. Исполь�
зуя данное правило, разработан метод независимой интеграции кодов структурных различий в графе. На основе этого метода
разработан эффективный алгоритм вычисления полного инварианта графа. Показано, что для самых неблагоприятных случаев
предельные объёмы вычислений ограничиваются полиномиальными оценками. На языке Java разработано программное сред�
ство GraphISD и проведены экспериментальные исследования эффективности работы алгоритма. Эксперименты показали, что
предложенный полный инвариант и алгоритм его вычисления способны эффективно работать с библиотеками графов, содер�
жащих до 5000 вершин, инвариантно представлять графы в библиотеке, выделять изоморфные графы на основе сравнения
полных инвариантов, формировать подстановки изоморфизма и исходные представления графов.
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Очевидно, что получение полного инварианта
P(G) в этом случае сводится к вычислению уни�
кальных кодов di вершин абстрактной структуры
графа G. Для вычисления кодов di используется
метод интеграции кодов структурных различий в
графах и получения интегральных описателей
структур – Integral Structure Descriptor (ISD)
[13, 14]. Метод получения ISD в [14] представлен
двумя алгоритмами – свободной и зависимой инте�
грации, которые в последующем будем именовать
ISD�F и ISD�D соответственно.

Полный инвариант P(G), полученный с помо�
щью алгоритма ISD�F, принимается в качестве эта�
лона для поиска графов, изоморфных графу G. По�
иск таких графов, например графа H, осуществля�
ется с помощью алгоритма ISD�D путём получения
полного инварианта PG(H), зависимого от эталона
на основе графа G. Если для графа H инвариант
PG(H)=P(G) найден, то граф H изоморфен графу G.
Оба алгоритма эффективно работают, например,
при решении задачи разбиения множества графов
на классы изоморфных либо задачи, связанной с
выбором из множества графов таких, которые изо�
морфны заданному графу.

Свободная интеграция кодов, реализованная в
алгоритме ISD�F, сопровождается формированием
системы кодирования для класса графов, предста�
вленных графом G, и необходимостью её хранения
в качестве эталона для последующего применения
при работе алгоритма ISD�D. Заметим, что алго�
ритм ISD�F в таком виде был разработан не столько
для достижения высокой эффективности при ре�
шении задачи определения изоморфизма графов,
сколько потому, что авторам не удалось решить
проблему независимой интеграции кодов при по�
лучении полных инвариантов.

Решение этой проблемы на основе метода ISD
связано с разработкой алгоритма получения пол�
ного инварианта P(H) для любого графа H без ис�
пользования эталона в виде P(G) и соответствую�
щей системы кодирования. При этом, если полные
инварианты графов G и H, полученные независимо
друг от друга оказались равными, т. е. P(G)=P(H),
графы G и H изоморфны, а при P(G)≠P(H) неизо�
морфны.

Статья посвящена разработке метода независи�
мой интеграции кодов структурных различий и со�
ответствующего алгоритма вычисления полного
инварианта графа. Алгоритм получил название
ISD�I и реализован на языке Java в составе про�
граммы GraphISD. В статье также приведены ре�
зультаты экспериментальных исследований эф�
фективности работы алгоритма ISD�I при вычисле�
нии полных инвариантов для однородных и нео�
днородных графов большой размерности.

Метод независимой интеграции кодов 
структурных различий
Рассмотрению подлежат абстрактные структу�

ры обыкновенных графов. Если вершины аб�
страктной структуры пронумеровать в произволь�

ном порядке числами от 1 до n, то соответствую�
щий граф G=(E,U) с множеством вершин E={ei} и
множеством рёбер U={uij} можно представить ма�
трицей смежности A=||aij||. Элемент aij=1, если ре�
бро uij∈U, aij=0, если ребра uij нет. Описание аб�
страктной структуры графа G в виде матрицы A
вполне пригодно для автономного исследования
его свойств. Но как только возникает потребность
в сопоставлении свойств графов в составе множе�
ства, то из�за произвольной нумерации вершин
графы идентифицируются неоднозначно. Напри�
мер, один и тот же граф при разной нумерации вер�
шин в исследуемом множестве будет восприни�
маться двумя разными графами. Широко извест�
ным примером исследуемого множества графов яв�
ляются молекулярные структуры химических сое�
динений [15–17].

Описание обыкновенного графа можно предста�
вить в виде списка {ei(F(ei))} инциденторов F(ei) вер�
шин ei. Такое описание графа G по форме полно�
стью соответствует представлению полного инва�
рианта в виде P(G)={di(F(di))}. Можно сказать, что
цель метода независимой интеграции кодов заклю�
чается в нахождении алгоритма преобразования
{ei(F(ei))}⇒{di(F(di))}, в котором номера вершин ei

заменяются на уникальные коды интегральных
описателей вершин di. При этом в отличие от сво�
бодной интеграции кодов в данном методе должны
быть разработаны универсальные правила вычи�
сления уникальных кодов вершин и соответствую�
щих полных инвариантов.

При изложении правил вычисления уникаль�
ных кодов будем придерживаться схемы процесса
интеграции, приведенной на рис. 1.

Схема на рис. 1 отражает рекуррентное измене�
ние кодов di

k для одной вершины ei. Аналогичные
изменения выполняются параллельно для всех
других вершин графа. Слева на схеме расположено
визуальное представление инцидентора для одной
из вершин абстрактной структуры. После произ�
вольной нумерации вершин структуры соответ�
ствующий инцидентор для вершины ei записан в
виде F (ei)=(ej1,ej2,…,ejsi

). Здесь ej – вершины, инци�
дентные рёбрам uij; si – степень вершины ei, si=|F(ei)|.

Перед запуском процесса интеграции произво�
дится начальное назначение кодов di

0 вершинам
графа и формирование исходного вектора кодов
D0={di

0}. При этом должны соблюдаться два требо�
вания: наличие исходной дифференциации вер�
шин и однозначность назначения кодов.

Первое требование является условием запуска
процесса интеграции. Исходная дифференциация
вершин может быть получена на основе легко вы�
числяемых характеристик, таких как степени вер�
шин. Для однородных графов, у которых степени
вершин равны, приходится использовать другие
характеристики. Рассмотрим одну из таких харак�
теристик на основе матрицы А2. Такую характери�
стику назовём маршрутной. Для однородного гра�
фа в строках матрицы А содержится одинаковое
число единиц, т. к. степени вершин совпадают.
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В матрице А2 элементы a2
ij равны числу маршрутов

длины 2 между вершинами ei и ej. Если i�я строка
матрицы А2 с множеством элементов Ai

2 не совпа�
дает с множеством элементов Aj

2 для j�й строки, то
вершины ei и ej по данной маршрутной характери�
стике различаются.

В отношении маршрутных характеристик на
основе матриц Аg, g=2,3,… можно высказать сле�
дующее предположение. Однородные графы, для
которых маршрутные характеристики не приво�
дят к дифференциации вершин, являются симме�
тричными. Понятие симметричного графа здесь
формально не вводится и подробно не рассматрива�
ется.

Пример абстрактной структуры симметрично�
го графа показан на рис. 2 (слева), а несимметрич�
ного, содержащего структурное различие, распо�
ложен справа. Нетрудно убедиться, что для симме�
тричного графа маршрутные характеристики не
приводят к дифференциации вершин, а для несим�
метричного дифференциация происходит уже на
основании матрицы А2.

Наличие симметрии в структуре графа предо�
пределяет возможность существования в нём
устойчивых групп [13]. Вершины устойчивых
групп образуют однородные подграфы. Поэтому
однородный граф можно рассматривать также в
качестве устойчивой группы и для исходной диф�
ференциации его вершин вводить виртуальное
структурное различие [13]. К данному способу бу�
дем прибегать в крайнем случае, когда маршрут�

ные характеристики для приемлемых степеней
матриц не приводят к успеху и, следовательно,
граф с большой вероятностью можно отнести к
симметричному.

Требования однозначности при назначении ко�
дов должно соблюдаться как при назначении ко�
дов для получения исходной дифференциации вер�
шин, так и на последующих шагах интеграции по
преобразованию векторов  как это показано на
рис. 1. Соблюдение требования однозначности яв�
ляется принципиальным отличием независимой
интеграции от свободной и зависимой.

В алгоритмах ISD�F и ISD�D назначение кодов
инциденторам вершин F(di

k) выполнялось исходя
из естественного стремления на каждом k�м шаге
интеграции привязать назначение кода di

k к кон�
кретному составу и значениям кодов di

k в инциден�
торе F(di

k). При независимой интеграции такой
привязки нет и хранить её в памяти в виде соответ�
ствия F(di

k)→di
k+1 нет необходимости. Однознач�

ность назначения кодов при независимой интегра�
ции достигается за счёт введения новых правил
при выполнении назначения.

Совокупность этих правил будет подробно рас�
смотрена при изложении алгоритма ISD�I в сле�
дующем разделе. Здесь лишь отметим, что при по�
иске таких правил потребовалось преодолеть свое�
го рода барьер, отделявший исследователя от мы�
сли о существовании альтернативной системы ко�
дирования, пригодной для решения проблемы вы�
числения полного инварианта. В этой системе ко�
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Рис. 1. Схема процесса интеграции кодов

Fig. 1. Code integration
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Рис. 2. Симметричный граф (слева) и несимметричный (справа)

Fig. 2. Symmetric (left) and asymmetrical (right) graph
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дирование и хранение «бесконечного» числа ком�
бинаций кодов инциденторов F(di

k) удалось заме�
нить назначением конечного числа кодов di

k, кото�
рые отражают отношения порядка (<, =, >) между
инциденторами. Таким образом, в предлагаемом
методе независимой интеграции на каждом k�м
шаге кодируются не сами инциденторы F(di

k), а их
места, которые они занимают в упорядоченном
множестве {di

k(F(di
k))}. Назначенные при этом коды

принимают значения 1, 2,…,n и вместе с тем обес�
печивают соблюдение требования однозначности.

Основное правило назначения кодов di
k, исполь�

зуемое в методе независимой интеграции кодов,
сводится к следующему. Для каждого инциденто�
ра F(di

k) формируется числовой эквивалент. В ито�
ге на k�м шаге интеграции для n инциденторов по�
лучаем n числовых эквивалентов. Минимальному
числовому эквиваленту, среди тех которые отно�
сятся к минимальному di

k, назначается код di
k+1=1,

следующему по величине – код di
k+1=2 и т. д. Рав�

ные числовые эквиваленты получают равные ко�
ды. Процесс пошаговой интеграции выполняется
до тех пор, пока на очередном (k+1)�м шаге все чи�
словые эквиваленты окажутся разными и, следо�
вательно, будут использованы все коды от 1 до n.
Соответствующий вектор Dk+1 является интеграль�
ным описателем D={di} абстрактной структуры, а
совокупность инциденторов {di(F(di))} упорядочен�
ная по возрастанию значений кодов di принимает�
ся в качестве полного инварианта.

Алгоритм вычисления полного инварианта
В данном разделе раскрывается содержание

операций алгоритма ISD�I и их взаимодействие
при вычислении полного инварианта P(G) для гра�
фа G. Предполагается, что граф G=(E,U) описыва�
ет некоторую абстрактную структуру с помощью
произвольной нумерации вершин множества
E={ei}, i=1,2,…,n и представлен списком инциден�
торов {ei(F(ei))}. Если граф G однородный, то его
представление дополняется матрицей смежности
A. Полные графы не рассматриваются, т. к. для
них любая нумерация вершин соответствует векто�
ру D. Предполагается также, что однородные гра�
фы имеют степени s≤n/2, иначе вместо таких гра�
фов можно рассматривать их дополнения. Резуль�
татом работы алгоритма является полный инвари�
ант P (G)={di (F(di))}, который вычисляется с помо�
щью следующих операций.
1. Формирование исходного вектора D0. Для этого

по списку {ei(F(ei))} определяются степени si вер�
шин ei, si=|F(ei)|. Инцидентору F(ei) с минималь�
ной степенью si назначается код di

0=1. Следую�
щий инцидентор с более высокой степенью по�
лучает код 2 и т. д. Инциденторы с равными
степенями получают равные коды.
Если в векторе D0 все di

0=1, т. е. граф G однород�
ный, то вычисляется матрица A2. Множества ненуле�
вых элементов строк Ai

2 матрицы A2 упорядочивают�
ся по возрастанию значений и преобразуются в чи�
словые эквиваленты. Например, i�я строка содержит

упорядоченное множество ненулевых элементов
Ai

2=(a1,a2,..,ar). Тогда числовой эквивалент βi прини�
мается равным (ar+ar–110δ+ar–2102δ+…+a110(r–1)δ), где
δ – число десятичных разрядов у наибольшего эл�
емента матрицы A2. Так, если Ai

2=(2,7,15,15), то
βi=15+15⋅102+7⋅104+2⋅106=2071515.

Коды di
0 при наличии числовых эквивалентов

βi назначаются аналогично тому, как это делалось
для степеней si. Если для матрицы A2 дифференци�
ация вершин не происходит, то в зависимости от
величины n процесс анализа маршрутных харак�
теристик продолжается для матриц с более вы�
сокими степенями. При этом предельные значения
степеней в алгоритме, исходя из требования одноз�
начности, должны быть ограничены. Отсутствие
дифференциации и для предельных степеней мо�
жет означать, что граф G является симметричным
или вычисленные маршрутные характеристики не
выявили в нём структурных различий. В програм�
мной реализации алгоритма в составе GraphISD
начальная дифференциация вершин в однородном
графе с помощью маршрутных характеристик вы�
полняется только на основе матрицы A2. Если в
этом случае дифференциация вершин не достига�
ется, то граф G принимается в качестве устойчивой
группы.

Начальная дифференциация вершин такого од�
нородного графа (устойчивой группы) осуществля�
ется с помощью введения в него виртуального
структурного различия. Для этого последователь�
но для каждой вершины ei назначается код di

0=2.
При этом все коды вектора D0, за исключением di

0,
остаются равными 1. Таким образом, процесс ин�
теграции должен циклически проработать с n ис�
ходными векторами D0. Это неизбежная плата за
столь лёгкую начальную дифференциацию вер�
шин в однородном графе.
2. Выполнение последовательности шагов инте�

грации кодов. Процесс интеграции кодов струк�
турных различий при переходе от D0 к D в об�
щем случае разбивается на интервалы, связан�
ные с появлением устойчивых групп, и может
быть представлен в виде записи:

(1)

В записи (1) Δkv обозначает число шагов
Dk⇒Dk+1, которые потребуется выполнить на v�м
интервале при переходе от Dkv к Dkv+1. Индекс
v=1,2,...,V помечает очередной k�й шаг, в котором
вектор Dk содержит устойчивые группы, V – число
векторов Dk в цепи шагов от D0 к D с устойчивыми
группами. Например, фрагмент цепи, относящий�
ся к интервалу Δk2 в записи (1) может включать
3 шага (D52⇒D6⇒D7⇒D83), т. е. Δk2=3. Важно, что
общее число шагов в цепи D0⇒D не может превы�
сить число вершин n. При отсутствии в графе
устойчивых групп цепь D0⇒D состоит из одного
интервала с Δk0≤n.

Для выполнения шага интеграции Dk⇒Dk+1 в ин�
циденторах F(ei) графа G вместо номеров вершин ei

подставляются коды di
k вектора Dk. В полученных
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таким образом инциденторах F(di
k) коды упорядо�

чиваются по возрастанию значений и для них опре�
деляются числовые эквиваленты. Преобразование
инциденторов F(di

k) в числовые эквиваленты ничем
не отличается от определения числовых эквивален�
тов для строк матрицы A2, приведенного в опера�
ции 1. Значение δ в данном случае принимается
равным числу десятичных разрядов величины n.

Назначение кодов di
k начинается для вершин с

минимальным значением кодов di
k. Если их в век�

торе Dk несколько, то соответствующие числовые
эквиваленты упорядочиваются по возрастанию
значений и для минимального из них назначается
код di

k+1=1. Для следующих по величине значений
назначаются коды 2, 3 и т. д. Далее среди остав�
шихся кодов di

k вновь выбирается минимальный, и
процесс назначения кодов di

k+1 соответствующим
вершинам повторяется. В итоге формируется век�
тор Dk+1, и на этом выполнение шага интеграции за�
канчивается.

В зависимости от состояния вектора Dk+1 про�
цесс интеграции продолжается по следующим на�
правлениям:
а) если {di

k+1}=n, то имеет место полная дифферен�
циация вершин и вектор Dk+1 запоминается в ка�
честве вектора D;

б) если max{di
k+1}=max{di

k}, то вектор Di
k+1 содержит

устойчивую группу и запоминается как вектор,
помеченный очередным индексом v+1;

в) если max{di
k+1}>max{di

k}, то выполняется сле�
дующий шаг интеграции.
В итоге данная операция выполняет процесс

интеграции по всем цепям шагов в очередном v�м
интервале. При этом каждая цепь в зависимости от
ситуации а) или б) завершается пополнением спи�
сков векторов типа D либо Dk

v+1.
3. Анализ списков векторов D и Dk

v+1. Наличие
векторов в списке D означает, что, следуя запи�
си (1), процесс интеграции выполнялся в по�
следнем интервале цепи D0⇒D либо в условиях
отсутствия устойчивых групп, когда данная
цепь включает один интервал с числом шагов
Δk0. Если вектор D0 был получен путём введе�
ния виртуального различия, то список D может
содержать несколько векторов. Не вдаваясь в
теоретические вопросы существования в спис�
ке D нескольких векторов и возможного их раз�
личия, алгоритм, следуя требованию однознач�
ности, должен выбрать один вектор.
Сначала в списке D выбирается вектор с наи�

большим числом шагов интеграции. Если оказыва�
ется, что такой вектор один, то для него формирует�
ся полный инвариант. Если векторов несколько, то
для каждого из них формируется совокупность ин�
циденторов F(di). Коды di в инциденторах F(di) упо�
рядочиваются по возрастанию значений, и для них
определяются числовые эквиваленты. В результа�
те каждому вектору соответствует множество чи�
словых эквивалентов его инциденторов. Среди них
выбирается вектор с множеством, содержащим ми�
нимальный числовой эквивалент. Если таких век�

торов окажется несколько, то среди них выбор де�
лается по следующему минимальному числовому
эквиваленту. Инциденторы F(di) в выбранном век�
торе упорядочиваются по возрастанию значений di,
и полученный вектор P(G)={di(F(di))} принимается
в качестве полного инварианта графа G.

Может оказаться, что ряд векторов в списке D
по составу числовых эквивалентов также неразли�
чимы. Тогда в качестве вектора для формирования
полного инварианта выбирается любой из них.
В частности, если список D получен для однород�
ного графа и начальная дифференциация вершин
достигалась введением виртуального различия, то
список D может содержать n неразличимых векто�
ров. В этом случае мы имеем дело с симметричным
графом.

Анализ векторов в списке Dk
v+1 выполняется при

условии, что список D был пуст. Это означает, что
процесс интеграции, выполненный для всех цепей
шагов интервала, привёл к векторам, содержащим
устойчивые группы. Выбор одного вектора из
списка Dk

v+1 осуществляется аналогично тому, как
это делалось для списка D. Отличие заключается в
том, что вначале выбираются векторы, содержа�
щие наибольшее значение di

k. Если таких векторов
несколько, то выбор среди них производится по
числовым эквивалентам. Если и в этом случае бу�
дет выбрано несколько неразличимых векторов, то
все они принимаются в качестве векторов для про�
должения процесса интеграции и поступают на
вход операции 4. В частности, если список D пуст,
а в списке Dk

v+1 оказалось n неразличимых векто�
ров, то здесь также можно предположить, что име�
ет место симметричный граф.
4. Выбор устойчивой группы для продолжения

процесса интеграции. В каждом векторе, вы�
бранном в списке Dk

v+1, содержится одна или
несколько устойчивых групп. Если имеем век�
торы с одной группой, то эта группа принимает�
ся в качестве исходной для продолжения инте�
грации в очередном интервале с помощью опе�
раций 2 и 3. При наличии в векторах несколь�
ких устойчивых групп необходимо среди них
выбрать одну. Выбор такой группы должен от�
вечать требованию однозначности. Для этого
вначале выбираются группы минимальной
мощности. Если выбирается одна группа, то
она принимается в качестве исходной. При на�
личии нескольких групп минимальной мощно�
сти в качестве исходной выбирается группа с
минимальным кодом d.
Процесс интеграции на данном интервале запу�

скается для каждого выбранного вектора столько
раз, сколько вершин содержится в исходной груп�
пе. Каждый раз, перед запуском процесса, очеред�
ной вершине группы назначается код виртуально�
го различия, равный увеличенному на единицу
максимальному коду вектора. После этого алго�
ритм возвращается к выполнению операций 2 и 3.

Алгоритм завершает работу в операции 3 после
получения полного инварианта в виде вектора
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P(G)={di(F(di))}. Для изоморфных графов G и H ал�
горитм гарантирует равенство P(G)=P(H) и, напро�
тив, если графы неизоморфны, то полные инвари�
анты P(G) и P(H) неравны. При этом инциденторы
F(di) полного инварианта P(G) представляют аб�
страктную структуру графа G с вершинами, поиме�
нованными кодами интегральных описателей di.

Оценка предельного объёма вычислений 
при определении полного инварианта
Анализ содержания операций алгоритма ука�

зывает на отсутствие в нём больших переборов и
сложных вычислений. Поэтому уже на этом осно�
вании можно говорить о высокой эффективности
алгоритма. Тем не менее важно оценить предель�
ные объёмы вычислений, которые зависят от раз�
мерности графа и особенности его структуры.

Объём вычислений алгоритма в основном опре�
деляется числом шагов процесса интеграции, вы�
полняемых внутри каждого интервала (операция 2)
и объёмами вычислений, затрачиваемых на один
шаг. Подготовительная операция 1 является разо�

вой и только для однородного графа выполняет вы�
числения, связанные с возведением в степень ма�
трицы А и получением числовых эквивалентов.
Операции 3 и 4, обеспечивающие переход от одно�
го интервала к другому, также не требуют боль�
ших вычислений, а число интервалов всегда суще�
ственно меньше числа вершин.

При определении числа шагов будем исходить
из того, что длина цепи, обозначим её Δk, при пере�
ходе от D0 к D не может превышать n, т. е. 

Наибольшее, суммарное по всем

цепям, число шагов ΔK доставляют однородные
графы – симметричные и несимметричные, для
которых не удалось получить начальную диффе�
ренциацию с помощью маршрутной характеристи�
ки. В этом случае виртуальное различие вводится
для каждой вершины графа. При отсутствии
устойчивых групп общее число шагов составит
ΔK=Δk0n, а при их наличии величина ΔK может
существенно снизиться.

0
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Рис. 3. Пример схемы вычисления полного инварианта

Fig. 3. Complete invariant calculation pattern
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На рис. 3 приведён пример схемы вычисления
полного инварианта для ситуации, когда граф G
однородный и начальная дифференциация вершин
достигается введением виртуального различия.
Блоки на схеме соответствуют векторам Dk, а вну�
три них выделены устойчивые группы.

Процесс интеграции в примере на рис. 3 вклю�
чает 5 интервалов. На каждом из них выбирается
один вектор, и в нём выбирается одна устойчивая
группа. Стрелки, выходящие из этой группы,
отражают фрагменты цепей, выполняемых внутри
интервала. Длинные стрелки указывают на векто�
ры, полученные с наибольшим числом шагов. Вы�
бор вектора среди них осуществляется по число�
вым эквивалентам. На рис. 3 такая ситуация по�
казана для 1�го интервала с Δk0=3 и для 3�го с
Δk2=6. Коротким стрелкам соответствуют векторы,
которые отсеялись из�за меньшего числа шагов.

Число фрагментов цепей в каждом интервале
совпадает с числом вершин в устойчивой группе,
принятой в качестве исходной. Если для продолже�
ния интеграции в списке Dkv+1 было выбрано несколь�
ко неразличимых векторов, то число фрагментов це�
пей в интервале становится равным сумме вершин
исходных устойчивых групп во всех этих векторах.
Обозначим это число величиной nv, v=1,2,…,V. В на�
шем примере n0=n, т. к. граф G однородный, а на�
чальная дифференциация вершин отсутствует. Тог�
да суммарная оценка предельного объёма вычисле�
ний L(G) запишется в виде полинома:

(2)

Здесь τ(n,m) – объём вычислений, затрачивае�
мых на выполнение одного шага интеграции для
графа, содержащего n вершин и m рёбер.

Предельный объём оценки L(G) по выражению
(2) получается при самом неблагоприятном сцена�
рии протекания процесса интеграции в однородном
графе, когда n0=n, V=1, а величина Δk0 приближа�
ется к n. Но даже в этом, маловероятном, случае,
оценка L(G)<τ(n,m)n2. Такой случай действительно
является маловероятным, т. к. предполагает одно�
временное отсутствие устойчивых групп и началь�
ной дифференциации вершин. Оба эти фактора
противодействуют друг другу. Так, если не удаётся
достичь начальной дифференциации, то граф ха�
рактеризуется высокой симметричностью, что, в
свою очередь, является непременным условием для
существования устойчивых групп.

При наличии начальной дифференциации и
(или) устойчивых групп суммарное число шагов
интеграции, выполняемых алгоритмом, резко сни�
жается. Как следует из рис. 3, появление устойчи�
вых групп в векторах D31 приводит к тому, что в ин�
тервале Δk1 число цепей n<n/2, т. к. выбирается
группа с минимальным числом вершин. Кроме то�
го, с ростом v размер групп не может возрастать
[13]. Поэтому величины nv для v≥1 всегда будут в
разы меньше числа вершин в графе.

Экспериментальные исследования алгоритма ISD�I 
с помощью программы GraphISD
При проведении экспериментальных исследо�

ваний наряду с проверкой работоспособности алго�
ритма ISD�I большое внимание было уделено ана�
лизу его эффективности при вычислении полных
инвариантов для однородных графов. Проверка
работоспособности осуществлялась на ряде кон�
трольных примеров графов небольшой размерно�
сти. Пример такого графа показан на рис. 4.

Начальная дифференциация вершин в данном
примере выполнена на основе матрицы А2 (рис. 4, а).
Диагональные элементы в матрице А2 принимаются
равными нулю. В процессе независимой интегра�
ции встретилось 3 вектора Dkv (рис. 4, б), содержа�
щих устойчивые группы. Число шагов в цепи Δk=5,
а общее число шагов ΔK, которое потребовалось вы�
полнить алгоритму, равно 11. На последнем интер�
вале цепи интеграции получено 2 неразличимых
вектора D (G). На рис. 4, б они обведены жирными
линиями. Полный инвариант для данного графа по�
сле упорядочивания инциденторов в векторе D(G)
запишется в виде P(G)={1(2,3,9,10),2(1,4,5,8),
3(1,4,6,8),4(2,3,6,7),5(2,6,7,10),6(3,4,5,9),
7(4,5,9,10), 8(2,3,9,10), 9(1,6,7,8), 10(1,5,7,8)}.

На рис. 4, в, слева, приведён рассматриваемый
граф G с исходной произвольной нумерацией вер�
шин, а справа – абстрактная структура данного
графа, восстановленная на основе полученного
полного инварианта. Вершины абстрактной струк�
туры помечены кодами di интегральных описате�
лей, а рядом в скобках указаны соответствующие
номера вершин ei для первого и второго векторов
D(G). Приведена также подстановка двух автомор�
физмов графа G, полученных на основе двух инте�
гральных описателей неразличимых векторов
D(G), выделенных на рис. 4, б жирными линиями.

На рис. 2, рядом с симметричным графом G,
приведен его полный инвариант P(G). При этом на�
чальная дифференциация вершин выполнялась на
основе введения виртуального различия. Заметим,
что в этом примере введение виртуального разли�
чия можно ограничить одной вершиной, т. к. заве�
домо известно о симметричности графа. При полу�
чении полного инварианта P(H) для однородного
несимметричного графа H (рис. 2) начальная диф�
ференциация была достигнута на основе маршрут�
ной характеристики по матрице A2. В общем слу�
чае сведения о симметричности однородного графа
отсутствуют, поэтому для начальной дифференци�
ации вершин всегда используются маршрутные
характеристики или виртуальные различия, кото�
рые вводятся последовательно для всех вершин
графа.

Основные эксперименты по вычислению пол�
ных инвариантов с помощью алгоритма ISD�I про�
водились для графов разных мощностей и условий
начальной дифференциации вершин. Все экспери�
менты в зависимости от вида начальной дифферен�
циации были разделены на 3 группы:

0

( ) ( , ) .
V

v v

v

L G n m n kτ
=

= ⋅Δ∑
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Рис. 4. Пример работы алгоритма ISD�I

Fig. 4. ISD�I algorithm operation

 

 
 
 ei     (F(ei))    D0             11D                     22D                    22D                     D3             34D                     D3  
1 4589 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 2355 4 4 3446 5 3447 
2 78910 2 1144 2 2 1445 2 2 1445 2 6* 1445 7 1556 7 2 1445 2 1446 
3 4689 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 2355 4 4 3446 5 3447 
4 13710 2 1144 2 2 1445 2 2 1445 2 2 1445 2 1446 2 6* 1445 7 1556 
5 17910 3 1144 3 3 1445 3 3 1445 3 3 1445 3 1456 3 3 1445 3 1456 
6 37810 3 1144 3 3 1445 3 3 1445 3 3 1445 3 1456 3 3 1445 3 1456 
7 2456 1 2233 1 5* 2233 5 1 2233 1 1 2336 1 2337 1 1 2336 1 2337 
8 1236 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 4 3446 5 3447 5 4 2344 4 2355 
9 1235 4 2344 4 4 2344 4 4 2344 4 4 3446 5 3447 5 4 2344 4 2355 
10 2456 1 2233 1 1 2233 1 5* 2233 5 5 2336 6 2337 6 5 2336 6 2337 
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• однородные графы без начальной дифференци�
ации вершин;

• однородные графы с начальной дифференци�
ацией вершин на основе маршрутных характе�
ристик, вычисленных по матрицам A2;

• графы с начальной дифференциацией на основе
степеней вершин.
Для проведения таких исследований програм�

ма GraphISD, реализующая алгоритм ISD�I, была
дополнена генератором графов. Генератор спосо�
бен формировать однородные графы с заданной
мощностью n и степенью вершин s и неоднород�
ные, когда указывается совокупность значений
степеней si. Предусмотрена также возможность
произвольной перенумерации вершин в сформиро�
ванном ранее графе.

Эксперименты выполнялись для графов, содер�
жащих от 100 до 1000 вершин, с шагом 100. Ре�
зультаты экспериментов по каждой из трёх групп
сведены в таблицу. Для каждого значения n=100,
200,…, 1000 в исследуемой группе генерировалось
2 серии графов – с s=0,1n и с s=0,2n. Для первых
значений n каждая серия включала до 100 графов.
С увеличением значений n размер серии постепен�
но уменьшался до 10 графов. Графы для группы 3
генерировались с двумя значениями степеней вер�
шин s1 и s2. В таблице значения этих степеней ука�
заны в скобках. При генерации графов этой груп�
пы вершины получали степень s1 или s2 с вероят�
ностью 0,5, т. е. примерно в равных долях.

Таблица. Результаты экспериментов
Table. Experimental results

Для каждого графа серии полный инвариант
вычислялся с учётом начальной дифференциации:
в 1�й группе – это введение виртуального разли�
чия; во 2�й – на основе маршрутной характеристи�
ки по матрице A2; в 3�й на основе степеней s1 и s2.

При этом фиксировались следующие величины:
τ(P) – время вычисления полного инварианта P(G)
в миллисекундах; τ(A2) – время на получение ма�
трицы A2 и начальную дифференциацию, также в
миллисекундах; V – число векторов Dkv, содержа�
щих устойчивые группы; Δk – число шагов инте�
грации в цепи; ΔK – общее число шагов интегра�
ции при вычислении P(G).

В таблице приведены значения ΔK, τ(P) и для
2�й группы дополнительно τ(A2). Эти значения взя�
ты у одного из графов соответствующей серии, для
которого τ(P) оказалось наибольшим. Оценки ΔK и
τ(P) по таким графам дают более полное предста�
вление об эффективности алгоритма. Напротив,
если оценивать работу алгоритма, например, по
средним для серии значениям τ(P), то их наиболь�
шие значения окажутся скрытыми.

Параметры V и Δk, соответствующие графам с
наибольшими τ(P), в таблицу не внесены. В ходе
экспериментов они принимали следующие значе�
ния: в 1�й группе V=1,2, Δk=6,…,9; во 2�й группе
V=0,1,2, Δk=1,…,6; в 3�й группе V=1,…,5,
Δk=4,…,13. Значения параметров V, Δk, ΔK по от�
ношению к n и s и соответствующей величине τ(P)
иногда оказывались неожиданными и трудноо�
бъяснимыми. Это особенно характерно для экспе�
риментов в группах 2 и 3. Чтобы разобраться с
такими ситуациями, нужно анализировать особен�
ности графа и непосредственно процесс интегра�
ции. Для этого требуются отдельные исследования
и программные средства с соответствующими
функциями. Одна из причин появления указан�
ных ситуаций может быть обусловлена тем, что в
результате генерации мы не знаем, получен связ�
ный граф или нет. Очевидно, что для графов с рав�
ными n и s параметры для связного графа будут су�
щественно отличаться от параметров для несвяз�
ного.

Основная цель экспериментов заключалась в
определении затрат времени на вычисление пол�
ных инвариантов для графов большой размерно�
сти, содержащих до 1000 вершин. Поэтому воз�
можные особенности графов при их случайной ге�
нерации здесь не рассматривались. Не затрагива�
лись также вопросы повышения эффективности
алгоритма и его программной реализации. Здесь
важно было оценить способность алгоритма вычи�
слять полный инвариант P(G) за приемлемое вре�
мя τ(P) в том числе и для однородных графов. Ха�
рактер зависимостей значений τ(P) от величин n и
s, взятых из таблицы, представлен на рис. 5 в бо�
лее наглядной форме. Здесь же (рис. 5, г) показана
зависимость τ(A2) от n.

Эксперименты проводились на компьютере со
следующими характеристиками: Intel Core i7–4770
3,40 GHz, 16 GB RAM. Программа GraphISD реа�
лизована на языке Java. Оптимизировать работу
программы можно несколькими способами: на�
пример, использованием языков более низкого
уровня и распараллеливанием алгоритмов возведе�
ния матрицы в степень и вычисления полного ин�

n s(s1, s2)
Группа/Group

1 2 3
ΔK τ(P) ΔK τ(P) τ(A2) ΔK τ(P)

100
10(10, 20)
20(20, 40)

405
321

38 
50

1 
1

6 
7

16
19

14
23

8 
14

200
20(20, 40)
40(40, 80)

989
632

167 
362

1 
1

12 
21

40
42

19
18

17 
28

300
30(30, 60)
60(60, 120)

933
915

694
1253

1 
1

27 
39

72 
65

18
22

25 
47

400
40(40, 80)
80(80, 160)

1785
1246

1665
2878

1 
1

48
55

125
122

10
10

31 
60

500
50(50, 100)

100(100, 200)
2082
1503

3644
5865

1
1

63 
76

220
201

14
10

47
89

600
60(60, 120)

120(120, 240)
1848
2434

6177
13228

1 
1

82
108

350
353

10
10

68
110

700
70(70, 140)

140(140, 280)
2105
2105

11008
20116

5 
9

103
142

607
606

10
14

101
160

800
80(80, 160)

160(160, 320)
2404
3242

16202
32561

5 
5

117
176

826
833

18
18

127
225

900
90(90, 180)

180(180, 360)
2703
3603

23406
48741

1 
5

142
217

1204
1200

16
16

149
285

1000
100(100, 200)
200(200, 400)

4001
3018

31121
63564

5 
5

181
274

1699
1709

10
18

182
380
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варианта. Для однородных графов в 1000 вершин
наблюдалась предельная загрузка оперативной па�
мяти. Поэтому в будущем для успешной работы с
графами большой размерности на компьютерах
меньшей мощности в программе будет предусмо�
трена возможность взаимодействия с внешней па�
мятью.

Анализ результатов экспериментов, предста�
вленных в таблице и на рис. 5, даёт основание сде�
лать следующие выводы.
1. Общее число шагов ΔK для однородных графов

в условиях введения виртуального различия
(группа 1 таблицы) существенно меньше пре�
дельного значения n2, определяемого полино�
мом (2). Так, для n=100 величина ΔK примерно
равна 0,04n2, а для n=1000 ΔK не превышает
0,004n2.

2. На кривой зависимости величины τ(P) от n по
группе 1 (рис. 5, а) выделяются 2 интервала – до
500 вершин и от 500 до 1000. С увеличением n
на 2�м интервале, в сравнении с 1�м, величина
τ(P) растёт значительно быстрее. Можно пред�
положить, что одна из причин ускорения роста
τ(P) на 2�м интервале связана с дополнительны�
ми затратами времени на работу виртуальной
машины Java с памятью (сборка мусора).

3. Применение маршрутной характеристики на ос�
нове матрицы A2 для начальной дифференци�
ации вершин (группа 2) резко снижает τ(P). Из
таблицы следует, что для n=100 произошло сни�
жение в 6–7 раз, а для n=1000 в 150–230 раз.
При этом суммарное время τ(P)+τ(A2) по груп�
пе 2 также в разы меньше времени τ(P), полу�
ченного в условиях группы 1. Это хорошо вид�
но и при сопоставлении кривых на рис. 5, б, г с
кривой на рис. 5, а. Следует отметить также,
что в ходе экспериментов по группе 2 не встре�
тилось ни одного графа, для которого на основе
A2 не была бы достигнута начальная дифферен�
циация вершин. Исходя из этого, в алгоритме
принято правило, по которому для однородного
графа всегда используется маршрутная харак�
теристика на основе матрицы A2. Если при этом
начальная дифференциация не происходит, то
алгоритм переходит к введению виртуальных
различий, т. е. работает по условиям группы 1.

4. Эксперименты по вычислению полных инвари�
антов для неоднородных графов (группа 3) дали
хорошие результаты, сопоставимые с результа�
тами по группе 2 без учёта времени τ(A2). Так,
для графа с n=1000 и s1=200, s2=400 время τ(P)
составило 380 мс. По данной группе экспери�
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Рис. 5. Зависимости τ(P) и τ(A2) от n

Fig. 5. Dependence of τ(P) and τ(A2) on n
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ментов при увеличении в 2 раза степеней s1 и s2

наблюдается увеличение τ(P) также примерно в
2 раза. Такая же тенденция наблюдалась и для
экспериментов в группе 1. Это хорошо видно и
по графикам на рис. 5, в, а, соответственно.
С помощью программы GraphISD также выпол�

нялся ряд отдельных экспериментов, например,
проверялось совпадение полных инвариантов у за�
ведомо изоморфных графов. С этой целью граф G
представлялся с разными нумерациями вершин
путём случайной перестановки строк и столбцов в
матрице A. Для этих нумераций вычислялись пол�
ные инварианты и проверялось их совпадение.

Генерация графов с низкими значениями сте�
пеней s, например s=2, порождала варианты гра�
фов, содержащих несколько компонент связности.
При вычислении для таких графов полных инва�
риантов наблюдались вполне объяснимые разли�
чия значений параметров V, Δk, ΔK, τ(P).

Проводился также ряд экспериментов по вычи�
слению полного инварианта для графов с n>1000.
Например, для графа с n=2000, s1=100, s2=200 по�
лучены следующие результаты: V=3, Δk=9,
ΔK=14, τ(P)=410 мс, а для графа с n=2000, s1=100,
s2=200, s3=300, s4=400: V=2, Δk=7, ΔK=10,
τ(P)=525 мс. В эксперименте для графа с n=10000,
s1=100, s2=200, s3=300, s4=400 получены следующие
результаты: V=7, Δk=17, ΔK=30, τ(P)=4900 мс. При
этом использовалось только 5 GB оперативной па�
мяти. Это объясняется тем, что граф неоднород�
ный и имеет низкие значения степеней по отноше�
нию к своей размерности.

Заключение
Возникновение идеи, положенной в основу ме�

тода независимой интеграции кодов структурных
различий, стало для автора приятной неожидан�
ностью. Действительно, трудно было уйти от
вполне естественного правила кодирования, ис�
пользуемого при свободной и зависимой интегра�
ции, когда каждой совокупности кодов инциден�
тора ставился в соответствие определенной код.

При этом соответствие между инцидентором и ко�
дом приходилось запоминать в виде системы ко�
дирования. Такая система принималась в каче�
стве эталона и должна была прилагаться к полно�
му инварианту.

При независимой интеграции каждый граф
рассматривается автономно. Эталонная система
кодирования не формируется. Полный инвариант
однозначно представляет только тот граф, для ко�
торого он вычислялся. Это стало возможным бла�
годаря тому, что эталонную систему кодирования
удалось заменить совокупностью правил выполне�
ния независимой интеграции с соблюдением требо�
вания однозначности. Центральным в этой сово�
купности является правило, согласно которому ко�
дированию подлежат не инциденторы, а места их
расположения в упорядоченной последовательно�
сти. Конкретные значения кодов в инциденторах
учитываются лишь на стадии формирования та�
ких последовательностей.

Научные результаты, полученные в статье, ос�
новываются на работах [13, 14]. Метод независи�
мой интеграции и алгоритм вычисления полного
инварианта, так же как и в этих работах, излагает�
ся в статье без глубокого погружения в теоритиче�
ские обоснования правил интеграции и исследова�
ния их свойств. Такие исследования еще предстоит
выполнить в первую очередь для решения про�
блем, связанных с получением оценок сходства аб�
страктных структур графов.

В целом результаты экспериментальных иссле�
дований показали, что предложенный полный ин�
вариант и алгоритм его вычисления способны ра�
ботать с библиотеками графов большой размерно�
сти, инвариантно представлять графы в библиоте�
ке в виде полных инвариантов P(G), выделять изо�
морфные графы на основе сравнения векторов
P(G), формировать подстановки изоморфизма, при
необходимости переходить к другим формам пред�
ставления графов.

Работа выполнена в рамках государственного зада�
ния «Наука».
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The relevance of the discussed issue is caused by the fact, that in graph theory, since the mid of the last century, all attempts to find
the form of complete invariant and to develop the effective algorithm for its computation have been failed. The proposed solution of
the problem will contribute to development of the methods of invariant representation and graphs structure analysis.
The main aim of the study is to form theoretical basis of independent integration method of codes of structural differences and to de�
velop the effective algorithm for complete invariant computation.
The methods of the study are based on graph theory and the methods of free and dependent integration of codes of structural diffe�
rences for obtaining integral descriptors of vertices of abstract graph structures.
The results. The author has proposed a new rule of assigning structural differences code to differentiate graph vertices. The rule is sim�
ple, it is represented as an independent encoding system and ensures the obtain of the integral structure descriptor (ISD), invariant with
respect to the vertices original numbering. Based on this method the effective algorithm of complete graph computation was developed.
It is shown, that even for the worst cases the computation complexity is limited by polynomial evaluation. Software GraphISD was writ�
ten on Java language. It was used for experimental researches of the algorithm effectiveness. The experiments showed that the propo�
sed complete graph invariant and algorithm of its computation are capable of working effectively with libraries of graph invariants, con�
taining up to 5000 vertices, of distinguishing isomorphic graphs based on comparison of the complete invariants, of forming iso�
morphism substitutions and initial graph representations.

Key words:
Complete graph invariant, abstract graph structure, homogeneous graph, integral structure descriptor, stable group of vertices, sym�
metric graph, graph isomorphism.
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