
Введение
Усиление контроля пенсионного учета, влияние

выбранной политики инвестирования средств пен�
сионных накоплений, а также способы уполномо�
ченных институтов исполнения своих обязательств
привели к переосмыслению вопросов инвестирова�
ния средств пенсионных накоплений [1, 2]. Среди
множества идей и мнений массовое обсуждение по�
лучило предложение о том, что управляющие сред�
ствами пенсионных накоплений должны полностью
перейти от инвестирования в акции к инвестирова�
нию в облигации либо до минимума сократить ри�
сковую часть инвестиционного портфеля, тем са�
мым добившись максимально консервативной стра�
тегии управления. В связи с этим актуальной явля�

ется задача формирования и сопровождения инве�
стиционного портфеля пенсионных накоплений,
который обеспечивал бы максимальный доход при
минимальном инвестиционном риске [3–6].

На сегодняшний день в научной литературе су�
ществуют разные модели, позволяющие сформи�
ровать инвестиционный портфель:
а) минимизирующие риск от вложений;
б) максимизирующие доходность;
в) объединенные а), б);
г) слежения за эталонным портфелем или индек�

сом;
д) др. [7–13].

После того как инвестиционный портфель
(а–д), удовлетворяющий требованиям инвестора,
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повысить эффективность накопительной компоненты пенсионной системы России. Ранее авторами была предложена модель
формирования инвестиционного портфеля пенсионных накоплений, учитывающая основные законодательные требования и
позволяющая защитить подпортфель облигаций от риска изменения процентных ставок за счет включения в модель стратегии
иммунизации. После того как инвестиционный портфель сформирован, перед управляющим встает задача управления данным
портфелем. В данной статье предложена модель, позволяющая переформировать полученный ранее инвестиционный портфель
с минимальными трансакционными издержками, взимаемыми биржей за сделки купли�продажи ценных бумаг.
Цель работы: на основании предложенной ранее модели формирования инвестиционного портфеля пенсионных накоплений
предложить математическую модель переформирования полученного инвестиционного портфеля, минимизирующую трансак�
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сформирован, актуальной становится задача его
переформирования. Сигналом к изменению сфор�
мированного портфеля служит факт несоответ�
ствия текущих характеристик сформированного
инвестиционного портфеля заданным (например, в
модели [12] падение доходности инвестиционного
портфеля ниже минимальной и (или) в случае не�
выполнения условия равенства дюрации подпорт�
феля облигаций инвестиционному горизонту тре�
буют пересмотра инвестиционного портфеля или
его продажу). Известно, что за сделку по покупке
или продаже ценных бумаг рынком взимается ко�
миссия (трансакционные издержи для инвестора).
Поэтому частый пересмотр портфеля может суще�
ственно снизить полученную за период владения
прибыль за счет трансакционных издержек.

В данной работе авторами предложена модель
инвестиционного портфеля, позволяющая пере�
формировать исходный портфель пенсионных на�
коплений без учета трансакционных издержек и с
их учетом. В разделе численного моделирования
приведены расчеты экономического эффекта от
управления портфелем и предложены рекоменда�
ции относительно частоты пересмотра инвести�
ционного портфеля при наличии трансакционных
издержек.

Описание модели инвестиционного портфеля 
без учета трансакционных издержек
Пусть на момент времени t=t0 инвестор форми�

рует инвестиционный портфель стоимостью V(t0)
на срок T. Структура портфеля X(t0) на момент
времени t=t0 определяется из задачи оптимально�
го управления вида:

(1)

где x'(x1,…,xk) – подпортфель облигаций;
x"=(xk+1,…, xN+k) – подпортфель акций; m – задан�
ная ожидаемая доходность портфеля; σ – матрица
ковариаций между рисковыми активами;
υT=(υ1,υ2,…,υk) – вектор доходностей облигаций;
μT=(μ1, μ2,…,μN–k) – вектор доходностей акций;
DT=(D1,D2,…,Dk) – вектор дюраций облигаций; T –
горизонт инвестирования; e1, e2 – единичные век�
торы соответствующих размерностей. Ограниче�
ния 2,3 из (1) определяются согласно действующе�
му пенсионному законодательству РФ. Неравен�
ство 0≤x(t)≤b накладывает ограничения на мини�
мальную и максимальную доли одного актива в
портфеле. Неравенство y(t)≤c накладывает ограни�
чения на величину каждого вида активов (напри�

мер, суммарно доля акций не может превышать
65 % совокупного портфеля). Подробнее с этими
ограничениями можно ознакомиться в [14–16].

Переформирование инвестиционного портфеля
В момент времени t=t1 перед инвестором встает

задача переформирования инвестиционного порт�
феля X(t0) в случае поступления планового дохода
от портфеля (например, купонный доход или пога�
шение части номинала облигации) или в случае от�
клонения дюрации портфеля от инвестиционного
горизонта. Чтобы подпорфель облигаций был им�
мунизирован (защищен) от изменений процент�
ных ставок после момента времени t=t1, необходи�
мо, чтобы дюрация портфеля в момент t=t1 совпа�
дала с его инвестиционным горизонтом (T–t1) [17].
Таким образом, инвестиционный портфель X(t0)
должен быть заново сбалансирован в соответствии
с моделью [1] (отметим, что поступивший за пе�
риод времени от t0 до t1 доход тоже должен быть
реинвестирован). Для решения этой задачи
необходимо найти оптимальное решение следую�
щей задачи:

Процесс переформирования инвестиционного
портфеля можно повторить в момент времени t=t2,
когда поступит очередной платеж от портфеля
X(t1). Если в какой�то момент времени нельзя
сформировать подпортфель с требуемой дюрацией,
то имеющийся подпортфель продается.

Учет трансакционных издержек 
при формировании портфеля
Пусть на момент времени t=t0 инвестор форми�

рует инвестиционный портфель стоимостью V(t0)
на срок T. Обозначим величину трансакционных
расходов на приобретение ценных бумаг Cb и на
продажу ценных бумаг – Ca. Тогда на формирова�
ние портфеля стоимостью V(t0) инвестору понадо�
бится сумма V(t0)⋅(1+Cb). Структура портфеля X(t0)
на момент времени t=t0 определяется из задачи оп�
тимального управления (1).

Переформирование инвестиционного портфеля 
с учетом трансакционных издержек
Пусть в момент времени t1 от портфеля X(t0) по�

ступает первый платеж, дюрация портфеля откло�
няется от инвестиционного горизонта T–t1. Усло�
вия, в которых осуществляется переформирование
инвестиционного портфеля, следующие:
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1) переформирование портфеля требует от инве�
стора трансакционных расходов;

2) цены финансовых инструментов (акций и обли�
гаций), включенных в инвестиционный порт�
фель изменились до значений Sj(t1) (j=

⎯
1,N

⎯
+k
⎯

);
дюрации облигаций изменились до значений
Di(t1) (i=1,k

⎯
).

Чтобы сформировать портфель, дюрация под�
портфеля облигаций которого равна T–t1 годам,
необходимо решить систему

Пусть x1
1, x2

1…xk
1, x1

k+1…x1
N+k – решение этой систе�

мы. Для переформирования портфеля часть обли�
гаций придется продать, часть – купить. В соответ�
ствии с этим часть стоимости V(t1) пойдет на
трансакционные издержки, связанные с перефор�
мированием портфеля. Обозначим C величину
трансакционных издержек, qi,zi – денежные сум�
мы, затраченные на покупку ценных бумаг и полу�
ченные при продаже ценных бумаг, соответствен�
но.

Чтобы минимизировать трансакционные из�
держки, необходимо решить задачу линейного
программирования:

где St
0 и St

1 – стоимость ценных бумаг i�го типа в
моменты t=t0 и t=t1 соответственно. Обозначим за

решение задачи (2). Тогда в момент времени
t=t1 сформирован инвестиционный портфель X(t1)
стоимостью V~(t1)=V(t1)–C1.

Численное моделирование
Пусть на момент времени t=t0 сформирован ин�

вестиционный портфель

(рис. 1) стоимостью V(t0)=1000000 (р.)

из акций (ОАО Лукойл, ОАО Номос�Банк и ОАО
Аэрофлот) и облигаций (Томской, Волгоградской,
Липецкой и Свердловской областей, а также кор�
поративных облигаций АИЖК, ЕвроХолд и
РЖД), при начальных данных

T=730 дней [18–20]. Дюрация портфеля при та�
ких долях вложений в выбранные активы совпада�
ет с горизонтом инвестирования.

В момент t=t1 (через полгода после формирова�
ния исходного портфеля):

В результате очередного переформирования
портфеля X(t0) получим портфель

стоимостью V(t1)=1150000, подпортфель облигаций
которого иммунизирован от изменений рыночных
ставок и принесет гарантированный доход.

Рис. 1. Структура инвестиционного портфеля в момент вре�
мени t=t0

Fig. 1. Structure of investment portfolio at the moment t=t0

Покажем, как изменится стоимость инвести�
ционного портфеля, если учесть трансакционные
расходы. Положим расходы на покупку и продажу
ценных бумаг Ca=Cb=0,5 %. Тогда, чтобы на мо�
мент времени t=t0 сформировать портфель стоимо�
стью 1000000 р., нужно инвестировать сумму
V(t0)=1050000 (р.). Структуру портфеля X(t0) при�
мем ту же (см. выше по тексту). В момент времени
t=t1 при описанных выше изменениях доходно�
стей и дюраций ценных бумаг структура инвести�
ционного портфеля определяется как

(рис. 2).
Рассчитаем минимальный размер трансак�

ционных издержек, требуемых для получения
портфеля X(t1). На момент времени t=t1 цены из�
менились
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и соответственно изменилась стоимость портфеля
V(t1)=1031483 (р.). В результате решения системы
(2) получим результат C=5479,9 (р.). Таким обра�
зом, в момент времени t=t1 стоимость инвести�
ционного портфеля составит

В статье предложена модель инвестиционного
портфеля пенсионных накоплений, с помощью ко�
торой может быть осуществлена процедура его пере�
формирования в случае изменения характеристик
портфaеля. В задаче управления портфелем учиты�
ваются трансакционные издержки, взимаемые бир�
жей за совершение сделок купли�продажи ценных
бумаг. В результате численного моделирования
установлено, что полученная в конце срока инве�
стирования стоимость портфеля будет меньше той,
которая была бы при их отсутствии. Таким образом,
при наличии трансакционных издержек инвестор
сталкивается с проблемой определения частоты пе�
ресмотра сформированного портфеля.

1
( ) 1031483 5479,9 1026003,1 (p.).V t = − =
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Рис. 2. Структура инвестиционного портфеля в момент вре�
мени t=t1

Fig. 2. Structure of investment portfolio at the moment t=t1
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Due to the instability of the financial market, there is a need to develop alternative methods and models investing pension savings, which
would increase the efficiency of the funded component of the pension system in Russia. The authors have previously proposed the mo�
del of pension capital investment portfolio, taking into account the basic legal requirements and protecting the sub�portfolios of bonds
interest rate risk including the immunization strategy into the model. The paper introduces the model that allows rebuilding the invest�
ment portfolio generated with minimal transaction costs charged by the еxchange for the purchase and sale of securities.
The main aim of study is to propose the mathematical model of reforming the investment portfolio already formed, which minimizes
transaction costs, based on the previously proposed models for forming the investment portfolio of pension savings; to prove that the
presence of transaction costs leads to reduction of investment income according to the results obtained when using the proposed model.
The method used in the study: the economic and mathematical modeling, methods of optimization, simulation.
The results. The authors obtained the reorganization model of the previously formed investment portfolio. The numerical testing for the
case of accounting transaction costs and without them revealed that frequent revision of the portfolio implies reduction of investment
income owing to the presence of transaction costs.
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