
Введение
При проектировании мехатронных систем часто

возникает проблема активного контроля вибрацион�
ных процессов [1–3]. При этом решается вопрос о
выборе типа актуатора и соответствующего упра�
вляющего параметра в зависимости от характера
движения рабочего элемента [4–14]. В настоящей
работе предлагается новый тип актуатора с электро�
емкостью в качестве управляющего параметра.

Авторами произведен эксперимент с целью на�
блюдения движения тороидальной катушки в поле
магнитной пары (рис. 1). Цилиндрический тороид
имел размеры: внешний радиус Rt=10 мм, вну�
тренний радиус rt=5 мм, высота h=10 мм. Двух�
слойная бифилярная обмотка (с целью компенса�
ции «набегающего» витка) имела 30 витков из
медного провода диаметром 1 мм. Провод намотан
на пластиковый полый цилиндр. Тороид подвеши�
вался над линией соединения двух плоских магни�
тов (магнитная пара), каждый их которых имел
размеры: 102050 мм. При пропускании по�

стоянного тока силой 2 А по обмотке тороида про�
исходило его движение вдоль собственной оси сим�
метрии. В случае переменного низкочастотного то�
ка наблюдались продольные колебания тороида.
За счет изменения частоты тока такую систему
можно настроить в резонанс.

Теоретическое описание и некоторые возмож�
ные приложения эффекта, наблюдаемого в экспе�
рименте, приведены в работах [15–18].

На рис. 2 представлена фотография магнитного
поля, созданного парой магнитов. На торцах маг�
нитной пары (вверху и внизу) образуются «пустые»
области. Экспериментально установлено, что на то�
роид, помещенный в одну из этих областей, дей�
ствует сила, совпадающая по направлению с тока�
ми, текущими по его внутренним виткам. В такой
же области на другом торце пары тороид при том
же направлении тока испытывает действие силы
противоположного направления. Следовательно, в
«пустых» областях создается магнитное поле, обла�
дающее потенциальными свойствами.
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Актуальность исследования. Область использования мехатронных систем постоянно расширяется. В зависимости от их назна#
чения требуется управлять различными типами движения при помощи соответствующих нейронных сетей. Разработка новых ти#
пов актуаторов и сенсоров является актуальной научной проблемой.
Цель работы заключается в изучении динамики тороидального актуатора на упругой подвеске с электроемкостью в качестве
управляющего параметра.
Методы исследования. Составлены и исследованы дифференциальные уравнения движения для свободных и вынужденных
колебаний системы. Теоретическое изучение опирается на эксперимент, в котором наблюдается продольное движение тороида
с током в поле магнитной пары, анализ движения производится на основе дифференциальных уравнений.
Результаты. Теоретически описаны собственные и вынужденные колебания тороидального актуатора в потенциальном магнитном
поле при наличии конденсатора в электрической цепи. Рассмотрен частный случай, когда потенциальное магнитное поле является ста#
ционарным и однородным. Определена магнитная сила, действующая на тороид с током в потенциальном магнитном поле при нали#
чии конденсатора во внешней цепи. Установлено, что эта сила пропорциональна ускорению тороида и направлена вдоль его оси.
Вывод. Емкостный параметр системы приводит к уменьшению квазиинерционного коэффициента. Из дифференциального ура#
внения собственных колебаний системы определяется значение собственной частоты при электромагнитном воздействии. В част#
ном примере произведено сравнение этой частоты с частотой в отсутствие магнитной силы. Сделан вывод о возможности элек#
тромагнитной подстройки собственной частоты системы регулировкой емкостного параметра. Из дифференциального уравнения
вынужденных колебаний получена расчетная формула для определения резонансной электроемкости. Результаты теоретическо#
го исследования можно использовать для создания мехатронных систем с тороидальным актуатором. Управление собственными
частотами таких систем удобно производить регулировкой емкостного параметра, включенного в электрическую цепь.
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Рис. 1. Эксперимент с тороидом: 1) тороид; 2) магнитная па#
ра; 3) источник переменного тока

Fig. 1. Experiment with a toroid: 1) toroid; 2) magnetic couple;
3) ac source

Рис. 2. Конфигурация магнитного поля, созданного парой
плоских прямоугольных магнитов

Fig. 2. Configuration of magnetic field generated by a pair of
flat rectangular magnets

Индукция этой компоненты магнитного поля
описывается скалярной функцией, поэтому иногда
используется термин «скалярное магнитное поле»
(СМП) [15–18]. Знаки этой функции на торцах
магнитной пары различны: при совпадении напра�
вления магнитной силы с направлением внутрен�
них токов берется знак «плюс», в противном слу�

чае – «минус». Следовательно, в качестве индика�
тора СМП можно использовать тороид, размеры
которого не превышают размеров области СМП.

Теория, описанная в монографии [15], позволя�
ет рассчитать силу, действующую на тороид с то�
ком, помещенный во внешнее СМП. Эта сила на�
правлена вдоль оси тороида, что и подтверждается
экспериментом.

Обнаруженный эффект можно использовать
для создания тороидального актуатора, генери�
рующего продольные колебания упругой системы.
При этом имеется возможность бесконтактной на�
стройки системы в резонанс.

Результаты исследования и обсуждение
Исследуем процесс собственных колебаний то�

роида в потенциальном (скалярном) магнитном
поле. На рис. 3 показана электромеханическая си�
стема, состоящая из двух пружин и тороидальной
катушки. Тороид может совершать свободные ко�
лебания вдоль горизонтальной оси z. В электриче�
скую цепь, замыкающую обмотку тороида, вклю�
чен конденсатор емкости С. Тороид находится в
неоднородном стационарном СМП положительно�
го знака с индукцией B*(z).

Заметим, что объяснить наблюдаемый в экспе�
рименте эффект при помощи обычной силы Ампе�
ра не представляется возможным по следующим
причинам:
1) тороид расположен в «пустой» области, где

обычное (соленоидальное) магнитное поле
практически не обнаруживается при помощи
чувствительного тесламетра;

2) тороидальная катушка имеет двухслойную об�
мотку, компенсирующую «набегающий» ви�
ток;

3) подводящие проводники расположены практи�
чески на одной линии, с целью компенсации
сил Ампера, действующих на них.

Рис. 3. Схема электромеханической системы с емкостным
параметром

Fig. 3. Circuit of electromechanical system with a capacity pa#
rameter
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Закон безвихревой электромагнитной индук�
ции [15] записывается в виде:

где Ф* – аналог потока магнитной индукции.
Пусть закон движения центра тороида z(t), тогда:

Зададим начальные условия движения: z(0)=0,
z
.
(0)=V0.

Так как витки тороида соединены последова�
тельно, в нем индуцируется напряжение:

(1)

где w – число витков обмотки; V(t)=z
.

– переносная
скорость тороида; z1=z–h/2, z2=z+h/2 – координа�
ты его торцов; h – высота.

Рассмотрим упрощенный случай, когда ска�
лярное магнитное поле является стационарным и
однородным:

(2)
В этом случае (1) запишется в виде:

(3)

Из (3) следует, что индуцированное на обклад�
ках конденсатора напряжение UC имеет макси�
мальное значение при z=0 (при максимальной ско�
рости).

Заряд конденсатора и напряжение связаны со�
отношением:

(4)

где C – емкость конденсатора.
Определим силу индуцированного тока при

условии (2) с учетом (4):

(5)

Запишем условия [19], при которых можно пре�
небречь активным сопротивлением цепи и индук�
тивным сопротивлением тороидальной катушки:

(6)

где R – активное сопротивление; L0 – индуктив�
ность тороидальной катушки.

Зададим параметры тороидальной катушки и
определим ее активное сопротивление с учетом
подводящих проводников. Примем внешний ради�
ус Rt=10 мм, внутренний радиус rt=5 мм, высота
тороида h=10 мм, число витков w=30, диаметр се�
чения медного провода 1 мм.

При этом активное сопротивление обмотки то�
роида:

где lw – длина провода обмотки тороида и подводя�
щих проводников.

Рассчитаем собственную индуктивность торои�
да L0:

(7)

где 0=410–7 Гн/м – магнитная проницаемость;
w – число витков; S – площадь поперечного сече�
ния тора;  – средний радиус тороида.

Подставим численные данные в (7) и получим
значение:

Запишем выражение для продольной магнит�
ной силы, возникающей в тороиде и действующей
вдоль его оси [15]:

(8)

Запишем (8) с учетом (5) при условии (2):

(9)

Составим дифференциальное уравнение, опи�
сывающее движение тороида во внешнем стацио�
нарном однородном СМП положительного знака
при наличии конденсатора в замыкающей цепи
[20]:

(10)

где m – масса тороида;  – коэффициент сопротив�
ления; c – жесткость подвеса.

Электромагнитное воздействие (9) привело к
уменьшению квазиинерционного коэффициента в
дифференциальном уравнении (10). Обозначим
его:

(11)

Понятно, что колебания происходят только при
положительном значении квазиинерционного ко�
эффициента k.

Рассмотрим численный пример. Зададим пара�
метры системы. Масса тороида m=0,0254 кг, ин�
дукция СМП B*=1 Тл, емкость конденсатора
C=0,410–3 Ф, коэффициент сопротивления
v=0,1 кг/c, жесткость подвеса c=4 H/м.

Квазиинерционный коэффициент (11) при этом
имеет значение:

Частота собственных колебаний тороида без
электромагнитного воздействия:

(12)

где – фактор затухания.

Определим частоту собственных колебаний с
учетом электромагнитного воздействия:
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где – фактор затухания с учетом электро�

магнитного воздействия.
Сравнивая (12) и (13), определим изменение ча�

стоты собственных колебаний за счет электромаг�
нитного воздействия:

С учетом полученных значений нетрудно про�
верить выполнимость условий (6).

Сделаем вывод: используя управляющий ем�
костный параметр можно в широких пределах из�
менять собственную частоту продольных колеба�
ний тороида во внешнем СМП.

Рассмотрим вынужденные колебания тороида.
Добавим внешнюю продольную вынуждающую си�
лу, приложенную к тороиду:

(14)

где р – частота вынуждающей силы; F0 – ее ампли�
туда.

Составим дифференциальное уравнение про�
дольных колебаний тороида в СМП с учетом вы�
нуждающей силы (14) [20]:

(15)

Установившиеся вынужденные колебания со�
вершаются с амплитудой:

В случае резонанса:

Из этого условия получим выражение для резо�
нансной частоты, соответствующей (15):

(16)

Чтобы настроить систему в резонанс, нужно по�
добрать соответствующую электроемкость. Из (16)
получим квадратное уравнение:

(17)

Уравнение (17) имеет два корня. Отрицатель�
ный корень не имеет физического смысла. Поло�
жительный корень позволяет записать соотноше�
ние, связывающее квазиинерционный коэффици�
ент с резонансной частотой:

(18)

Из (11) и (18) получим формулу для расчета ре�
зонансной электроемкости:

Выбор резонансной частоты ограничен условием:

Рассмотрим пример. При частоте  и всех задан�
ных выше параметрах системы резонанс наступает
при значении электроемкости:

Условия (6) при этом выполняются.

Заключение
Сформулируем основные результаты и выводы,

полученные в работе.
1. Теоретически описаны собственные и вынуж�

денные колебания тороидального актуатора в
однородном и стационарном потенциальном
магнитном поле при наличии конденсатора в
электрической цепи.

2. Исследован линейный резонанс, определено
значение резонансной электроемкости.

3. Результаты теоретического исследования мож�
но использовать для создания мехатронных си�
стем с тороидальным актуатором. Управление
собственными частотами таких систем удобно
производить регулировкой емкостного параме�
тра, включенного в электрическую цепь.
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ

№ 14–31–50037.
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Research relevance. The area of mechatronic systems use is constantly expanding. Depending on their purposes the control of diffe#
rent modes of motion using appropriate neural networks is needed. The development of new types of actuators and sensors is a vital sci#
entific challenge.
The research is aimed at the dynamics study of an elastically suspended toroidal actuator with electric capacity as a control parameter.
Research methods. The authors have obtained and solved differential equations of motion for free and forced vibrations of the system.
Theoretical study is based on the experiment in which the longitudinal motion of the toroid with current in a magnetic field pair is obser#
ved, motion analysis is based on the differential equation.
Results. The paper describes theoretically free and forced vibrations of the toroidal actuator in a potential magnetic field in the presen#
ce of a capacitor in an electric circuit. The authors consider the special case when a potential magnetic field is stationary and homogen#
eous and determine the magnetic force acting on the toroid with current in a potential magnetic field in the presence of the capacitor in
the external circuit. It was found that this force is proportional to the acceleration of the toroid and it is directed along the axis.
Conclusion. The capacitive parameter reduces the system quasi#inertial coefficient. From the differential equations of natural vibrations
of the system, the value of the natural frequency at the electromagnetic influence is determined. In the particular example the compa#
red this frequency with the frequency in the absence of magnetic forces. The conclusion was made on possibility of adjusting the natu#
ral frequency of the electromagnetic system using capacitive parameter. From the differential equation of the forced oscillations the
authors obtained the formula for calculating the resonant electric capacity. The results of theoretical research can be used to develop
mechatronic systems with a toroidal actuator. The eigen frequencies of such systems can be conveniently controlled by adjusting the ca#
pacitance parameter included in the circuit.

Key words:
Vibrations of elastic systems, magnetic force, toroid, electrical capacitance, oscillation frequency, resonance.
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