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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Повышение требований к качеству продукции и эф-

фективности производства, обусловленное развитием науки и техники, влечет за 

собой радикальное изменение требований к измерениям. Одно из основных тре-

бований состоит в снижении погрешности (или неопределенности) результатов 

измерений. Стремление свести погрешность к минимуму характеризует основные 

направления развития практической метрологии и приборостроения. Эта направ-

ленность особенно важна в ситуациях, где требуемая точность измерений при-

ближается к точности, которую могут обеспечить эталоны. 

Повышение точности измерений, как правило, основано на оценивании по-

грешностей и различных способах их исключения из результатов измерений. К 

традиционным методам повышения точности измерений относятся итерационные 

методы, методы образцовых мер и тестовые методы. Для их эффективной реали-

зации требуется вводить в измерительную систему аппаратную избыточность, 

метрологические характеристики которой нередко должны иметь более высокие 

значения по сравнению с исходной измерительной системой. Необходимым усло-

вием для применения традиционных методов является превалирование система-

тической составляющей погрешности над случайной составляющей, причем слу-

чайная составляющая возрастает после применения традиционных методов. Сле-

довательно, при разработке методов повышения точности результатов измерений 

следует отдавать предпочтение подходам, обеспечивающим одновременное 

уменьшение всех составляющих погрешности вне зависимости от их природы и 

без необходимости введения аппаратной избыточности. 

При обработке результатов измерений следует также учитывать, что могут 

иметь место определенные ограничения, накладываемые на допустимые свойства 

данных, такие как требования нормальности распределений и независимости 

наблюдений, отсутствия выбросов, постоянства дисперсии для всех наблюдений и 

т.д. Такие данные называются гомоскедастичными. Однако в реальных условиях 

результаты измерений часто характеризуются гетероскедастичностью, т.е. не-

равной дисперсией. Эта ситуация обычно имеет место при измерении определен-

ной величины разными (разнотипными) приборами и (или) разными методами 

измерения или в разных условиях окружающей среды. Гетероскедастичность 

данных измерений возникает, в частности, в таких ситуациях, как: межлаборатор-

ные и (или) ключевые сличения, согласование значений фундаментальных кон-

стант, сбор данных с узлов сенсорных сетей и т.п. Традиционные методы пара-

метрической статистики не могут эффективно работать с гетероскедастичными 

данными без предварительной проверки согласованности и устранения выбросов. 

Стандартной оценкой для таких данных является взвешенное среднее, для которой 

требования нормальности и независимости наблюдений остаются в силе. 

Целью диссертационной работы является разработка и эксперименталь-

ные исследования методов повышения точности оценивания значений физиче-

ских величин в условиях гетероскедастичности. 

В связи с поставленной целью должны быть решены следующие задачи: 

• анализ известных методов повышения точности результатов измерений; 
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• разработка аддитивного и мультипликативного методов повышения точности 

оценок измеряемых величин в совокупных измерениях; 

• разработка метода повышения точности оценки опорного значения измеряе-

мой величины с помощью агрегирования предпочтений; 

• экспериментальные исследования аддитивного и мультипликативного мето-

дов повышения точности в совокупных измерениях сопротивления; 

• экспериментальные исследования метода повышения точности оценки опор-

ного значения с помощью агрегирования предпочтений при согласовании 

значений фундаментальных физических констант и измерениях напряжения 

постоянного тока и угловой скорости. 

Методы исследования. Использованы методы теории измерений, теории 

погрешностей, агрегирования предпочтений, а также теории многомерного ре-

грессионного анализа. Численные экспериментальные исследования проводились 

с использованием метода Монте-Карло для генерации синтетических измеритель-

ных данных с помощью специально разработанного программного обеспечения в 

пакетах MATLAB и LabVIEW. 

Достоверность полученных результатов диссертационной работы под-

тверждается сравнением результатов, полученных разработанными методами, с 

результатами, полученными известными методами обработки измерительных 

данных.  

Научная новизна 

1. На основе параметрического уравнивания предложены, теоретически и экспе-

риментально исследованы метод аддитивных совокупных измерений и метод 

мультипликативных совокупных измерений для линейных и мультипликатив-

ных комбинаций искомых измеряемых величин соответственно. 

2. Предложен и исследован усовершенствованный метод комплексирования ин-

тервалов агрегированием предпочтений IF&PA, где первым результатом ком-

плексирования является наилучшее дискретное значение в ранжировании кон-

сенсуса, найденном для набора наведенных интервалами ранжирований дис-

кретных значений; второй результат комплексирования формируется повтор-

ным применением IF&PA к окрестности первого результата в границах, рав-

ных половине расстояния между соседними дискретными значениями. 

3. Исследованы свойства разбиения диапазона актуальных значений (ДАЗ), по-

лученного объединением исходных интервалов в методе IF&PA; показано, что 

влияние нормы разбиения ДАЗ на точность результата комплексирования но-

сит существенно нелинейный характер.  

Практическая ценность работы. Результаты диссертационной работы мо-

гут быть использованы для повышения точности обработки неравноточных ин-

тервальных измерительных данных. Типичными практическими применениями 

усовершенствованного метода IF&PA могут быть: межлабораторные и (или) клю-

чевые сличения, согласование значений фундаментальных констант, сбор данных 



5 

с узлов сенсорных сетей и т.д. Разработанные методы аддитивных и мультипли-

кативных совокупных измерений могут найти применение в совокупных измере-

ниях для повышения точности измерения аддитивных величин. 

Реализация и внедрение результатов работы. Результаты исследований 

использованы при выполнении НИР по гранту 18-19-00203 Российского научного 

фонда "Агрегирование предпочтений для решения задач обработки многомерных 

гетероскедастичных измерительных данных", 2018-2020 гг. 

Результаты работы также используются: в федеральном бюджетном учре-

ждении "Государственный региональный центр стандартизации, метрологии и 

испытаний в Томской области" при обработке результатов измерений; в учебном 

процессе отделения автоматизации и робототехники Инженерной школы инфор-

мационных технологий и робототехники ТПУ. Акты внедрения приложены к дис-

сертационной работе. 

Положения, выносимые на защиту 

1. Предложенные методы аддитивных и мультипликативных совокупных измере-

ний обеспечивают получение оценок измеряемой величины с неопределенно-

стью в 2-3 раза меньшей по сравнению с методом непосредственной оценки. 

2. Усовершенствованный метод IF&PA позволяет гарантированно повысить точ-

ность второго результата комплексирования и существенно снизить его не-

определенность по сравнению с первым результатом комплексирования.  

3. Нелинейный характер влияния нормы разбиения ДАЗ на точность результата 

комплексирования приводит к возможности появления одинаковых результатов 

при разных мощностях разбиения и служит основой для усовершенствования 

метода IF&PA.  

Апробация результатов работы. Основные результаты диссертационной 

работы докладывались на следующих конференциях: XXIII Международная 

научно-техническая конференция студентов, аспирантов и молодых ученых 

"Научная сессия ТУСУР", г. Томск, 2018 г. (доклад отмечен дипломом II степе-

ни); XIV Международная научно-техническая конференция "Актуальные пробле-

мы электронного приборостроения", г. Новосибирск, 2018 г. (диплом I степени); 

XV и XVI Международная научно-практическая конференция "Электронные 

средства и системы управления", г. Томск, 2019 и 2020 гг. (диплом III степени в 

2019 г.); IX Международная конференция школьников, студентов, аспирантов, 

молодых ученых "Ресурсоэффективные системы в управлении и контроле: взгляд 

в будущее", г. Томск, 2020 г.; XIV Всероссийская научная конференция молодых 

ученых "Наука. Технологии. Инновации", г. Новосибирск, 2020 г.; International 

virtual conference IEEE SENSORS 2020, Rotterdam, The Netherlands, 2020; 17th 

IMEKO TC10 and EUROLAB Virtual Conference "Global Trends in Testing, Diagnos-

tics & Inspection for 2030", Dubrovnik, Croatia, 2020. 

Публикации. Основные результаты исследований отражены в 12 публика-

циях: 4 статьи в ведущих научных журналах и изданиях, рекомендуемых ВАК, 

все проиндексированы в базах данных Scopus и (или) Web of Science; 8 статей в 

сборниках трудов международных и российских конференций; 2 свидетельства о 
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государственной регистрации программ для ЭВМ. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, четырех глав, заключения, списка литературы из 105 наименований. Работа 

содержит 123 страницы основного текста, включая 30 рисунков и 23 таблицы. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, сформулирована 

цель исследований, определены решаемые задачи, указаны научная новизна и 

практическая ценность результатов работы. 

В первой главе «Методы уменьшения систематической погрешности изме-

рений» проведен анализ известных методов повышения точности измерений, 

включая итерационные методы, методы образцовых мер и тестовые методы. 

Традиционные методы уменьшения систематической погрешности измере-

ний строятся на принципах аппаратной или временной избыточности, которая 

позволяет получать дополнительную информацию об измеряемой величине и по-

грешностях измерений, и исключать последние из результата измерения.  

Для реализации итерационного метода в состав средства измерения (СИ) 

требуется вводить обратный преобразователь, имеющий более высокую точность 

по сравнению с прямым преобразователем. При измерении неэлектрических ве-

личин, создание таких преобразователей во многих случаях представляет собой 

более сложную задачу, чем создание высокоточных СИ. Поэтому область приме-

нения итерационных методов ограничивается измерением электрических вели-

чин. Недостатком данного метода является то, что градуировочная характеристи-

ка (ГХ) средства измерения должна быть практически линейной и монотонной.  

Метод образцовых мер состоит в определении реальной градуировочной 

характеристики СИ с помощью измерения образцовых сигналов, формируемых на 

выходе одной или нескольких мер, и решении системы уравнений для получения 

значения измеряемой физической величины. При существенно нелинейной ГХ 

необходимо использовать достаточное количество образцовых мер. Для примене-

ния метода образцовых мер и итерационного метода требуется коммутирующее 

устройство для отключения от СИ входной измеряемой величины и периодиче-

ского подключения образцовых мер или выхода обратного преобразователя. 

В тестовом методе измеряются сигналы блоков аддитивных и (или) муль-

типликативных тестов, формируемых из образцовых мер. Значение измеряемой 

величины определяется из системы уравнений, составленной с учетом комбина-

ций сигналов в зависимости от структуры СИ. При использовании тестового ме-

тода точность скорректированного результата зависит от стабильности тестовых 

блоков. Техническая сложность тестового метода при измерении электрических 

величин с использованием мультипликативных тестов заключается в необходи-

мости обеспечивать высокое обобщенное входное сопротивление масштабного 

преобразователя. Недостатком тестового метода является также необходимость 

вычисления отношений разностей близких между собой чисел, что существенно 

увеличивает случайную составляющую погрешности. При измерении неэлектри-

ческих величин формирование блока аддитивных тестов на основе обратного 
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преобразователя часто сопряжено с техническими трудностями. 

Проведенный в первой главе анализ показал, что при разработке методов 

повышения точности результатов измерений следует отдавать предпочтение под-

ходам, обеспечивающим одновременное уменьшение всех составляющих по-

грешности вне зависимости от их природы и без необходимости введения аппа-

ратной избыточности. 

Во второй главе «Повышение точности оценок измеряемых величин в со-

вокупных измерениях» предложены методы аддитивных и мультипликативных 

совокупных измерений. 

Пусть имеются n объектов o1, …, on, характеризующихся искомыми незави-

симыми измеряемыми величинами X1, …, Xn одного рода, значения которых пред-

ставим в векторной форме x = (x1, …, xn)
T. Для получения оценок значений x чис-

ло необходимых измерений должно равняться n. При организации совокупных 

измерений проводят N измерений (где N – число известных функций, связываю-

щих измеряемые величины), N > n; причем, N – n избыточных измерений позво-

ляют получить наилучшие оценки значений x с повышенной точностью. 

В известном параметрическом методе уравнивания (ПМУ) используется 

система параметрических уравнений связи *
1( ,  ..., )i i ny f x x= , i = 1, …, N, где *

iy – 

это истинные значения измеряемых величин в каждом i-ом опыте совокупных из-

мерений. Пусть y = (y1, …, yN)T – это вектор результатов измерений; ˆiy  – уравнен-

ные результаты измерений (значения функций); 2 2
1diag( ,  ...,  )Nu u− −=W  – диаго-

нальная взвешенная матрица весов для y, где 2
iu – неопределенность результата 

измерения yi; 
T

1ˆ ˆ ˆ( ,  ...,  )nx x=x  – вектор оценок значений искомых измеряемых ве-

личин. 

ПМУ позволяет получать оценки x̂  значений искомых измеряемых вели-

чин, которые зависят от степени линейности функций связи измеряемых величин 

fi. Если эти функции существенно нелинейны, применение ПМУ требует допол-

нительных усилий по их линеаризации.  

Указанный недостаток можно преодолеть, если при организации совокуп-

ных измерений формировать функции связи fi, обеспечивая их линейность в виде 

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ,  ...,  ) ...i n i in nf x x k x k x= + + , где kij – известные коэффициенты. При этом долж-

ны выполняться следующие условия: (i) функция fi должна быть линейной комби-

нацией искомых измеряемых величин и (ii) из соображений практической реали-

зуемости совокупных измерений, следует отдавать предпочтение двоичным зна-

чениям коэффициентов kij, т.е. kij  {0, 1}. Приведенные выше соображения легли 

в основу разработки метода аддитивных совокупных измерений (АСИ). 

В методе АСИ организуются измерения следующих комбинаций (т.е. сумм) 

значений величины на n объектах o1, …, on: всех значений xj, взятых по одному; 

всех значений xj, взятых по два, и т.д. при j = 1, …, n. На рисунке 1 показаны воз-

можные комбинации значений измеряемой величины в методе АСИ.  

Число комбинаций значений (или измерений) величин k объектов равно ,k
nC

k = 1, …, n, а общее количество измерений (параметрических уравнений связи) 
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равно 
1

2 1
n k n

nk
N C

=
= = − . Комбинация значений, взятых по k объектам, может 

быть представлена i-ой строкой бинарной (N×n) матрицы плана K, где kij = 1 (или 

0) означает, что объект oj присутствует (или отсутствует) в i-ой комбинации зна-

чений измеряемой величины.  

 
Рисунок 1 – Возможные комбинации значений измеряемой величины 

Матрица K фактически задает последовательность (план) проведения изме-

рений, где в каждом i-ом опыте измеряется i-ая величина, значение которой равно 

сумме значений величин xj, имеющих коэффициент kij = 1, i = 1, …, N, т.е. 

1 1ˆ ˆ ˆ...i i in ny k x k x= + + . 

Вектор x̂  оценок значений искомых измеряемых величин и его ковариаци-

онная матрица x̂U , полученные методом АСИ, определяются по формулам: 

 T 1 Tˆ ( )−=x K WK K Wy , T 1
ˆ ( )−=xU K WK . (1) 

В работе предложен метод мультипликативных совокупных измерений 

(МСИ) на основе организации совокупных измерений, где измеряемые однород-

ные величины комбинируются мультипликативно, т.е.
1

,ij
n k

i i jj
f c x

=
=  где ci – из-

вестные коэффициенты; kij – известные элементы матрицы плана K. 

Вектор x̂  оценок значений искомых измеряемых величин и его ковариаци-

онная матрица x̂U , полученные методом МСИ, определяются по формулам: 

 
T 1 Tˆ exp ( )− =

 q qx K W K K W q , 
T 1

ˆ ˆ ˆdiag( )( ) diag( )−=x qU x K W K x , (2) 

где q = (q1, …, qN)T, qi = ln(yi / ci) – новые переменные после логарифмирования, 
2 2 2 2
1 1diag( ,  ...,  )N Ny u y u− −=qW  – диагональная взвешенная матрица для вектора q, 

exp(·) – поэлементное экспоненцирование. 

Неопределенность ˆ( )ju x  оценки ˆ jx  значения искомой измеряемой величи-

ны, полученной методами АСИ и МСИ, рассчитываются как корень квадратный 

из j-го диагонального элемента матрицы x̂U  в формулах (1) и (2), соответственно. 

Предложенные методы позволяют снизить неопределенности оценок значе-

ний n искомых измеряемых величин и могут применяться в случае гетеро-

скедастичности.  

…
 

  

…
 

  

…
 

  

k = 1 

xn–2+ xn–1+ xn 

  
x2+ x3+ x4 

  
x1+ x2+ x4 

  

x1+ x2+ x3 

  

xn–1+ xn 

  
x2+ x3 

  

x1+ x3 

  

x1+ x2  

… 

  

… 

  
… 

  

x
n
 x

n–1
 … 

  

x2

 
x1 

x1+ x2+ …+ xn–1+ xn 

  

k = 2 

k = 3 

k = n 

 

 

 

 

Число объектов 

в комбинации 

Комбинации измерений Число комбинаций  

измерений 

… 

  



9 

В третьей главе «Повышение точности оценки измеряемой величины с по-

мощью агрегирования предпочтений» предложен метод повышения точности 

оценки измеряемой величины на основе комплексирования интервалов агрегиро-

ванием предпочтений. 

Метод комплексирования интервальных измерительных данных агрегиро-

ванием предпочтений IF&PA (interval data fusion with preference aggregation) раз-

работан в научном коллективе под руководством проф. Муравьева С.В.  

 Пусть xk – результат измерения величины X с соответствующей стандарт-

ной неопределенностью uk. Входные данные для IF&PA состоят из набора m за-

мкнутых интервалов {Ik}, k = 1, …, m, где каждый интервал н в[ ,  ]k k kI x x=  на веще-

ственной оси характеризуется нижней границей н
k k kx x u= − , верхней границей 

в
k k kx x u= +  и средней точкой xk. 

Цель метода IF&PA состоит в определении такого результирующего интер-

вала [x*  u*], который согласован с максимальным количеством исходных интер-

валов {Ik}, k = 1, …, m, и с максимальной степенью правдоподобия содержит зна-

чение x*, которое может служить представителем всех этих интервалов. Резуль-

татом комплексирования x* является средняя точка результирующего интервала с 

соответствующей неопределенностью u*. 

Метод IF&PA включает в себя три основных этапа, описанных ниже. При-

мер практической реализации этапов показан на рисунке 2. 

Этап 1. Формирование диапазона актуальных значений (ДАЗ) A = {a1, a2, 

..., an} посредством объединения исходных интервалов {Ik}, k = 1, …, m, где его 

нижняя и верхняя границы определяются по формулам 

 н
1 min{ | 1, ..., }ka x k m= =  и вmax{ | 1, ..., }n ka x k m= = ; (3) 

объединенный интервал разбивается на n – 1 равных подынтервалов длиной 

 h = (an – a1) / (n – 1) (4) 

для получения дискретных элементов a2, ..., an–1, где ai = ai–1 + h, i = 2, …, n – 1. 

Этап 2. Представление интервалов инранжированиями, т.е. ранжирования-

ми, наведенными интервалами {Ik}, сформированными в соответствии с условия-

ми при i, j = 1, …, n: 

 

(i)  и ;

(ii) ,  или , ;

(iii)  и ;

(iv) ,  1,соседние элементы 

i k j k i j

i j k i j k i j

i k j k i j

i j

a I a I a a

a a I a a I a a

a I a I a a

a a j i

  

  

  

  +

 (5) 

где используются два типа бинарных отношений – строгий порядок ai ≻ aj и толе-

рантность ai ∼ aj; построение профиля предпочтений  = {1, 2, ..., m} из m 

инранжирований k.   

Этап 3. Нахождение всех возможных ранжирований консенсуса {1, 2, …, 

N} для профиля  по правилу Кемени рекурсивным алгоритмом ветвей и границ 

RECURSALL, после чего осуществляется свертка всех найденных ранжирований 

в единственное итоговое ранжирование консенсуса βfin; определение результата 

комплексирования x* как наиболее предпочтительной альтернативы в итоговом 

ранжировании консенсуса fin. 
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Рисунок 2 – Пример применения процедуры IF&PA 

Неопределенность u* результата комплексирования x* зависит от нормы h и 

определяется по формуле: 

 u* = ±0,5h. (6) 

Для вычисления h необходимо выбрать значение n числа подынтервалов 

(мощности разбиения) ДАЗ. Поскольку задача о ранжировании Кемени является 
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NP-трудной, т.е. характеризующейся экспоненциальным ростом времени решения 

от размерности задачи n, было принято ограничение n  20, при котором алгоритм 

RECURSALL позволяет находить все точные ранжирования Кемени за 

приемлемое время в несколько миллисекунд.  

Для снижения неопределенности u* результата комплексирования x* в дис-

сертационной работе предложено усовершенствование метода IF&PA путем до-

бавления этапов 4-6, представленных ниже. 

Этап 4. Формирование нового ДАЗ E = {e1, e2, ..., e11} с нижней границей 

e1 = x* – 0,5h и верхней границей e11 = x* + 0,5h; разбиение ДАЗ E на n – 1 = 10 

равных подынтервалов длиной (нормой) h' = 0,1h для получения элементов e2, 

e3, …, e10 (см. рисунок 2). 

Этап 5. Представление обновленных исходных интервалов {Ik} новыми 

инранжированиями k. Заметим, что исходные интервалы {Ik} входят в новый 

ДАЗ E только теми своими частями, которые удовлетворяют условию e1  ei  e11, 

ei  Ik, i = 1, …, 11. Следовательно, некоторые из обновленных исходных интерва-

лов будут усечены, а некоторые будут проигнорированы как не удовлетворяющие 

вышеупомянутому условию, т.е. значение m может уменьшиться до mcon. Инран-

жирования k формируются с использованием условий (5), где вместо A исполь-

зуется множество E = {e1, e2, ..., e11}, а исходные интервалы {Ik} являются обнов-

ленными. Таким образом, формируется новый профиль предпочтения  = {1, 2, 

..., 
con

}.m  

Этап 6. Определение уточненного результата комплексирования x** как 

наилучшей альтернативы в итоговом ранжировании консенсуса 'fin для профиля 

. Выполняются те же операции, что и на этапе 3, но для нового профиля предпо-

чтения  вместо профиля .  

Неопределенность u** результата комплексирования x** рассчитывается как 

половина нормы разбиения h', т.е. 

 u** = 0,5h' = 0,05h. (7) 

Из формул (6) и (7) можно видеть, что точность второго результата ком-

плексирования x** существенно увеличивается по сравнению с первым результа-

том x* за счет повторного использования IF&PA, что позволяет обновлять ДАЗ в 

окрестности x* в границах, равных половине исходной нормы ДАЗ, т.е. 0,5h. 

Показанный на рисунке 2 пример применения метода IF&PA содержит 

следующие данные: исходный набор m = 7 интервалов {Ik}, k = 1, …, 7; ДАЗ 

А = {a1, ..., a5}; его разбиение на n = 4 подынтервала; соответствующий профиль 

предпочтений  = {1, ..., 7}; результат первого комплексирования интервалов 

x* = 4,91; обновленный набор mcon = 6 интервалов {Ik}, k = 1, …, 6 (интервал I7 не 

учитывается, так как он не пересекается с диапазоном E); ДАЗ E = {e1, ..., e11}, по-

строенный вокруг x* = e6 и разбитый на n = 10 подынтервалов; соответствующий 

профиль предпочтений  = {1, ..., 6}; результат второго комплексирования ин-

тервалов x** = 4,854(5), рассчитанный как выборочная медиана четырех лучших 

альтернатив {e3, ..., e6} для 'fin; и неопределенность результата второго комплек-

сирования u**. 

Точность представления дискретных значений ai напрямую связана с дли-



12 

ной h подынтервала разбиения и, следовательно, с мощностью n разбиения. В ра-

боте показано, что влияние нормы h на точность результата комплексирования x* 

существенно нелинейно. 

Обозначим множество числовых последовательностей, полученных при 

разбиении ДАЗ на n – 1 (n  , n > 1) равных подынтервалов, через 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2{ ,  ,  ...,  ,  ...,  }n n n n

n i nA a a a a= . Тогда для любой пары натуральных чисел 

p, q   (p ≠ q, p, q > 1), имеем: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
1 2{ ,  ,  ...,  ,  ...,  },p p p p

p i pA a a a a=  (8) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
1 2{ ,  ,  ...,  ,  ...,  }.q q q q

q j qA a a a a=  (9) 

Ясно, что  
( ) ( ) ( ) ( )

1 1( 1)( ) / ( 1).q q q q
j qa a j a a q= + − − −                                (10) 

Пусть 
* ( )p
p ix a= , i = 1, …, p, является результатом комплексирования, полу-

ченным с помощью метода IF&PA при разбиении ДАЗ на q – 1 равных подынтер-

валов. Определим точность оценки 
*
px , понимаемой как отклонение 

*
px  от его 

номинального значения хном следующим выражением: 

 
*

ном.p px x = −  (11) 

В работе были исследованы свойства разбиений ДАЗ, что позволило полу-

чить неравенство 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( )

ном1 1( 1,5) ( 0,5) .
1 1

q q q q
q qq q

a a a a
a j x a j

q q

− −
+ −   + −

− −
 (12) 

Из неравенства (12) с учетом выражений (8)-(10) следует неравенство для 

индекса j: 

 

* ( ) * ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( 1) 0,5 ( 1) 1,5.

p p
p p p p

p p p p
p p

x a x a
q j q

a a a a

−  − −  −
− +   − +

− −
 (13) 

Для случая разбиения ДАЗ на q – 1 равных подынтервалов, результат ком-

плексирования может быть записан как 
* ( ) ( )

1 ( 1)q q
q j qx a a j h= = + − , где индекс j 

удовлетворяет неравенству (13). Точность ξq оценки 
*
qx , имеет вид: 

 
* * *

ном .q q q p px x x x = − = − +   (14) 

Выражения (13) и (14) позволяют рассматривать точность ξq как функцию 

от мощности разбиения q и в явном виде исследовать ее интересные свойства. 

График поведения точности ξq при увеличении мощности q от 6 до 20 для каждого 

из трех различных номинальных значений хном показан на рисунке 3. Видно, что 

кривые на рисунке 3 имеют пилообразный характер. Это означает, что точность ξq 

может скачкообразно изменяться при монотонном увеличении числа подынтерва-

лов разбиения q и зависит от положения (которое, вообще говоря, является слу-

чайной величиной) номинального значения хном относительно центра подынтерва-

ла длины hq. 
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Рисунок 3 – Зависимость отклонения ξq от мощности q разбиения ДАЗ для хном = 

{4,67, 4,47, 4,27} при (6)
1 2a =  и 

(6)
6 5a = ,  p = 6 

Нежелательное влияние нелинейности разбиения ДАЗ на точность резуль-

тата комплексирования существенно минимизируется предложенным в работе 

усовершенствованием IF&PA (см. описанные выше этапы 4-6).  

В четвертой главе «Экспериментальные исследования предложенных ме-

тодов повышения точности» приведены результаты экспериментальной апроба-

ции методов АСИ и МСИ в задаче повышения точности измерений активных со-

противлений; приведены результаты обработки синтетических и реальных интер-

вальных данных усовершенствованным методом IF&PA при согласовании значе-

ний фундаментальных физических констант; рассматриваются также результаты 

обработки этим методом реальных данных для повышения точности измерений 

напряжения постоянного тока и угловой скорости. Все обрабатываемые измери-

тельные данные характеризовались гетероскедастичностью. 

Исследования АСИ и МСИ. Для получения линейных комбинаций искомых 

измеряемых величин были организованы измерения сопротивлений пяти резисто-

ров Rj, j = 1, …, 5, и всех их возможных 26 последовательных соединений, т.е. ко-

личество всех измерений N = 31. Измерения проводились двумя типами мульти-

метров, один из которых был примерно в 20 раз менее точным (UT61E), чем дру-

гой (AM-1097). Полученные результаты измерений были обработаны методом 

АСИ и, для сравнения, известным методом S&G и методом непосредственной 

оценки (HO) для получения оценок ˆ jx  искомых сопротивлений, их неопределен-

ностей ˆ( )ju x .  

О качестве каждого метода обработки результатов измерений судили по от-

клонению ξj полученной оценки ˆ jx  сопротивления от ее номинального значения 

ном
jx , как в формуле (11), и по неопределенности ˆ( )ju x , см. таблицу 1.  

Из таблицы 1 видно, что отклонения оценок искомых сопротивлений от но-

минальных значений, полученные разными методами приблизительно одинаковы 

при использовании обоих типов мультиметров; наименьшие неопределенности 
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оценок искомых сопротивлений получены методом АСИ; для наибольших номи-

нальных сопротивлений выигрыш в неопределенности АСИ по сравнению с НО 

составил примерно 2 раза (для мультиметра повышенной точности) и 3 раза (для 

мультиметра пониженной точности). 

Таблица 1 – Неопределенности ˆ( )ju x  и отклонения ξj, Ом, полученные методами 

АСИ, S&G и НО  

Rj 
ном
jx  

Мультиметр повышенной точности  Мультиметр пониженной точности 

НО S&G АСИ НО S&G АСИ 

ˆ( )ju x  ξj ˆ( )ju x  ξj ˆ( )ju x  ξj ˆ( )ju x  ξj ˆ( )ju x  ξj ˆ( )ju x  ξj 

R1 100 0,18 0,01 2,18 0,00 0,18 0,01 0,61 0,01 12,67 0,80 0,61 0,01 

R2 1100 1,06 0,25 2,29 0,42 0,65 0,29 6,49 1,97 12,72 1,29 4,25 1,97 

R3 1100 1,06 0,25 2,29 0,54 0,65 0,30 6,49 2,07 12,72 1,43 4,25 2,04 

R4 4420 2,71 0,45 2,38 1,10 1,54 0,87 32,08 5,07 13,52 2,66 11,77 2,94 

R5 4420 2,71 0,65 2,38 1,15 1,54 1,02 32,08 5,07 13,52 2,66 11,77 2,97 

Для получения мультипликативных комбинаций искомых измеряемых ве-

личин были проведены три опыта, в которых использовалась мостовая схема. В 

каждом опыте, разные комбинации резисторов R1, R2 и R3 были включены в плечи 

мостовой цепи, а в роли регулируемого плеча Rci, i = 1, 2, 3, использовался калиб-

ратор Fluke 5520A. В качестве гальванометра использовался модуль мультиметра 

National Instruments NI PXI-4072, который позволяет измерять малые токи. В каж-

дом опыте мост уравновешивался путем регулировки Rci с помощью калибратора 

Fluke 5520A до достижения нулевого значения тока, протекающего через гальва-

нометр.  

Результаты измерений были обработаны методом МСИ, см. таблицу 2. Для 

сравнения искомые сопротивления измерялись также методом НО с использова-

нием мультиметра AM-1097 в режиме омметра. 

Таблица 2 – Неопределенности ˆ( )ju x  и отклонения ξj, Ом, полученные методами 

МСИ и НО  

Rj 
ном
jx  

НО МСИ 

j ˆ( )ju x  j ˆ( )ju x  

R1 4420 0,35 2,71 0,25 0,16 

R2 1100 0,35 1,06 0,22 0,07 

R3 1000 0,25 1,01 0,23 0,06 

Из таблицы 2 видно, что неопределенности оценок искомых сопротивлений, 

полученные методом МСИ, в 16-17 раз меньше по сравнению с методом НО. 

Исследования усовершенствованного IF&PA при согласовании значений 

фундаментальных физических констант. Согласованный набор рекомендован-

ных значений основных фундаментальных констант периодически обновляется 

Комитетом по данным Международного союза науки ICSU (КОДАТА). В диссер-

тационной работе усовершенствованный метод IF&PA был применен для обра-

ботки как синтетических (смоделированных) случайных значений, так и реальных 

значений постоянной Планка, взятых из наборов данных КОДАТА. 
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Для проверки метода на синтетических данных были сгенерированы 100 

индивидуальных задач для нормального и равномерного распределений постоян-

ной Планка с номинальным значением хном = 6,626070150 (69) × 10–34 Дж·с (реко-

мендованное значение КОДАТА 2017 г.) при m = 15. Для каждой индивидуальной 

задачи данные обрабатывались методом IF&PA и традиционным методом Бёрджа, 

основанным на вычислении среднего взвешенного значения. Были определены 

соответствующие результирующие оценки x** и xbirge постоянной Планка h вместе 

с их относительными неопределенностями **
ru = u**/x** и ubirge_r = ubirge/xbirge. Мера-

ми точности процедур IF&PA и Бёрджа являлись соответственно = |хном – x**|      

и birge = |хном – xbirge|. Результаты, полученные двумя методами для конкретной ин-

дивидуальной задачи, сведены в таблицу 3. 

Таблица 3 – Оценки постоянной Планка для одной из индивидуальных задач 

Метод Оценка h, Дж·с Оценка ur  / 10–34, Дж·с 

Бёрджа xbirge = 6,626 070 153 (23) × 10−34 ubirge_r = 6,76 × 10−10 birge = 2,5 × 10−9 

IF&PA x**    = 6,626 070 149 (97) × 10−34 **
ru        = 1,10 × 10−9 **    = 7,2 × 10−10 

На рисунке 4 показаны кривые ξ(v) и u(v), где значения отклонений ξ и не-

определенностей u отсортированы в порядке возрастания, а v – это номер индиви-

дуальной задачи. На графике точность визуализируется расстоянием между кри-

выми ξ(v), u(v) и осью x; чем меньше расстояние, тем выше точность метода.  

  

Рисунок 4 – Отклонения ξ (а) и неопределенности u (б), полученные методами 

IF&PA (зеленые линии) и Бёрджа (синие линии) 

Из рисунка 4 видно, что кривые ξ(v) для IF&PA ближе к оси x, чем кривые, 

полученные методом Бёрджа как для нормального, так и для равномерного рас-

пределения; а неопределенности, полученные с помощью IF&PA, существенно 

ниже, чем неопределенности процедуры Бёрджа. Эти результаты указывают на 

более высокую точность IF&PA по сравнению с процедурой Бёрджа. 

Проверка метода на реальных данных проводилась для значений постоян-

ной Планка, использованных при согласованиях КОДАТА в 2006 и 2017 гг. Ре-

зультаты обработки исходных данных согласования КОДАТА 2017 г. (см. рису-

нок 5), целью которого был пересмотр Международной системы единиц, приве-
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дены в таблице 4. Оценка, найденная методом Бёрджа, является официально при-

нятой в качестве рекомендованного значения КОДАТА 2017 г. 

 

Рисунок 5 – Измеренные значения постоянной Планка, предоставленные  

различными организациями (обозначения даны в соответствии с кодификацией 

КОДАТА); оценка h** IF&PA (красная линия) и границы неопределенности  

(пунктирные линии) 

Таблица 4 – Полученные оценки постоянной Планка для данных рисунка 5 

Метод Оценка h, Дж·с Оценка ur 
Бёрджа hbirge = 6,626 070 150 (69) × 10−34 ubirge_r = 1,0 × 10−8 

IF&PA h**    = 6,626 070 136 (06) × 10−34 **
ru        = 1,3 × 10−9 

Из таблицы 4 видно, что оценка IF&PA довольно близка к рекомендованной 

и имеет гораздо меньшую неопределенность. Заметим, что для получения резуль-

тата комплексирования метод IF&PA использовал все девять доступных исход-

ных значений постоянной Планка, в то время как метод Бёрджа был вынужден не 

включать значение NIST-98 в итоговое согласование. 

Исследования усовершенствованного IF&PA для обработки результатов 

измерений напряжения постоянного тока и угловой скорости. В диссертацион-

ной работе была проведена апробация усовершенствованного метода IF&PA при 

обработке реальных интервальных данных, полученных при измерении 

• напряжения постоянного тока пятью цифровыми мультиметрами разных мо-

делей M838, DT9205A, UT61E, B7-38M и MY-68 и 

• угловой скорости разными пятью МЭМС-гироскопами L3G4200D, установ-

ленными в различных точках специального поворотного стола с программ-

ным управлением. 

Результаты сравнивали с результатами обработки тех же исходных данных 

методом взвешенного среднего (ВС). Для методов  IF&PA и ВС рассчитывались 

оценки опорного значения измеряемой величины, ее неопределенности, и откло-

нения оценки опорного значения от ее номинального значения.  
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В таблице 5 приведены оценки опорных значений x** и xвс при измерении 

напряжения постоянного тока, соответствующих неопределенностей u** и uвс, а 

также отклонений  и вс, полученные методами IF&PA и ВС, соответственно, 

при различных номинальных значениях xном, формируемых прецизионным калиб-

ратором Fluke 5520A. 

Таблица 5 – Результаты применения методов IF&PA и ВС при измерении посто-

янного напряжения 

xном, 

В 

IF&PA ВС 

x**, В u**, В  В xвс, В uвс, В вс В 
1 0,9993 0,0001 0,0007 0,9997 0,0005 0,0003 

5 4,9998 0,0007 0,0002 4,9990 0,0038 0,0010 

10 9,9998 0,0012 0,0002 9,9999 0,0060 0,0001 

25 25,0045 0,0045 0,0044 25,0028 0,0107 0,0028 

50 49,9959 0,0077 0,0041 49,9907 0,0381 0,0093 

На рисунке 6 показаны отклонения опорных значений от xном, полученные 

методами IF&PA и ВС, и соответствующие неопределенности в зависимости от 

количества n подынтервалов и номинальных значений постоянного напряжения.  

  

Рисунок 6 – Отклонения оценок опорных значений от xном (а) и соответствующие 

неопределенности (б), полученные методами IF&PA и ВС 

На рисунке 7 показаны значения 

неопределенностей, полученные с по-

мощью IF&PA u** (зеленая кривая), ВС 

uвс (синяя кривая), и номинальных не-

определенностей uc гироскопов (серая 

кривая) в зависимости от номинальных 

значений wc и мощности n. 

а б 

Рисунок 7 – Неопределенности 

методов IF&PA и ВС при разных 

мощностях n и номинальных 

значениях угловых скоростей 



18 

В таблице 6 приведены результаты оценки опорных значений w** и wвс угло-

вой скорости, соответствующих неопределенностей u** и uвс, полученные методом 

IF&PA и ВС соответственно при различных номинальных значениях wc с неопре-

деленностями uc. 

Таблица 6 – Результаты применения методов IF&PA и ВС при измерении угловой 

скорости 

wc, /с uc, /с 
IF&PA ВС 

w**, /с u**, /с wвс, /с uвс, /с 
480 0,2500 480,2241 0,0155 480,1825 0,4472 

270 0,2500 269,9902 0,0123 269,8885 0,4472 

200 0,1250 200,1525 0,0114 200,0110 0,4472 

150 0,1250 150,1105 0,0114 150,0258 0,4472 

100 0,1250 100,1090 0,0105 100,0038 0,4472 

50 0,1250 50,0876 0,0108 50,0080 0,4472 

Из полученных результатов следует, что в большинстве случаев опорные 

значения измеряемых величин, полученные IF&PA и ВС, различаются незначи-

тельно, что позволяет считать оценку IF&PA достоверной. Значения неопреде-

ленности, полученные процедурой IF&PA, в среднем в десять раз ниже, чем зна-

чения, полученные методом ВС.  

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

• Предложены, теоретически и экспериментально исследованы метод аддитив-

ных совокупных измерений и метод мультипликативных совокупных изме-

рений для линейных и мультипликативных комбинаций искомых измеряе-

мых величин соответственно. Методы обеспечивают получение оценок изме-

ряемой величины с неопределенностью в 2-3 раза меньшей по сравнению с 

методом непосредственной оценки. 

• Предложен и исследован усовершенствованный метод комплексирования ин-

тервалов IF&PA, где первым результатом комплексирования является 

наилучшее дискретное значение в ранжировании консенсуса, найденном для 

набора наведенных интервалами ранжирований дискретных значений; а вто-

рой результат комплексирования формируется повторным применением 

IF&PA к окрестности первого результата в границах, равных половине рас-

стояния между соседними дискретными значениями. Метод позволяет гаран-

тированно повысить точность второго результата комплексирования и суще-

ственно снизить его неопределенность по сравнению с первым результатом 

комплексирования.  

• Исследованы свойства разбиения диапазона актуальных значений (ДАЗ), по-

лученного объединением исходных интервалов в методе IF&PA. Нелиней-

ный характер влияния нормы разбиения ДАЗ на точность результата ком-

плексирования приводит к возможности появления одинаковых результатов 

при разных мощностях разбиения и служит основой для усовершенствования 

метода IF&PA.  

• Экспериментальные результаты подтвердили возможность применения раз-
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работанных методов АСИ, МСИ и усовершенствованного IF&PA в таких за-

дачах, как получение надежных оценок значений физических величин и со-

гласование значений фундаментальных физических констант в условиях ге-

тероскедастичности. 

• Результаты диссертационной работы были использованы в Государственном 

региональном центре стандартизации, метрологии и испытаний в Томской 

области и в отделении автоматизации и робототехники Инженерной школы 

информационных технологий и робототехники ТПУ, а также при выполне-

нии НИР по гранту РНФ 18-19-00203. 
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