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Актуальность исследования определена тем, что тепловые режимы работы асинхронных двигателей во многом опреде-
ляют их надежность. В настоящее время хорошо проработаны вопросы расчета установившихся тепловых режимов двига-
телей. Вопросы практического расчета переходных тепловых процессов проработаны меньше и ограничены численным мо-
делированием многомассовых схем или аналитическими решениями для моделей с несколькими массами. В данной работе 
предложена методика и получено аналитическое решение для типовой шестимассовой модели тепловых процессов асин-
хронного двигателя закрытого исполнения – Total Enclosed Fan Cooled. Полученные аналитические решения системы неодно-
родных линейных дифференциальных уравнений выражаются рядом, включающим постоянную составляющую и экспоненци-
альные члены, убывающие во времени, один из которых является доминирующим, определяющим регуляризацию процесса 
нагрева и охлаждения машины. Полученные аналитические решения позволяют лучше понять закономерности тепловых 
процессов двигателей при изменении режимов их работы и могут служить основанием для прогнозирования процессов 
нагрева и охлаждения в системах релейной защиты асинхронных двигателей закрытого исполнения.  
Цель: разработать методику аналитических решений для многомассовых термодинамических моделей электрических ма-
шин, получить аналитическое решение для типовой шестимассовой системы асинхронного двигателя закрытого исполне-
ния и выполнить анализ полученных результатов. 
Объекты: асинхронные двигатели в закрытом исполнении. 
Методы: аналитическое решение системы неоднородных дифференциальных уравнений. 
Результаты. Разработана методика аналитических решений для многомассовых термодинамических моделей электриче-
ских машин, получено аналитическое решение для шестимассовой системы асинхронного двигателя закрытого исполнения и 
выполнен анализ полученных результатов, установлены закономерности регуляризации процессов нагрева объекта иссле-
дования.  
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Асинхронный двигатель, закрытое исполнение, термодинамическая модель,  
система неоднородных дифференциальных уравнений, аналитическое решение, анализ. 

 

Введение 

Асинхронные двигатели мощностью до 100 кВт 
обычно выполняются в закрытом обдуваемом испол-
нении, в котором применена искусственная циркуля-
ция охлаждающего воздуха с помощью вентиляторов 
[1, 2] – Total Enclosed Fan Cooled (TEFC) [3, 4]. 

 Такие машины получили широкое распростране-
ние во всех отраслях промышленности. В нефтяной и 
газовой промышленности на долю двигателей в за-
крытом обдуваемом исполнении приходится свыше 
50 % численного состава двигателей. Асинхронные 
двигатели серий АО, 4А, АИР, RA, 5А, 6А являются 
основными в приводах систем водоподготовки и во-
доснабжения, вентиляции, механизированной добычи 
нефти станками-качалками и в других производствах 
добычи и переработки нефти и газа, где не требуется 
применения взрывозащищенного оборудования. 
Надежность двигателей во многом определяется теп-
ловыми режимами их работы, нагревом обмоток дви-
гателей. Для теплового расчета асинхронных двига-

телей обычно применяется метод эквивалентных теп-
ловых схем [1–4], которые рассчитываются относи-
тельно характерных режимов [5] с определением ста-
ционарных температур основных элементов много-
массовых типовых схем. Более сложной является за-
дача расчета переходных тепловых процессов, свя-
занных с изменением режимов работы двигателей, 
требующая построения термодинамических моделей. 
Обычно такие задачи решаются только в численном 
виде. Аналитические решения ограничены случаями 
одно-, двух- и трехмассовых термодинамических мо-
делей [6–8]. В то же время аналитические решения 
для термодинамических моделей позволяют увидеть 
и лучше понять особенности и закономерности теп-
ловых процессов электрических машин при измене-
нии режимов их работы, на которых строятся алго-
ритмы работы цифровых защит двигателей [9–12].  

Постановка и исходные данные задачи 

Задачей данной статьи является разработка мето-
дики аналитических решений для многомассовых 
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термодинамических моделей электрических машин, 
получение аналитического решения для шестимассо-
вой системы асинхронного двигателя закрытого ис-
полнения, выполнение анализа и выявление законо-
мерностей нагрева двигателя при изменении режима 
его работы. Под аналитическим решением понимает-
ся получение зависимостей температуры элементов 
двигателя во времени, при этом параметры (коэффи-
циенты) зависимостей рассчитываются через пара-
метры тепловой схемы машины. Для выполнения ис-
следований была разработана математическая модель 
короткозамкнутого асинхронного двигателя (АД) за-
крытого обдуваемого исполнения. Модель построена 
на базе типовой шестимассовой тепловой схемы [1, 2], 
приведенной на рис. 1. 
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Рис. 1.  Тепловая схема АД закрытого исполнения: 1. Л – 

лобовая часть статорной обмотки; 2. П – пазо-

вая часть статорной обмотки; 3. С – статор;  

4. В – воздух; 5. Р – ротор; 6. К – корпус; Rik – 

соответствующие тепловые сопротивления;  

Ci – теплоемкости элементов (узлов) схемы 

Fig. 1.  Thermal diagram of the closed-circuit IM: 1. Л – the 

frontal part of the stator winding; 2. П – the grooved 

part of the stator winding; 3. С – the stator; 4. В – 

air; 5. Р – the rotor; 6. K – the housing; Rik – the 

corresponding thermal resistances; Ci – the heat ca-

pacity of the elements (nodes) of the circuit 

Математическая модель нестационарных тепло-
вых процессов двигателя представляет собой систему 
дифференциальных уравнений: 
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где i – значение превышения температуры i-го узла 

над температурой окружающей среды; ik – взаимная 
тепловая проводимость между i-м и k-м узлами схемы; 

i – узловая тепловая проводимость i-го узла; Ci – теп-

лоемкость i-го узла; Pi – потери мощности в i-м узле.  
Взаимные тепловые проводимости определяются 

как величины, обратные соответствующим тепловым 
сопротивлениям. Значения узловых тепловых прово-
димостей определяются как сумма проводимостей 
всех связанных с данным узлом ветвей. Влияние тем-
пературы на теплоемкости и теплопроводности в ре-
жимах реальных значений температур незначительно, 
на первых этапах исследования им можно пренебречь 
[4, 13]. В этом случае система дифференциальных 
уравнений (1) является линейной. 

В качестве объекта исследования переходных 
процессов нагревания и охлаждения выбран асин-
хронный короткозамкнутый двигатель закрытого об-
дуваемого исполнения типа 4А112М4 мощностью 

5,5 кВт; напряжение Uном=380 B; КПД ном=0,85; 
скольжение sном=0,036. Данный тип двигателей отно-
сится по степени защиты от воздействия среды к ка-
тегории IP44 и по типу охлаждения IC0141.  

Основные исходные данные для расчетов взяты из 
работы [1] и составили: 

 тепловые сопротивления схемы равны следую-
щим значениям: 
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 вектор теплоемкостей элементов схемы имеет вид 

.
К

Дж
 ,5034)  ;8256  ;4,4  ;7885   ;1383  ;1611(iС  

При определении теплоемкости воздуха его рас-
ход принят равным 0,0785 м

3
/с.  

Электрические потери в статорной обмотке опре-
деляются по формуле 

,3 1

2

1эл.1 rIP   

где I1 – ток статорной обмотки; r1 – сопротивление 
статорной обмотки.  

Потери в лобовой и пазовой части статорной об-
мотки распределены пропорционально длине соот-
ветственно лобовой и пазовой частей статорной об-
мотки. Мощность потерь в стали статора определяет-
ся как сумма мощности основных потерь в стали и 

половины добавочных потерь P3=Pмг+0,5Pдоб.  
Потери в четвертом и шестом элементах приняты 
равными четвертой части механических потерь 

P4=P6=0,25Pмех. Потери в пятом элементе опреде-

лены как сумма электрических потерь в обмотке рото-

ра и половина добавочных потерьP5=Pэл.2+0,5Pдоб. 
Значение магнитных потерь в статоре, механических 
и добавочных потерь принято равным соответственно 
25, 10 и 5 % от величины общих потерь, определяе-
мых по значениям мощности на валу двигателя и 

КПД P=P(1–)/. Мощность электрических потерь в 
роторе определена произведением скольжения на 
электромагнитную мощность, в свою очередь опреде-
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ляемую как разность общих потерь, электрических и 
магнитных потерь в статоре  

)( мгэл.1эмэл.2 PPPssPP  [5].

Вектор потерь мощностей в элементах схемы для 
номинального режима имеет вид 

Вт.  ),10  ;278  ;10  ;289  ;225  ;291( iP  

Методика аналитического решения  
для термодинамической модели 

 Если подставить в систему уравнений (1) 
численные значения, то получим неоднородную си-
стему линейных дифференциальных уравнений, ко-
торую удобно представить в матричном виде 

,)()( bτAτ  tt                         (2)  

где )(tτ  вектор-столбец производных превышения 

температуры (6×1); A – матрица коэффициентов (6×6); 

(t) – вектор-столбец превышения температур; b – 
вектор-столбец свободных членов (6×1). 

Тогда соответствующая системе (2) однородная 
система линейных дифференциальных уравнений за-
пишется в виде   

)()( tt τAτ  .                        (3) 

Известно, что общее решение системы (2) есть 
сумма общего решения системы (3) и любого частно-
го решения системы (2). В нашем случае матрица A и 
вектор-столбец b имеют следующий вид 
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На первом шаге найдем общее решение однород-
ной системы (3). Для этого необходимо найти все 
собственные числа λi и соответствующие им соб-
ственные векторы hi матрицы A. Из последних в свою 
очередь составим так называемую фундаментальную 
матрицу решений системы (3). В дальнейшем обозна-
чим ее буквой H. При обработке в Matlab [14] соб-
ственные числа удобно хранить в виде следующего 
вектор-столбца 
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Все собственные числа являются вещественными 
и различными, что говорит о том, что общее решение 
однородной системы уравнений будет иметь следу-
ющий вид 
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где Ki – некоторые вещественные константы, опреде-
ляемые ниже. 

Определив с помощью стандартных процедур 
Matlab собственные векторы, составим фундамен-
тальную матрицу решений 
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Напомним, что в ней i-й столбец является i-м соб-
ственным вектор-столбцом hi. Таким образом, общее 
решение однородной системы (3) получено. 

На втором шаге найдем частные решения неодно-
родной системы (2). В силу того, что подойдет любое 
частное решение, будем искать его в виде набора по-
стоянных функций  
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Значение вектора α определим, формально, под-
ставив его в систему уравнений (2). Полагая при этом, 
что в установившемся режиме, то есть при t→∞, 

справедливо 0)( tτ , получим следующую систему 

уравнений 

b.αA                   (5) 

Численные значения матрицы A и вектора b приве-
дены выше. Решение системы уравнений (5) относи-
тельно вектора α, осуществленное в Matlab, имеет вид 
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Таким образом, получили решение исходной си-
стемы, которое с учетом выражения (4) примет вид 
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Значения вещественных констант Ki в уравнении 
(6) однозначно определяются начальными условиями, 
принятыми из следующих физических соображений: 
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1) работа двигателя начинается из холодного состоя-

ния, то есть (0)=0; 2) в начальный момент времени 

температура не меняется скачком, то есть 
.0)0()0(  ττ   Подставляя эти условия в формулу (6), 

получим систему линейных алгебраических уравнений  

,αKH              (7) 

где H=(h1|h2|h3|h4|h5|h6) – фундаментальная матрица 

решений; K – вектор-столбец вещественных констант.  
Решая систему уравнений (7) относительно K, по-

лучим 

.

20965,1

24502,13

27201,23

75953,131

47099,0

07543,0

6

5

4

3

2

1

































































K

K

K

K

K

K

K

 

Выполнив перемножение вектора K и матрицы H 
на основании выражения (6), получим аналитическое 
решение исходной системы дифференциальных урав-
нений (1) для принятых начальных условий в виде 
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Таким образом, изменение температуры каждой 
массы системы во времени можно представить как 
линейную комбинацию шести экспонент и постоян-
ной составляющей, соответствующей установивше-
муся значению температуры элемента системы по за-
вершению теплового переходного процесса. Напри-

мер, нагрев первого элемента определяется следую-
щей суммой экспонент и постоянной составляющей 
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Согласно (8) нагрев остальных элементов опреде-
литься следующими выражениями 
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     (9) 

Анализ результатов 

На рис. 2 приведены графики температур элемен-
тов системы при изменении мощности потерь от ну-
левых значений до значений потерь мощности в но-
минальном режиме.  

На рис. 3, 4 приведены графики основных состав-
ляющих и результирующие кривые нагрева лобовой 
части обмотки статора и ротора. На рисунках прону-
мерованы только две первых экспоненциальных со-
ставляющих с наименьшими показателями степеней 

экспоненциальных составляющих (1. 3=–0,0007; 

2. 4=–0,0029), поскольку остальные составляющие 
малы и практически сливаются с осью абсцисс.  

Полученные аналитические решения (9) соответ-
ствуют теореме Г.М. Кондартьева [15], согласно кото-
рой процесс нагрева системы из однородных изотроп-
ных тел (с одинаковой во всех направлениях теплопро-
водностью) выражается рядом, включающим постоян-
ную составляющую и экспоненциальные члены, абсо-
лютные значения которых убывают во времени. Посто-
янный член и коэффициенты – сомножители экспонен-
циальных функций – конечны и не зависят от времени.  
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Рис. 2.  Графики превышения температуры элементов системы. Номера кривых соответствуют номерам элемен-

тов тепловой схемы двигателя 

Fig. 2.  Graphs of the excess temperature of the system elements. The numbers of the curves correspond to the numbers of the 

elements of the thermal circuit of the engine 

 
Рис. 3.  Основные составляющие и результирующий график нагрева лобовой части обмотки статора: 1 – третья 

экспоненциальная составляющая; 2 – четвертая экспоненциальная составляющая; 3 – постоянная состав-

ляющая; 4 – результирующий график нагрева 

Fig. 3.  Main components and the resulting heating graph of the frontal part of the stator winding: 1 – the third exponential 

component; 2 – the fourth exponential component; 3 – the constant component; 4 – the resulting heating graph 

 
Рис. 4.  Основные составляющие и результирующий график нагрева ротора: 1 – третья экспоненциальная состав-

ляющая; 2 – четвертая экспоненциальная составляющая; 3 – постоянная составляющая; 4 – результирующий 

график нагрева 

Fig. 4.  Main components and the resulting heating graph of the rotor: 1 – the third exponential component; 2 – the fourth 

exponential component; 3 – the constant component; 4 – the resulting heating graph 
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При этом среди экспоненциальных слагаемых до-
минирующим является один основной член с макси-
мальной постоянной времени, определяемой отноше-

нием Tmax=1/min{i}, i. Здесь i – показатель степе-

ни экспонент, называемый темпом теплового процес-
са [15, 16]. В рассматриваемом примере 
Тmax=1/0,0007=1429 c. Остальные экспоненциальные 
члены ряда скоро становятся пренебрежимо малыми 
по сравнению с основным [15], то есть через какое-то 
время, в качестве которого можно взять утроенное 
значение второй по величине постоянной времени из 
слагаемых экспонент, изменение температуры будет 
следовать простому экспоненциальному закону. 

Тепловой режим, подчиняющийся экспоненциаль-
ному закону, называется регулярным (упорядочен-
ным) режимом. В рассматриваемом примере можно 
считать, что процесс нагрева становиться регулярным 
через время Tрег=3·(1/0,0029)=1034 с. Это значение 
составляет около 70 % от значения постоянной вре-
мени основной экспоненциальной слагаемой. С уче-
том значений коэффициентов – сомножителей экспо-
нент, время регуляризации будет еще меньше. Регу-
ляризация тепловых процессов позволяет проще ре-
шать практические задачи термометрии, калоримет-
рии и прогнозирования процессов нагрева и охлажде-
ния электрических машин [17–20].  

Так, после регуляризации теплового процесса че-
рез время t>Tрег по результатам трех измерений тем-
пературы можно определить постоянную времени 
Tн=Тmax [21]. Причем из полученных решений (9) сле-
дует, что измерения можно проводить на любом эле-
менте системы, в том числе измеряя температуру на 
наиболее доступном для измерения температуры эле-
менте – корпусе двигателя 
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где t – интервал времени между измерениями; 1, 2, 

3 – измеренные на трех моментах времени значения 
превышения температуры над температурой окружа-
ющей среды. 

На рис. 5 приведены значения ошибок при опре-
делении постоянной времени нагрева электродвига-
теля в зависимости от времени, температура при ко-

тором принимается за начальную точку отсчета 1, и 
места измерения температуры, в качестве которого 
выбраны лобовая часть обмотки статора и корпус 
двигателя. Интервал времени между измерениями 

принят равным t=500 c. Уменьшение времени нача-

ла отсчета температуры 1 до 1000 с приведет к уве-
личению отрицательного значения ошибки определе-
ния постоянной времени TН до минус 6 %. То есть с 
вполне приемлемой точностью можно определить по-

стоянную времени нагревания двигателя по формуле 
(10) по нескольким измерениям температуры после 
регуляризации процесса нагрева двигателя  

Вместе с тем именно при изменении режимов ра-
боты, в частности, при изменении нагрузки, темпера-
тура обмотки статора, а это основная величина, ха-
рактеризующая тепловое состояние двигателя, изме-
няется с темпом, который превосходит темп измене-
ния экспоненты с наибольшей постоянной. И алго-
ритмы работы цифровой защиты должны это учиты-
вать. При наличии аналитического решения в распо-
ряжении разработчиков защит оказывается информа-
ция и о меньших постоянных модели, определяющих 
темп нагрева обмотки статора на начальном этапе.  

 

 
Рис. 5.  Зависимость ошибки экспериментального опре-

деления постоянной времени асинхронного дви-

гателя 4А112М4 от времени начала измерений и 

от элемента системы, на котором проводятся 

измерения: на лобовой части статорной обмот-

ки (пунктирная линия); на корпусе двигателя 

(сплошная линия) 

Fig. 5.  Dependence of the error of the experimental deter-

mination of the asynchronous motor 4A112M4 time 

constant on the time of the beginning of measure-

ments and on the system element on which meas-

urements are carried out: on the frontal part of the 

stator winding (dotted line); on the motor housing 

(solid line) 

Заключение 

Разработана методика аналитических решений для 
многомассовых термодинамических моделей элек-
трических машин. Получено аналитическое решение 
для шестимассовой системы асинхронного двигателя 
закрытого исполнения, и выполнен анализ получен-
ных результатов. Установлены закономерности регу-
ляризации процессов нагрева объекта исследования, 
даны рекомендации по экспериментальному опреде-
лению постоянной времени асинхронного двигателя.  
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The relevance of the study is determined by the fact that the thermal operating modes of asynchronous motors largely determine their re-
liability. Currently, the issues of calculating the steady-state thermal modes of engines are well developed. The issues of practical calcula-
tion of transient thermal processes have been worked out less and are limited to numerical modeling of multi-mass schemes or analytical 
solutions for models with multiple masses. In this paper, a technique is proposed and an analytical solution is obtained for a typical six-
mass model of thermal processes of a closed-circuit asynchronous motor – Total Enclosed Fan Cooled. The obtained analytical solutions 
of a system of inhomogeneous linear differential equations are expressed by a series including a constant component and exponential 
terms decreasing in time, one of which is dominant, determining the regularization of the machine heating and cooling. The obtained ana-
lytical solutions allow us to better understand the patterns of thermal processes of engines when their operating modes change and can 
serve as the basis for predicting heating and cooling in relay protection systems of asynchronous motors of closed design. 
Objective: to develop a methodology for analytical solutions for multi-mass thermodynamic models of electric machines, to obtain an ana-
lytical solution for a typical six-mass closed-circuit asynchronous motor system and to analyze the results obtained. 
Objects: asynchronous motors in closed design. 
Methods: analytical solution of a system of inhomogeneous differential equations. 
Results. The authors have developed the method of analytical solutions for multi-mass thermodynamic models of electric machines, ob-
tained the analytical solution for a six-mass system of a closed-circuit asynchronous motor, analyzed the results obtained and established 
the regularities of the object of study heating regularization. 

  
Key words:  
Inductions motor, Total Enclosed Fan Cooled, thermodynamic model,  
system of inhomogeneous differential equations, analytical solution, analysis. 
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