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Литература по сферической геометріи и сферической тригономет- 
ріи необъятна, и трудно въ настоящее время сказать что нибудь 
такое, что не было бы уже сказано когда либо и кѣмъ либо раньше. 
Ho, не смотря на это, мои поиски въ этомъ отношеніи не дали мнѣ 
желаемаго результата: того, что я излагаю въ настоящей статьѣ, я 
не нашелъ у] другихъ авторовъ: правда—я, пересмотрѣвъ многое, не 
видѣлъ большей части литературы; причина этому та, что достать со- 
ствѣтетвенныя статьи и еочиненія, часто изданныя весьма давно и въ 
мало распространенных# журналах#, является далеко не легким#; даже 
въ богатых# библіотекахъ ихъ нѣтъ. Вотъ тѣ соображения, которыя 
даютъ мнѣ повод# издать настоящую статью.

Задачей ея являются построенія на сферѣ, выполняемыя только 
съ помощью сферическаго циркуля.

1. Имѣя сферу, мы легко, съ помощью построенія на плоскости, 
можемъ найти ея радіусъ и сферическій радіусъ, равный квадранту, 
т. е. четверти окружности большого круга.

Для построенія даннаго угла на 
поверхности сферы въ данной точкѣ 
P на данной дугѣ P F  мы опишем# 
изъ данной точки, какъ полюса, сфе
рическим# радіусомъ, равдымъ квад
ранту, окружность большого круга 
F L G; построив# на плоскости въ 
окружности радіуса, равнаго радіусу 
сферы, при центрѣ данный уголъ А, 
нанесемъ отвечающую ему дугу F K  
на окружность большого круга отъ 
точки F; проведя черезъ P и К окруж
ность большого круга, получимъ уголъ
F P K ,  какъ извѣстно, равный дугѣ F K h , слѣдовательно, данному 
углу А.
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2. Построеніе треугольников® на сферѣ производится въ большин- 
ствѣ случаев® аналогично построенію на плоскости; поэтому представ
ляетъ интерес® только построеніе а) треугольника по трем® углам®,
Ъ) прямоугольнаго треугольника по катету и противолежащему углу, 
косоугольнаго треугольника с) по двум® сторонамъ и углу противъ 
одной из® нихъ и d) по двум® углам® и сторонѣ противъ одного 
из® них®.

Въ трехъ послѣднихъ случаяхъ возможны два рѣшенія, почему 
они и называются случаями двойственности.

Первая задача рѣшается весьма просто: строя—согласно § 1— три 
данныхъ угла А, В, С на сферѣ при точкѣ Р, мы получимъ стороны 
KG, L G 1 MG полярнаго треугольника ABC;  строя этотъ послѣдній 
по трем® сторонамъ, мы получимъ искомый треугольник®, какъ по
лярный для ABC.

3. Переходим® теперь къ случаям® двойственности и рѣшимъ сна
чала задачу:

Построить прямоугольный сферт по даннымъ
катету и противолежащему углу.

Пусть даны катет® с и угол® С. 
Прежде всего, согласно § 2, строим® 

дугу К L =  тс — С, представляющую со
бой сторону с полярнаго треугольника. 

На сторонѣ прямого угла А откла- 
L дываемъ дугу А В =  с; затѣм® изъ А,

TCкакъ полюса, сферическим® радіусомъ =
LJ

проводим+ дугу, пересѣкающую стороны 
прямого угла въ точкахъ В и С; такъ

какъ B C = A  =  ^ , треугольник+ AB С

Фиг. 2. является октантом+, и точки В, С бу
дутъ поэтому соотвѣтственно полюсами

сторон+ прямого угла, т. е. вершинами треугольника, полярнаго по 
отяошенію къ искомому треугольнику. Проводя изъ точки В, какъ по-

TC —
люса, радіусомъ дугу, мы получимъ сторону Ъ полярнаго треуголь

ника; эта дуга пересѣчется съ стороной а въ полюсѣ дуги AB, т. е #
— въ точкѣ С. Если мы радіусомъ K L изъ точки В засѣчемъ сторону
6, мы получимъ третью вершину А полярнаго треугольника A BC.

Точка А есть полюсъ искомой гипотенузы а ; слѣдовательно, если
’ T TCизъ А, какъ полюса, радіусомъ провести дугу, то эта дуга прой-
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детъ черезъ точку В и даетъ на AC точку С —вершину искомаго тре
угольника; уголъ при точкѣ С, равный тг — AB =  T r - K L ,  будетъ 
данный.

Треугольники A B C  и смежный ему ABC'  удовлетворяютъ такимъ 
образомъ требованіямъ задачи.

4. Переходимъ теперь къ рѣшенію и изслѣдованію задачи: 
Построить треугольиикъ по двумъ сторонамъ и углу противъ одной 
гт  нихъ.
Пусть даны стороны а, Ъ и уголъ А.
Строимъ на сферѣ уголъ А и на одной изъ его сторонъ отклады- 

ваемъ дугу А С =  Ь; изъ точки С, какъ полюса, сферическимъ радіу- 
сомъ а опиеываемъ окружность малаго круга; перееѣченіе ея со вто
рой стороной угла опредѣлитъ вершину В искомаго треугольника; его 
мы получимъ, проводя черезъ С и В дугу большого круга.

Таковъ общій ходъ построенія, которое при разныхъ заданіяхъ 
видоизмѣняется въ деталяхъ, какъ это мы сейчасъ увидимъ, Кромѣ 
того въ иныхъ случаяхъ приходится проводить дугу CR, перпендику
лярную второй сторон® угла А, при чемъ, какъ извѣстно, эта дуга

TC
окажется меньше или больше въ зависимости отъ того, будетъ ли 
уголъ А острый или тугюй.

А. Пусть об® стороны а и Ъ меньше четверти окружности.
I. Положимъ сначала, что а <5Ь, и разсмотримъ то предположе- 

ніе, когда
1) Уголъ А—острый.^
Въ зависимости отъ вели ины а въ 

сравненіи съ CK, при а >  CR  получатся 
двѣ точки пересѣченія B1, B2 і дружности 
малаго круга со второй стороной угла А; 
при а =  С К об® точки совпадутъ въ одну 
К, и при а < С К  перес®ченія не будетъ.

Въ первомъ случаѣ по даннымъ эле- 
ментамъ (а, Ъ, А) мы опредѣляемъ два тре
угольника, одинъ—A B 1C и другой—A B2 С; 
при этомъ треугольиикъ B1 С B2 — равно
бедренный, вслѣдствіе чего B1 -f- B2 =  тт.

Во второмъ слѵчаѣ об® точки B1 и B2 совпадутъ въ одну К, и 
искомый треугольиикъ А К С, опредѣляемый элементами Q = C K , Ъ, А), 
будетъ— прямоугольный, при чемъ у него

C =  AK 1 B =  K =  J 1 C =  ACK.
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Наконецъ въ третьем# случаѣ треуголъникъ построить нельзя.
He трудно видѣть, что играющія здѣсь рѣшающую роль соотно- 

шенія

(I)  а >  CR, а =  С К, а < С К

совпадают# соотвѣтственно съ обычными соотношеніями

(2)
sin ft . sin ft . sin ft
- 7—  sin A <  I, — sin A = I ,  'Lr— sin A >  I;sin a sm a sm a

дѣйствительно: здѣсь по условію а и CK меньше +  поэтому съ (1) 
взаимной зависимостью связаны условія

(3) sin а >  sin С К, s in a = * s in C K , sin a C s i n C  К;

но, какъ извѣстно,

(4) sin C K  =  sin A sin ft;

изъ (3) и (4) вытекают# соотвѣтственныя условія

(5) sin a >  sin A sin ft, sin a =  sin A sin ft, sin a < sin A sin ft,

совпадающія съ (2). Такимъ образомъ выясняется геометрическій
смысл# этихъ послѣднихъ условій.

2) Если ѵголъ А —тупой, 
окружность малаго круга не пересѣчетъ 
его стороны ADA' ,  и построеніе тре

угольника по элементам# (а <  ft, А >  ~)
дѣлается невозможнымъ.

Окружность малаго круга можетъ 
пересѣчь сторону смежнаго съ даннымъ 
остраго угла CAD =Ti: — А; но полу
чавшиеся при этомъ треугольники, опре-

дѣляемые элементами (a, ft, тс — A c  H rи

не будутъ отвѣчать заданію: при этомъ знакъ неравенств# (2) ука
зывал# бы здѣсь на ту или иную случайность рѣшенія именно этихъ 
послѣднихъ, но не искомых# треугольников#.

И. Пусть далѣе а >  ft.
Окружность малаго круга пересѣчетъ здѣсь вторую сторону угла 

А по разныя стороны діаметра А А'; поэтому
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1) Если данный намъ уголъ А тупой, мы получимъ по элементам+

(а, 6, А >  ~) единственный треугольникъ 
A B 1C, для котораго

C =  A B 1, B1 = A B 1C, C =  A C B 1.

2) Если уголъ А -острый, равный 
С A B3 и смежный съ предыдущим+

угломъ, то элементы (а, Ъ, А <  даютъ
и

также единственный треугольникъ AB3C, 
при чемъ

с =  A B3, B3 =  A B3 С, С =  А С B3. Фиг. 5.

Углы B1 и B3, какъ углы равнобедреннаго треугольника B1CB3, 
равны; оба они—острые, такъ какъ—въ силу условія Ъ <  а —должно быт

ь

B3 <  Ba А С <  T

TC
III. Наконецъ въ случаѣ а =  Ъ мы, при А <С , должны обратиться 

къ  ф. 3: при увеличены а точка B2 будетъ перемѣщаться въ на
правлены А, и B1-B +  обратномъ направлены; поэтому, при а =  Ъ, 
точка B2 совпадет+ съ А, и мы получимъ единственный равнобедрен
ный треугольникъ A B1 С.

При тупомъ углѣ А, какъ это видно изъ ф. 5, не возможно постро
ит

еніе равнобедреннаго треугольника, у котораго было бы В =  А >  
и, слѣдовательно, А +  В >  тс, тогда какъ, по условію, а +  Ъ <  тс.

В. Пусть далѣе а >  Ь >

I Если aG> Ъ, и
1) уголъ к  — тупой, перпендикуляръ 

C K  больше =  поэтому онъ будетъ длин-
и

нѣе всѣхъ наклонных+. Если а <  С К, 
окружность малаго круга пересѣчетъ сто
рону угла А въ двухъ точкахъ B1, B2, 
и мы получимъ тогда два треугольника 
A B 1C и A B2 С, отвѣчающихъ требова- 
ніямъ задачи; если а =  CK, искомым+
будетъ единственный прямоугольный треугольникъ АКС; при а > С К  
окружность малаго круга не пересѣчетъ стороны AK угла А, и тре-
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угольникъ дѣлается невозможным®. Въ первом® случаѣ треугольник® 
BiCB2 равнобедренный, вслѣдствіе чего углы B1= A B 1C и B2 =  AB2C 
дополняют® другъ друга до двухъ прямыхъ угловъ.

Условіями суіцествоваиія двухъ и одного рѣшеній или ихъ отсут- 
ствія являются неравенства

(6) а <  CR, а =  С К, а > С К ;

не трудно видѣть, что и здѣсь эти неравенства равносильны нера
венствам®

sin Ь . д , sm Ь . 4 4 sin Ь .
(7) ——  sm А <  1, . sm А =  1, т sm А >  1,sm a  sm a  Sina

встрѣчающимся выше.
Дѣйствительно: для треугольника ABC' ,  задаваемаго элементами

8 а =  тс — а <  Ь' =  тс — Ъ <  А' =  тс — А <  ^>
U U  и

мы имѣемъ два ряда соответственно равносильных® соотношений

sin V . к, sin b' . л, л sin b' .
(9) -т— ;sm A  <  1, -т— / S i n A = I ,  —— ;I sin А > 1 ;sm a  sm a  sm a

(10) а >  С'К, а '=  С'К, а '<  С'К;

н о —въ силу (8)—

sin V  . А, sin (Ti — Ъ) . Sin
(11) — 7 sm  А =  -т—т-------- г sin (тс —  А) =  —  sin А;sm a sm (тс — a) sm а

съ другой стороны

(12) C' К =  тс — CR;

вслѣдствіе (11), (8) и (12) неравенства (9) и (10) переходятъ соответ
ственно въ неравенства (6) и (7).

2) Гіри остромъ углѣ А окружность сферическаго радіуса а не 
пересѣчетъ стороны ADA' ,  и построеніе треугольника не возможно 
(ф. 7).

Эта окружность можетъ пересѣчь сторону A D'А' тупого угла CAD', 
но это не отвѣчаетъ заданію.

И. Если a <* Ъ, окружность малаго круга пересѣчетъ окружность 
большого круга AA' въ двухъ точках® B2 и B4,лежащихъ по разньш
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стороны діаметра AA'; такимъ образомъ мы получимъ (ф. 8)
1) при тупомъ углѣ А треугольник# A B 2C,
2) при остромъ углѣ А треуголь

ник# AB4C,
удовлетворяющіе требованіямъ задачи.

Оба угла B2 и B4 равны, какъ углы 
равнобедреннаго треугольника B2 С B4; 
въ треугольникѣ A B2C уголъ B2 будетъ 
больше тупого угла А; слѣдовательно, 
оба угла B2 и B4-  тупые. Смежные имъ 
острые углы входятъ въ треуголвники 
A 'B2C и A 'B4 С, задаваемые элементами 
(а, тс — ft, А' =  А).

III. Если наконецъ сдѣлать a =  ft,
7Г

при А > -  точка B1 на *ф.  6 совпа

дет# съ А, и мы получимъ единственный 
равнобедренный треуголвникъ А С B2;

равнобедренный
TC

при А < ~  равнооеарепный треуголь

ник# со сторонами а =  f t>  ^  и съ углами
Lj

А =  В <  дѣлается невозможным# (ф. 7).
1 TC
ь

TC
С. Пусть далѣе а>

L j w

I. Пусть а >  f t '=  тс — ft, и, слѣдова* 
тельно, а +  ft >  тт.

1) Если сверх# того (ф. 9) данный уголъ 
А— тупой, перпендикуляр# CK будетъ

больше и, слѣдовательно, онъ длин-
LJ

нѣе всѣхъ наклонных# Если а < С К ,  
окружность малаго круга пересѣчетъ 
сторону угла А въ двухъ точкахъ B1 и 
B2, и при этомъ получатся два треуголь
ника A B 1C и A B 2C, имѣющихъ задан
ные элементы (а , ft, А); при а = С К  тре
угольник# будетъ одинъ А К С; нако- 
при а > С К  пересѣченія окружностей малаго круга и AK A'  не по-
слѣдуетъ, и по даннымъ (а, ft, А) опредѣлить треугольник# нельзя.

Условія появленія одного изъ этихъ случаевъ—очевидно — и здѣсь 
равносильны съ (7).
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Такъ какъ въ первомъ слѵчаѣ, по построенію, треугольникъ B1CB2 
—равнобедренный, углы Bj =  AB1C и B2= A B 2C дополняют+ другъ 
друга до двухъ прямыхъ.

2) Если уголъ А —острый, окружность малаго круга не пересѣчетъ
стороны остраго угла А, и построеніе 
треугольника выполнить нельзя (ф. 10).

II. Если а <  Ъ\ и, слѣдовательно, 
а +  Ъ <  тс, окружность малаго круга пе
р е с ч е т +  окружность большого круга AA' 
въ двухъ точкахъ B1 и B3 по разныя 
стороны діаметра AA'; благодаря этому 
по элементам+ (а, 6, А) построятся тре
угольники (ф. 11)

1) A B 1C, если уголъ А—тупой,
2) AB3C, если онъ —острый.

Ф иг. 10. '  6 ’ 1
углы B1 и B3 равны, какъ углы равно

бедренна™ треугольника B1C B3; такъ какъ при этомъ въ треуголь
н и к  AB1C, по у слов] ю, a - f  Ъ <  тс, и уголъ А тупой, то уголъ B1 дол-

TT
женъ быть острымъ; также B3 =  B1 < *̂

Смежные ѵгламъ B1 и B3 тупые углы 
входятъ въ составъ треугольников+ ArB1C 
и ArB3C, опредѣляемыхъ элементами
(а, тс—Ъ, Ar= A ).

III. При а — Ъ' и, слѣдовательно,

а +  6 =  тс, и при А > ^  точка B2 (ф. 9)

совпадет+ гъ А', и искомым+ будетъ
единственный треѵ™льникъ A B 1C съ 

Ф иг. 11. 1  .
острымъ угломъ B1, равным+ тс — А;

TCпри А <  -J5- окружность малаго круга (ф 10) пройдет® черезъ точку
и  ѵ

A r треугольникъ превратится въ двуугольник+ АСА' .

С. Пусть наконецъ а <  A-, Ъ >  - •

I. Пусть а <  Ъ' =  тс — 6, и, слѣдовательно, а -ф- Ъ <  тс.
TC

1) Если уголъ А —острый, перпендикуляръ CK будетъ меньше 
и, слѣдовательно, онъ короче всѣхъ наклонных+. Если а>С К , окруж
ность малаго круга пересѣчетъ вторую сторону угла въ двухъ точ
кахъ B1 и B2, вслѣдствіе чего получатся два треугольника A B1C и
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AB2C, обладающих# заданными элементами (a, ft, А); если a =  KC, 
получится одинъ прямоугольный треугольник# А К С; если наконец# 
а <  CK, окружность малаго круга не 
пересѣчетъ второй стороны угла А, и 
треугольника не будетъ.

Такъ какъ треугольник# B1CB2 —
иравнобедренный, углы B1 =  A B1 С 

B2 =  A B2 С дополняют# другъ друга до 
двухъ прямыхъ.

2) Если уголъ А — тупой, пересѣче- 
нія двухъ окружностей не будетъ, и

треугольника по элементам# (a, ft, А >  — ) 
построить нельзя (ф. 13)

II. Пусть а >  ft', и, слѣдовательно,
U -j- Ъ TC.

Окружность малаго круга пересѣ- 
каетъ окружность большого круга по 
обѣ стороны діаметра AA', благодаря 
чему

А TC
1) при А >  ^ получается одинъ тр е 

угольник# AB2C,

2) при А <  J  также одинъ тре

угольник# A B4C,
отвѣчающіе соотвѣтственному заданію, 
при чемъ углы B2 =  AB2C и B4 =  AB4C 
равны, и оба они, какъ это легко ви- 
дѣть, тупые.

III. Если а =  ft', и, слѣдователъно, 
а +  Ъ =  тс, при остром# углѣ А, какъ 
видно изъ ф. 12, точка B1 совпадет# 
съ А', и получится одинъ треугольник#
AB2 C съ тупымъ угломъ B2, равными 
rK — А; при тупомъ углѣ А окружность 
малаго круга (ф. 14) пройдет# черезъ 
точку А', и треугольник# съ элементами (а 
тится въ двуугольник# АСА' .

Такимъ образомъ здѣсь мы получаемъ полное геометрическое рѣ 
шеніе изслѣдуемой задачи.

тс — ft, ft, А) превра-
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5. Прежде чѣмъ переходить къ геометрическому рѣшенію послед
ней задачи, мы должны установить нѣкоторыя необходимыя намъ свой
ства сферическаго двуугольника.

На сторон® двуугольника съ угломъ В, менынимъ отложим® дугу 

BC =  а, меньшую —, и назовемъ а '= В 'С ;  затѣмъ изъ точки С, какъ 

полюса, радіусомъ засѣчемъ вторую сторону двуугольника въ точкѣ

L; тогда дуга CL =  ^; построим® далѣе дугу CK, перпендикулярную

сторон® BLB' ,  и, отложив® K B " =  К  В, проведемъ наклонную СВ", 
равную дуг® а\ тогда уголъ В" = B .

Взявъ на дугах® B K , К В " , B"L, L B ' точки W, X, Y, Z, обозна
чим® тѣми же буквами углы BWC,  В X С, BYC,  BZC,  смежные же 
ихъ углы назовемъ соответственно W ', X', Y7, Z .

Вспомним® еще, что въ сферическом® треугольник® вн®щній уголъ 
больше или меньше внутренняго съ ним® несмежнаго, но приле- 
жаіцаго къ одной сторон®, въ зависимости отъ того, будетъ ли сумма 
двухъ другихъ сторон® меньше или больше тт.

Такъ какъ, по условію, уголъ В-острый, CK должно быть меньше =

затѣмъ —по условію и на основаніи извѣстныхъ теорем® —

(13) J > C B > C W > C K < C X < C B " < C Y < C L  =  J < C Z < C B ' ;

имѣя это въ виду, изслѣдуемъ, въ каких® грани
цах® мѣняются углы W, X, Y, Z.

TZ
Уголъ W равенъ когда точка W совпадает®

TZ
къ В; такимъ образомъ

тт: — В >  W > ^ ;

точно также углы X h Y удовлетворяют® неравен
ствам®

2 > Х > В ,  В >  Y >  L;

въ силу (13), CL +  C Z > tt; поэтому, мы будемъ имѣть

L < Z < B .
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Если сопоставить всѣ эти неравенства, получится

тс — B > W  >  А >  X >  В >  Y >  L <  Z <  В; (14)

отсюда видно, что уголъ W, съ вершиной на BK и опирающійся на 
дугу а , будетъ тупой; также расположенные углы X, Y, Z съ верши
нами на К L В' будутъ острые и вегь больше L; при этомъ по обоим+ 
направленіямъ огъ точки L углы Y h Z  возростаютъ, пока точки Y и 
Z не придутъ въ положеше—одна В" и другая В', гдѣ B rr= B r= B .  
Мы находимъ такимъ образомъ, что

I. На сторонѣ BLBr двуугольника BBr, при В < — и  В С <А , нѣтъ

точкиу которая была бы вершиной угла, опирающагося на дугу BC и  
меньшаго L.

Для смежных+ угловъ W r, Xr, Yr, L r, Zr, опирающихся на дугу а '= В С ,  
въ силу (14), получится

в  <  W r <  А <  Xr <  TC -  В <  Y <  L r >  Z >  TC — В, (15)

т. е. L' окажется наибольшим+, а В наименьшим+ угломт; отсюда

II. B a  сторонѣ BLBr двуугольника BBr, при  В <  ~ и  Br C >  А, пѣтъ 
точки, которая была бы вергииной угла , опирающагося на дугу BrC и  
меньшаго В.

Полюсъ дуги CK лежитъ на окружности BLBr; съ другой стороны 
тотъ же полюсъ лежитъ на окружности, описанной изъ точки С, какъ

полюса, радіусомъ =  точка пересѣченія обѣихъ окружностей, т. е. 
точка L будетъ такимъ образомъ полюсомъ дуги C K ; въ такомъ слу- 

чаѣ K L =  A и L =  CK; итакъ

III. Въ сферическомъ двуугоѣникѣ наименыиій уголъ L, опирающійся 
на дугу В С, равенъ сферическому разстоянію точки С отъ другой сто
роны двуугольника.

Вычитая изъ полуокружности B L B r дугу KL, согласно предыду

щему—равную А мы получимъ В К + L B r=  А; но такъ какъ
LJ LJ

K L =  K B rr-L BrrL = 2 ’

и по построенію BK =  K B rr, то оказывается BrrL =  L B r, т. е.
IV. Точка L дѣлитъ пополамъ дугу BrBrr.

Мы можемъ такимъ образомъ сказать, что
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V. Въ двууюлъникѣ BB' при  В и ВС, мепьшихъ иаименьшій уголъ,LJ
опирающійся па дугу B C 1 имѣетъ вершину въ серединѣ дуги В'В".

6. Переходя къ рѣшенію послѣдней задачи:
Построить треугольникъ по двумъ угламъ и сторонѣ противъ одного
изъ нихъ,

возьмем# на сферѣ двуугольникъ съ угломъ В и на одной изъ его сто
рон# отложим# дугу ВС, равную а; проведемъ далѣе дугу CE, перпенди

кулярную второй сторонѣ двуугольника, и дугу С L =  =  отложим# на
конецъ В "K =  BK и соединим# В" съ С дугой большого круга; тогда 
окажется

С Е " = С В  =  а, К В"С =  K B C  =  B.

При данныхъ а и В вполнѣ опредѣленными являются дуга CE и 
равный ей уголъ L.

По извѣстному катету C E  и данному углу А —согласно § 3 —мы 
строим# прямоугольный треугольникъ, гипотенуза котораго будетъ 
второй стороной искомаго треугольника.

Таковъ въ обгцихъ чертах# ходъ построенія; этотъ процессъ въ 
различныхъ условіяхъ принимает# нѣсколько различный характеръ, 
какъ это мы увидимъ ниже.

А. Мы разсмотримъ прежде всего тотъ 
случай, когда оба данные угла -ост рые. 

Если В--острый уголъ, дуга CE и рав-
„ - т TCныи ей уголъ L меньше въ таком# слу- 

чаѣ, основываясь на неравенствах# (14),
. можно утверждать, что при А > В  искомая 

вершина прямоугольнаго треугольника долж
на располагаться между К и E ", и при 
А < В  эта вершина можетъ лежать, во пер- 

Aa выхъ —между В" и L, и во вторых# —между
L и В".

I. Пусть уголъ А < В ,  и сверх# того
1) сторона а меньше четверти окружности большого круга.
Въ таком# случаѣ, если данный уголъ А больше L, можно— со. 

гласно §3  —по C E  и А построить два прямоугольных# треугольника 
A2E C  и A2KC,  при чемъ вершина A2 лежитъ между В' и L; косо
угольный треугольникъ A2BC имѣетъ элементами (A2 =  A, В, а) и бу
детъ одним# изъ искомых#. Отложив# A K 1 =  KA2 и проведя черезъ 
Ai и С дугу большого круга, мы получимъ въ равнобедренном# тре
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угольник® CAi A2 равенства A1 =  A2 =  A и CA1 =  CA2; вершина A1, 
согласно сказанному выше, будетъ лежать на дуг® B7 L. Треуголь
ник® A1В С будетъ вторым® треугольником®, определяемым® элемен
тами (A i=  А, В, а); если назвать AlC =  J j, A2C =  J2, то, какъ это 
видно изъ чертежа, J1 и J2 дополнят® другъ друга до полуокружно
сти. Итакъ, при A > L ,  мы получаем® два треугольника A1BC и 
A2BC, удовлетворяющих® требованіямъ задачи; при A =  L получится 
единственный прямостороиній треугольиикъ LBC,  имѣющій данные 
элементы (A =  L, В, а), и наконецъ, при А <  L, въ силу I §5  —по
строена треугольника не возможно.

Появленіе одного изъ трехъ случаев® вызывается существованіемъ 
соотношеній

А >  L, A =  L, А <  L; (16)

такъ какъ здѣсь углы А и L — острые, мы имѣемъ соответственно

sin А >  sin L, sinA  =  sinL , sin А <  sin L; (17)

но, въ силу III §5, s inL  =  sin С К =  sinB  sin а; поэтому (17) непосред
ственно перейдут® въ извѣстныя неравенства

sinB  . 4 s i nB . sinB  . .
.—-г-sm  а < 1 ,  -V— - s i n a = l ,  —— г-sin а > 1 .  (18)sm A sin A sin A ѵ '

Поотроеніе ф. 16 даетъ намъ возможность сдѣлать несколько важных® 
замѣчаній.

По построенію A1B77= A 2 B; какъ дуги вертикальных® угловъ,
A2B7= A 2 В; поэтому A2B7= A 1B77. Если отъ равныхъ— согласно IV § 5— 
дуг® B7L и B 7L мы отнимем® равныя дуги A2B7 и A1B77, мы полу
чимъ A2L =  L A 1; отсюда сл®дуетъ, что

VI. Вершины равныхъ угловъ A1 'u A2, меньшихъ В, равно удалены 
отъ точки L.

Обратно: если A2 L =  L A1, въ силу IV § 5 — окажется, что
A1B77= A 2B7; такъ какъ A2B7= A 2B, то A1B77= A 27B и, слѣдовательно, 
A2 K =  K A 1; отсюда вытекает®, что A2 C =  C A 1, и уголъ A2 =  A1; но 
A2 =  A2, значитъ, A2 =  A1; такимъ образомъ

VII. Е сли вершины угловъ, меньшихъ В, равно удалены стъ точки L, 
то эти углы равны между собой.

Эта теорема даетъ намъ возможность, найдя одну изъ вершин®, 
скажем®— A1, непосредственно находить другую A2, не выходя изъ 
предѣловъ двуугольника.

Далѣе изъ построеиія ясно, что
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VIII. Стороны CA1 и С A2 равныхъ угловъ A1 и A2 дополняютъ другъ 
друга до полуокружности.

2) Если а больше четверти окружности, въ силу II § 5  — нельзя 
построить треугольника съ угломъ А, меньнтимъ В (ф. 17).

II. Пусть затѣмъ А > В ,  и (ф. 18)

1) Сторона а меньше четверти окружности; въ та
ком# сдучаѣ, при построевіи прямоугольнаго треуголь
ника по катету CK и у г л у  А, вершина А должна 
расположиться на дугѣ В "К; мы получимъ тогда пря
моугольный треугольникъ A1KC и вмѣстѣ съ тѣмъ 
искомый треугольникъ A1BC съ данными элементами 
(A1= A ,  В, а) и съ подлежащими опредѣленію

Ъ =  Ъг= A1C c J ,  C = A 1B, C =  A1CB.
Ф иг. 17.

2) Откладывая A3K =  A1K и проводя черезъ A3 и С дугу боль
шого круга, мы получимъ равнобедренный треугольникъ A1CA3, при 
чемъ

A3 С =  A1 С =  bh A3 =  A1 =  А; 

вмѣстѣ съ тѣмъ мы будемъ имѣть, при
TC

а' >  треугольникъ A3BC, опредѣляе-

мый элементами (A3 =  A, В '= В , а > ^ )  
и имѣющій остальные — искомые эле
менты

ft =  J1 =  A3 С, C = A 3B', C =  A3 CB'.

дополняющ 
до полуокружности, входятъ въ состав# 
треугольников# A1BC и А3В'С, задавав*

TC TC
мыхъ соотвѣтственно элементами (А, тс—В, а '  +  и (А, тс—В, d

III. Наконецъ, при A = B  мы получимъ (ф. 18) единственный
TC TC

равнобедренный треугольникъ ВСВ", если а < ;  если же а >  по* 

строеніе дѣлается невозможным#, такъ какъ стороны и углы треуголь
ника мы предполагаем# меньшими тс.
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Мы только что дали геометрическое рѣшеніе задачи въ предполо
жены, что оба данные угла—острые. Теперь намъ придется разсмот- 
рѣть вопросъ въ тѣхъ случаяхч», когда одинъ или оба угла будутъ 
тупыми.

Прежде всего условимся два двуугольника, дополняющіе другъ 
друга до полусферы, называть смежными; у смежных+ двуугольников+ 
углы дополняют+ другъ друга до двухъ прямыхъ.

В. Пусть оба данные угла А и В —тупые.
Для двуугольника съ угломъ В беремъ смежный двуугольник+, 

уголъ котораго В '=  тс-—В будетъ острымъ.
I. Пусть сначала А >  В и, слѣдовательно, тс— A =  Ar<  В'.

1) Пусть затѣмъ а >  А и, значит+, а '< ~ ;  проводя C K C r перпен
дикулярно дугѣ B B "', мы по С'К и извѣстному углу А '= т с —А, боль
шему Lr=TC - L, строим+ —согласно § 3 —прямоугольный треугольникъ 
A2 С  К; откладывая A1 L =  L A2 и проводя 
дугу CrA1C, мы получимъ второй прямо
угольный треугольникъ съ угломъ A 1h въ 
силу VII § 6 — равным+ A2= A r. Тогда, какъ 
легко видѣть, треугольники A1BC и A2BC 
съ элементами (A1 =  A2 =  А, В, а) будутъ
искомыми, при чемъ здѣсь А <  L. Если
A = L , получится единственный прямосто- 
ронній треугольникъ LBC,  и при A > L  
построеніе не возможно.

При А <  L, какъ это слѣдуетъ изъ 
VIII §6 , I l ^ b 2 =  TZ.

He трудно видѣть, что и здѣсь условія в
A < L ,  A =  L, A > L  равносильны съ усло- 
віями (18).

2) Если а <  А И) слѣдовательно, а >  А,
LJ U

построеніе треугольника съ тупымъ угломъ А, 
большим+ В, не возможно, какъ это видно 
изъ чертежа (ф. 20) и изъ II §5 .

II. Пусть далѣе А <  В.
Такъ какъ здѣсь въ смежном+ двууголь

н и к  АГ> В Г, мы получимъ при данномъ а < ~

одинъ треугольникъ A2BCr и при а = В " гС г > А  одинъ треугольникъ 
A4 BrrrCr; отсюда имѣемъ
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1) при а > ^  одинъ искомый 
элементами (A2= A , В, а), и

В

треугольник® A2BC, обладающій

2) при а <5 — также одинъ треуголь
ник® A4 B777C съ данными элементами 
(A4 =  A, B777= B ,  а 7).

Ясно, что въ этихъ треугольниках® 
стороны, противолежащія углам® В, рав*

ны другъ другу и больше •
III. При A =  B мы получимъ (ф. 21) 

одинъ равнобедренный треугольник®

BB77C, если а >  если же а\  а слѣ-

7 71довательно, и о меньше треугольник® 
не возможен®, такъ какъ онъ нарушал® 
бы извѣстную теорему о томъ, что сум
ма двухъ сторон® и сумма противолежа
щих® имъ угловъ однозначны въ отно- 
шеніи къ тс.

С. Пусть далѣе углы А—тупой и B -  
острый.

1. Пусть A7= H - А < В  и> следова
тельно, А +  В >  тс.

TC1) Если а >  дѣлая построеніе пря- 
моугольнаго треугольника по катету CK 
и извѣстному углу А7, большему тс—Lj, по

лучимъ вершину A1; откладывая A2L=LA1, получимъ— 
согласно VlI § 6 —вершину второго прямоугольнаго тре
угольника съ тѣмъ же катетом® и тѣмъ же противоле
жащим® угломъ; тогда треугольники A1BC и A2BCr 
у которыхъ Aj =  A2< L , будутъ искомыми. Если A =  L,. 
получится единственный прямосторонній треугольник® 
L В С, и при А >  L построеніе не возможно.

Въ первом® случаѣ —согласно VIII § 6 — CTopoHbiJ1 и 
J2 дополняют® другъ друга до полуокружности.

2) Если а нельзя построить уголъ А, опираю-
и

щійся на дугу а и, по условію, большій тс — В: его 
вершина не можетъ лежать ни на дугѣ K R 7, такъ какъ онъ тупой, 

и на В К, такъ какъ тогда онъ былъ бы меньше тс — В.

Фиг. 23.
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И. Пусть затѣмъ Ar= T C - А > В  и, значитъ, А +  В<тс.
По катету С К  и противолежащему углу А' строимъ два прямо

угольных# треугольника A1KC и A3KC, 
при чемъ ихъ вершины должны лежать, 
одна—на дугѣ К В " и другая—на KB'; 
тогда получатся искомые треугольники

1) A1BC, если дана сторона

2) A3BrC, если дано а ' < ~ ;
у обоихъ треугольников# стороны Ъ1 равны

между собой и обѣ меньше
III. Если А' =  В и, елѣдовательно,

тс (
А В =  тс, то, при a >-jr, получится (ф-24)£
одинъ треугольникъ В" В С; если же а ' < + ,  построеніе выполнить 

нельзя; дѣйствительно: если дано я '< ^ г , сторона ft—въ силу упомя-
TCнутой въ III В теоремы сферической геометріи—будетъ больше =  слѣ-Li

довательно—она (ф. 24) должна располагаться въ углу BCL; а въ 
таком# случаѣ образованный ею уголъ, опирающейся на дугу а', бу
детъ острым#, что противно положенію.

D. Пусть наконецъ уголъ А—острый, а уголъ В —тупой.
I. Пусть А <  Br=  тс — В и, слѣдовательно, А +  В < т с .

TC
1) При а <С 2  по катету CK' и противолежащему углу A > L  

строимъ прямоугольный треугольникъ A1CK'; отложивъ LA 2 =  A1L и. 
проведя дугу A2C, получимъ второй 
такой же треугольникъ A2CK'; тогда 
треугольники A1BC и A2 В С съ эле
ментами (A1 =  A2 =  А, В, а) будутъ в" 
искомыми; при этомъ, согласно VIII § 6,

Ьі +  I2 =  тс. Для A =  L получается 
одинъ треугольникъ LBC,  и для 
А <  L построеніе сдѣлать нельзя.

2) Также нельзя построить тре
.  TCугольникъ, если у него задано а > 

дѣйствительно (ф. 26): если бы верши
на угла А, опирающагося на дугу , Фит. 26.
лежала на В К, уголъ этотъ былъ бы острымъ, но болыпимъ тс—В, а это 
противно положенію; если бы вершина А лежала на дугѣ В '"К , уголъ 
былъ бы тупымъ, что также не вѣрно.
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II. Пусть А >  В ' =  ти — В или, что все равно, А +  В >  ти.
Строя по CK ' и А въ смежном® двуугольник! точки A2 и A4 , мы 

получимъ (ф. 2 7 ) •

Ф иг. 26. Ф иг. 27.

TC
1) при данномъ » > 2  треугольник® A2BC и

/ T C  ,
2 ) при данномъ а <  ^ треугольникъ A4 BrrrC,

обладающіе данными углами A2 = A 4 = A , B = B rrr и стороной а или а .
III. Если А = В г= т с  — В и, значит+, A В =  тг, мы получимъ

TC TT(ф. 25), при а <  треугольникъ В СВ; при а >  какъ это мы ви- 
дѣли на (ф. 26). на дугѣ B K B rrr нельзя найти вершины угла, равнаго 
тс—В; поэтому построеніе треугольника не осуществимо.

Такъ рѣш ается послѣдняя задача во всѣхъ возможных+ случайностях+-
7. Указаніе на то, что задача § 4  допускает+ два рѣшенія, мы нахо

дим+ у J. M üller'а (1436 — 1476) или, какъ его обыкновенно называли, 
у Regiomontanus4а въ его посмертном+ сочиненіи „De triangulis omni- 
m odis libri qu inque“, изданном+ въ 1533 г.; въ моемъ распоряженіи 
не было этого изданіи, но у меня есть болѣе позднее изданіе D. 
SantbecWa той же книги, относящееся ко второй половинѣ XVI вѣка 
и носящее названіе: „Joannis Regiom ontani m athem atici praestantissim i 
de triangulis planis et sphaericis libri quinque e tc .“ Въ этомъ изданіи 
мы находим+1) чертеж+, поясняющій происхожденіе двойственности 
рѣш енія.

Систематическое изслѣдованіе случаев+ двойственности, но— три
гонометрическим+ путемъ, было опубликовано въ 1756 г. G. Heinm 
s iu s ’oMb (1709— 1769) въ „Acta E rud ito rum “; но достать это изданіе 
мнѣ не удалось.

1J Стр. 111.
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Первый чертежъ, поясняющій происхожденіе двойственности въ 
задачѣ §6 , мы находимъ у A . Caqnoli (1743 — 1816) въ трактатѣ ,,Tri- 
gonom etria piana е sferica“, изданном® въ 1786 г.2).

Геометрическое изслѣдованіе задачи § 5 находится3) у P  Lenthe- 
ric’a ( f  1849).

Когда предыдущее было уже набрано и частью напечатано, я полу
чил® изъ библіотеки Казанскаго Университета „Astronomie thfeorique 
et pratique“ J. В. J. Delambre9a (1749 — 1822); тамъ4) я нашелъ указа- 
снія на свойства двуугольника, которыя приведены мною выше въ 
теоремах® I и III § 5  и VI, VII и VIII §6 .

2/ У меня—второе французское изданіе 1803 г.; см.—стр. 322-3, черт. 54.
3) „Nouvslles Annalles de Mathematiques“, t. II, 1843, p. 32.
4) t. I, p. 198.


