
В. П. З Ы Л Е В Ъ .

О двухъ свойствахъ родственныхъ опредѣлителей.

1. В ъ  маѣ 1 9 1 4  г. п р о ф ессо р ъ  В. JI. Н е к р а с о в ъ  предложи.™  мнѣ 
об об щ ить  результаты  и н тересн ой  работы  его: „ об ъ  одномъ свойствѣ  
род ствен н ы хъ  о п р е д ѣ л и т е л е й “*).

Мнѣ удалось достичь ш и р о к и х ъ  обобщ еній , вы раж аем ы хъ  двумя 
теорем ам и. О бѣ  теоремы были откры ты  р а н ѣ е ,  о д н а — Capelli и Gar- 
Ьіегі**), д р у га я  въ частномъ в и д ѣ — A. Cayley***) и в ъ  о б щ е м ъ — E. von  
W e b e r ’oM'b****).

Замѣчу, что E. von  W e b e r  ош ибочно п р и іш сы в а е тъ  L. K ro n e c k e r ’y 
теорем у A. Cayley, a W . H . M etzler ош и б а ет с я ,  счи тая , что обобщ еніе  
теорем ы  A. Cayley сдѣлано  имъ лиш ь въ  1914  г.

О бобщ еніе  теорем ъ  проф . В. JI. Н е к р а с о ва ,  а  т а к ж е  новое д о к аза 
тельство  теоремы C apelli-G arb ieri  осмѣливаю сь п ред лож ить  вниманію 
ч и тател ей .

2. Родственны ми, по В. Л. Н екрасову , о п ред ѣ л и тел ям и  назы ваю тся  
опред ѣлители , вы дѣленны е и зъ  одной и  той  ж е  матрицы. Р ан гом ъ , 
или х ар а к те р и с ти к о й  м атрицы, по F r o b e n iu s ’y* н азы в ается  н аи б олы и ш  
п о р я д о к ъ  е я  м иноровъ, н ер авн ы х ъ  нулю.

Возьмемъ матрицу, состоящ ую  и зъ  п  с тр о к ъ  и т  >  п  столбцовъ; 
если  р а н г ъ  е я  р  <  п ,  то она н а зы в ае т ся  и счезаю щ ей .

Т е о р е м а  G a p e l l i - G a r b i e r i :

Е с л и  р а н г ъ  м а т р и ц ы  р а в е н ъ  р ,  т о  р о д с т в е н н ы е  о п р е -  
д ѣ л и т е л и ,  з а к л ю ч е н н ы е  в ъ  р с т р о к а х ъ  ( с т о л б ц а х ъ ) ,  п р о -  
п о р ц і о н а л ь н ы  с о о т в ѣ т с т в у  ю і д и м ъ  о п р е д ѣ л и т е л я м ъ ,  з а 
к л ю ч е н ы  ы м ъ  в ъ  к а к и х ъ - л и б о  р  с т р о к а х ъ  ( с т о л б ц а х ъ ) .

*) И звѣ стія  Т ом скаго Т ех н о л о ги ч еск а го  И н ст и т у т а  И м ператора  Н иколая I I , 
т. 32, 1913 г.

**) A. C a p e lli е G. G arb ieri. C orso  d i a n a lis i a lg e b r ic a , I , P a d o u e  1886, р. 398.
***) Cam br. m a th . I. 4 (1843/ ö) p. 119.
****) E . v o n  W eb er . V o r le su n g e n  ü b er d as P fa fP s c h e  P rob lem . 1900, p. 13.



Н а ш е  д оказательство  основано  на и звѣ стн о й  и зъ  теор іи  оп р ед ѣ -  
л и тел ей  теоремѣ:

Если опред ѣ л ител ь  ( p - j - l ) - r o  п орядка  р а в е н ъ  нулю, то миноры его, 
заклю ченны е в ъ  рстр о к а х ъ  (столбцахъ) пропорциональны с о о тв ѣ т -  
с^'вующимъ опред ѣ л и тел ям ъ , заклю ченны м ъ в ъ  р  какихъ-либо  с тр о к а х ъ  
(столбцахъ ).  Воспользуемся схем атическим ъ ч ертеж ом ъ .

Черт. 1.

Aik А и

I

I

Aqk
I

Aqt

О бозначимъ ч ер е зъ  Aikопред ѣ л ител ь  го порядка , ч е р е зъ  Ай—опре- 
дѣлитель , заклю ченны й в ъ  т ѣ х ъ  ж е  стр о к ах ъ ,  а  ч ер е зъ  A q k  опредѣ-  
литель, заклю ченны й в ъ  т ѣ х ъ  ж е  столб цахъ , что и — н ако н ец ъ , 
ч е р е зъ  A?'/,-~fi назовем ъ  опред ѣ л и тел ь , полученны й и зъ  п е р ед в и ж е-  
н іемъ вдоль стр о к ъ  его на  1 столбецъ , и ч ерезъ  A*+ifc опредѣлитель , 
полученны й изъ  Aik  передви ж ен іем ъ  вдоль столбновъ  его  на  1 строку; 
строки  Aqk и столбцы Aitмогутъ  частично совпадать  соотвѣтственно
со  строкам и и столбцами о п р ед ѣ л и тел я  

Т р е б у етс я  доказать , что

Aik A u
Aqk Aqk

Если р а н г ъ  р  =  п ,то очевидно, A ik  =  Aqk, и Au  =  Aqt, т а к ъ  к а к ъ  
число вс ѣ х ъ  строкъ  равно  п  и, слѣдовательно , строки  опред ѣ л итей  A jь 
и Aqt совпадутъ  со строкам и о п ред ѣ л и тел ей  и тогда

Aik  j  Au .
Aqk Aqt

но случай э то т ъ  не п р е д ст а в л яе тъ  и н тереса .  П ерейдем ъ  те п е р ь  к ъ  
доказательству  теорем ы  для  р  <іп,т. е. дл я  исчезаю щ ей  матрицы.
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П усть  (см. черт. 2) прям оугольники  AB, ED, FH , CJ о б озн ачаю ™  
•соответственно  опредѣлитеди  Aik9 A ik+ 1, A*+i к, Ai+ik+u  

A J обозначитъ  тогда  опредѣ- д  е  Черт. 2.

ли тел ь  ( р + 1 ) - г о  порядка , кото- ;
рый, т а к ъ  к а к ъ  р а н гъ  матрицы 
есть р , р а в е н ъ  нулю. Слѣдова* р  С
тельно, на основаніи  ц и т и р о в а н 
ной теоремы,

A i к A i  fc+i 
А /+ ! к ~~ Аі+г к+ і

R  : ТД
Т а к ъ  к а к ъ  разсу ж д ен ія  не за- 

висѣ ли  отъ  величины  зн ач ьо въ
г, к, то имѣемъ .....................  ..........

H  J

A i к A t  X;—|— 1 A l к-\-2     A i t (
Af+iZ- A?+i A'+i Аг+і к + 2  A iQ r I t

о с та в л я я  лиш ь первое  и послѣднее  отнош енія , получимъ

Al к __ A u  '
А г+ і к Аг +  it

Точно т а к ж е

А г+ і к А і+ і t Аг+2 к Аг+2 к
д =  “7 J T *---------- ' .....................................................................

Аг+2 к Аі-\~21 A iQ sk  A i-fs  к

Aq—1 к Aq—I t
Aq к Aq t

П е р е м н о ж а я  эти отнош ен ія , найдем ъ

A l к A i t
Aqk Aqf

что и требовалось  доказать.

Т е о р е м а  C a y l e y  - Е .  v o n  W e b e r :
Е с л и  в с ѣ  р о д с т в е н н ы е  о п р е д е л и т е  л и ( р  +  ш)-го п о- 

р я д к а ,  п о л у ч е н н ы е  п у т е м ъ  т  —  к р а т  н а г о  о к а й м л е н і я  
о п р е д е л и т е л я  D,  н е р а в н а г о  н у л ю  и п о р я д к а  р,  р а в н ы  
н у л ю ,  т о  и в с е  р о д с т в е н н ы е  о п р е д е л и т е л и  ( р  +  т  ) т  о п о 
р я д к а  р а в н ы  п у л ю * ) .

*) Ibid.

E  Черт. 2.

с

в
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3. Комбинация теорем ъ  C ape lli-G arb ier i  и Cayley с ъ  д о п о л н и те л ь 
ными разсуж ден іям и  д а е т ъ  обобщ еніе  теорем ъ  В. JI. Некрасова*);: 
покаж ем ъ это.

Возьмемъ матрицу
Ч ерт. 3.

(Ф)

«11 М[2 • • H-* I CO М\п— і M т • • M mi I

а 21 а 22 • . <мі 
•

§(М5$ М2 п— 1 а2п • • M2YJl

Мц— 2)1 Mn— 2)2 • • Mn—2 уП--2  Mn - 2Qi— 1 Mn—2,п • . . а п—о5 т

djYl— Ь1 Mn— Ь 2 * • Mn— 1 уп~-2  Mn— і уп— 1 Mn— 1 ,п • . . а п— 1? т

Мп\ МП2 . • Mn1U— 2 Mji1U— 1 Мпп • • • Mпш

Ѳ

a )  Пусть опредѣлитель  В  =  ( а 2і а 82 • • •  м Піп — і )  4= 0 . Если  всѣ  род
ственны е оп ред ѣ л и тел и  пто  порядка , полученные ч ер е зъ  окайм лен іе
I), равны  0, то, на осн ован ш  теоремы Cayley, и всѣ  родственны е  
оп ред ѣ л и тел и  п-то поряд ка  равны  0.

Пии т  =  4 и п = 3 получаем ъ первую теорем у В. JI. Н екр асо ва .
b )  В т о р а я  теорем а п р е д ст а в л я е тъ  особенны й и н те р е с ъ ,  т а к ъ  к а к ъ  

не я в л я е т с я  слѣдств іемъ какой  либо одной и зъ  об щ и хъ  теорем ъ .
Допустимъ, что результаты  од нократнаго  окайм лен ія  D всѣ  равны  

нулю, и х отя  бы одинъ  и зъ  родственны хъ  оп р ед ѣ л и тел ей  y i - y o  п о р яд 
ка  не р а в е н ъ  нулю. Это возможно лиш ь тогда, когда  B = O 1 т а к ъ  к а к ъ  
въ  противном ъ случаѣ, на  осыованіи теорем ы  Cayley, всѣ  оп ред ѣ л и тел и  
Yi-YO  п о р яд к а  р а вн ял и сь  бы нулю.

Д остаточно  посмотрѣть на матрицу (Ф), чтобы замѣтить, что 
каж ды й оиредѣлитель , полученны й ч ер е зъ  простое  окайм лен іе  
D =  (02і 3̂ 2 * • Оп,п— і), есть  в ъ  то  ж е  врем я р е зу л ь т а т ъ  окай м лен ія  
оп р ед ѣ л и тел я  D 1 =  ( а ц  а 22 а п — і , п — і); слѣд овательно  и D 1= O ,  т а к ъ  
к а к ъ  в ъ  противном ъ случаѣ  всѣ  оп ред ѣлители  Yi-аго  п о р яд к а  р а в н я 
лись бы нулю.

О братим ъ те п е р ь  вниманіе  лиш ь на ту часть  (Ѳ) матрицы (Ф), к о 
то р а я  состоитъ  и зъ  ( п — 1) первы хъ  столбцовъ , и которую  мы отдѣ- 
лили чертой  (см. черт . 3). П окаж ем ъ , что при D = D 1 =  O всѣ  опре- 
д ѣлители  { п  — 1)-го п о р яд к а  матрицы (Ѳ) равны  нулю.

Д ѣ йствительно , если Д =  (а 2Х M28 . . . а п — і, п —2) +  0, то всѣ  опре-  
д ѣлители  ( п — 1)-го п о р яд к а  матрицы равн ы  нулю в ъ  силу теорем ы  
Cayley: в с ѣ ,— въ  данномъ случаѣ  D и D 1— , опредѣлители , явл яю - 
щ іеся  результатом ъ  окайм лен ія  Д, равны  нулю.

*) Cm. названную выш& работу.



Если A =  O, то теорем а Cayley не м ож етъ  быть прилож ена, и т р е 
бую тся  дополнительны я разсѵж денія*).

О бозначимъ опред ѣ л и тел ь  п -го поряд ка , заклю ченны й въ  (Ѳ) и о т 
личны й отъ  D и D 1, ч ер е зъ  A1 и п окаж ем ъ , что A 1= O .  Зам ѣтим ъ , что 
A1 обязател ьн о  с о д ер ж и тъ  1-ую и ?г-ую строку матрицы (Ѳ ) ,— т а к ъ  к а к ъ  
въ  противномъ слѵчаѣ онъ  совпадалъ  бы съ  D или D 1, и ещ е  к а к и х ъ  
то ( п — 3) стр о къ  и зъ  ( п —  1) строки: 2-ой, 3*ей и т. д. (w ■— 1)-ой.

Т а к ъ  к а к ъ  D =  O, то между элементами каж д аго  столбца его су- 
щ е с тву е т ъ  одно и то ж е  л инейное  ооотнош еніе. Поэтому

a W =  а2\ 4 *  ^2 M81 +  . . . +  Ln- 2 a H - I l
CI12 =  X1 U22 +  X2 Cl82 +  . . . +  K i - 2 Mn—12 ( I^ t

М\п— \ —  М2.п—j +  X2 а8уП—і +  • • • 4~ Кг— 2  а п—\.п— 1 ?

для  D 1 0 имѣемъ

Mnl =  V-г а21 +  [х2 а?л +  • • • +  Vn—2 Mn— ЬЬ
Mn2 =  Vl а22 4 ‘ Іх2 M82 +  . . .  +  Vn- 2 ап—Ъ2) , _.

(2>
   ?

Mfifii— 1 == IxI М2  fin— I 4" 1J'2 М8уп— I 4 -  • • • 4 - Vn— 2 Mn— I, п— 1*

Пусть, что не н а р у ш а е т ъ  общ ности, A1 не со д ер ж и тъ  второй с тр о 
ки матрицы (Ѳ), т. е.

Cln M12 . . М1уп — 1

м?л M82 . . М8уП— 1

Mn-  ы Mn— 112 • • Sb T "Ь I CO

Mn1 Mn2 . . Мщп— ]

и зъ  1-й строчки вы чтемъ 2-ую, 3-ю, . . , { п  —  2)-ую, умнож енный со- 
отвѣтственно  на  X2, K f - - K i - /  и зъ  ( г̂ — 1 )-ой строчки  вычтемъ 2-ую,
3-ю, . . ( п — 2)-ую, умнож енныя соотвѣтственно  на  р.2, IxO) • • • V n - R  

тогда-—на основаніи  р а в е н с тв ъ  (1) и (2) — получимъ

0K  а2ъ X] Cl22, . . . X1 а 2іп— 1

M8 1 M82 . . M8f п— 1

Mn— Ы Mn— 1,2 • •

CMдеTSS

а CO Ѵ\ M22l . . • !x I M2iIi— I I

т а к ъ  к а к ъ  элементы 1-й строчки  пропориіональны элем ентам ъ послѣдней .

*) В ъ  док азател ьствѣ  В. Л . Н ек р асов а  эти р а зсу ж д ен ія  заклю чаю тся, при A2J=O, 
в ъ  сл ѣ дств іи  и зъ  р ав ев ств ъ  (3) и (4); къ сожалѣніго, м етодъ В. Л. Н ек р асова  мы не 
могли при л ож и ть  въ  общ ем ъ  сл уч аѣ .
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И такъ , опред ѣ л и тел и  ( п — 1) п о р яд ка  матрицы (Ѳ ) всѣ  равны 0 (въ  
д о к а зате л ь ств*  В. Л. Н е к р а с о в а  только что изложенному соотвѣт- 
с тв у е т ъ  равенство  нулю м иноровъ (2)).

Слѣдовательно, р а н гъ  матрицы (Ѳ) = г < ю — 1, в ь  частности  р а в е н ъ  
{п — 2); т о гд а — на основаніи  теоремы C a p p e ll i-G a rb ie r i— всѣ  р од ствен 
ны е о п ред *ли тели  е я  r -го порядка, заклю ченны е въ  г  с тр о к а х ъ  (столб- 
ц ахъ), проиорціональны  соотвѣтствую щ им ъ о п ред *ли телям ъ , заключен- 
нымъ въ  какихъ-либо  с тр о к ах ъ  (столбцахъ) (послѣднему разсуж ден ію  

«с о о тв ѣ т ет в у е тъ  послѣднее  равенство  работы  В. Л. Н екр асо ва ) .

Вл Зылевъ.
15 января 1915 года.

Тшіс-къ.


