
В. П. З Ь ІЛ Е В Ъ .

Ѳбобщеніе понятія и свойствъ матрицы, составленной изъ миноровъ 
другой матрицы.

1. О бобщ ая  теоремы, о тн о с я щ ія с я  к ъ  м атрицѣ , составленной  и з ъ  
м иноровъ  другой матрицы, мы р э с ш и р я е м ъ  п о н ят іе  составной  м атрицы 
настолько, что д а л ь н ѣ й ш е е  увеличен іе  объем а п о н я т ія  к а ж е т с я  невоз- 
можнымъ, если за  основу в з я т а  лиш ь одна м атри ц а .

П ри  выводѣ теорем ъ  пользуемся пон ят іем ъ  р а н г а  м атри ц ъ  и при- 
веден іем ъ  и хъ  к ъ  нормальному виду путем ъ  эл ем ен тарн ы хъ  п реоб ра-  
зованій .

Элементарны мъ п реобразован іем ъ  м атрицы  назы ваю тъ  одну и зъ  
слѣдую щ ихъ операцій : а )  транспозиц ію  рядовъ , Ъ) умноженіе в с ѣ х ъ  
эл ем ен товъ  р я д а  на  одно и то ж е  число, н ер авн о е  нулю, и с )  прибав- 
л ен іе  к ъ  элем ентам ъ одного р яд а  со о тв ѣ тствен н ы х ъ  элем ентовъ  парал- 
л ельнаго  ряд а .

Э лементарно-нормальны мъ видомъ матрицы, к ъ  которому можно п р и ­
вести  ее при помощи лиш ь однихъ  эл ем ентарны хъ  преобразован ій , т. е* 
не и зм ѣ н яя  е я  ра н га ,  назовем ъ тако й  вид ъ  матрицы , ко гд а  всѣ  е я  
элементы равны  нулю, за  исклю ченіем ъ р элем ентовъ , равн ы хъ  еди- 
н и ц ѣ  и с то я щ и х ъ  на п ер есѣ ч ен іи  р первы хъ  стр о к ъ  съ  соотвѣтствую - 
щими р первыми столбцами. Ч исло р равно  ран гу  матрицы*).

2. Возьмемъ матрицу
«11 «12 • • • Ctim

«21 «22 • • • СІ2 т

(In 1 dm  . . . Опт

О бразуемъ всѣ  сочетан ія  стр о к ъ  по V h  з атѣ м ъ  по V 2 и т. д., н а ­

к о н е ц ъ ,— по V jp 9 при Ѵ і +  Ѵ2- \ - ' -  +  ѵР - < п »

К ъ каждому и зъ  сочетан ій  по V 1 присоединим ъ послѣдовательно  
к а ж д о е  и зъ  сочетан ій  по ѵ 2і не сод ерж ащ и хъ  ни одной и зъ  с тр о к ъ

сочетан ія , к ъ  которому они п рисоединяю тся ;  получимъ C^1. С ѵл+ Ѵі 

п а р ъ  соединеній .

*) Cm. Д. Г  р а в е. Элементы  В ы сш ей  А лгебры , §§ 5 0 — 59. К іев ъ . 1914.



К ъ  каж дой  изъ  э ти х ъ  п а р ъ  п ри соеди н яем ъ  послѣдовательно  к а ­
ж дое  и зъ  сочетан ій  по ѵ 3 , не е о д ер ж а щ и х ъ  ни  одной строки  пары, к ъ

которой про изводи мъ присоединеп іе ;  получимъ Сх\ С ^ _ Гі. C ^ L . Vl___V2 

соединеній .
П родолж аем ъ п роц ессъ  до т ѣ х ъ  поръ , пока  не исчерпаем ъ  всѣ  

числа V 1) получимъ

P y' I р У'2 fff 'p   ( А у 2 * * • Ѵр\     7,
^  n • W —Vi ‘ * * п — — . .  —Ѵр—\ у п ) К п

соединен ій  строкъ .
К аж д ое  и зъ  эти х ъ  с о е д и н е н ы  состои тъ  и зъ  р  группъ: п е р в а я  за ­

ключаешь V 1 строкъ , вто р ая  ѵ 2і т р е т ь я  V 3 и т. д., р — т а я  V p  с трокъ ^  
одно изъ  эти хъ  слож ны хъ с о е д и н е н ы  обозначим ъ

[ ( Y n  (Y i> • • • Ya>)> • • • GpiI • * t p Vp)] 1

гдѣ  і  обозначаю тъ номера строкъ ; про это соединен іе  скаж ем ъ , что> 
оно состои тъ  и зъ  первой, второй, . . . ,  p - т о й  группы строкъ .

Точно та к ж е  поступимъ со столбцами; получимъ

р г'і ПѴР __ /.
Vjт • • • — ѵ*і— . . .  — V р—I т

ан алоги ч н ы хъ  соед и н ен ы ; одно и зъ  с о е д и н е н ы  обозначим ъ

G h b  Іі2у * • jlVi)) • • • (jpu • • jpVp)]i

это соединен іе  состои тъ  и зъ  первой , второй, . . ., p -той группы  столб­
цовъ.

Р асполож им ъ  в ъ  каком ъ-либо п оряд кѣ  всѣ  соеди н ен ія  строкъ , з а -  
тѣ м ъ  всѣ  соеди н ен ія  столбцовъ; назовем ъ  и х ъ  первымъ, вторы м ъ и т. д.. 

соединеніям и { столбцовъ. О бразуемъ матрицу

А И А 12 • ' • A 1 Tm ,

(Ѳ)
N i 1 А 22 • • А 2 Jc т

I A k nI Ajcn2 . • . A j inTiH

т а к ъ  составленную  и зъ  матрицы (Ф), что A ij  равно  произведен™  р  опре- 
д ѣ л и тел ей ,  ето я щ и х ъ  на и ересѣ ч ен іе  г-таго соединен ія  строкъ  съ  
р т ь т ъ  соединен іем ъ  стол б ц овъ ;— именно первы й и зъ  эти хъ  опредѣли- 
тел ей  состои тъ  и зъ  элем ентовъ  матрицы (Ф), л еж ащ и х ъ  на п ер есѣ ч ен іи  
V 1 с тр о к ъ  первой группы г-таго соединен ія  стр о к ъ  съ  V 1 столбцами 
первой  группы ji-таго соединен ія  столбцовъ; аналогично  этому полу­
чается  второй  опредѣлитель , и т. д., н а к о н е ц ъ ,—р-ый.

Н азовем ъ  опредѣлители , и зъ  п рои звед ен ія  которы хъ  состоитъ  A i j r, 
со отвѣ тствен н о  изложенному, первымъ, вторымъ,..., ^ -т ы м ъ  о п р е д ѣ л и т е -
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лям и  элем ента A i j ; М атрицу (Ѳ) назовем ъ  составной  и зъ  (Ф), а  (Ф) по 
отнош енію  к ъ  (Ѳ) основой.

П оясним ъ  опред ѣлен іе  составной  матрицы слѣдую щ имъ схематиче- 
с к и м ъ  примѣромъ:

V x с тр о к ъ

(ф )

00 с тр о к ъ

03 с т р о к ъ

W
VC

оE-C

CT
VO
«=?О
нс

W
О
чо
Hо

CM
Sb Sb

L i

L 2
L 2

F CO

I

Въ п р и м ѣ р ѣ ^ 9 = 3 .  З д ѣ сь  представлено  п е р е сѣ ч ен іе  одного изъ  соеди- 
нен ій  с т р о к ъ ,— н ап ри м ѣ ръ  третьяго , матрицы (Ф) съ  однимъ и зъ  соеди- 
нен ій  столбцовъ , н а п р и м ѣ р ъ — пятымъ.

С оединеніе  { столбцовъ состои тъ  и зъ  т р е х ъ  группъ: п е р в а я  закл ю ч аетъ
\ строк ъ0 lf в т о р а я  02, т р е т ь я  03 | ст£лбцовъ.

П е р в ая  группа  соеди н ен ія  стр о к ъ  п е р е с ѣ к а е т с я  съ  первой  группой  
соеди н ен ія  столбцовъ  по опредѣлителю , вы р аж аясь  кратко , L 1; в т о р а я  
груп п а  соеди н ен ія  с тр о к ъ  п е р е е ѣ к а е т е я  со второй  группой соеди н ен ія  
столбцовъ  по опредѣлителю  L 2, и, н акон ец ъ , третьи  группы соединен ій  
п е р е сѣ к а ю т ся  по L 3. Тогда элем ентъ  составной  матрицы A35= L 1 L2 L 3; 

при чемъ L 1, L 2, L 3 соотвѣтственно  п ервы й ,—второй, трет ій  огіредѣлители.

П ер е с ѣ ч е н іе  г-таго с о ед и н ен ія  с тр о к ъ  съ 1, 2, . . km соединениями 
столбцовъ  д аетъ  і*тую строку  матрицы (Ѳ), а п е р е сѣ ч ен іе  j -таго соеди- 
н ен іе  столбцовъ  съ  первы мъ, вторы м ъ и т. д. к п ,  соединен іем ъ  стр о къ  
д а е т ъ  +  ый столб ецъ  матрицы (Ѳ).

З а м ѣ ч а н і е .  Д ля  дальн ѣ й ш аго  важ но  знать, каким ъ образомъ эл е ­
менты строки  (столбца) матрицы (Ф) вход ятъ  въ  строки  м атрицы (Ѳ).
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H e т е р я я  общ ности , можемъ о б р а ти ть ся  для  вы яснения этого об­
с то я т ел ь с т в а  к ъ  наш ему схематическому примѣру. О тм ѣчены  2 строки: 
строка  д д ,  элементы которой  не в х о д ятъ  въ  A35 и строка  I i h 1 элементы 
которой  входятъ  въ  A35, и м ен н о — часть строки  I i h  д а е т ъ  одну и зъ  
стр о к ъ  2 го о п р е д ѣ л и те л я  A35. Если та к и м ъ  образомъ разсм отрим ъ п е ­
р е с ч е т е  т р е т ь я го  соеди н ен ія  с тр о к ъ  со всѣми соединениями с т о л б - 
цовъ , то замѣтим ъ, что каж ды й элем ентъ  тр е т ье й  строки  составной  
матрицы зак л ю ч а ет е  въ  к а ч еств ѣ  м нож ителя  о п р е д ѣ л и т е л ь — въ  наш ем ъ 
п рим ѣрѣ  второй, всѣ  элем енты  одной и зъ  с тр о к ъ  котораго  п р и н а д л е ­
ж а т ъ  с тр о к ѣ  J ih  м атрицы  (Ф).

С лѣдователы ю , если умножимъ всѣ  элементы строки  J ih  на  число 
а ,  то этимъ самымъ мы умножимъ всѣ  строки  матрицы (Ѳ), вклю чаю щ ія  
элементы строки  J iJ i1 на  то ж е  число.

H e трудно убѣдиться , что число стр о к ъ  м атрицы ( 0 ) ,  вклю чаю щ ихъ  
элементы какой-либо  строки  матрицы (Ф), равно

Ir 7. __  n rl р Ѵ2 ' P vP P iI (Э ‘2 P rPKv Kn—1 У->п . Vw—n ...Uw—т —. .—Ѵр-і kjU—I* —1—V1* тг—1—Vi—. .—Vp—і.

Д ѣ йствительно , число в с ѣ х ъ  с оед и н ев ій  с тр о к ъ  равн о  Jen , число 
соединеній , не вклю чаю щ ихъ одну и зъ  с тр о к ъ  м атрицы  (Ф), равно 
очевидно

7, __  рѴі рѴр
K n —I Vw— • • V^—г—Ѵ1—# . - V p ^ i .

Слѣдова гельно, число соединеній , вклю чаю щ ихъ строку  равно /д а- /д а—і, 
поэтому въ  м атрицѣ  ( 0 )  будетъ  Jvn— /да—1 с тр о к ъ  съ  элементами одной 
какой-либо  строки  и зъ  (Ф).

Отсюда, н акон ец ъ , получаемъ важ н ое  заклю ченіе : 
е с л и  у м н о ж и м ъ  э л е м е н т ы  с т р о к и  м а т р и ц ы  (Ф) н а  а , т о  
н а  а  у м н о ж и т с я  к п —  к п — і с т р о к ъ  м а т р и ц ы  ( 0 )

Все сказан н о е  о стр о ках ъ  приложимо и к ъ  столбцамъ.
3. Д окаж ем ъ  н ѣ сколько  теорем ъ .
Н азовем ъ  элем ентарны м ъ п реоб разован іем ъ  м атрицы м атрицу, п о ­

лученную и зъ  первой  путемъ эл ем ен тарн ы хъ  п реобразован ій .
Т е о р е м а  I .  С о с т а в н а я  м а т р и ц а  и з ъ  э л е м е н т а р н а г о  

п р е о б р а з о в а н і я  м а т р и ц ы  (Ф) е с т ь  э л е м е н т а р н о е  п р е -  
о б р а з о в а н і е  с о с т а в н о й  и з ъ  (Ф).

Д ля  д о казательства  разсмотримъ отдѣльно  каж д ое  и зъ  тр е х ъ  э л е ­
м ен тарн ы хъ  п р е о б р азо в а ш й .

Первое элем ентарное  преобразование матрицы (Ф), н а п р и м ѣ р ъ  — 
тран сп о зи ц ія  строкъ , н а р у ш а е т е  лиш ь п о ряд окъ  указан н ы х ъ  въ о п р е -  
дѣлен іи  составной  матрицы соединен ій  строкъ : 1-е, 2-е,..., к п  соедине-
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н ія  перейдѵ тъ соотвѣ тственно  въ  і І9 і2,.., ^» -е . С оставная  изъ  новой 
м атрицы  будетъ, слѣдовательно, отличаться  о гъ  составной  и зъ  н а ч а л ь ­
ной лиш ь тѣмъ, что строки  е я  1-ая, 2*ая, и т. д. перейдутъ  соотвѣт-

, 1 2 . . .  Jcn
въ I h  г2*ую, и т. д. Ho подстановкаственно м ож етъ

l \  I2 . • . Ikn
быть зам ѣ нена  рядом ъ транспозицій ; поэтому для перваго  преоб разо -  
в а н ія  теорем а справедлива.

В торое  элем ентарное  п реобразован іе  (Ф), напр .-—умноженіе на а  к а ­
кого-либо  столбца матрицы, равносильно, умноженію на а , к а к ъ  то уже 
п оказан о  в ъ  зам ѣ чан іи  еъ к он ц ѣ  § 2, Jim—i столбцовъ  (О).

И та к ъ ,  для  второго  п реоб разован ія  те о р е м а 'с п р а в е д л и в а .
Н а к о н е ц ъ ,  третье  элем ентарное  преобразование, напр. — прибавлен іе  

к ъ  элем ентам ъ 3-й строки  м атрицы (Ф) соотв ѣ тствен н ы хъ  элем ентовъ  
8-й  строки , равносильно  въ составной  прибавленію  к ъ  строкам ъ  строкъ ; 
д ѣйетвительно , тѣ  ряды  матрицы (Ѳ), которы е содерж али  преж де  эл е ­
менты 3-й строки  (Ф), будутъ те п е р ь  сод ерж ать  элементы 3-й, измѣ- 
н ен н ой  прибавлен іем ъ  8-й„ Р а зб и в а я  опред ѣ л и тел и  L на  сумму двухъ 
опред ѣ л ител ей , обнаруж им ъ , что в ь  м атрицѣ  (Ѳ) к ъ  строкам ъ, заклю- 
чаюіцимъ элементы 3-й строки  (Ф), прибавили  строки , заклю чаю щ ія  
элементы 8 й.

И такъ , для 3-го п рео б р азо в ан ія  теорем а т а к ж е  справедлива . Вы­
вод ъ  изъ  этой  теоремы:

Р а н г ъ  с о с т а в н о й  и з ъ  (Ф) м а т р и ц ы  р а в е н ъ  р а н г у  с о - 
с т а в н о й  и з ъ  э л е м е н т а р н а г о  и р е о б р а з  о в а н і я  м а т р и ц ы ( Ф ) .

Т е о р е м а  I I .  Е с л и  р а н г ъ  м а т р и ц ы  (Ф) р а в е н ъ  р, т о  р а н г ъ  
с о с т а в н о й  м а т р и ц ы  ( Ѳ)  р а в е н ъ

7, __  глѴ 1 ffop
^P *“ р ^ p —Vl * * * l ^p—V Vd -

Н а  основаніи  вывода и зъ  теоремы І-ой, очевидно достаточно опре- 
д ѣ л и ть  р а н г ъ  составной  матрицы и зъ  элем ентарно-нормальной формы 
м атри ц ы  (Ф).

Э лем ентарно-норм альны й видъ  матрицы (Ф) слѣдую щ ій

1 о о . . о о . . о
о 1 о . . о о . . о
о о 1 . . о о . . о

о о о . . 1 о . . о
о о о . . о о . . о

о о о . . о о . . о

(Ф



З д ѣ сь  число элем ентовъ, равны хъ  единицѣ, равно  р, которое  равно  
р а н г у  м атрицъ  (Ф) и (Ф ^ .

О бразуем ъ  и зъ  (Фх) составную  слѣдую щ им ъ образомъ: составл яем ъ
7 . „ ( строкъ V

с н а ч а л а  ftp с оеди н ен ш  j СТолбцовъ матрицы о п р е д ѣ л и те л я

1 0 . . 0
0 I . . о

0 0 . . 1

а  затѣ м ъ  уж е будемъ б рать  соединен ія ,  заклю чаю щ ія  нулевые ряды.
С оединен ія  ряд овъ , заклю чаю щ ихъ нулевы е ряды , даю тъ, очевидно, 

нулевы е ряды  въ  м атрицѣ  ( Q 1).
Р асполож им ъ  7 ооединеній  стр о к ъ  и ftp соединен ій  столбцовъ  

матрицы о такъ , чтобы между соединен іям и  стр о къ  съ  одной стороны  
и сто л б ц о въ — съ другой было полное соотвѣтствіе , т. е. если, напри- 
м ѣръ , 5-е  соединен іе  стр о къ  им ѣетъ  видъ [(2, . . 3); ( 4 , . 7 , . . 8); . .  .], 
то  5 -е  соединен іе  столбцовъ  должно быть построено  и зъ  столбцовъ  
точно такж е , т. е. должно имѣть видъ  [ ( 2 , . . 3); (4, . . 7, . . 8); . . ] .
О б о зн а ч ен ія  эти  вполнѣ  соотвѣтствую тъ  общему обозначенію  § 2, при 
чем ъ ряды  р асп о л агаю тся  въ  п о р яд к ѣ  во зр астан ія  ихъ  номеровъ.

П окаж ем ъ, что м атрица  ( G 1) будетъ  им ѣть такой  ж е  видъ , к а к ъ  и 
м атрица  (Ф ^ , с ъ  тѣ м ъ  отличіемъ, что число е д и н и ц ъ  будетъ  р а в н о

1с? =  Cp1. . . Ср!_и _ г ѵ . _ Ѵр_ ^  =  ран гу  ( B 1) =  ран гу  (Ѳ).

Д ѣ йствительно , возьмемъ к ак о е  либо соеди н ен іе  с т р о к ъ  матрицы 
(Фі), s -т о е — напр.,

( 1 )  [ ( * и ,  *і2, • • T C );  (*2 і, %2» • • ^2Ѵ2) » (b Jh * • K vP)]

и t -т о е  соединен іе  столбцовъ .

(2) [Он, . .Jm); ()2ІУ J22* • • J2v2)i • • • (jpu • - JpvP) \

Если s  =  t  <  ftp, то (2) будетъ  такое  ж е  точно, к а к ъ  и (1), и к а ж ­
дый оп ред ѣ л и тел ь  п е р е сѣ ч ен ія  р а в е н ъ  1, т. е. A s s =  I.

Если ^ Ф t ,  то х отя  бы одна и зъ  гр у п п ъ  еоеди н ен ія  (2), н а п р .— вто­
р а я ,  о тл и ч ается  о тъ  соотвѣтствую іцей  группы  соеди н ен ія  (1). Это въ  
свою очередь ук а зы в а ет ъ ,  что по к р ай н ей  м ѣрѣ  одно и зъ  чиселъ  
;*2ь  ?22> • *І2% н а п р . ,—J 22, не равно  ни одному и зъ  чиселъ  (г21, . . г2%>); 
то гд а  опредѣлитель , стоящ ій  на п е р есѣ ч ен іи  стр о къ  (г21, г22, . . і 2ѵ2)  

столбцами ( j21, J22, . р а в е н ъ  нулю. Д ѣ й ств и тел ьн о , одинъ и зъ
•столбцовъ его со сто и тъ  лиш ь и зъ  нулей: J22-ый столбецъ , п е р е с ѣ к а я с ь
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съ  г21, і 22, . .  І 2ѵ2і д а е т ъ  только нули, потому что в ъ  о п р ед ѣ л и тел ѣ  о всѣ  
Элементы, за  исклю чен іем ъ  главны хъ , равны  0; и та к ъ ,  при  A s t= O ; 
слѣдовательно , (Ѳ і) и м ѣ етъ  вид ъ  (Ф), при чемъ число е д и н и ц ъ  р а в н о  
кг/, этим ъ мы д оказали  наш у теорему.

Слѣдствіе:
1°. С о с т а в н а я  м а т р и ц а  и з ъ  н о р м а л ь н о й  ф о р м ы  м а ­

т р и ц ы  (Ф) е с т ь  н о р м а л ь н а я  ф о р м а  с о с т а в н о й  и з ъ  (Ф )*).
2°. О б р а щ а ясь  о тъ  общ аго случая  к ъ  частному, положимъ р рав-  

нымъ единицѣ, т. е. при  об) азован іи  составной  м атрицы  сочетаем ъ
I стр ок и  ^  ¥
I столбцы  только по V 1. Въ этомъ, и звѣ стном ъ уж е м атем атикам ъ, слу- 
ч аѣ  каж ды й элем ентъ  матрицы состои тъ  и зъ  одного о п ред ѣ л и тел я , а  
не  и зъ  п р о и зв ед ен ія  р  о п ред ѣ л и тел ей , к а к ъ  въ  общ ем ъ случаѣ.

П р и л а га я  общую теорему получаемъ:
Р а н г ъ  п р о с т о й  с о с т а в н о й  м а т р и ц ы  р а в е н ъ  С|/, е с л и  р  

р а н г ъ  о с н о в н о й .
4. П рилож им ъ и зл ож ен н ое  к ъ  квадратны м ъ матрицамъ, въ  частно­

с т и — к ъ  вы раж аем ы м ъ ими оп ред ѣ лителям ъ .
И зъ  матрицы о п р е д ѣ л и те л я  w-таго п о р яд ка  D об разуем ъ  составную  

м атрицу оп ред ѣ л и тел я , которы й обозначим ъ ч ер е зъ  А.
Теорема I I I .  С о с т а в н о й  о п р е д ѣ л и т е л ь  р а в е н ъ  с т е п е ­

н и  о с н о в н о г о ,  п о к а з а т е л ь  к о т о р о й  р а в е н ъ

^it l р»+*2 fr'P г\Ѵ\
n  Vw— V1 . . . Vw— m  ' ' _  v  V^—J . V71 — J— Vi . . . Vw—J— m  . —Vp—l7

т. ѳ. Д =
Если D = O ,  то и A = O ,  т а к ъ  к а к ъ  его п о р яд о къ  есть  к п , а р а н г ъ  

р а в е н ъ  к ?} и при р <  п  им ѣемъ к Р <  к п .

Слѣдовательно, теорем у нужно д о к азать  для  D 4= 0.
Приводима, м атрицу оп ред ѣ л и тел я  D к ъ  элементарно-нормальном у 

виду D1. Т олько второе и зъ  элем ентарны хъ  преоб разован ій  и зм ѣ н я е т ъ  
величину  оп ред ѣ л и тел я , им енно— если а ъ  а 21 . . a f — множ ители , на  к о ­
торы е приходилось множить ряд ы  D д л я  полученія  D 1, то

D 1 =  <х, а 2 . . . at  D. (1 )

Н а  основаніи  сл ѣ д ств ія  перваго  теоремы второй, матрица А при  
этомъ п е р е й д е т ъ  въ  элем ентарно-норм альную  форму A1, и, на  основа- 
ніи зам ѣ ч ан ія  в ъ  к он ц ѣ  § 2,

A1 =  a f r "1- 1. о / “- * » - . . .  а\ п~ к" - ' . А . (2 >

*) З д ѣ сь  п о н я т іе  н ор м ал ь н ой  формы матрицы  н е  огр а н и ч ен о  только эл ем ея т а р -  
н о -н о р м а л ь н о й  ф орм ой.



В о зв ы ш а я  обѣ  чаоти (1) въ степень  с ъ  п оказателем +  I i n — і,.
получаемъ

D 1* " - '  кп~ '  =  («1 й2 • • a t f n ~ k n - \  D
а  т а к ъ  к акъ ;

Aj = D 1 =  1,

то изч> ср авн ен ія  эти х ъ  р а в е н с тв ъ  с ъ  предыдущ ими находимъ

А =  D Ьп-ш

Слѣдстві я:
1°. П ри  ^ = I  получаемъ извѣетную  теорему (Spottiswoode-Sylvester)*

(лѴІ ГлѴІ pVl 1
(3) A =  D w ^ - *  =  D - 1 .

Новый вы водъ этой истины значи тельн о  отл и ч ается  отъ  извѣ ст-  
ныхъ, при чемъ D не  п р ед п о л агается  у н асъ  опред ѣ л и тел ем ъ  лиш ь 
общ аго  вида.

2°. Е щ е  болѣе частны м ъ я в л я е т с я  то т ъ  случай, когда  при ^ = I  имѣемъ 
V 1= T i — 1; въ  этом ъ случаѣ  А о б р а щ ае тс я  во взаимный съ  D опредѣ- 
литель, и (3) равенство  даетъ:

(4) А =  D 0 '1-1 =  D " ” 1.

Зам ѣчаем ъ , что теорем а о вел и ч и н *  взаим наго  о п р ед ѣ л и тел я  мо­
ж е т ъ  быть получена независимо отъ  теорем ы  о п р о и зв ед е н ы  о п р е д * -  
л ителей , т а к ъ  к а к ъ  хотя  мы и говорили о п р о и зв ед е н ы  опред *лите-  
лей, но теорем ой объ умноженіи  ихъ не пользовались.

5. Д ля каж д аго  и зъ  элем ентовъ  о п р ед ѣ л и тел я  А можно въ  D н а й ­
ти  соотв*тствую щ ій  а д ъ ю н к тъ  (ал геб раи ческое  доиолненіе);  опред*-  
литель, полученны й и зъ  А ч ерезъ  зам ѣну элем ентовъ  его только что 
упомянутыми адъю нктам и , обозначим ъ ч ер е зъ  о.

П р и л а га я  м етодъ обычныхъ разсуж ден ій , пользуясь  при этомъ обоб­
щ ен н ой  теорем ой L a p la c e ’a о разл о ж ен іи  опредѣлителей , получимъ двѣ  
теоремы:

g   р&п— {kn— hi — l)   J+Cn— 1

V) f q =  D ^ lcn- U g qi

явл яю щ ую ся  обобщ еніем ъ  теоремы F ranke* ) .
Здѣоь f q  миноръ g -таго  п о р яд к а  о п ред ѣ л и тел я  Л, миноръ

( k n  —  g)-ro п о р яд к а  о п р ед ѣ л и тел я  о, дополнительны й к ъ  минору, со­
ответствую щ ем у fq; при р  =  1 мы получаем ъ формулу F r a n k e ,  а  при
р =  1 и V 1 =  п  —  1 формулу для минора взаим наго  о п р ед ел и тел я*

*) C m. P a sc a l, §§ 2 2 — 24.
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6. В ь  заклю ченіе  приведѳмъ два  прим ѣра на  при л ож ен іе  изло- 
ж ен н аго .

1-й прим ѣръ . Т еорем а Cappelli-Garbieri*): „если  р а н г ъ  м атрицы  (Ф) 
р а в е н ъ  р, то опредѣлители  р-таго порядка , заклю ченны е в ъ  к а к и х ъ  либо 
р р я д а х ъ  пропорціональны соотвѣтствую щ им ъ оп р ед ѣ л и тел ям ъ , заклю- 
ченны мъ въ д ругихъ  р п араллельны хъ  р я д а х ъ “ . Если ее  п рилож ить  к ъ
м атрицѣ  составной  (Ѳ) изъ  (Ф), р а н га  Kp, то, очевидно, получимъ боль­
шое обобщ еніе  теоремы, т а к ъ  к а к ъ  матрица (Ф) я в л я е т с я  частны мъ 
случаемъ (H).

2-й прим ѣръ: пользуясь методомъ § 4 ,  выведемъ теорем у объ  умно- 
ж ен іи  ои ред ѣ л и тел ей . П редполож им ъ сначала  н ер авен ство  нулю пе- 
рем нож аем ы хъ о п р е д ѣ л ителей .

Имѣемъ два о п р е д ѣ л и те л я

( I )  j а ц  I и (2) I bij \

О бразуем ъ  и зъ  нихъ новый оп ред ѣ л и гел ь  (3) Cij | та к ъ ,  что

C ij =  Ctii bji -j- Cti2 bjo -f~ . . . "T* Min bjn,

и докаж ем ъ , что | a j  | =  І aij ] . bij | .

П риводим ъ матрицы оп ред ѣ лителей  а ц  и b i j  к ъ  нормальному виду.
Л иш ь второе элем ентарное  п реобразован іе  и зм ѣ н и тъ  величину  ихъ, 

вводя м нож ители .
Э лементарно-нормальны е виды соотвѣтствую щ ихъ м атрицъ  д аю тъ  

о пред ѣлители , равны е е д и н и ц ѣ

( 4)  1 ■ =  т х W 2 i -  .  .  m t .  j а ц  \

(5) I =  (J1 q  I I,

гдѣ  mи q множители, на  которы е приходилось ум нож ать ряды  м атри­
цы (1) и (2). У множеніе р я д а  одного и зъ  опредѣлитепей  (1) и (2), 
к а к ъ  л егко  видѣ ть  и зъ  формы Cij, д а е т ъ  умнож еніе соотвѣтствую щ аго  
р я д а  о п р е д ѣ л и те л я  j a j  н а  то же число. Кромѣ того  о п р ед ѣ л и тел ь  (3), 
составленны й для элем ентарно-норм альны хъ формъ м атрицъ  (1) и (2), 
очевидно, есть  элем ентарно-норм альная  форма и р а в е н ъ  1; отсю да

(6 ) 1 =  To1 W2 . . .т  t .qiq2 . . | aj  \.

П ерем н ож ая  (4) и (5) и ср авн и вая  с ъ  (6 ) ,  найдем ъ

Cijj =  I (lijI . j I .

Если  одинъ или оба о п ред ѣ л и тел я  равны  нулю, то и зъ  вида э л е ­
ментарно-норм альной формы C i j '  увидимъ, что и Cyj =  O.

Т ом ск ъ , 7 января  1915 г. В . З ы Л в В Ъ .

*) C a p elli-G a rb ier i. A n a lis i  a lg eb r ica , р. 398; 1886. текстъ  ея у  P a sc a l-L e itz m a n n .


