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Строѳніе линейныхъ областей.

1, Предварительный понятія и опредѣленія.

57. Совокупность всѣхъ точекъ, принадлежащихъ прямолинейному 
отрѣзку, ограниченному точками А и В, мы будемъ называть л и н е й - 
пымъ участкомъ и обозначать L; длину этого участка назовемъ /; концы 
участка будутъ его границам и , другія его точки называются внут рен
н и м и  точками участка; всѣ остальным ......___
точки неограниченной прямой О X бу- ^  у  ‘ "   - - Z n  д
дутъ внѣ ш ним и  точками L. О—^”1 Д а)-.

Этотъ участокъ называется замкну- 
т ымъ , если границы его входятъ въ составъ точекъ участка, и огпкры- 
т ы мо—въ противномъ случаѣ.

Если A B - открытый участокъ, то мы можемъ разсматривать его 
какъ  предѣлъ внутреннихъ закрытыхъ участковъ а- &•, границы кото
рыхъ лежатъ внутри А В и по нѣкоторому закону безконечно при
ближаются a I къ  А и Ъ( къ В.

Точно также замкнутый участокъ можетъ быть представленъ какъ  
разность нѣкотораго отрѣзка О X и предѣла внѣшнихъ замкнутыхъ 
участковъ A l B il  границы которыхъ—внѣшнія точки A i и B i l  при
ближающаяся безконечно—соотвѣтственно—къ А и В. Въ послѣднемъ 
случаѣ участокъ L можетъ быть произвольно малъ и можетъ состоять 
изъ единственной точки, такъ что тогда будетъ I =  0.

Пусть мы имѣемъ на прямой два уча- л о г »
T T  . V♦етка L1 и L2, лежащіе внѣ одинъ другого. -----—р —  --------- j — ■ ■ 11 -■

Они называются смеж ными, если имѣютъ 1 2
общую границу В; эта граница можетъ входить въ составъ или обоихъ 
участковъ или только одного изъ нихъ, такъ что другой будетъ тогда 
открытымъ, или ни въ тотъ, ни въ другой, при чемъ оба участка 
окажутся открытыми въ этой точкѣ.

Если участки L1 и L2 не имѣютъ общей h .  ^ J ?
границы, такъ что между ними находятся ^ 2̂
точки, не принадлежащая ихъ составу, L1 и L2 будутъ несмежны .

ГЛАВА II.
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58. Л инейной точечной областью называется совокупность конечнаго 
нли безконечно большого числа точно опредѣленныхъ значеній, вы- 
бранныхъ по какому нибудь строго опредѣленному закону изъ линей- 
наго континуума, при чемъ этотъ послѣдній мы будемъ представлять 
себѣ прямолинейнымъ; каждый элементе области есть точка.

Если система точекъ х  составляете область Р, мы будемъ поль
зоваться обозначеніемъ {$} =  Р.

P д  ^  B D  Если отъ точки х  въ обѣ стороны 
L- - — _ — до прямой мы отложимъ отрѣзки, рав

ные г, то область точекч*, входящихъ въ 
составъ всего отрѣзка AB. мы будемъ называть окрестностью г  точки х.

Если двѣ области P 1 и P 2 не имѣютъ общихъ точекъ, то область Р, 
составленная изъ всѣхъ точекъ, входящихъ въ P 1 и P 2, мы, придерживаясь 
перваго обозначенія ѵ) C an tcha1 будемъ называть ихъ суммой и полагать
(1) P 1 I b P 2 =  P.

Если въ составъ P 1 и P 2 будутъ входить также и общія точки,
то совокупность P всевозможныхъ различны хъ  точекъ, входящихъ в ъ  
P 1 и P 2, будемъ называть ихъ иаименъшимъ кратиымъ и обозначать

(2) M(Pi1P2) =  P.
Если намъ придется опредѣлять всевозможныя различныя точки, 

входятція въ безконечный рядъ областей
(3) P 1, P2, P 3 , . . . .  Pn , . . . .  ,

мы будемъ употреблять обозначеніе
00

M (р») -  р.
1

Если точки P входятъ цѣликомъ въ составъ Q, то P называется 
дѣлителемъ Q, и этотъ ф акте Cantor обозначаете
(4) P г =  D (Q).

Если мы желаемъ обозначить область общихъ точекъ, входящ ихъ 
во всѣ области ряда (3), мы пишемъ

OO

D (Pi) =  Р.
1

Область точекъ, общихъ двумъ областямъ P h Q ,  обозначается 
D (Р, Q). Область R точекъ Q, не входящихъ въ составъ ея части Р, 
называется разностью  Q h P

R =  Q -  Р.

*) А . М . 2 , р . 3 7 2 .N



Если случайно въ состав+ области P не окажется ни единой точки, 
мы будемъ писать P - 0.

Этими обозначеніями Cantor а мы пользуемся постоянно; другія 
обозначенія были еще предложены D edekind7омъ !), но они не укоре
нились въ наук+ благодаря ихъ искусственности.

59, Если область Р, расположенная на нѣкоторомъ участкѣ L, не 
обнимаетъ всѣхъ его точекъ, то совокупность тѣхъ точекъ L 5 кото
рыя не входятъ въ составъ Р, составляетъ область П, дополнитель
ную  для P но отношенію къ L. Основную область и ея дополнитель
ную мы всегда будемъ обозначать одинаковыми большими латинской 
и греческой буквами. Такъ какъ P и П, не имѣя общихъ точекъ, до- 
полняютъ другъ друга до L, то, согласно (1),

P +  П =  L. (5)

60. Если P включаетъ въ себѣ не всѣ точки L, и х {)— одна изъ 
точекъ L, то для нея имѣетъ мѣсто одно изъ трехъ исключающихъ 
другъ друга предположеній:

a. Возможно найти для X0 такую достаточно малую окрестность г, 
что всѣ ея точки будутъ входить въ составъ Р; точка х 0, удовлетво
ряющ ая этому условію, называется внут ренней  точкой Р.

b. Возможно опредѣлить окрестность г  такъ, что всѣ ея точки, 
слѣдовательно—въ томъ числѣ и X0f будутъ точками П; тогда X0 бу
детъ внѣш пей  точней Р.

c. Возможно наконецъ, что, какъ бы мало ни было г, всякая 
окрестность г  точки X0 заключаетъ въ себѣ какъ точки Р, такъ и 
точки П; тогда точка X0, обладающая этимъ свойствомъ, называется 
пограничной  точкой области Р.

Пограничной точкой X0 будетъ и въ томъ случа+, когда всѣ точки 
окрестности, кромѣ х 0, принадлежишь Р, тогда какъ сама X0 входишь 
въ составъ П, или наоборотъ.

Совокупность С всѣхъ пограничныхъ точекъ области P  мы будемъ 
называть контуромъ области, заимствуя это понятіе изъ плоской гео- 
метріи. Точки контура С могутъ входить какъ въ составъ Р, такъ и 
въ составъ П, могутъ также принадлежать частью Р, частью П; въ 
первомъ случаѣ или во вторемъ, т. е. когда

C =  D (P), или C ^ D  (П), 

область П, или Р, называется от крыт ой , а другая—замкнут ой.

Итакъ зам кнут ая область заключаетъ въ себѣ веѣ пограничный т очки2).

*) W a s  s in d  u n d  w a s  s o l le n  d ie  Z a h le n , §  1, 1 8 6 7 .
2) P e a n o , A p p lic a z io n i  g e o m e tr ic h e , p . 1 6 4 .
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61. Для опредѣленія положения точки х  на прямой, мы можемъ 
выбрать на ней произвольно начало координата, отъ котораго и бу
демъ мѣрить разстоянія точекъ; начало будемъ предпологать выбран- 
нымъ такъ, что разстоянія изслѣдуемыхъ точекъ отъ начала счета 
всегда положительны или, въ крайнемъ случаѣ, они равны нолю,

Подъ X мы будемъ понимать впередъ или определенную точку пря
мой, или разстояніе этой точки отъ начала счета; иными словами— 
будемъ считать х  заданнымъ геометрически или аналитически; оче
видно, такая двоякая точка зрѣнія не можетъ дать повода ни къ
какому недоразумѣнію.

Если координаты х  точекъ области P удовлетворяютъ условію

а <  X <  А,

гдѣ а и А—конечный положительный числа, область называется огра
ниченной (borne). Для такой области мы можемъ опредѣлить 1) ниж
нюю и верхнюю границу значеній х

uGr X =  а0, oGr х  — A0.

Введеніе такого обозначенія для верхней и нижней границы является 
весьма желательнымъ, и оно предложено было н ам и 2) еще въ 1898 г. 
Согласно принятому условію, а0 можетъ быть положительно или равно 0.

Если мы возьмемъ участокъ («0, A0). то внутри его находятся 
точки Р, онѣ могутъ также совпадать съ его границами, но внѣ
(a(h A0) точекъ P навѣрное нѣтъ. Такой участокъ мы будемъ назы
вать основгіымъ интерваломъ, и его-то именно будемъ впередъ обо
значать черезъ L.

Очевидно, что а0 и A0, согласно ихъ опредѣленію, принадлежать 
къ  числу точекъ контура.

62. До сихъ поръ мы разсматривали точки х  области P по отношенію 
къ  точкамъ занимаема™ ими участка или, въ болѣе тѣсномъ смыслѣ, 
основного интервала. Теперь мы иерейдемъ къ взаимному расположенію 
точекъ Р, не принимая въ разсчетъ ихъ соотношеніе съ точками П.

Пусть X0- одна изъ точекъ области Р. Если мы возьмемъ для нея 
нѣкоторую окрестность, то въ этой окрестности

a) можетъ не быть ни одной точки Р;
b ) можетъ быть ихъ конечное число;
c) можетъ быть безконечно много точекъ Р;
d) всѣ точки окажутся точками Р.

Y B o lz a n o , K e in  a n a ly t is c h e r  B e w e is ,  § 12.
2) Д н евпи к ъ  X  съ ѣ зд а  естеств ои сп ы тател ей  и в рач ей , стр . 4 2 7 .
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Очевидно, что второй случай сводится на первый, такъ какъ, взявъ 
г 0 менынимъ наименьшего изъ разстояній отъ X0 до всѣхъ точекъ 
внутри окрестности г, мы получимъ окрестность г0, удовлетворяющую 
условію а); такимъ образомъ мы можемъ имѣть здѣсь дѣло только съ 
тремя возможностями.

Въ первомъ случаѣ точка X0 носитъ названіе уединенной точки 
области Р; слѣдовательно—для такой точки всегда возможно построить 
окрестность съ конечнымъ г, свободную отъ другихъ точекъ Р, кромѣ х 0.

Очевидно, что каждая уединенная точка есть точка контура, такъ 
какъ въ произвольной ея окрестности находятся всегда точки P и П, 
именно х 0 — точка P и всѣ осталъныя кромѣ н ея —точки TI.

Въ третьемъ случаѣ с), если, какъ бы мало ни было г, въ окрест
ности X0 всегда найдутся другія точки Р, X0 называется предѣльиой 
точкой области Р. Такъ какъ въ произвольной такой окрестности мо
гутъ быть вмѣстѣ съ тѣмъ и точки П, то въ этомъ послѣднемъ слу- 
чаѣ X0 будетъ также предѣльной точкой и для области П. Общая 
предѣльная точка P  и П должна принадлежать контуру Р.

Въ послѣднемъ случаѣ d) точка X0 будетъ также предѣльной, но при 
этомъ она будетъ внутренней точкой Р.

Такимъ образомъ всѣ точки области, что касается ихъ взаимнаго 
расположенія, будутъ или предѣльными, или уединенными точками.

Всѣ внутреннія точки области P будутъ ео ipso ея предѣльными 
точками; точки же контура могутъ входить или въ ту, или въ другую 
категорію, rI . е. быть или предѣльными, или уединенными точками Р.

Если въ произвольной окрестности точки X0 точки P располагаются 
всегда только по одну сторону х 0і точка X0 будетъ называться одно
сторонней иредѣльной точкой; въ противномъ случаѣ она будетъ дву
сторонней.

63. Если всѣ точки области P будутъ ея предѣльными точками, P 
называется сгущенной областью (in sich dicht).

Если напротивъ того въ ея составъ входятъ только уединенныя 
точки, область называется уединенной. Ho отсюда не слѣдуетъ, что, если 
область—-уединенная, то для нея нѣтъ предѣльныхъ точекъ; эти точки, 
вообще говоря, существуютъ, но онѣ только не входятъ въ составъ 
области.

Если въ составъ области входятъ какъ уединенныя, такъ и пре- 
дѣльныя точки, но при этомъ такъ, что нельзя выдѣлить изъ P  ни 
одной части, которая состояла бы исключительно изъ предѣльныхъ 
точекъ, такая область носитъ названіе раздѣльной (separirt); въ этой 
области предѣльныя и уединенныя точки находятся такъ сказать въ 
огранической связи другъ съ другомъ.
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Называя P i совокупность уединенныхъ точекъ въ составѣ P и P,, —tJ
совокупность предѣльныхъ точекъ, мы будемъ имѣть

р - р , + р , .

Замѣтимъ при этомъ, что разсматривая Pg какъ самостоятельную 
область, мы ни коимъ образомъ не можемъ утверждать, что она бу
детъ сгущенной; дѣйствительно: х 0і входяищя въ Pg , можетъ служить 
предѣльной точкой для точекъ X 1 вошедшихъ въ Pi. ^

Для уединенной области

Pg . 0, и слѣдовательно P  R= Pi ,

и для сгущенной

Pi =  0, и слѣдовательно P =  Pg .

64. На основаніи извѣстной теоремы W eierstrass а —для каждой 
области, состоящей изъ безконечнаго числа точекъ, имѣется по край
ней мѣрѣ одна предѣльная точка.

■ Совокупность всѣхъ предѣльныхъ точекъ для области P состав
л яете  новую область P ', которая—по C antoV y— называется первой 
производной.

Область предѣльныхъ точекъ для точекъ P ' будетъ второй про
изводной отъ Р; она обозначается Р"; и т. д.; вообще мы будемъ
имѣть Р^п\  Нахожденіе послѣдовательныхъ производныхъ P ^  возможно 
до тѣхъ поръ, пока въ состав! каждой изъ областей р(п—1) находится 
безконечно много точекъ.

Въ зависимости отъ того, будетъ ли каждая изъ P ^  состоять изъ 
безконечнаго числа точекъ или— напротивъ того—окажется одна изъ 
P ^ +  которая заклю чаете ихъ только конечное число, области распре- 
д !ляю тся на два рода: посл!днія называются областями перваго рода 
и первыя — областями второю рода.

Если для области перваго рода ptH-D =  0, то область причи
сляется къ п о м у  виду.

Если каж дая P ^  состоитъ изъ безконечно большого числа точекъ, 
то существуютъ точки, входящ ія во всѣ P ^ ; область такихъ точекъ 
будетъ

03
p H  =  j) ipWi _

1

Если P ^  не состоитъ изъ конечнаго числа точекъ, возможны об
ласти

р(оз-|-1) р(оз+2) р(а)
I.  , J. L
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если, какъ бы далеко не продолжался процессъ, всегда возможно найти 
область 0

p (Q) = D  {Р(°}
1

точекъ, входящихъ во всѣ P^0L гдѣ а любое изъ чиселъ 1-го или 2-го 
класса, то эта область будетъ сгущенной и  зам кнут ой .

65, Пользуясь понятіемъ о первой производной области P ', мы мо
жемъ измѣнить опредѣленія 60°, введенныя Peano1 взявъ ихъ въ 
формѣ Jo rd a n 7a *), формѣ немного болѣе сложной по внѣшности, но 
иногда болѣе удобной.

Пусть S—точка контура С. Если она уединенная точка Р, то она 
входитъ въ P и въ П 7; если она предѣльная и принадлежитъ составу 
Р, то она будетъ входить въ P  и въ П 7; если она предѣльная, но въ 
P  не входитъ, то она должна принадлежать П и P '. Такимъ образомъ 
E должна принадлежать всегда одной изъ областей P или П и произ
водной другой области.

Съ другой стороны внутреннія точки P входятъ только въ P ', и 
вн ѣ ш н ія—только въ П 7.

Такимъ образомъ различіе между точками трехъ категорій можетъ 
быть выражено такъ:

a) внут ренним и  точками области P называются тѣ точки, которыя 
входятъ въ P  и не входятъ въ П 7.

b) внѣш ними — тѣ, которыя принадлежать П и не принадлежатъ P '.
c) пограничны ми , которыя принадлежатъ одновременно P и П 7 или 

II и P 7.
Очевидно, что оба опредѣленія Peano и Jo rd a ria  совершенно сов- 

падаютъ по сущности, и мы будемъ пользоваться тѣмъ изъ нихъ, ка- 
кимъ въ данномъ случаѣ будетъ выгоднѣе.

Пользуясь огіредѣленіемъ J o rd a r ia 1 легко доказать, что для всякой 
области, если она не обнимаетъ всего континуума, существуютъ по
граничный точки; иными словами— всякая область имѣетъ контуръ.

66. Переходимъ далѣе кгь классификаціи областей по ихъ составу.
А. Простѣйшія области будутъ тѣ, у которыхъ всѣ точки уеди

нены. Для такой области P всѣ предѣльныя точки не входятъ въ со
ставъ Р, такъ  что P и P 7 не имѣютъ общихъ элементовъ, т. е.

D (Р, P 7) =  0, (6)

хотя  при этомъ, вообще говоря, P

l) C o urs d’ A n a ly se , d eu x, ed., t. I ,  p. 20.
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Равенство (6) служите опредѣленіемъ уединенной  области.
B. Если всѣ точки P — пред+льныя, но вмѣстѣ съ тѣмъ суще- 

ствуютъ еще предѣльныя точки, не вошедшія въ составъ Р, область 
называется сгущенной. Для нея P  входитъ какъ составная часть въ P', 
но не совпадаете съ P ', такъ что

P =  D (P ') ,
или

D (Р, Р ) —- Р.

C. Если всѣ точки P — предѣльныя и кромѣ нихъ для P ыѣтъ дру
гихъ предѣльныхъ точекъ, такъ что всякая предѣльная точка входитъ 
въ Р, то область P  называется совершенной; для нея P' вполнѣ сов
падаете съ P

P P '.

D. Пусть далѣе въ составъ P  входятъ уединенныя точки и вмѣстѣ 
съ тѣмъ всѣ предѣльныя точки Р; тогда весь контуръ P  принадле
ж ите Р, и — слѣдовательно—эта область будетъ замкнут ой. Для нея 
P ' цѣликомъ входитъ въ составъ Р, такъ что

P =  P i +  P ', P ' D (P)
или

D (Р, P ') ц -  P '.

Мы видимъ, что опредѣленіе замкнутой области 60° оказывается 
тожественнымъ съ обычнымъ опредѣленіемъ Cantoha.

E. Мы получимъ наконецъ область P общаго вида , если въ составъ 
ея входятъ и уединенныя точки, и пред+льныя, но не въ полномъ 
своемъ состав+

Согласно съ 63° для нея мы им+емъ

P Г» +  ?д
или

P Ar: p . -QD (P'), 

гдѣ D (P ) обозначаете нѣкоторую составную часть P '.

Взаимоотношеніе вс+хъ приведенныхъ выше кате- 
горій областей мы можемъ представить слѣдующей 
схемой:

Здѣсь направленія стрѣлокъ показываютъ добав- 
леніе точекъ, переводящее области изъ одной кате- 
горіи въ другую: добавленіе къ P i нѣкоторыхъ, но 
не вс+хъ предѣльныхъ точекъ даетъ область общаго 
вида P i -f- Pg ; дальнѣйшее добавленіѳ вс+хъ осталь- 

ныхъ предѣльныхъ точекъ переведетъ P i +  Pg въ категорію замкну-
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тыхъ областей P i- +  P 7. Добавленіе къ P ry остальныхъ предѣльныхъ то- 
! чекъ, при отсутствіи уединенныхъ точекъ, превращаетъ P ry въ совер

шенную область P 7; добавленіе къ P 7 уединенныхъ точекъ, не допу- 
скаюіцихъ иныхъ предѣловъ, кромѣ точекъ P 7, даетъ P i +  P 7. Точно 
также добавленіе къ P ry сначала уединенныхъ, а затѣмъ остальныхъ 
предѣльныхъ точекъ переведетъ P^ въ P i -j- P ry и затѣмъ въ P i +  P 7. 
Таковы будутъ чаще всего встрѣчающіяся преобразованія областей; 
онѣ обозначены на чертежѣ сплошными стрѣлками. Кромѣ нихъ изъ 
P i иногда возможно получить P ry и изъ P i- - P P ry P 7; эти случайный пре- 
вращ енія указаны пунктирными стрѣлками.

67. Приведемъ далѣе рядъ слѣдствій изъ опредѣленій 66°.

A. Изъ всякой области P  получается замкнутая область, если взять

M  (р >р ')-

B. Производная область P 7 всегда замкнута

Р " =  D (Р 7).

Отсюда далѣе слѣдуетъ, что

C. Всякая производная P ^  состоитъ изъ точеекъ P 7

р ( » )  - D  ( р ' ) .

D. Производная суммы двухъ областей P 1 и P 2 есть наименьшее 
кратное ихъ производиыхъ.

Пусть
P - P 1 + P 2.

Предѣльныя точки области P могутъ быть разбиты на 3 категоріи

в' Qi +  Q2 +  Qi 2?

при чемъ Q1 и Q2—тѣ предѣльныя точки Р, въ произвольныхъ окрест- 
ностяхъ которыхъ леж атъ только точки P 1, или только точки P 2; 
тѣ же точки, въ произвольныхъ окрестностяхъ которыхъ лежатъ какъ 
точки P 1, такъ и точки P 2, отнесены въ составъ Q12.

Тогда
Pi Qi +  Q i2? V2 =  Q2 +  Q i2;

отсюда 1)
MCP17, P2O =  Q1 +  Q2 +  Qi2 =  P'.

’ ) Cp Schoenflies, B e rich t, S. 61-62.
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Аналогично можно доказать, что
E. Производная суммы конечнаго числа областей безъ обищхъ то

чекъ есть наименьшее кратное ихъ производныхъ

г п

-  м |р;і- 
1

Очевидно, что, если число областей Pv будетъ безконечно велико, 
теорема потеряетъ свою силу; тогда можно будетъ только утверждать, 
что

F. Для безконечнаго ряда областей
J CO W

M I L I  =  D V  р ѵ .
1 I T

Дѣйствительно: кромѣ предѣльныхъ точекъ, входящихъ въ составъ 
P v , могутъ еще появиться такія точки, въ каждой окрестности кото
рыхъ лежитъ только конечное число точекъ каждой изъ областей Pv в

G. Для сгущенной области P ея производная P ' совершенна.
H. Сгущенная и замкнутая область будетъ совершенной.
Теоремы А, В, С принадлежатъ C a n t o V y 1 G— C a n t o V y  и B e n d i x s o r i y

одновременно; теоремы D, Е, F неявно заключаются у C a n l o V a  и при
ведены впервые у S c h o e n f l i e s ’а .

68. Имѣя конечную или безконечную группу точно различаемыхъ 
предметовъ и отвлекаясь отъ ихъ индивидуальныхъ свойствъ и по
рядка, мы получимъ нѣкоторое понятіе, которое C a n to r  называетъ р а з - 
м ѣ р о м ъ  (Mächtigkeit) группы; для конечной группы это будетъ—ч и с л о  

предмедовъ.
Если между двумя группами возможно установить взаимно-одно

значное соотвѣтствіе предметовъ, группы и м ѣ ю т ъ  о д и н ъ  р а з м ѣ р ъ ; та
т я  группы называются р а в н о м ѣ р н ы м и .

Простѣйшіе размѣры, съ которыми приходится имѣть дѣло, это 
р а з м ѣ р ъ  р я д а  н а т у р а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  и  р а з м ѣ р ъ  н е п р е р ы в н о с т и .

Если е о з м о ж н о  установить взаимно-однозначное соотвѣтствіе съ 
рядомъ натуральныхъ чиселъ, иными словами—п е р е н у м е р о в а т ь  точки 
области, т. е. приписать каждой опредѣленное число изъ ряда цѣлыхъ 
чиселъ

1, 2, 3 H 1 . . . .  ,

то область называется с ч е т н о й  (abzählbar); если такое перечисленіе 
не возможно, она будетъ н е с ч е т н о й ; такъ какъ въ дальнѣйшемъ мы
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будемъ имѣть дѣло только съ размѣромъ непрерывности, то несчет
ность всегда надо понимать именно въ этомъ смыслѣ.

Извѣстно далѣе, что счетный рядъ счетныхъ рядовъ тоже будетъ 
счетнымъ рядомъ.

П римѣияя эти понятія къ  областямъ, мы имѣемъ рядъ теоремъ:
A. Уединенная область всегда счетна.
B. Совершенная область всегда имѣетъ размѣръ непрерывности.
C. Области общаго вида, замкнутая и сгущенныя могутъ быть какъ 

ючетны, такъ и не счетны.
D. Если P ' счетна, то и P счетна.
E. Если P ' несчетна, то P можетъ быть счетна или несчетна.
F. Если P 7 несчетна, то

P 7 =  R +  S,

гдѣ R счетна, a S совершенна.

69. Пусть интервалъ I раздѣленъ на частные интервалы, и число 
точекъ дѣленія возрастаете безконечно.

В озникаете вопросъ, будетъ ли число этихъ интерваловъ, не за- 
хватывающихъ другъ друга и заполняюіцихъ весь интервалъ, счетно, 
т. е. можно-ли приписать каждому нѣкоторый опредѣленный номеръ?

Чтобы выяснить этотъ вопросъ, возьмемъ нѣкотороѳ достаточно 
малое число г и образуемъ рядъ

. J l  J L  • г?)
с ’ 2 ’ 22 ’ * ■ ’ ’ ’ On - 1 ’ 9п ’ ’ ’ ’ ’ 'шJ

выберемъ изъ области интерваловъ тѣ интервалы, длина которыхъ 
превыш аете г; такъ какъ г—конечное число, и длина всего интервала 
I также конечна, интерваловъ, превышающихъ по длинѣ г, можетъ
быть только ограниченное число т .  Назовемъ ихъ, по порядку ихъ
величинъ,

Xb X2lX3 ,  ,Xtn при Xi >  t .  (8)
g

Выберемъ далѣе тѣ  интервалы, длина которыхъ <  г, но >  ~ ; 

число ихъ такж е должно быть ограниченно

/ / /  /   / S  *
X i, X2, X3   , X miпри г >  Xi >  J (9)

г  =  s S
м  т. д., возьмемъ тѣ интервалы, длина которыхъ <  - - ^ 1 , но >  —  ,

I  1
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назвавъ ихъ

(10) А , Х(2° , , -------- , Yb, при >  >2п—* 1 9п
с

число ихъ опять таки должно оыть конечно, такъ какъ - при вся-
2

комъ конечномъ п  есть величина конечная. Мы распредѣлимъ такимъ. 
образомъ всѣ интервалы данной области интерваловъ въ счетный рядъ 
рядовъ (8), (9 ) , .. . .  ,(1 0 ) ,. . .  . ,  въ каждомъ изъ которыхъ будетъ ограничен
ное число интерваловъ. Очевидно—для каждаго интервала области, какъ 
бы онъ малъ ни былъ. лишь бы онъ только не былъ равенъ 0, можно найти

S S
два значенія ѵ, т. е. два значенія и ---- въ ряду (7), между

которыми онъ по величин+ находится; сл+довательно— каждый интер
валъ войдетъ въ одну изъ группъ (10). Такимъ образомъ всѣ интер
валы области разм+стятся въ счетный рядъ группъ изъ конечнаго чи
сла членовъ каждая; а въ такомъ случаѣ данная область интерваловъ 
будетъ счетна; поэтому впередъ вмѣсто „области интерваловъ“ будемъ 
впередъ употреблять терминъ рядъ интерваловъ.

Это теорема капитальной важности; наши дальнѣйшія разсужденія 
на каждомъ шагу будутъ на нее опираться. Изъ этой теоремы не
посредственно слѣдуетъ, что

A. „Область одностороннихъ предѣльныхъ точекъ всегда счетна или 
конечна“, такъ какъ она равномѣрна съ рядомъ интерваловъ; а 
отсюда вытекаетъ, что

B. „Всякая несчетная область заключаетъ въ своемъ состав+ двух- 
стороннія предѣльныя точки“ .

70. Предпославъ всѣ эти предварительный свѣдѣыія, мы, прежде 
чѣмъ перейти къ изученію строенья различныхъ видовъ областей, 
должны установитъ еще н+которые факты.

Для этой цѣли мы займемся прежде всего выясненіемъ размѣще- 
н ія  интерваловъ на нѣкоторомъ линейномъ участкѣ.

Пусть конечный отрѣзокъ А В дѣлится п — 1 точками M1, M2, .. . .,Mw_ t 
на конечное число отрѣзковъ Zi , I2 In . При этомъ вся совокуп

ность точекъ линей-
л , M2 M3 Mn_4_____ наго участка L, опре-

I1 ]? ]3 J ] дѣляемаго отр+зкомъ
A Br распадается на

двѣ области: G—область внут репиихъ  точекъ участковъ Ii и Q - - 
область границъ  этихъ участковъ.

Основнымъ интерваломъ для области G будетъ участокъ А В, при 
чемъ точки А и В могутъ быть или включены въ составъ области G



или могутъ къ ней не относиться; основнымъ интерваломъ области Q 
будетъ или L, если А и В входятъ въ эту область, или M1 Мп_ 1—въ 
противномъ слѵчаѣ.

Каж дая изъ составныхъ частей области G является открытымъ 
участкомъ; если бы мы пожелали одни этихъ участковъ сдѣлать за
крытыми, т. е. включить одну изъ точекъ M- въ составъ нпр. Iil то 
два интервала I1 и + р і совпали бы въ одинъ и —слѣдовательно— число 
интерваловъ сократилось бы на единицу.

Очевидно—область Q будетъ уединенная; предѣльныхъ точекъ для 
нея не существуете, такъ  какъ число ея точекъ конечно; область же 
G будетъ часто разсѣянная и сгущенная, но не замкнутая.

71 Если число отрѣзковъ, на которые распадается интервалъ AB, 
безконечно велико, то оно— на основаніи 6 9 °—должно быть счетно; 
такимъ образомъ мы всегда будемъ имѣть и л и  конечное, и ли  счетное 
число точекъ дѣленія.

Здѣсь участокъ L, опредѣляемый отрѣзкомъ А В, снова распа
дается на области: G —внутреннихъ точекъ счетнаго ряда участковъ 
Iu  I2 Irw . и Q — область границъ этихъ участковъ; спрашивается
теперь, не будетъ ли еще какой либо новой категоріи точекъ?

Такъ какъ область Q ~~ [ х ]  состоитъ изъ безконечнаго числа то
чекъ, для нея должны существовать— на основаніи 64°— предѣльныя 
точки, которыя мы назовемъ {х  }; въ зависимости отъ избраннаго 
закона дѣленія, число этихъ точекъ х  можете мѣняться отъ одной 
до безконечнаго множества.

Пусть X0— одна изъ предѣльныхъ точекъ/ и пусть

хѴі, Xv̂  , Xv̂  Xv  ̂ (11)

— опредѣляюіцій ее рядъ границъ.

Такъ какъ въ произвольно малой окрестности X0 находится без
конечно много точекъ (11), то въ этой окрестности должно находиться 
и безконечно много соотвѣтству-
ющихъ интерваловъ Iv, ; а разъ ц іѴа Ivj I4 x« In, Illi I1J 114
это такъ, интервалы I , должны ' Хѵ« Ч ЧЧ Ч Ч ЧЧ
убывать безконечно въ окрестно- і і і і ѵ- і і і і

/ Al L 1 А | ч  ч  X0 1Пі[ Int In, t [п, |
сти точки X0 , и мы не будемъ \  XZ*34  Ч Ч Ч  Ч  * г
имѣть возможности указать, въ
направленіи этихъ убывающихъ интерваловъ, участка, для котораго X0 
служила бы границей, въ данномъ случаѣ— правой, и внутри котораго 
не было бы больше точекъ Q; самое большее —если такой участокъ
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окаж ется по другую сторону X 09 т. е. она будетъ лѣвой границей 
нѣкотораго интервала, не входящаго въ составъ интерваловъ {/ѵ.}.

Такимъ образомъ, если точка X 0 и является границей нѣкотораго 
интервала Іщ  , то для Zw не существуешь смежнаго интервала въ на- 
правленіи интерваловъ {Z } . Если же точка X 0 оказывается двухсто- 
роннимъ предѣломъ, то мы будемъ имѣть два ряда смежныхъ интерва
ловъ {Zv.} и |ZW.}, которые будутъ несмежны одинъ по отношеніи къ 
другому; иными словами—нѣтъ послѣдняго интервала перваго ряда 
непосредственно примыкающаго къ первому интервалу второго. Общая 
предѣльная точка двухъ рядовъ интерваловъ не будетъ такимъ обра
зомъ границей ни одного интервала, и она не лежитъ внутри ни од
ного изъ нихъ; слѣдовательно— двѣ предыдущія категоріи точекъ, въ 
случаѣ сущеетвованія двухстороннихъ предѣловъ, не обнимаютъ собой 
всевозможныхъ точекъ участка L. Эти новыя точки будутъ ѳнѣшними 
точками указанныхъ интерваловъ.

Мы привели выше одинъ случай, когда появляются внѣганія 
точки; но это случай, какъ увидимъ ниже, не единственный; для 
насъ важно теперь только установить возможность появленія внѣшнихъ 
точекъ.

Затѣмъ для насъ важнымъ является тотъ фактъ, что существова- 
ніе каждой предѣльной точки, односторонней или двухсторонней, вы
зы ваете ео ipso появленіе несмежныхъ интерваловъ.

Поэтому рядъ всѣхъ смежныхъ интерваловъ возможенъ только при 
дѣленіи I на конечное число частей ]).

Замѣтимъ еще, что, если для интервала Z0 нѣтъ смежнаго интер
вала по обѣ стороны, такъ что обѣ границы его хс и E0 служатъ пре-

то такой интервалъ мы будемъ называть уединеннымъ.

Т ак и м ъ  о б р а зо м ъ  у т в е р ж д е н іе  S c l io e n f l ie s ’ä  въ тео р ем ѣ  T I  S. 7 8  является н есп р ав ед  
ливымъ, и  ф ор м ул ир овка о тн ося щ и хся  сю да т еор ем ъ  н ет о ч н о й .

о

дѣлами для двухъ рядовъ точекъ и + )

Iim X i  =  х 0, Ci — с0,
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2. Рѣдно разсѣянныя области.

72. Будемъ по какому нибудь закону дѣлить основной интервалъ 
послѣдовательно на все меныиія и менылія части. Если при произ- 
вольномъ законѣ и при произвольно продолжающемся процесс+ дѣле- 
н ія въ каждомъ частномъ интервал+ имѣются точки данной области 
Р, эта область называется часто разсѣ янной по инт ервалу  (überall 
dicht); для такой области, какая бы малая часть ни была взята на 
основномъ интервал+, на ней всегда находятся точки Р.

Если напротивъ того во всякой произвольной части основного ин
тервала можетъ быть найденъ частный интервалъ конечнаго протя- 
женія, свободный отъ точекъ области, она носитъ названіе области 
рѣдко разсѣ янной  (niergends dicht).

Согласно опред+ленію принятому выше— „производная часто разсѣ- 
янной области совпадаетъ съ основнымъ интерваломъ“.

Это послѣднее свойство можетъ быть принято, какъ указалъ еще 
C antor1 за опредѣленіе часто разсѣянной области, и тогда первое ея 
опредѣленіе сдѣлается сл+дствіемъ. Такимъ образомъ оба опред+ленія 
оказывается равносильными, и мы будемъ пользоваться тѣмъ или дру- 
гимъ опредѣленіемъ въ зависимости отъ удобства.

73, Пусть P  —рѣдко разсѣянная область, относительно которой нѣтъ 
больше никакихъ дальнѣйшихъ свѣдѣній. Спрашивается, что про нее 
тогда можно сказать? иными словами— какими свойствами обладаютъ 
всѣ рѣдко разсѣянныя области?

Разъ  область P  рѣдко разсѣяна, въ произвольной части участка 
(x-q , х 0) можетъ быть указанъ интервалъ, свободный отъ точекъ Р; будемъ 
увеличивать этотъ интервалъ вправо до тѣхъ поръ, пока границей 
интервала не сдѣлается или точка Р, или точка P '; назовемъ такую 
точку Х \ \  влѣво также увеличиваемъ интервалъ до точки X j 1 которая 
будетъ опять входить или въ Р, или въ P '; полученный свободный 
интервалъ назовемъ Z1.

Возьмемъ далѣе части участка ( г - ,  х т ) и (х ѵ X0); на каждой изъ 
нихъ могутъ быть найдены указаннымъ выше путемъ интервалы Z2 и Z3, 
свободные отъ точекъ Р, при чемъ границы ихъ х+, X2 , х+, X3 будутъ 
точками P  или P 7; и т. д., будемъ строить такіе интервалы безконечно; 
число ихъ должно быть непремѣнно счетно, и число интерваловъ, превы- 
шающихъ по длин+ данную малую конечную величину, будетъ конечно, 
потому что сумма всѣхъ интерваловъ не можетъ превышать Z.
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К аж дая точка, не входящая въ составъ Р, будетъ или внутрен
ней точкой одного изъ интервале>въ Ii или одной изъ границъ такого 
интервала, или— можетъ быть—двухсторонней предѣльной точкой этихъ 
границъ, т. е. внѣшней точкой всѣхъ интерваловъ.

Поэтому рядъ интерваловъ %}, распредѣлитъ точки L на три 
области G, Q и Е, изъ которыхъ G —область внутреннихъ точекъ 
интерваловъ—всегда входитъ цѣликомъ въ составъ П: ни одна ея 
точка не будетъ точкой P

G =  D (П).

Область E — область внѣшнихъ точекъ—цѣликомъ входитъ въ P '; 
дѣйствительно: точки E служатъ двухсторонними предѣлами границъ 
свободныхъ интерваловъ, а эти границы будутъ или точками P ' или 
Р; слѣдовательно—во всякомъ случаѣ точки E входятъ въ составъ P 7

E =  D (P'),

но онѣ могутъ быть какъ точками Р, такъ и точками П; положимъ, 
что, въ общемъ случаѣ, E составляется изъ двухъ частей

E E1 —)— E 2,

изъ которыхъ

E1 =  D (П), E2 =  D (P ).

Н аконецъ область границъ интерваловъ Q =  {х } можетъ состоять 
какъ изъ точекъ Р, такъ изъ точекъ П; назовемъ также

Q1 =  D (П), Q2 =  D (P).

Въ такомъ самомъ общемъ случаѣ область P составляется изъ ча
сти границъ интерваловъ и части внѣшнихъ точекъ

P = I  E2 + Q 2
или, если назвать

E +  Q =  T,
то

P  J =  D (T).

Итакъ, если мы не налагаемъ на рѣдко разсѣянную область ни- 
какихъ ограничений, то относительно нея мы можемъ высказать только 
такую теорему:
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Для всякой рѣдко разсѣянной области P можетъ быть построенъ 
рядъ интерваловъ, въ составъ границъ и  внѣшнихъ точекъ которыхъ 
входятъ всѣ точки Р.

Такой рядъ интерваловъ опредѣляетъ собой замкнутую область 
E - f-Q ; поэтому мы можемъ сказать, что „для всякой данной рѣдко 
разсѣянной области P можетъ быть построена замкнутая область Т, 
заключающая въ себѣ данную область P какъ часть“.

Очевидно, что въ двухъ такихъ областяхъ всѣ уединенныя точки 
будутъ однѣ и тѣ-же, такъ что область T —P состоитъ только изъ 
одно- или двухстороннихъ предѣльныхъ точекъ области Р.

74. Мы видѣли выше въ 71°, что, разъ рядъ { +  не состоитъ изъ 
конечнаги числа интервалов+», а это мы—разумѣется—въ дальнѣйшемъ 
и предполагаема въ его состав! непрем!нно должны быть несмежные 
интервалы. С л!довательно— относительно ряда {+ возможно сд!лать 
только два предположенія: или въ состав! {+ совершенно н !т ъ  смеж
ныхъ интерваловъ, или же въ р я д !  {+ встр!чаю тся интервалы обо
его рода.

Эти два исключающія другъ друга предположены даютъ возмож
ность распред!лить в с !  р !дко  разс!янны я точечный области на д в ! 
категоріи: области, опредѣ+яемыя рядами {+ безъ смежныхъ ин
терваловъ, и областями со смежными интервалами. Съ посл!дними 
областями мы будемъ еще им !ть д!ло впереди; въ виду ихъ разнооб- 
разія, въ настоящую минуту мы не можемъ заняться дальн!йш имъ 
ихъ изсл!дованіемъ. Что же касается областей безъ смежныхъ ин
терваловъ, т. е .— иными словами— областей, опред!ляемыхъ рядомъ 
уединенныхъ интерваловъ, то о н ! представляются довольно простыми, 
и объ нихъ-то мы скажемъ два слова теперь.

Такъ какъ рядъ интерваловъ {+ — на основаніи 69°—всегда счетенъ, 
-а области [хр)  и \ x f  л!вы хъ и правыхъ концовъ интерваловъ рав- 
ном!рны съ рядомъ интерваловъ, то )хр)  и [x j будутъ о б ! счетны; 
а въ такомъ случа! счетиа и область ) x j ,  X1).

Такъ какъ въ состав! {+ совершенно отсутствуютъ смежные ин
тервалы, и — сл!довательно— в с ! интервалы Ii будутъ уединенными, то 
въ произвольной окрестности каждаго ихъ конца им !ется безконечно 
много границъ другихъ интерваловъ; поэтому каждая изъ этихъ гра
ницъ будетъ пред!льной точкой области границъ Q, такъ что эта об
ласть будетъ сгущенной

Q ee= D (Q'). (12)



К аж дая изъ внѣшнихъ точекъ E области интерваловъ {Ц  будетъ 
предѣломъ нѣкотораго ряда границъ или предѣломъ ихъ предѣловъ; 
поэтому каж дая изъ точекъ E войдетъ въ составъ Q7

E = D C Q 7).

Затѣмъ ни одна изъ внутреннихъ точекъ %} не можетъ быть 
предѣльной точкой Q; слѣдовательно Q7 можетъ состоять только изъ 
точекъ Q h E

Q' =  Q +  E;

а мы знаемъ, на основаніи G 67°, что—въ силу (12)— область Q, 
будетъ совершенной. Итакъ

„Если для рѣдко разсѣянной области всѣ свободные интервалы не
смежны, точки P принадлежатъ составу нѣкоторой совершенной области“.

75. Кромѣ того попутно изъ разсужденій предыдущаго параграфа 
вытекаетъ весьма важная теорема C antoha:

„Область несмежныхъ интерваловъ опредѣляетъ своими границами 
и внѣшними точками совершенную область“.

Обратно: „для всякой совершенной области можетъ быть построена 
область несмежныхъ интерваловъ, свободныхъ отъ точекъ области“ +

Между рѣдко разсѣянными областями, которыя опредѣляются не
смежными интервалами, отмѣтимъ три области, получаемыя въ трехъ 
частныхъ случаяхъ:

A. Положимъ, что P =  Q +  Е, т. е. въ составъ P  входятъ всѣ 
иевнутреннія точки области интерваловъ; тогда P будетъ совершен
ной областью, и —слѣдователъно— будетъ несчетной.

B. Если P a Qj т. е. рѣдко разсѣянная область состоите только 
изъ границъ несмежныхъ интерваловъ, она будетъ счетна и сгущенна.

C. Наконецъ если P =  Е, т. е. P  состоите только изъ внѣшнихъ 
точекъ области интерваловъ {/,■}, P будетъ сгущенной и несчетной; 
дѣйствительно: если бы P =  E была счетна, то, въ силу счетности Е, 
счетной была бы и Q +  Е, что не вѣрно, такъ какъ Q +  E совершенна.

3. Основные и производные типы размѣщенія.

76. Мы имѣли уже выше дѣленіе участка L  на конечное число 
частей; теперь придется перейти къ дальнѣйшимъ изслѣдованіямъ^. 
предполагая, что число точекъ дѣленія можетъ быть безконечно.
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*) Лучшее доказательство у ВогеГя, Legons, р. 49.
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Въ виду безконечнаго разнообразія тѣхъ законовъ, по которымъ 
участокъ L можетъ быть раздѣленъ на конечное или счетное число 
частей Ii , является интереснымъ выяснить, какіе основные типы 
дѣленій при этомъ возможны.

Въ ряду этихъ типовъ простѣйшимъ будетъ дѣленіе участка L на 
конечное число п  частей: мы будемъ называть его размѣщеніемъ и н 
терваловъ т и п а  п. При такомъ обозначеніи m u m  1 обозначаетъ, что 
участокъ не подвергается никакому дѣленію.

Возьмемъ далѣе участокъ L и отъ одного конца, именно—слѣва, откла- 
дываемъ отрѣзокъ Z1; отъ конца х ?
этого отрѣзка отложимъ отр і I1 I2 I, I4 Inr  !     . —. — ■ •—(
зокъ Z2 и т. д., строимъ но како- X1 ха х3 X4 xs xn X41
му нибудь опредѣленному закону
счетный рядъ отрѣзковъ Ii такимъ образомъ, чтобы они заполняли 
весь участокъ L

OO

1

и чтобы—слѣдовательно—граница участка L была предѣльной точ
кой ряда {Xi}

X 0 —  U m  X i  ;

тогда на L мы получаема» счетную область точекъ [ x f —границъ 
интерваловъ {<+, основнымъ интерваломъ для которой будетъ служить L.

Всѣ точки участка L разобьются на три области: G -о б л а сть  
внутреннихъ точекъ интерваловъ {,Ii}, Q— область границъ интер
валовъ и Е —область, состоящая изъ единственной точки х 0і слу
жащей предѣломъ [Xi); это будетъ внѣш няя  точка области интерва
ловъ [Ii).

Очевидно, что

Q' ----- W  E , " 0;

Р ' = : | 0 + Е | '  E 5 Р "  0.

Такое элементарное распредѣленіе частныхъ интерваловъ по дан 
ному участку является типичнымъ при построеніи областей, и этотъ 
простѣйшій т ипъ размѣ щ енія  мы, по аналогіи съ обозначеніемъ Сап- 
to r ’a , будемъ обозначать буквой со—при томъ расположены предѣль- 
ной точки, какъ  на чертежѣ, *со— при обратномъ расположены, т. е .—  
когда предѣльной точкой служитъ начало участка.
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П .Пусть далѣи на участкѣ L взятъ интервалъ I0, ни одинъ изъ 
концовъ котораго и X 0не совпадаетъ съ концами L; вправо и

влѣво отъ I0 строимъ интервалы {+} и { } такимъ образомъ, чтобы

X0

OO CO

г - Ѵ г - . + ; 0 +  V ; , ,

I 1

Um X r =  х 0 , lim Xi — х 0.

При такомъ ностроеніи интерваловъ I i и Ii мы разбиваемъ точки 
участка L на три области: G—область внутреннихъ точекъ интер
валовъ I i и L 1 Q —область границъ {X j , х-} и Е — область, состоя
щ ая изъ двухъ точекъ {х у , х 0), служащихъ предѣлами x-j и х % ; 
это будетъ область точекъ виѣшиихъ  по отношенію къ интерваламъ 

I  j  и Ii ; области G5 Q и E обладаютъ тѣми-же свойствами, какъ и

выше.

Очевидно, что

Q' [ + + =  Е,  Q" =  0;

P '  =A (Q 4 -  E) '  =  Q' ,  Р " = = 0 .

Такой типъ размѣщ епія интерваловъ по участку L мы будемъ обо
значать 4~ (о, такъ какъ онъ иредставляетъ собой комбинацію двухъ 
видовъ *ш и со предыдущаго типа.

Ясное дѣло, что, если бы за исходный интервалъ мы взяли не I07 
а  какой нибудь другой, то суть дѣла отъ этого не измѣнилась бы: 
вправо и влѣво отъ него по прежнему находилось бы по счетному 
ряду интерваловъ, и —слѣдовательно—всѣ разсужденія сохранили бы 

-свою силу.

78. Возьмемъ далѣе на участкѣ L интервалъ Z1 съ границами X 1 и Xu  

изъ которыхъ ни одна не совпадаетъ съ границами L; на участкахъ 
{х~0, х -j), (х]7 X0) располагаемъ интервалы I2 и Z3 опять таки такъ,

Ч Ѵ  12 \ / 1 T \  х '  1O X A h  + I h  V V  ,! ! )• \ /  \  / ‘ч • :j
I

* г
— I- ;

\  # 
\І

X,5 Xi Xj Xi Xi X2 X5
они были смежны и заполняли весь участокъ L, такъ что
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чтобы ни одна изъ границъ X3 и X2 участка I2 и х 3 и х ъ участка + 
не совпадала соотвѣтственно съ X0 , X1 , X1 , X0 .

Тотъ же процессъ мы будемъ продолжать и далѣе: на каждой 
-свободной части основного интервала мы будемъ помѣщать новые ин
тервалы, только не дѣлая ихъ смежными съ построенными раньше; 
продолжая такой процессъ безконечно, мы построимъ область уеди- 
ненныхъ интерваловъ и снова разобьемъ точки L на три области: G— 
область внутреннихъ точекъ интерваловъ Ii , Q—область границъ этихъ 
интерваловъ и E — область точекъ внѣшнихъ но отношеніи къ нимъ.

Въ двухъ предыдущихъ параграфахъ интервалы Ii выбирались такъ, 
что они заполняли собой участокъ L, т. е ихъ сумма была равна 
всегда /; что касается настояіцаго случая, то здѣсь нельзя устано
вить подобнаго условія, и мы увидимъ ниже, что, въ зависимости отъ

выбора длины интерваловъ Iil N  Ii можетъ быть или равна, или меньше

длины I основного интервала L.
К акъ мы видѣли въ 74°, области Q h E будутъ сгущенны; изъ 

нихъ Q —счетна, a E не счетна, и P =  Q -j- E совершенна.

Очевидно, что

Понятно, если за исходный интервалъ будетъ взятъ не Z1, а какой 
бы то ни было другой, все останется по прежнему: вправо и влѣво 
-отъ него по прежнему помѣстилось бы по счетному ряду несмежныхъ 
интерваловъ; измѣнилась бы только нумерація интерваловъ, а эта ну
мерация не существенна для строенія ряда интерваловъ.

Этотъ типъ раеположенія частныхъ интерваловъ на участкѣ L мы 
будемъ называть совершеннымъ типомъ размѣщенія или типомъ сб.

79. Четыре разобранныхъ нами типа:
a) типъ п —при конечномъ числѣ точекъ,
b) типъ со или *о>,
c )  типъ *<о -f- (О

d) совершенный типъ со
обнимаютъ собой всѣ элементы, на основант которыхъ можетъ быть п о 
строена любая область, какъ бы она ни была сложна по своему

Q' _  Q +  E Р, Q" P ' Р.
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составу; поэтому ихъ мы назовемъ основными типами размѣгценгя ин
терваловъ.

Мы разберемъ далѣе другіе важнѣйшіе типы, которые получатся, 
если мы будемъ примѣнять конечное или безконечное число разъ ос
новные типы размѣщенія и всевозможнымъ образомъ комбинировать 
ихъ другъ съ другомъ. Замѣтимъ при этомъ, что фактическое размѣще- 
ніе интерваловъ внутри каждаго изъ типовъ можетъ быть безконечно 
разнообразно, въ зависимости отъ выбраннаго закона нхъ послѣдова- 
тельности.

80. Пусть имѣется участокъ L; раздѣлимъ его на конечное число 
п  частей и на каждой изъ нихъ помѣстимъ область типа со. Обозна- 
чимъ [ я + =  Q (1)— область границъ перваго дѣленія и для второго дѣ- 
ленія области точекъ, внут реинихъ  для Ii , назовемъ

п

<*»> =  Q 1?; У  Q f  =  Q 1"; Q =  Q ni +  Q '!> +  {% ) ;

область Q есть область границъ окончательнаго разм ѣ щ енія .

/ Vi" V /W '\  . - I i j f V  /  Vl Y /Нч Аъ \Г '\Б  /іп-і.1'- Jn-I+ДпГѴ 'ѵ'-Ч/JnV -/ W .
V ] ! ГѴ V : : ! It і ! : !!» І ‘ ! ! ;

X0 ^  . . . X«1̂2 N13 ^  X2j X22 X23 ^  Ximi Хп-12 Xn43 ^   ̂ Xni X112Xn3

На каждомъ изъ п  участковъ Ii у насъ расположится по счетному 
ряду интерваловъ Ijj , которые въ общей сложности—на основаніи 69°— 
дадутъ снова счетный рядъ. Каждая иредѣльная точка является здѣсь 
односторонней предѣльной точкой; число такихъ точекъ будетъ ко
нечно и равно п. Каж дая предѣльная точка произвольнаго ряда гра
ницъ на одномъ изъ интерваловъ Ii , будучи, кромѣ х 0, въ свою оче
редь границей интервала на Ii I 1 , войдетъ въ область границъ Q, и 
— слѣдовательно— всѣ точки L раздѣлятся на три области: область 
границъ Q окончательнаго размѣщенія, область G-—внутреинихъ точекъ 
и наконецъ E —область внѣшнихъ точекъ, которая будетъ состоять 
изъ одной единственной точки X 0 — границы всего участка.

Область Q, всегда счетная, будетъ непремѣнно заключать въ своемъ 
состав+ всѣ свои предѣльныя точки, кромѣ поелѣдней; границы смеж
ныхъ интерваловъ будутъ для нея уединенными точками, и присут- 
ствіе уединенныхъ точекъ для Q обязательно. Область



Q 4 - E  =  Q - H A  =  P

будетъ счетна и замкнута, и очевидно, что

P ' =  Qto 4 ~ { я 0}, P " ^  о.

В зявъ размѣщеніе *cö, мы получили бы аналогичные результаты.

Типъ размѣщенія, полученный отъ комбинированія дѣленія L на п  
частей съ типомъ со или *со, мы обозначимъ п  со или п  *со, изображая 
производный типъ  какъ  произведете состав ляюгцихъ типовъ.

Если въ интервалы размѣщенія со или мы помѣстимъ интер
валы типа п, т. е .— иными словами—раздѣлимъ каждый интервалъ на 
т частей по какому нибудь закону, то— очевидно—типъ со п  или *со п  
не будетъ отличаться отъ со или *со; мы должны такимъ образомъ по
ложить

CO п  — CO, *со П — *СО.

8 1 . Раздѣлимъ теперь участокъ L на интервалы типа со, и въ каж
домъ изъ нихъ помѣстимъ рядъ интерваловъ того же типа; тогда 
участокъ L разобьется на счетный рядъ счетныхъ рядовъ интерваловъ 
{+}, которые, вмѣстѣ взятые, составятъ—въ силу 69°— снова счетный 
рядъ. Обозначимъ точки дѣленія

{%, А  =  Qw, Ы =  Qw, M  =  QT3 2 V* -  Q<2)*
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- K- - ,I 5 ,
A r , V -

Xd

/■W4A / +T . /'W--., W \ ,/ 'W /W n/WNi і *\ { Y' '« К*' \ >’ гтш• In
«ьчн

X11 X12 ь і13X1 ^21 ^22 ^23X5 ^31 ^32 ^33X3 ^42 X

Всѣ точки L разобьются на G—область внутреннихъ точекъ 
интерваловъ {+} , Q -  область ихъ границъ и Е —область внѣшнихъ 
точекъ интерваловъ окончательнаго размѣщенія.

Область G не представляетъ особаго интереса; область

Q =  W  + Q"1 +  Q"1
■состоитъ изъ счетнаго ряда счетныхъ рядовъ точекъ , счетнаго 
ряда Q(1) и точки х 0. Въ составъ Q входятъ всѣ ея предѣльныя точки, 
кромѣ одной х 0, такъ  какъ всѣ онѣ, кромѣ х 0, являются грани-
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цами интерваловъ Ii i ; область E состоите такимъ образомъ изъ един
ственной точки X 0

E =  [./•„!.
Если назвать

2

р  =  0  +  E  =  { + }  4 -  Q (1) +  Q <2)
О

то очевидно, что

P r =  Q™ +  {*,) =  Q', Р ” =  (да,), Р " ’ =  О,

т. е. P  будетъ областью второго вида; она счетна и замкнута. 
Область Q, которая состоите изъ границъ всѣхъ интерваловъ« 
Ii j ,  лежащихъ в н у т р и  Ii , будетъ у е д и н е н н о й .

Такъ какъ при построеніи настоящ ей области мы прим+нили по- 
слѣдовательно два раза размѣщеніе со, мы можемъ обозначить настоя- 
щій типъ размѣщенія черезъ со2.

82. Точно также мы могли бы получить типы *<о2, который не пред
ставляете никакой особенности въ еравненіи съ со2, и типы со X  и *со со.

Въ размѣіценіи интерваловъ типа со *со мы возьмемъ область ин
терваловъ типа со и въ каждомъ изъ нихъ помѣстимъ область типа 
*со; тогда будетъ

Q (0) =  К ,  ®0) > Q (1) =  Х  Q<2) =  ,

Q  =  {Хі} +  [X i j ) == Q '11 +  QW, E =  {% ) я 0} - I  О(0),

такъ  какъ ни ни X 0 не будутъ уже здѣсь границами интерва- 
л объ окончательнаго размѣіценія; затѣмъ 

2

P  =  Q +  E = V  QW- p ' =  Q » -)-Q W  =  Q ', P "  =  (да,), P m S=O .
0

Въ типѣ *co со мы беремъ сначала размѣщеніе *со и въ каждомъ его 
интервал+ помѣщаемъ область со; для этого случая области Q, E и P  
имѣютъ тотъ-же составъ, какъ и иредыдущія.

Помѣщая далѣе въ интервалахъ типа со2 интервалы типа со, мы 
получимъ новый типъ со8, для котораго будетъ

P '"  =  Ы ,  Р (ІѴ) =  0:

и т. д. Очевидно, что взявъ сначала разм+щеніе со, а зат+мъ со2, мы 
получимъ то-же разм+щеніе со8; такимъ образомъ

(О . CO2  E =  CO8  = Z  CO2 . CO.
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Комбинируя послѣдовательно со и *to, мы можемъ получать обла
сти Q всегда счетныя, перваго рода и пято  вида, если число операцій 
to и *to будетъ п ; въ томъ числѣ для области типа <оп или *tow область 
F ^  состоитъ изъ единственной точки X0 или х 0.

Такимъ образомъ по заданному типу

соа *(о? toT . . . .  ^tov ( 1)

мы всегда можемъ возсоздать строеніе области и непосредственно 
указать ея видъ п  — а -f- ß ~f- у Ar • • * +

Само собой разумѣется, обозначеніе (1) даетъ только типъ  области;, 
чтобы получить какую нибудь область этого типа, надо опредѣленно 
задать каждое изъ составляюіцихъ ооновныхъ размѣщеній.

Согласно съ принятыми нами обозначениями, области S m ith 7а 1) будутъ 
P 1 типа *«>, P 2 типа *ш2, F m типа *<*>*”; къ этимъ же типамъ относятся 
области M ittag -L e ff le r  а 2), для которыхъ P n^"1 =  0.

Замѣтимъ еще, что во всѣхъ областяхъ типа Gn и *ton предѣльныя 
точки будутъ всегда односторонними, въ первомъ случаѣ—правыми и 
во второмъ—лѣвыми; что же касается типа (1), то тамъ будутъ на
ходиться какъ тѣ, такъ и дрѵгія; кромѣ того при п  >  2 должны войти 
еще и двустороннія предѣльныя точки.

83. Обратимся теперь къ  областямъ, происходящимъ отъ основного 
типа *ю +  to, и возьмемъ сначала дѣленіе интервала L на конечное 
число п  частей; области точекъ разныхъ оистемъ дѣленія назовемъ

Область интерваловъ окончательнаго размѣщенія будетъ имѣть 
границами область Q =  Q(2), тогда какъ ни одна изъ точекъ Q(0) и Qa> 
не войдетъ въ составъ Q. Полученный при этомъ типъ размѣщенія 
будетъ обозначенъ, въ согласіи съ предыдущимъ, черезъ п  (*<о +  о>) 

При такомъ распредѣленіи участковъ {++ на L мы будемъ имѣть 
конечное число счетныхъ рядовъ интерваловъ; каждая изъ точекъ

1J Cm . A 0 5.
2)  Cm . 1 8 ° .
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еерваго дѣленія Q(1), а также и границы интервала L будутъ предѣль- 
иыми точками.

Точки участка L будутъ здѣсь распредѣляться на три области: G— 
область внут ренних^  точекъ участковъ Ю  , Q—область ихъ границъ 
и наконецъ Е —область предѣльныхъ точекъ границъ участковъ, являю
щ ихся внѣ ш ним и  точками интерваловъ окончательна™  размѣщенія.

Область G— область внутреннихъ точекъ участковъ не предста
вл яете  ничего новаго въ сравненіи съ изложеннымъ выше; Q —область 
границъ будетъ счетна и уединенна, такъ какъ ни одна изъ иредѣль- 
ныхъ точекъ {#$} не входитъ въ составъ границъ интерваловъ Ц  ; 
область E будетъ состоять изъ точекъ дѣленія Q(1) и границъ основ * 
ного интервала X̂ 0 и х 0

E =  < T + .Q < » .

Очевидно, что здѣсь

(2) Q ' =  E, Q '" =  О,

ори чемъ всѣ предѣльныя точки области Q, кромѣ точекъ Qfü), будутъ 
двухсторонними. Область

2

P  Q +  E - - V  QOl 

о
.даетъ, въ силу (2),

P ' =  Q ' =  E, P '"  е= 0 .

Очевидно, что

(*ш +  ю) п  —  *«> H- ш =I= (*«> +  (ы).

83. Положимъ далѣе, что мы взяли сначала типъ *о> -f- со и въ 
каждомъ его интервал+ помѣстили снова область типа *со +  ш; гра
ницы участка и области точекъ перваго и второго дѣленія будутъ 
тогда

«Г =  (*т>*.1>4|'>=  W . Q? = '  M . 2  Q?' =  Qw.

""-ч    I r - ...... ......................................'"+ * .............  . . ' ! " 4 V..... ч  . .- I* "- ..\ Л I I \  I . ’I I 1 '''I 1 Ш . ,  . / .  . - і  S - - \  /  I/ ч \  X '  ,..***.............. X        ...-'"1V....+ - V-,.. X i
I |  J ” \ ІЦ- hy+» ••++. (fev- Wykid

X§i X2J + is  Xjj • Xjj Xj3 ^  Xoi Xoi X0J X04 ^  Xj2 Xlj Xn X12 ^  X2J Xai ^ .

при чемъ i n j  принимаютъ всѣ цѣлыя положительный и отрицатель
ный значенія; кромѣ того і  можетъ равняться 0. Полученный при 
этомъ типъ размѣщ енія интерваловъ долженъ быть обозначенъ 
(*ш +  со)2.
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При такомъ законѣ распредѣленія интерваловъ на участкѣ L мы 
разбиваем ъ всѣ его точки на три области: G —область внутреинихъ 
точекъ интерваловъ [ }  окончательнаго размѣщенія, Q— область ихъ 
границъ и E— область точекъ внѣшнихъ для Ясно, что E со
ставится изъ всѣхъ точекъ Q(1) вмѣстѣ съ границами основного ин
тервала L, a Q совладеть съ Q(2)

к  Q(0) +  Q0), Q =  Q Y

область Q будетъ счетна и уединенна, такъ какъ всѣ ея предѣльныя 
точки входятъ въ составъ Е; поэтому

Q ' =  Q(O) 4  Q O l i Q "  =  Q W  Q ' "  =  0 .

Комбинація областей Q h E даетъ счетную замкнутую область
P = Q  +  Е, для которой

P  = Q ' ,  P r7L = O .

Замѣтимъ, что всѣ имѣющіяся здѣсь предѣльныя точки, кромѣ— 
разум ѣется—границъ основного интервала, будутъ двухсторонними.

84. Помѣщая въ интервалахъ размѣщенія типа (*ш +  со+ интер
валы типа *со +  to, или наоборотъ, мы получимъ новый типъ размѣ- 
щ ен ія  (*ш +  со)8, дл^ котораго будетъ,

Q " ' =  ( ^ 1S 0), Q ^  =  O.

П овторяя конечное число п  разъ операцію *о> +  о>, мы будемъ 
имѣть типъ (*со -J- со+ , опредѣляющій уединенную область Q и замк
нутую P  перваго рода и г і а г о  вида, для которой границы основного
интервала будутъ служить г і о й  производной и для которой, кромѣ 
этихъ границъ, всѣ остальныя предѣльныя точки будутъ двухсторонними.

85. Переходимъ далѣе къ комбинаціи двухъ тиловъ размѣщ енія 
со или *со и *ю +  (О.

А. Возьмемъ сначала размѣщеніе со, для котораго

< г  =  { % ,* „ ) .  Qm =  W ,

и въ каждомъ интервал+ помѣстимъ область типа *со +  со; получен
ный при этомъ типъ размѣщ енія обозначится какъ со (*<о +  <о); назовемъ

OO
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Интервалы этого типа распредѣлятъ точки L  на три области: 
G— область внутреннихъ точекъ интерваловъ \1^ } окончательнаго раз- 
мѣщенія, Q— область границъ этихъ интерваловъ и E — область внѣшнихъ 
ихъ точекъ.

К ъ  послѣдней категоріи отойдутъ здѣсь всѣ точки [xf\ перваго 
дѣленія Q(1) и кромѣ того точки ж - и ж0; такимъ образомъ

E =  QW +  { * * ,^ } = = Q m  +  Qm;

это будетъ счетная замкнутая область, для которой E ' =  { х 0}. 

Область границъ Q =  Q(2) будетъ уединенна, такъ какъ ея пре~ 
дѣльныя точки всѣ входятъ въ Е, такъ  что

Q ' =  E, Q'' == { х о } ,Q"' =  0.

Очевидно далѣе, что P =  Q -f- E будетъ счетна и замкнута, и что 
всѣ ея предѣльныя точки, кромѣ ж - и х 0, будутъ двухсторонними; 
для нея

P ' =  Q(1) -f- Q<0) =  Е, P ' ' '  = 0.

В. Если за первое размѣщеніе взято *<о - |-  о>, а въ его интерва- 
лахъ помѣіценъ типъ ш , то получится новый типъ (*u> -f- о») о».

Назовемъ, какъ  и выше, границы участка и область точекъ пер
ваго и второго дѣленія соотвѣтственно

Z tC O
со  оо -  -

Q (0) = =  . А  . Q (,) =  ( А , Q =  іщ I > Я Г  =  2  •
і=±I )= і

\ Y
/І28 ,j fj[ 1 :,U+ /''Iil / L - ^ /7 • Ioi +02 '% ,.'lös'\До4 + / /llä4-Діі',)i4\ 'Mi

I i  * іАЗ 4  4  4 4 х 4  4  4  4 х x« ' 4 4 4 .  4 4 |4 ÜAg Ä| Aj Ag A3
|Xe
*4

Область G здѣсь такова-же, что’ и выше; область Q состоитъ во- 
первы хъ— изъ точекъ Q(2), что ясно само собой, а во вторыхъ— изъ 
точекъ перваго дѣленія; дѣйствительно—каждая изъ точекъ Q(1) будетъ
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лѣвой границей одного изъ интерваловъ такъ что она войдетъ 
въ  область границъ окончательнаго размѣщенія; итакъ область 
Q =  Q(1) +  Q(2) будетъ счетна и общаго вида, такъ  какъ въ ея 
составъ войдутъ не всѣ ея  предѣльныя точки; область E состоитъ 
только изъ  границъ основного интервала E . }; для области Q
мы имѣемъ

Q ' =  Q P )+  Q Y  Q" =  Q Y  Q ''' гг  0.

Область P  -Y  Q +  E будетъ здѣсь опять счетна и замкнута; всѣ 
е я  предѣльныя точки односторонни.

Сопоставляя типы со (*со +  со) и (*со +  <о) со, мы видимъ, что они 
являю тся въ значительной степени различными, такъ  что выходитъ 
здѣсь

со (*со -[- со) =I= (*со - j-  со) (О.

Очевидно, что типы *<о (со +  со) и (*со -f- со) *со не дадутъ намъ ни
чего особенна™ въ сравнены  съ изслѣдованными нами типами; точно 
такж е будетъ

*(о (*со -j- <о) =I= (*со +  со) *(0 .

8 6 .  Разсмотримъ еще комбинацію типовъ со, *ю и *со +  со: размѣ- 
стимъ сначала на L интервалы типа (о *<о и затѣмъ въ каждомъ изъ 
интерваловъ расположимъ области типа со +  со; полученный при этомъ 
типъ размѣщ енія будетъ со *со (*о> -J- со).

Назовемъ границы интервала и области перваго, второго и тре
тья™  дѣленія соотвѣтственно черезъ

OO OO + с о

Q(0) =  D+ ѣ } , Q(1) =  {+I, Q® = = {+},Qf =  {+л}»
i— I j =  I Jc+ 1

2  Q f  =  r , V  \  Q g l  -  Q »

Область границъ интерваловъ окончательнаго размѣщенія Q со- 
стонтъ здѣсь только изъ точекъ третьяго дѣленія Q =  Q(3); внѣшнія
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точки образуютъ область Е, которая составляется изъ всѣхъ точекъ 
второго и перваго дѣленій и изъ границъ основного интервала

E  =  Q ( ° )  +  Q O  +  Q  ; 

область Q будетъ уединенна и счетна; для нея

Q'=Q<2) +Q O ) +  Q(0): Е, Q " =  Q(1) + Q (0), Q " '= Q (0\Q(IT)= ö .

Мы видимъ такимъ образомъ, что область Q есть область 1 рода 
и 3-го вида; область E будетъ замкнутой и также счетной областью
2-го вида; область P /• Q +  E даетъ счетную замкнутую область, для 
которой P 7 =  Е.

Очевидно —комбинируя типы со, *со и *со +  со различнымъ образомъ, 
мы будемъ получать все болѣе и болѣе сложный области; порядокъ послѣд- 
ней не обращающейся въ О производной будетъ всегда равенъ числу опе- 
рацій, которыя указываются числомъ множителей типа размѣщенія. Всѣ 
области, получаемый конечнымъ числомъ комбинацій этихъ основныхъ 
типовъ размѣщенія, имѣютъ типъ, состоящій изъ произведенія типовъ

COV *со+ (*со-J-со)L

для нихъ P  всегда будетъ счетна.
Замѣтимъ между прочимъ, что, если послѣдній множитель типа 

есть *со+со, область внѣшнихъ точекъ интерваловъ окончательнаго 
размѣщ енія всегда будетъ замкнута и состоитъ изъ точе+ъ всѣхъ, кромѣ 
послѣдняго, дѣленій.

87. Переходимъ далѣе къ третьему основному типу со. Взявъ раз- 
мѣщеніе интерваловъ этого типа, расположим!» въ каждомъ изъ нихъ 
новую область интерваловъ того же типа; полученный при этомъ типъ 
долженъ быть обозначенъ какъ  со2.

Назовемъ границы участка, точки перваго и второго дѣленія 
соотвѣтственно

+  CO + C O  ~  л

T = { %  + о }» Q0) =  ( Ь  Q « —  ■{ н }, 2  Q If= Q w ;
+  I j = + l  Ä

< .

назовемъ еще E (1) область внѣшнихъ точекъ перваго дѣленія, въ 
составъ которой входитъ Q(0); аналогично E +  назовемъ область

/Ѵ %  + '' V /V y  V ' /  Vy у ' \  %  /V n
jnVcrd / + .  / +  1 +  ІГ;,Цп! , V  V  V  ,- -Jjf -- Jn  +  jnVftp; : )зз -Vl-, Із? ■

X 4  X 4 X 2 X 2 1 X 21 X 2X j  X 5 X 1 N i 2 N 1 2 X 11 Ä  X 13X 1 3 X l X g X 6 X 5 N 3 i X 3 1 X 5 X y  X s
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внѣш нихъ точекъ совершенной области, расположенной на I1, цри 
чемъ опять таки { X j i Xi ) еее D ( E (f  ). Область Q границъ интерваловъ 
окончательного размѣіценія будетъ состоять исключительно изъ точекъ 
второго дѣленія Q  R R  Q (2), тогда какъ границы интерваловъ пер
ваго дѣленія перейдутъ теперь всѣ въ категорію внѣшнихъ точекъ. 
Область Q счетна, такъ какъ она равномѣрна съ областью интерва
ловъ, и слущ епна , такъ какъ каждая ея точка Xigi будучи гра
ницей интервала совершенной области на Iil является предѣлъ- 
ной точкой. Въ составъ области E внѣшнихъ точекъ окончатель
ного размѣщенія войдутъ всѣ внѣшнія точки Е (1) перваго дѣ- 
ленія, въ числѣ которыхъ заключаются также и ж0,в с ѣ  гра
ницы этого дѣленія { Xi } , т. е. вся область Q(1), и наконецъ всѣ 
внѣшнія точки Е (2) каждой изъ совершенныхъ областей, расположен- 
ныхъ на интервалахъ Ii , кромѣ присчитанныхъ уже границъ X j  и Xi; 
итакъ

E =  Е<» +  QW +  V  [E (f  -  (хт, =  Е (1) +  V  E (f  .

Такъ какъ — согласно В 68°— области Е (П и Е (+ будутъ несчетны, то 
несчетной окаж ется и область Е.

Интервалы { +  +располож енные на Ii i  всѣ уединенны; двойной 
рядъ такихъ несмежныхъ интерваловъ на всѣхъ { Ii } можетъ быть 
превращ енъ въ простой рядъ несмежныхъ интерваловъ, а послѣдніе, 
какъ  мы знаемъ, опредѣляютъ на L совершенную область невнутрен- 
нихъ точекъ Q  +  E e l:  Р.

Итакъ оказывается, что типъ со2 опредѣляетъ такую-же совершенную 
область Р, какъ и типъ со; а въ такомъ случаѣ послѣ двукратнаго 
примѣненія операцш со? типъ размѣщенія не мѣняется: для совершенной 
области со2 мы— на основаніи обратной теоремы 75°— можемъ по
строить свободные интервалы, которые должны совпасть съ {+ ’}, и мы 
получимъ поэтому область типа со.

Мы приходимъ послѣ всего предыдущаго къ такому важному резуль
тату: примѣняя послѣдовательно два раза размѣщеніе интерваловъ типа 
<*>, мы получимъ снова то-же размѣщензе со; мы должны такимъ обра
зомъ положить

г 2 ѵ 
CO =  CO.

Очевидно также, что повторное, но конечное примѣненіе такого 
размѣщ енія даетъ намъ тотъ-же результате, такъ что при всякомъ 
конечномъ п



и никакихъ новыхъ типовъ отсюда получить мы не можемъ.

Считаемъ не лишнимъ замѣтить, что размѣщеніе типа <5 распредѣ- 
ляетъ  точки участка на счетную область Q и двѣ несчетныя области 
Gr и Е.

8 8 .  Комбинируя типъ со съ предыдущими типами, мы получимъ 
рядъ  интересныхъ областей, изъ которыхъ нѣкоторыя уже фигуриро
вали въ литератур+, Возьмемъ сначала типъ п  и въ его интервалахъ 
помѣстимъ интервалы типа со; назовемъ

п
п— 1 ±  OO

< Г S = K , * ) , Q 14 =  M . V f  = W - Z Ql? “ м Е ' ? = Е .
I у  1

гдѣ въ E(f  ВХОДЯТЪ ТОЧКИ X - г  и X- .

V ;Мі \  А ч\ V  A r  /W. V  Jtbii M -ii\ W > vk*/W , k r+ T
N0H  iTmT'-------------Г"!------ r I m'— — ----------- H ------, 1 T 1-I--------- I l  I "I T-Vl -------!+"-HAn

X12 X12X11' X11X1J X1̂ X22X22X21 X2̂X2* X2̂ .  Xnx5 Xn41 X115 Xai

Очевидно, что Q =  Q(2) будетъ сгущенной; сл+довательно Q7— совер 
шенна, при чемъ

Q' =  Q(2) +  Е =Q-LE;
итакъ окончательное распредѣленіе интерваловъ оказывается таково, 
что область P  ——: Q -f- E будетъ совершенной. Отсюда слѣдуетъ, что

при всякомъ конечномъ п.

89. Напротивъ того легко показать, что

Г I г
CO П  = ± =  CO.

Размѣстимъ въ интервалахъ совершенной области конечное число 
п  новыхъ интерваловъ; назовемъ, какъ обыкновенно,
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гдѣ Р (1)—совершенна а каждая изъ Q(2) и слѣдовательно Q(2) уеди
ненна.

,Li = V 4 А і'\  , ' " Ч  е W*' X /W*.
/ + г . W' (WW гутп / W x  F Wa/'W 4'. W  гтуг! /Wi y+2'vW W г ттр

Г ! f V L iT jjr  У ) K У } I ! i : I ) I I ; ; I j !
КJ - T T T t  j -  . . I i I I I I . 1 ’ 1 I I ' ‘ ' { I ' 1 ' I I 1 ' •

Xi L4V  L i LAiHXjXg X5Xi x ‘i L2 xIiiix1 Xe IC6L  Li LAiiix3X5 x;

Область границъ интерваловъ окончательнаго размѣщенія Q будетъ 
состоять изъ новыхъ точекъ дѣленія Q(2) и изъ QWj тогда какъ область 
внѣшнихъ точекъ E совпадет съ Е(1)

Q = х Q (2) +  Q (1), E =  EW.

Въ силу того, что точки Xij , расположенный в н у т р и  интерваловъ 
L , будутъ уединенны, при чемъ даже границы интервала х-.- и х .  не

% X

могутъ быть ихъ предѣлами, такъ какъ число точекъ дѣленія х •• на I-Ij г
конечно, Q7 вполнѣ совпадаете съ Qav , т. е. будете

Q7 =  Q(1R =  Q G ) J - E ^ = F 11;

затѣмъ, если назвать

P = :  Q +  E =  Q(2) -j- QW +  Е(1) =  Р (1 +  Q<2>, (3)

то P Р(1); отсюда слѣдуетъ, что P — замкнута; она кромѣ того
несчетна, такъ какъ заключает въ своемъ составѣ несчетную часть Р (1).

Выраженіе (3), въ согласіи съ теоремой даетъ
разложеніе несчетной замкнутой области P на совершенную часть Р (1)
н счетную Q(2), для которой Q<2)' =  0.

Мы видимъ такимъ образомъ, что типъ отличается отъ S = n S .

90. Возьмемъ затѣмъ типъ со и въ каждомъ изъ его интерваловъ 
размѣстимъ области типа сб; окончательное размѣщеніе должно быть 
обозначено символомъ со<Б.

і. . I, - . . к  ,  ІІ ,

Jli ,Ь  Iis |й Дп \  111 .-'Ll'-. П;- Ѵ х Г \ / \ Ь г ! , hi JiiN hi Г
Y 5U-H «-Z  li_il 11 ІѴ; il l!_!£___ : » ü Ifni!: Iili____ ii !■ ■ » Ü I I I___ i I i  ‘

XiiXt t X11- X11 Xlg X1A iX2iXwX2l X2A A j x s L iX 31 4 X4l X41 
Назовемъ по прежнему

X9

OO
I tO O

Г  =  W  7 , C  S  И ,  Е » > = Ы . Q 'f =  j ^ . ) ,  X  Q ?  E3  r ;
 ̂=  = tl t
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пусть еще Е (2)— область внѣш нихъ точекъ на каждомъ изъ и н тер вал ^
Ii , при чемъ въ  E (f  входятъ точки х і—1 и Xi; поэтому сумма

Y  [ E f - K - u  *.-}]

даетъ всѣ так ія  внѣш нія точки совершенныхъ областей на Ii , ко

торыя леж атъ внутри Ii. Если мы возьмемъ сумму N  то въ ней

каж дая изъ точекъ Xi области Q(1) будетъ фигурировать дважды, 
а  точка д.’— — одинъ разъ; поэтому, чтобы получить всѣ внѣш нія 
точки всѣхъ областей, мы должны исключить излишне во второй разъ

включенныя въ V  E (f  точки Q(1); полученная при этомъ область будетъ
OO

(4) У  Е<?— Q Y
І

Область Q границъ интерваловъ окончательнаго размѣщ енія 
состоитъ только изъ точекъ Q(2); точки Xi перестанутъ быть грани* 
цами интерваловъ и перейдутъ въ категорію внѣшнихъ точекъ; итакъ  
Q =  Q(2); область E составится прежде всего изъ всѣхъ внѣшнихъ точекъ 
интерваловъ 1Г}, т. е. изъ точекъ области (4), въ состав+ которыхъ 
находятся и точки Q (1); сверхъ того внѣшней точкой будетъ х 0, не 
входящ ая ни въ одну изъ E 1i+ такимъ образомъ

E ^ i x 0] +  V  E f  _ _ ( + > .

область Q счетна и сгущенна, такъ что Qr будетъ совершенной;
E — сгущенна и несчетна, такъ какъ  несчетна каж дая изъ ея состав-
ныхъ частей Е (?}. Такъ какъ  область '1

Q' =  Q(2) - + E  =  Q +  E =  P

соверш енна, и она опредѣляется интервалами Ii+ то типъ размѣщеыія 
этихъ интерваловъ будетъ со, такъ  что снова

CD (О  —  CO.

Область * со со даетъ такой же результата и потому не представ
ляется интереснымъ ее разбирать подробно; для ыея также

ік ~ ^
(О  CO =  CO.
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91. Совсѣмъ иной результате мы получимъ, разсматривая область 
типа coco, т. е. взявъ  сначала совершенную область со и помѣщая въ 
ея  интервалахъ области типа о>.

Н азовемъ по прежнеіѵіу
OO

ZtZCO CO  ~  ,

Q'0' SE  К . *„>. 0 м  =  Ы . Q f  -  W -  4  Q 1? »  Q l
Ztl І= 1

L1 . , - + щ  / 1V4 ..... - 4  ,4  .... Л-,.
rUfJäl V; /U+yV+Js+W', rüi'ykf'j! ,+''4U'+ /'̂ Й'Ч/̂ МЛ \ l| 4rA !•

, , , , , ; 8 ; iXe
1X4 X4t X4Xg X21 X2A ^ x. Xsl X5 x. X11 Xn X13 X14X1 x. X61 Xg x. X31X A x^-Xm x? ‘

E (1) — область внѣш нихъ точекъ перваго дѣленія, въ составъ кото
рыхъ входятъ такж е Xj- и х д; область Р (1) =  Q(1) +  Е (1) по условію 
совершенна; назовемъ, какъ  всегда, Q — область границъ интерваловъ 
окончательнаго размѣщ енія coco и Е — ихъ внѣш нія точки.

Очевидно— въ составъ Q войдутъ всѣ точки второго дѣленія 
[х- ] ,  т. е. вся область Q(2) , и кромѣ того лѣвые концы {X j )  интер-

валовъ Ii

Q  = Q m  4- К); (5)

внѣшними точками окончательнаго размѣщ енія будутъ прежде всего 
внѣш нія точки области <5, т. е. Е (1) , и кромѣ того всѣ правыя границы 
интерваловъ перваго дѣленія, такъ  что

E  =  E W - + + +  (б )

область Q будетъ счетна и общаго вида, при чемъ точки х — явля-
z

ются ея предѣльными точками, область E — несчетна, такъ какъ вхо
дящ ая въ нее EW несчетна, и не замкнута, такъ  какъ въ нее 
не входятъ {ж-у}> для E h Q имѣемъ

E '  = S  p w ,  Q '  E =  Q W  - J -  Е (1) = =  p W ;

наконецъ для области

P =  Q +  E (7)
мы будемъ имѣть

P ' == M (Q', E ') =  Р (1); 

а  такъ  какъ  изъ (7 )—въ силу (5) и (6)— слѣдуетъ, что

Z tO O

P  =  Q W  +  E W  +  + }  =  Q W + p w ,
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то P оказывается замкнутой областью. Мы видимъ здѣсь, что замк* 
нутая несчетная область P состоитъ изъ двухъ частей: совершенной 
области Р(1) и счетной области Q(2), для которой Q(2)' =  Р(1); это— 
тотъ результата, который предвидитъ теорема C a n t o r - B e n d i x s o r i а .

Здѣсь мы имѣемъ
г I г
сосо = =  со;» I ’

такого же вида будетъ область <о*<о; для нея также

со* со = I =  CO.

92. Разберемъ далѣе область типа (*(о+со) со, т. е. въ каждомъ изъ 
интерваловъ типа *<o-fco помѣстимъ область со.

Назовемъ по прежнему для точекъ перваго дѣленія
r t o c

Q ' 1' = =  [хі], Е ;1 )=  { ж - ,  х 0) Q (0);

I t l

/V /  ,''J* 'ч Ѵ’ ~ -   V ,,-''"Il"''' - I?, s4 /-'I3'4
?м;П[Ц +г-, Ѵзі\j'\ Iiij '■ / lii '\f))'В, f\Joii J o i 'Jo's /'I0I *\ L Joi''\ L":П J 1 4 ,Li '• Vs j Jiiif ’

Xa Xe
Xi X3 N2iXi1 Xj1 Xil X0|  X02 X01 X01 X03 X05 ^  X11 X11 ^  X21X21 ^  ^

границы интерваловъ совершенной области на Ii обозначимъ

-“ t o o

Q l1 =  Q1” ;'IJ

і — ±  1

область соотвѣтственныхъ внѣшнихъ точекъ назовемъ EcJ  при чемъ 
въ эту область входятъ точки яг і ) ,  ( х х  ), <х \  смотря по

N г + 1  г 7 ѵ 1 I 7 ’ г 7 г + 1  7

тому, будетъ ли г <  0, =  0, >  0; пусть наконецъ Q h E  будутъ 
области границъ и внѣшнихъ точекъ интерваловъ окончательнаго раз- 
мѣщенія. Обращаясь къ изслѣдованію области Q, мы видимъ, что она 
будетъ состоять исключительно изъ точекъ Q(2): ни одна точка перваго 
дѣленія не останется границей интервала, такъ что Q =  Q(2); такъ 
какъ каждая изъ ея точекъ есть точка одной изъ совершенныхъ обла
стей

Q T +  E f  =  P f ,

расположенной на интервалѣ Ii , то Q будетъ сгущенной областью, а 
слѣдовательно Q' совершенна.

Въ составъ Q', кромѣ точекъ Q, войдутъ еще всѣ внѣшнія точки 
E и не можетъ войти ни одна внутренняя точка интерваловъ оконча-
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тельнаго размѣщ енія, такъ  что Q7 =  Q +  E + Р, и эта область со
вершенна; оказы вается такимъ образомъ, что интервалы размѣщ енія 
0 >  +  со) со даютъ то-же распредѣленіе интерваловъ, какъ и со; слѣдо- 
вательно мы должны положить

( * 0 0  - P  C o ) CO —  ( О .

93 . Возьмемъ наконецъ область типа со (*co-j~ro), т. е. въ интервалы 
соверш енной области помѣстимъ область интерваловъ типа * со+ со ; 
назовемъ точки перваго дѣленія и внѣшиія точки интерваловъ этого

I T  CO

дѣленія соотвѣтственно черезъ Q(1) =  {;хг}, Е (1), при чемъ въ число
Ztl

точекъ Е (1) входятъ и { x j  , х 0} =  Q(0); назовемъ еще

+6

тогда для интерваловъ окончательнаго размѣщ енія получится

Q E= Q(2), E =  E (l) +  Q(1) =  P (1).

Такъ какъ  интервалы перваго дѣленія даютъ совершенную область 
Р (1), то — оказы вается— область внѣш нихъ точекъ E будетъ совершенна  
что же касается Q, то она будетъ счетна и уединенна. Область 
P  е е  Q +  E е е  Q(2) +  Р (1) — замкнутая и несчетная область, которая— 
въ согласіи съ теоремой C antor-B end ixsoria— состоите изъ совершен
ной части Р (1) и счетной Q(2), и для которой кромѣ того Q(2)7e e P (1). 

Здѣсь снова
CO ( * С О  +  с о )  “ | =  CO.

94. Мы видимъ изъ прецыдущаго, что примѣненіе операціи <о послѣ 
операціи со, *<о и *со +  io равносильно только одной операціи <5.

Пусть различные W1, <о2, <о3} . . . .  со„, будутъ принадлежать къ  
числу типовъ

со, *(о, *(о +  со, ( 8

при чемъ число п  мы предполагаемъ пока конечнымъ. Выполненіе 
надъ какой нибудь областью, являю щ ейся комбинаціей типовъ (8),

Л ' \  + - J  E4 /Ir-N .......................Д - ч  Л ' \
f A + j  / у І 2і у  ' І 2о « I :Г > I  50 Г ]  I / , Д + у Ц і  j . o b e f i i  Д І ' й у 1 » у 1 * г Л  j + f i !

x+4iX4ix4XX'22 X21- Xj1 Xj^x.X51-X31̂ x b S X i l  X11- X11 Xia ЗЦ  х зі Хм
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п
П щ  операціи со превращаете область въ область типа со; дѣйстви- 
1
тельно

п п—1 п —1 п —2
ГІ CO • , CO =V П CO. . CO CO • П CO . . CO =V П CO. . CO ЕЕ . . . .  =  CO : г г г п і г і г

такимъ образомъ операція с7> преобладаетъ надъ всѣми предыдущими, 
которыя, такъ сказать, тонутъ въ ней окончательно.

Наоборотъ: если надъ областью такого типа со будетъ произведена 
какая нибудь комбинацін операцій (8), то результатом+» окажется, 
замкнутая несчетная область, и типъ

п
CO . П CO. J  r- CO .

1 г 1

Очевидно также, что снова

п
Г TT ~  гCO. Ii CO-, CO =  CO 

1 1

такъ какъ типъ со П со можетъ быть полученъ помѣщеніемъ въ интер
валы со области II со, которая имѣетъ типъ со.

Такъ какъ примѣненіе операцш со уничтожаетъ всѣ предыдущія 
операціи, превращая ихъ въ операцію со? то мы можемъ всевозможные 
производные типы свести на такія комбинаціи

п п
(9) 10, <о. П <0., П COi ;

составъ областей, имъ отвѣчающихъ, совершенно ясенъ въ силу сим» 
воловъ (9).

Возможно было*бы, при дальнѣйшемъ изслѣдованіи, установить и 
еще нѣкоторые результаты повторныхъ операцій различныхъ типовъ, 
но на нихъ мы не будемъ останавливаться.

Замѣтимъ еще, что область Bendixsoriа, указанная въ 14°, принад
лежите къ типу CO ('t CO J - (О)2.

4. Сложные типы размѣщенія.

95. Разсмотрѣвъ области интерваловъ, получающіяси послѣ конеч
на™ числа комбинацій изученныхъ основныхъ типовъ, мы переходимъ 
теперь къ такимъ типамъ, когда число основныхъ операцій будетъ 
безконечно велико. Разсмотримъ сначала операцію п .



Возьмемъ на участкѣ L размѣщеніе п \  въ каждомъ изъ его интер- 
валовъ помѣстимъ размѣщеніе того же типа; и т. д. будемъ продолжать 
гэтотъ процессъ безконечно; получающееся при этомъ размѣщеніе мы 
обозначим!« символомъ

Чтобы выяснить характеръ областей такого ‘ рода, разберемъ 
нѣсколько примѣровъ.

A. Раздѣлимъ I на четыре р а в н ы я , части {+}, затѣмъ каждую изъ

I i снова на четыре, Ii  опять на четыре и т. д ; длины этихъ интер-
I

валовъ будутъ въ такомъ случаѣ

У —  1 7 l"  —  - 1 7 / W  —  _ L  7Ч 4 1I Ч 4 2 ? * • • • ?  г +г vI ' • * •

Въ виду того обстоятельства, что точки каждой новой системы 
дѣленій располагаю тся равномѣрно на интервалахъ предыдущей 
системы, и такъ  какъ  при безконечно продолженномъ процесс+ 
дѣленія, интервалы дѣлаются произвольно малыми, область всѣхъ 
точекъ дѣленія Q будетъ часто разсѣяна по интервалу L; разъ она 
часто разсѣяна, свободныхъ интерваловъ въ окончательномъ размѣще- 
ніи не окаж ется совершенно.

B. Возьмемъ другой примѣръ: возьмемъ на L три точки X i такимъ 
образомъ, чтобы было

7 ' 1 7 У  —  1 J  У  =  —  1 7 У  - L  A bЧ ~  2 7 2 ~~ 2 2 7 3 8  * 2 2 ’ 4- 3 • 2 2 7

і" 1 у J / /" _ L L 7 — J / / '+ A  .J- 1 (У r~ А А /L =  “2 а  — 22 V 2 22 * 2 23 7 3 3 e 23 7 4 з • 23 9

7" 4 7' -  1 J l 7 —  А  7 і "  —  1 7 I n  =  - 1  1 /  /"  —  А  А /
/ 5 - =  - у  У ~~ ~2 ' iX1 1 ~  2 3 67 “  2 4 V  7 3 * 2 4 U  f S 3 • 2 4 •’

и т. д.; и въ этомъ случаѣ, несмотря на то, что точки сгущаются къ 
правымъ концамъ интерваловъ, область Q будетъ часто разс+яна;

 }’ — , I i
^ Iм Iй P  A l«  і» /Jn ,к іпч/р?. )

/ . - — I r  b A r-*  ,A  Y4 U + J-i-s.
- _ _  JL I   L A  :L_j ; I.A  y.
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X
y!f -yN Y ff ! A  Yj-'. 'ä Y l!A1 A2 A3 Ar Ag Al) Ajo A13

чтобы убѣдиться въ этомъ, достаточно показать, что лѣвая гра
ница произвольна™  интервала будетъ предѣльной точкой области 
Q границъ окончательнаго размѣщенія; въ частности — если это 
выяснится относительно х +, то тоже будетъ справедливо и относи
тельно другихъ аналогичныхъ точекъ. Что же касается х +, то въ виду
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того, что всякая  хфдѣлитъ пополамъ отрѣзокъ 1(г х 7 , ясно, что
X-Q= lim  X

С. Возьмемъ наконецъ такой законъ дѣленія: раздѣлимъ интервалъ 
L на двѣ части I1 и I2 такимъ образомъ, чтобы отношеніе I1 къ  Ii было 
равно отношенію 2’ - f  1 къ  1; тогда

I  =Ai7 '  —  J L  7 -0I 4 0I 12 — 4 °9
t

каждый изъ Ii раздѣлимъ на двѣ части въ отношеніи 22- j - l  къ  1;

  ..........- ...................... . - f r - ,*•   /' * \
l i t  " f t - ,  /  f t  f»v.

/  ---------   “ f r “ * ' ............ ;  V \  /  - U
fit "fir... v 'f ll Jtn V l m I

f. - — — is  . i a \ ',- 'is '-- - , V - " " V  ,w -4

r — = - - - - - - - - - - - " - - - - - - P  V f — & — ‘ — t i t h lt , X,6,x« №  IxSK̂ r (
t 1 Wlf pllT

X

въ такомъ случаѣ

у 1 5 B y 5 -j j ,f I -j j 11 5 I y __  5 y   I -jt
11 —  ~q ~ • ~4~ I  ~  ~q ~ ’  ̂ 2  =  ~ 8 ~  h  I  3  =  A f  '  4  2 4  H  —  ~24 G

каждый изъ I i дѣлимъ въ  отношеніи 23 - f - l  къ I, и т. д., каждый 

изъ р - Х )— въ отношеніи 2n -j-  1 къ 1. Тогда на каждомъ изъ интер
валовъ первый интервалъ слѣдующаго дѣленія составитъ соотвѣтствен-

3 5 9 2п I 1
но Z  5 6 G l o  ’ * • • 5 " 2п +  2  ’ * ‘ ' ч а ст ь  в с е г о  предыдущего интервала;
здѣсь точки первыхъ трехъ системъ дѣленія отвѣчаютъ такимъ долямъ 
длины участка I

0 ,
В

"4 "  ’

0 ,
5 
8 ’

QО
T  ’

23
24 7 1,

9
о ,  16 ,

5 59 в 15 23 239
1.I T 7 80 7 ~4 7 1 3 ’ 24 7 240 7

Ясно, что, при такомъ зак о н ! построенія области R точекъ д !лен ія , 
вправо отъ в с !х ъ  л !вы хъ  границъ каждаго изъ интерваловъ окажутся 
свободные интервалы окончательнаго разм!щ енія; нап ри м !ръ—правые

7 ( І )концы первыхъ интерваловъ I 1 каждой системы, выраженные въ  
доляхъ I, будутъ
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ri
X

x __ A  I = (E  + E) ̂  
" — A  A 7-  2a+i ( 1 , j_\ 7 _ 22+i 7 _ M j_ і.л 7
1 ß * 4  ̂ 22 +  2 \  2 " Г  22 У ' 2 . 22 6 \  2 i ” 23 /  G

W  =  j H ,i /TL +  J - J  =  AnJ - 1 1 =  ( M r  1 Y 7 
1 2и ф 2  V 2 ' 2W/  2 . 2n V 2 2й +  1 J 9X

такъ  что

=  lim XcP =  J -

слѣдовательно — интервалъ (о, J J  будетъ свободенъ отъ точекъ Q;: 
этотъ свободный интервалъ составляете J -  отъ интервала Z1.

На интервал+ Z2 точки дѣленія располагаю тся въ тѣхъ-же отно- 
ш еніяхъ ко всему интервалу, какъ и точки на Z1; поэтому и на Z2 

окаж ется вправо отъ точки X 1 свободный интервалъ, равный +  ин-
7' 2 1 7 1 7 с '  з 7 1 1  7 11 7тервала Z2, т. е. - у - . - у  Z =  ~6~ Z, при чемъ ^2 =  4 Z J — Д  “  1 2 *•

5
Нечетные интервалы второго дѣленія составляютъ по отношенію 

къ  предыдущимъ интерваламъ; первый интервалъ второго дѣленія Z1, рав

ный -ß- отъ Z, будетъ равенъ J -  Z. Для него свободный интервалъ,
г '  1 5  4 у /

простирающ шся отъ X j  до S1 составляете “+ Г Г  =  ГГ отъ h i  вслѣд-
ствіе подобнаго расположенія точекъ на вс+хъ интервалахъ второго
д+ленія, на каждомъ изъ Z2, Z3, Z4 свободная часть составить отъ
соотвѣтственныхъ интерваловъ; а въ такомъ случаѣ послѣ второго
дѣленія мы получимъ два новыхъ свободныхъ интервала ( x l7 £2)г

п г п
(X37 C4), при чемъ всѣ свободные интервалы вмѣстѣ взятые дадутъ

■ + Г  +  4'

± ■ jт. е. -g- длины всего участка L.

Нечетные интервалы третьяго д+ленія составляютъ отъ соот- 
вѣтственныхъ предыдущихъ интерваловъ; первый интервалъ этого
дѣленія будетъ - J  . J- Z =  - J  I7 и свободная его часть, равная J  I7

1 9  8
составить 2 : yß =  - у  всего интервала; на каждомъ изъ интерваловъ

I i третьяго дѣленія свободныя части составятъ также J -  I i , новыхъ 
свободныхъ интерваловъ будетъ четыре и всѣ вмѣст+ взятые они

8 7дадутъ -9- Z.
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Продолжая такой процессъ дѣленія, мы послѣ п  дѣленій всегда
будемъ имѣть 2п свободныхъ интервала, сумма которыхъ равна

2п
+ T T  V ПРИ безконечно продолжающемся процесс+ сумма свободныхъ 
интерваловъ очевидно будетъ стремиться къ I.

Мы видимъ отсюда, что въ настоящемъ примѣрѣ не можетъ уже 
быть рѣчи о частой разсѣянности области точекъ дѣленій R; она не 
только рѣдко разсѣяна, но даже сумма свободныхъ интерваловъ 
произвольно близка къ L

Очевидно далѣе, что каж дая изъ лѣвыхъ границъ интерваловъ 
произвольна™  дѣленія, кромѣ точки г —, будетъ здѣсь правымъ одно- 
стороннимъ предѣломъ правыхъ границъ поелѣдовательныхъ интерва
ловъ; предѣлами же лѣвыхъ границъ будутъ точки не входящія 
въ область границъ R; эти предѣлы будутъ лѣвосторонними.

Такъ какъ  всѣ границы, кромѣ х+, служатъ предѣльными точками 
R, то R — [х+ \ D {R7}, такъ что R — {%} будетъ сгущенной 
областью, а въ такомъ случаѣ R ' совершенна; посмотримъ, изъ какихъ 
ещ е точекъ составляется R'? въ нее войдутъ во первыхъ всѣ границы 
j+ V J, кромѣ х т, во вторыхъ—всѣ точки { ^ } ,  наконецъ — предѣлы

тѣхъ и другихъ точекъ, отличные отъ [ E L }.
Обозначимъ совершенную область R ', черезъ P и черезъ G, Q7 E — 

еоотвѣтственныя части L. Прежде всего ясно, что основнымъ интер- 
валомъ для области P  будетъ интервалъ {Ег, х 0) . Очевидно далѣе, 
что свободными интервалами области P окажутся свободные интервалы 
области R, находящ іеся вправо отъ всѣхъ точекъ R до соотвѣтствен- 
ныхъ точекъ { £ ^} ; слѣдовательно Q- | а?Ф, S L }.

Мы приходимъ теперь къ такому заключенію: при указанномъ 
строеніи области R всѣ ея точки, кромѣ х+, оказываются л+выми 
границами свободныхъ интерваловъ типа со; эта область R будетъ 
счетной, незамкнутой, такъ  какъ въ ней отсутствуютъ {E L  | и ихъ 
предѣлы, несгущенной, такъ какъ въ ея  состав+ имѣется точка х и 
наконецъ р+дко разсѣянной, при чемъ даже такъ, что сумма свобод
ныхъ интерваловъ произвольно близка къ I. Мы видимъ наконецъ, 
что область R приняла совершенно своеобразный характеръ, очень 
далекій отъ типа размѣщ енія п  или г і \

96. Нозвращаясь теперь къ  началу 44°, обозначимъ

Q(1), Q(2), . . . . ,  Qw, ....
границы перваго, второго и т. д. дѣленія, Q(U)— границы участка; на
зовемъ еще



т

Qm +Qm -  Q1, Qm + Qm + Qb = Q2   У  Qi = Q„;
О

при безконечно продолжающемся процесс+ нанесенія интерваловъ типа 
п  на предыдущіе интервалы, т. е. иными словами —-дѣленіи этихъ 
интерваловъ по нѣкоторому закону на п  частей, мы получимъ область 
точекъ

(О

Q. = 2Qi-
О

Очевидно прежде всего, что область Qto будетъ счетна; дѣйстви- 
тельно— каж дая изъ Qw состоите изъ конечнаго числа точекъ; счетный 
рядъ  такихъ конечныхъ Qm даетъ снова счетный рядъ точекъ дѣленія. 
Т акъ  каж дая изъ Q ^  состоите изъ конечнаго числа точекъ, то 
Qw будетъ всегда конечна. Поэтому ни для одного конечнаго значенія 
м  предѣльныхъ точекъ не существуете; слѣдовательно всѣ точки L 
будутъ или внутренними, или границами интерваловъ Qw, и внѣшнихъ 
точекъ для Qw не сущ ествуете совершенно.

И зъ предыдущихъ примѣровъ мы видѣли, что область Q co можетъ 
-быть часто или р+дко разс+яна по участку L; въ послѣднемъ случаѣ, 
какъ  это слѣдуетъ изъ 95° и общей теоремы 73°, для р+дко раз- 
сѣянной области Qw можетъ быть построена область интерваловъ, въ 
составъ границъ и внѣш нихъ точекъ которыхъ входятъ всѣ точки Qw.

Точки Qw будутъ границами интерваловъ дѣленій п т\ для области 
же Qw нѣкоторыя изъ этихъ границъ могутъ остаться границами 
интерваловъ окончательнаго размѣщ енія, но кромѣ того явятся еще и 
новыя границы, тогда какъ  преж нія при этомъ сдѣлаются внѣшними 
точками свободныхъ интерваловъ. Такимъ образомъ характеръ точекъ 
Qw можетъ совершенно измѣниться въ Qw, и размѣіценіе гіъ пред
ставляете  собой соверш енно своеобразный типъ, далекій отъ изслѣдо- 
вачны хъ нами раньше.

При этомъ размѣщ еніи мы наталкиваемся впервые на часто разсѣ- 
янныя области, являю щ іяся слѣдетвіемъ одного изъ основныхъ размѣ- 
щ еній— размѣщ енія п.

Сравнивая сложный типъ гі* , когда P р+дко разс+яна, со всѣми 
предыдущими, мы находимъ такую характерную его особенность: сво
бодными инт ервалам и  этого т и п а  не служ атъ , какъ  это было раньше, 
инт ервалы  преж нихъ дѣ леній. Такимъ образомъ интервалы {Ii J окон

чательнаго размѣщ енія не принадлеж ать къ  числу интерваловъ { J
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различныхъ системъ дѣленіц; эту особенность мы найдемъ и у всѣхъ, 
другихъ сложныхъ типовъ.

97. Если мы, вмѣсто послѣдовательнаго дѣленія интерваловъ на ѣ 
частей, будемъ дѣлить I сначала на щ  частей, затѣмъ полученные
‘ ' 4   OJ

интервалы на п 2і на щ  и т. д., мы получимъ типъ U n i . Границы F

интерваловъ различныхъ системъ дѣленія этого типа будутъ также 
счетны, такж е часто или рѣдко разсѣяны , въ зависимости отъ закона 
дѣленія.

При изслѣдованіи свойствъ области P въ предыдущемъ число дѣ- 
леній п  не играло никакой роли, на немъ не основывалось никакихъ

предположешй; поэтому съ точки зрѣнія размѣщ енія интерваловъ [ }
CO

по 1 и связанному съ нимъ разсѣянію  точекъ Р, оба типа п ОІ и И щ

представляю тся одинаковыми; это не значите, что области получаются 
однѣ и тѣ-же; при разныхъ числахъ п. при разныхъ щ  и — слѣдова- 
тельно— при разныхъ законахъ распредѣленія интерваловъ каждой си
стемы, области P — разум ѣется—будутъ различны, но общій ихъ харак  
теръ, ихъ типъ будетъ тотъ, который изслѣдованъ въ 95°-96°. Оче
видно, если мы будемъ размѣщ ать точки дѣленія равномѣрно по 

/(*)интерваламъ Li и возьмемъ

П —  10, X j  =  О, X 0 == 1,

мы получимъ, какъ  область Р, всѣ правильный раціональныя деся
тичный дроби.

CO '

Точки \ х ^ \  при типѣ U n i представятъ собой обобщенное выраже-
1

ніе дробей, находящ ееся у B rodcria .

98. Переходимъ далѣе къ типу шш. Мы получимъ такое размѣще- 
ніе, помѣщая на I интервалы {Ii ] типа to; въ каждомъ изъ этихъ 
интерваловъ помѣщаемъ по счетному ряду интерваловъ {I ig ] типа со; 
они дадутъ снова счетный рядъ интерваловъ | J • } типа (о2; въ каж 
домъ изъ нихъ строимъ интервалы со, получивъ при этомъ типъ о)3; 
и т. д.

Спрашивается, какую особенность будетъ имѣть такое размѣщеніе* 
интерваловъ на I1 какова будетъ область границъ интерваловъ послѣ' 
дбвательныхъ дѣленій, и въ какомъ отношеніи она будетъ стоять 
къ  области свободныхъ интерваловъ окончательна™  размѣщенія?



Назовемъ ( X 01, X 0i )—границы основного участка L и

Q™ —  ( < ,  * •] .

Возьмемъ на I счетный рядъ интерваловъ J j и область опредѣ- 

ляющ ихъ ихъ точекъ I X i}, внутреинихъ по отношенію къ I, назовемъ
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Q(I)= { A  Q1E = Q m  +  q <» _ { * • } ,
I

гдѣ Q1- область границъ послѣ перваго размѣщ енія. Точка X 02 будетъ 
единственной внѣшней точкой этого размѣщ енія Е (1)=  {#2

H- . -V--- F- 1'
If  V-- V- V V- V I- V T V V V • іѴ V

Y Y  Y 1 ‘ Y Y Y ’ Y Y1 Y1 * Y 1 Y7 •УJ A11 A12 A13 ^  A2j A22 A25 ^  Aj1Aj2Aj j ^  Х+ 1ip̂ 12XJ1Xq

Расположимъ теперь на интервалахъ I i перваго дѣленія интер

валы второго дѣленія І ф  нанесенный при этомъ на I i , в н у т р е н н і я  

д л я  I i точки дѣленія будутъ {+•}• Назовемъ области этихъ точекъ

UJ

о?-W I. У. в? * о'21, о, = V о» — {«я.'Vl 
і = 1 7

Интервалы j I iij представляютъ собой двойной рядъ, т. е. счетный 
рядъ счетныхъ рядовъ интерваловъ; какъ  извѣстно, мы можемъ, 
установивъ извѣстный законъ послѣдовательности, преобразовать его

7 "
въ простои рядъ I i , такъ  что будетъ при этомъ

OJ OJ

I j ' } —  ! •\ l Hi  =  і A L
i = \ , j = l  г— I

это тожество надо понимать такъ, что всѣ интервалы первой области 
входятъ во вторую, и обратно.

Назовемъ границы интервалов!» | Z - | черезъ j J ; очевидно, что

! Б  і • I A  I +  \ х і ] +  \ К \ — Q(01 Y  Q(,) - e  Q'2) —  { < !»
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такъ какъ точки Xijвмѣстѣ съ X 1 и х°х тѣ-же, какъ и x f. , но только 
иначе перенумерованы; такимъ образомъ j j =  Q2 есть область гра
ницъ послѣ второго размѣщенія.

Далѣе на каждомъ изъ интерваловъ / 7 строимъ интервалы Ii j , опре- 
дѣляя ихъ точками j X ij  J, при чемъ

OJ
OJ

затѣмъ снова превращаемъ двойной рядъ { Ii - j въ простой j I J , назы
вая при этомъ j X j — границы интерваловъ этого ряда. Тогда оче
видно опять

K j  =  V  = Q 1,

о

и т. д.; послѣ г і а г о  дѣленія мы получимъ интервалы и опредѣляющія 
ихъ внутреннія точки дѣленія

п

P V i = I * ? ) .  i w - Q “  к ? V  I b - K V q -
О

99. Возьмемъ послѣдовательныя области
п

Q1 ~  Q(0) 4  Qw-  { X l  }, Q2 =  QW+ QW +  QW-  {х % Qn =  V  Q « -  {^ }.
о

Если взять область невнутреннихъ точекъ всѣхъ интерваловъ, 
то придется добавить только единственную точку X 02 , находя
щуюся внѣ этихъ интерваловъ; полученныя при этомъ области 
обозначимъ

Yb

р . =  Q« +  M  =  2  Q(i);
О

обозначимъ еще

P0 =  QW =  {ж?, };

въ область Pw входятъ такимъ образомъ вс ѣ  точки дѣленія, начи
ная съ границъ участка I и кончая точками, опредѣляющими интер
валы » ’аго дѣленія.
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He трудно видѣть, что, опредѣляя для Q1- производныя различі 
ныхъ порядковъ, мы получимъ такую таблицу:

Qo =  O,

Qi — Ро х  I » Qi — О,

Q2R p 1- icI- Q2 =  pO - ^ i -  Q j  =  °>

Q1' г  л — A ,Q " = P  O - x I ,  Q"'=P. - X 0 ,  Qw = p O - icL  Q A l j = 0 -^ w  w- 1  1 ’ п - 2  I  ’ п-3 I 7 7 ^ w  о  I 7 ^ w

Взглядываясь въ таблицу, мы видимъ, что въ составъ производной 
любой изъ областей Qn входятъ всѣ точки предыдущей области 
и слѣдовательно—всѣ точки Qn_ j , кромѣ начальной точки X 01 . Каждая 
изъ Qn оказывается областью перваго ряда и г і аго вида, и ея г і ая 
производная состоитъ всегда изъ единственной точки х  °2; всѣ обла
сти Pn — X 01 будутъ замкнутыми областями.

Спрашивается теперь, что произойдетъ съ областью Qn, если мы 
будемъ увеличивать п  безконечно? Назовемъ получающуюся такимъ 
образомъ область черезъ Qw

Qcu == H m  Qw или Qcu == У  Qw гр  ОА 2 / ,
п.. .  OO

это и будетъ область типа а>ш.

Область Qw составляется изъ точекъ, входящихъ въ счетный рядъ 
областей

Q (O ) _  { * « } , Q ( I ) 5 Q W j    Q M  .

каждая изъ которыхъ счетна, и которыя не имѣютъ общихъ точекъ 
другъ съ другомъ; каждая точка Qcjj, если это не непремѣнно на
ходится въ составѣ одной Qoj; X 01 же входитъ въ Q(0) — }.

Всѣ эти области Q00 — рѣдко разсѣяны; въ такомъ случаѣ мы мо
жемъ въ произвольной части (a0,ßo) основного интервала I найти 
интервалъ (st i ,ßi ) ,  внутри котораго нѣтъ точекъ Qw ; границы аі и 
ßi этого интервала мы можемъ при этомъ выбрать такъ, чтобы онѣ 
были в н у т р е н н и м и  точками нѣкотораго интервала I i . Внутри («і, ßi) 
мы можемъ выбрать интервалъ (я2, ß2), внутри котораго не будетъ

ft
точекъ X i  , и границы котораго будутъ внутренними точками одного



изъ интерваловъ I i ; и т. д.; мы получимъ такимъ образомъ два ряда 
чиселъ

CL I , CL2 , CL3 7 . . .  7 CLn  , . . . . ,  ß 5 j ß:3 ' > • • • ' >  ß w  ? • • • • ?

для которыхъ
l i m  CLn =  cl <  ß =  /шг ßn.

Точки а и ß не будутъ точками Qw, такъ какъ онѣ не входятъ ни 
въ одну изъ Q% при какомъ бы то ни было значеніи і .

Такимъ образомъ на I навѣрное существуютъ точки, не принадле
жащая Qw.

100. Пусть + о д н а  изъ точекъ Qw, отличная отъ X 01 ; если E—точка 
Qw, она должна входить въ одну изъ Q̂ j- напр, въ Qf+  она входитъ 
поэтому въ Qn и въ Pn; если она входитъ въ Pn и отлична отъ х 0, 
то она служитъ предѣльной точкой для области Qn++ и, слѣдователь- 
но, для Qw, такъ какъ всѣ точки Qn^ 1 входятъ въ Qw; итакъ 
каждая точка Qw, кромѣ х ° ,  будетъ ея предѣльной точкой.

Обратно: пусть E—предѣльная точка Qw. Относительно ея можно 
сдѣлать два предположенія: или въ произвольной ея окрестности
имѣется безконечно много точекъ по крайней мѣрѣ одной изъ Qfij,
напр. Q(n); или этого нѣтъ. Въ первомъ предположенш E будетъ 
предѣльной точкой для Q {n) и слѣдовательно для Qn, куда Q" входитъ 
цѣликомъ; а если E предѣльная точка Qn, то она должна входить въ 
составъ Р п _ і  — х ° ;  а въ такомъ случаѣ она будетъ или точкой Qn_ t или 
точкой [х°2 ). Въ первомъ случаѣ E войдетъ въ составъ Qw, во вто- 
ромъ она находится внѣ Qw.

Изслѣдуемъ теперь второе предположеніе: пусть E — предѣльная 
точка, и въ ея окрестности нѣтъ безконечно многихъ точекъ ни одной
изъ Q(9; тогда необходимо, чтобы въ произвольной ея окрестности
лежало безконечно много точекъ различныхъ Q^, только отъ каждой 
по конечному числу.

Въ такомъ случаѣ около E дл я  вс я к о й  з а д а н н о й  Q ^ можетъ быть 
опредѣлена такая окрестность T1 что внутри ея не будетъ точекъ 
Qj); слѣдовательно E не будетъ предѣльной точкой ни для одной Qn.

Разъ это такъ, разъ точка E не будетъ предѣльной точкой ни для 
одной Qn, при какомъ бы то ни было конечномъ п,  она не должна 
входить въ область Рп_ 4 — X 0 и слѣдовательно она не войдетъ и въ 
Qw_i ,  отличающуюся отъ Р п_ х только на точку X 02 ; а если она не 
войдетъ ни въ одну Qn_ t ни при какомъ значеніи п,  она не можетъ
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/ъойти и въ Qw. Итакъ во второмъ предположеніи предѣльная точка S 
не будетъ точкой Qw. Что такія точки существуютъ, мы увидимѣ 
-сейчасъ изъ приведеннаго ниже иримѣра.

Такимъ образомъ оказывается, что всякая точка Qw, кромѣ X J1, бу- 
детъ ея предѣльной точкой, но не наоборот; поэтому Qco — X 01 бу
детъ с г у щ е н н о й  областью, а слѣдователыю Qcu будетъ с о в е р ш е н н а .

101. Точка X 01 можетъ быть предѣльной точкой Qw, но это не 
необходимо.

A. Можно легко убѣдиться, что, при извѣстномъ подбор! раз- 
м!щеній, она будетъ уединенной точкой Qw.

Д!йствительно: возьмемъ I =  I 1 первый интервалъ перваго д!ленія 
сд!лаемъ равнымъ - E , первый интервалъ второго д!лѳнія—равнымъ

третьяго д!л ен ія  E , четвертаго д!ленія — -9-  и т. д.; тогда
первыя точки посл!довательныхъ системъ д!ленія будутъ соотв!т- 
ственно

1 _  2 ° + 1  3 _  24-1 5 _ _  22+ 1  2»“ 2+ 1
2 22 ’ 8 23 ’ 16 24 ’  ’ 2п ~ 1  ’

такъ что, при п  возрастающемъ безконечно,

Umх®  — А^ но =I= 0,
« ...  OO

т д ! х ^  — границы указанныхъ выше интерваловъ; такимъ образомъ 
около точки X 01 непрем!нно долженъ быть въ данномъ случа! сво
бодный отъ точекъ Qw интервалъ протяженіемъ въ Ясно, что 
такіе свободные интервалы возможны вправо отъ каждой изъ точекъ 
д!ленія.

Точки, подобный , будутъ именно т!, которыя не входятъ въ 
'Qw, но служатъ пред!льными точками Qw, и о которыхъ мы вели 
р!чь въ предыдущемъ параграф!.

B. Возьмемъ другой прим!ръ: пусть для того же участка (О, 1) 
первая точка перваго д!ленія будетъ - W, первая точка второго дѣ-

ленія I 2 , первая точка третьяго д!ленія-^г; и т. д.; тогда

Um х ^  =  О,
ггг...оо

такъ что О будетъ также пред!льной точкой Qw.



152 —

102. Мы приходимъ такимъ образомъ къ  тому заключенію, что в о  

первыхъ — область Qw- X 01 будетъ сгущенной, а иногда сгущенной бу
детъ и Qw7 а во вторы хъ— въ произвольной части ( а 0, ßo) участка I 

могутъ быть найдены точки a  Z /  ß, не входящ ія въ составъ Qw.

Въ зависимости отъ того, возможно ли въ каждой части ( а 0 , ßo)
участка I найти точки а =  ß или а <  ß, не входящ ія въ составъ
Qw, или въ  отдѣльныхъ частяхъ I имѣетъ мѣсто то та, то другая слу
чайность, мы будемъ имѣть въ первомъ случаѣ часто разсѣянную, во 
втором ъ—р+дко разсѣянную по участку I область Qw, и въ третьемъ 
Qw окаж ется областью смѣшанной; что второй случай возможенъ, мы 
видѣли это изъ примѣра А 101°.

103. ГІокажемъ теперь, что, при извѣстномъ подбор+ закона раз- 
мѣщ енія интерваловъ, область Qw можетъ быть часто разс+яна.

Чтобы обнаружить это, возьмемъ такой прим+ръ: участокъ I раз- 
дѣлимъ на четыре равныя части и первыя три возьмемъ за интер
валы Z1, Z2, Z3, каждый изъ которыхъ будетъ такимъ образомъ равенъ 
- у  Z; четвертую же часть раздѣлимъ снова на четыре, и назовемъ, 

первыя три Z4, Z5, Z6, такъ  что

' ' ' 1
I i  I,, I6 =  " j2 I,

послѣднюю A  I раздѣлимъ опять на четыре части и первыя три  

будутъ Z7, Z8/  Z9/  при чемъ

/ / I 1
Z7 =  Z8 =  Z9 =  - у - 1 ;

и т. д. Такимъ образомъ интервалы Z3w+1, Z3J 2, Z3J 3 будутъ между со

бою равны и составлять - J 1 часть участка Z. Затѣмъ на каждомъ
/

изъ  интерваловъ Ii мы возьмемъ такое же распредѣленіе интерваловъ; 

и т. д.

О чеви дно /что  точки х /  будутъ размѣщ аться по Z все чаще и 
чащ е и при безконечно возрастающемъ п  область сдѣлается 
р а з с ѣ я н н о й ,  такъ  какъ  она будетъ областью конечныхъ четверичныхъ 
дробей, если Z взять за  единицу.

104. Въ томъ случаѣ, когда Qw р ѣ д к о  р а з с ѣ я н н а ,  ея  производная,, 
совпадающая съ производной сгущенной областью Qw — X 0 , будетъ 
с о в е р ш е н н а ;  если область Qw часто разсѣянна, ея  производная будетъ 
тожественна съ континуумомъ L.
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Такимъ образомъ мы получаемъ здѣсь область Qoj, которая счетна' 
и можетъ быть или рѣдко, или часто разсѣ яна по L, т. е. мы п р и - 
ходимъ къ  тому же типу, какой мы имѣли въ 95°-96°.

/
Пусть Qoj рѣдко разсѣяна; назовемъ P  совершенную область Qoj; 

ея  свободные интервалы будутъ {%},  область ихъ границъ и внѣш- 
нихъ точекъ — соотвѣтственно Q h E ;  тогда P  =  Q - |-  Е, Т акъ какъ  
точки Qoj— X 01 могутъ здѣсь служить только лѣвыми границами сво
бодныхъ интерваловъ, правыми же границами и внѣшними точками 
онѣ быть не могутъ, то Qoj — х  0 =  D (Q), т. е. область границъ ин
терваловъ всѣхъ системъ размѣщ енія типа Ww, кромѣ х  0, входитъ въ 
составъ границъ нѣкоторой совершенной области интерваловъ.

Такимъ образомъ области интерваловъ типа г і } и сош даютъ намъ 
аналогичный области. Разница между ними та, чго для всѣ точки 
Qoj будутъ навѣрное правыми предѣльными точками границъ свобод
ныхъ интерваловъ совершенной области. Ясное дѣло, что подобна- 
го же со03 типа будетъ и область *a>0J, съ тою только разницей, что 
въ *coOJ роль точки X 01 будетъ играть точка X 02 .

105. Изслѣдуемъ далѣе область типа (*со +  со+, которую мы полу
чимъ, если въ каждый изъ интерваловъ типа *со +  ш мы будемъ по- 
мѣщать новые интервалы +  со, въ нихъ снова интервалы того же 
типа, и т. д.

Аналогично предыдущему, мы обозначимъ х \  и X 01 границы 
участка L и назовемъ область, состоящую изъ этихъ двухъ точекъ. 
Q(0) =  [ х + } X 01 )]  это будетъ область нолевого дѣленія.

Назовемъ далѣе Q(1) область точекъ перваго дѣленія, в н у т р е н н и х ъ <  

по отношенію къ L,
i t  OJ

Qcu =  Kl;
I t l

что касается внѣш нихъ точекъ, то Е (1) =  =  Q(0). Точки второго'
дѣленія, внѵтреннія по отношенію къ /•' , назовемъ ]; онѣ соста-г к г) J



вятъ  области

для внѣш нихъ точекъ интерваловъ второго дѣленія

2 zt: oj

I Z t l

Интервалы второго дѣленія J I -- j составляютъ двойной и даже, если

угодно, четверной рядъ; ихъ можно привести къ виду простого ряда
{Z^J; очевидно, что тогда будетъ { I i - J =  { I i J , такъ  какъ  для каж 

даго I iJ  найдется мѣсто въ ряду I i , и обратно. Границы интерваловъ 

j I i J, которыя будутъ такж е счетны, перенумеруемъ въ  нѣкоторомъ 

порядкѣ; пусть онѣ будутъ J я /  }. Ясно, что тогда J х ' ц } =  { x ' j  J, такъ  

какъ  никакія другія точки, кромѣ точекъ второго дѣленія, не явля
ются границами интерваловъ I - ;  итакъ { x j  J =  Q(2).

Въ интервалахъ L  помѣщаемъ снова интервалы | I ig J , ограничен

ные точками X iJ , для которыхъ

. Ztcu
Z tO J

при чемъ для внѣш нихъ точекъ I i '- будемъ имѣть

2
Z t  OJ OJ

Приведя интервалы j V  j къ  ряду J ] и ихъ границы обозначивъ 

въ нѣкоторомъ порядкѣ j X "к J , будемъ имѣть =  Q<3)> и т - д,; мы

будемъ послѣдовательно получать
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ІІосмотримъ теперь, что будетъ представлять изъ себя области
Q l ” ) ,  E « )  и

П

P w =  Q(w) +  Е (и) =  У Q(0.
О

Областью границъ интерваловъ г ія т о  размѣщ енія оказываются 
исключительно точки п’аго дѣленія; всѣ же предыдущія точки дѣле- 
н ія являю тся внѣшними точками интерваловъ (*<о- f - u>)n ; область Pn 
обнимаетъ собой границы всѣхъ дѣленій съ нолевого до г̂’аго вклю
чительно.

Выяснимъ далѣе, что выйдетъ въ томъ случаѣ, если мы будемъ 
увеличивать п  безконечно; назовемъ

CD

' YР ш =  UmPw=  2
О

Очевидно, что такж е

п  — 1 п

Iim Ê1 =  Um У  Q1Z =  Um Q*-*1 =  Pcu.
П .. .OO ****

О о

Въ область P w будутъ входить всѣ точки, принадлежащ ія всѣмъ 
областямъ счетнаго ряда

С , Q"', <р, ■■■, Qw, ■ • •;
это будетъ область г р а н и ц ъ  и н т е р в а л о в ъ  в с ѣ х ъ  д ѣ л е н і й .

Если мы теперь, аналогично 99°, найдемъ производныя областей 
P w, то у насъ получится такая  таблица:

Pd =  O,

P 1 =  P 0, P 1= O ,

P 2 =  P i, P 2 = P o ,  P 2 = O,

P  —  P  P  P P  P Р"----P  р(і') =  р  р(И+1) ---  /ч
п  п —1 I n п —2 ? L п  П—3 1 1 п  п —4 1 ’ I L п  i O ? 1 П

Мы видимъ отсюда, что каж дая область P w будетъ замкнутой, 
так ъ  какъ  всѣ ея  предѣльныя точки входятъ въ составъ области
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Р п_1? заключающейся въ P n ; каж дая изъ P n будетъ областью перваго- 
ряда и + а г о  вида, какъ  и въ 99°.

К аж дая изъ областей ( J  — рѣдко разсѣяна; поэтому — согласно 
9 9 °— въ любой части (ос0, ßo) участка L могутъ быть найдены точки 
a < ß ,  не входящ ія въ составъ Р, такъ  какъ  онѣ не будутъ при
надлеж ать ни одной изъ Q^V

106. Прежде чѣмъ излагать дальнѣйшее изученіе свойствъ области 
P n , мы разберемъ нѣсколько примѣровъ, которые уяснятъ намъ, чего 
мы можемъ ждать отъ этого изученія.

А. Раздѣлимъ участокъ I на четыре равныя части, и среднія двѣ
/ /

возьмемъ за интервалы Z0 и Z0; затѣмъ двѣ крайнія части раздѣлимъ

Xi

I jj I ; t v  X V Ч I : j
1 ш . .  » ш I t V  /  t Л . ■» • I  I 4 I • I I I I  I  t

Щ 4 " ,  . 4  . 4  J i y  Ä4+-++^ fi i—■— f... ——i----- H d t h
Xi  Xj Xj Xi X»» xOO x Ot X0 X»i Xfla. X»i X1 X

" ' i l l X

снова на 4 равныя доли и обозначимъ черезъ I j 7 I j 7 I j  и Z1, Z2, Z3
/ !

части, прилегаю щ ія по три къ  Z- и Z0 съ двухъ сторонъ; двѣ край- 

нихъ доли дѣлимъ опять на 4 и т. д. Тогда счетный рядъ интерваловъ 

{Zi } составится изъ  двухъ интерваловъ длиной - +  Z, шести интер

валовъ длиной F z ,42 шести интерваловъ длиной 43
I7 И т. д., при

чемъ интервалы Z 

ную
к Z4 , о имѣютъ длину, рав-

З м + З ’ v 3 n + 2 >  ѵ3 п + 1 ’ 13 п + 1 »  3 п + 2 ? ѵ3 п + 3I / t
Z, Н а каждомъ изъ интерваловъ j I i | мы совершенно такж е4*1+2

расположимъ интервалы у и т. д.

Очевидно—въ область P03 границъ интерваловъ всѣхъ дѣленій 

войдутъ всѣ точки безконечно повторяющ агося дѣленія участка I на 4; 

эти точки будутъ часто разсѣяны  по интервалу.

Если взять I за единицу, точки { J J }  могутъ быть выражены 
правильными конечными четверичными дробями 0, а\ а2 . . . ап , гдѣ 
числа аі принимаютъ только значенія 0, 1, »2, 3.

К аж дая изъ точекъ P03 будетъ предѣльной, но всѣ безконечиыя 
дроби въ четверичной систем+ не войдутъ въ число точекъ P03.

Такимъ образомъ область P03 будетъ часто разсѣяной, счетной,
г

сгущенной, но незамкнутой; для нея P03 L.
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В. Возьмемъ теперь другой законъ дѣленія участка 
Пусть первый интервалъ I 0расположенъ симметрично на I и 

п о с т а в л я е т  его половину; вправо и влѣво отъ него взяты интер

валы I tи Z1, равные половинамъ участковъ ( , ж-f) и ( ,
/ / Q i

д алѣ е  — интервалы It  и  Z2, равные опять половинамъ (жт , и

( ж /  х°),и т. д.; таковы будутъ интервалы перваго дѣленія.

зй

№ѵЬ. Л
J f
U1

г  і 5 п .*■
i'ii 11 ■ ¥ «' *

 4

 Iv

 H- Я.
32 Ц
21

E H

Т Т Э Д ' к !  ;!Li j ! | jl!I I 1i I I  J—  "/"Г  Г  Sf1TTit
лті W  UXJ--Ü tlY?1' I V f-Xoi -------- А—.------------ ^ о Д і ѵ ' 1 iY lt~~ IlY11' tW 4 Xj Xr/ 11 Xo1 xoi XjHilt X + Ä

Для интерваловъ второго дѣленія возьмемъ иное отношеніе средняго 
интервала къ соотвѣтствующему интервалу перваго дѣленія; для 
интерваловъ третьяго дѣлен ія  опять измѣнимъ это отношеніе и т. д., 
тогда какъ  для слѣдующихъ интерваловъ оставимъ тотъ же законъ, 
какъ  и выше, т. е. каждый слѣдующій интервалъ беремъ равнымъ 
половиыѣ отрѣзка отъ конца предыдущего интервала до конца всего 
интервала предыдущего дѣленія. Эти отнош енія мы возьмемъ слѣдую- 
щимъ образомъ.

Границами для интервала Z0 служатъ точки

Z А____ L ) I
8 23 '  ’

Z = т  +  к

на этомъ Z0 для границъ средняго интервала второго дѣленія возьмемъ 
точки

5 т
16

Z L  _ -ІЛ  7 1E 1 _ f A = J Z / -  V 8 24 J А 13 0 \  8 24 J 5

для границъ того средняго интервала третьяго дѣленія, который рас

положенъ на и нтервал ! ^ y -  Z, - E  Ẑ , возьмемъ

E L r - ( А  П  / 2L z - Z l M / .
32 L ~  \  8 25 J  ’ 32 V 8 » 25 У С

и т. д.; для г̂’аго д !л ен ія  границами будутъ

(і MLkг і  A  L r i 1 а )
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Въ такомъ же отношеніи должны быть взяты для полученія ин
терваловъ г і в т о  дѣленія средніе интервалы на к а ж д о м ъ  интервал+ 
п — P a r o  дѣленія.

Тогда расположеніе границъ интерваловъ на всѣхъ интервалахъ 
одной системы будутъ подобны, т. е. нанесены только разныхъ 
масштабахъ. Поэтому то, что происходить на одномъ интервал+ извѣст- 
наго дѣленія, будетъ происходить и на каждомъ другомъ интервал+ 
той же системы.

Изслѣдуемъ же теперь средній интервалъ всего участка I. Такъ

какъ  предѣлами концовъ средняго интервала — на основаніи (1 )— 
3 7 5 7являю тся точки —  I и —-  /, то— во-первыхъ— эти точки не входятъ 

въ  составъ области P aj границъ интерваловъ вс+хъ дѣленій j  j ;  во 

вторыхъ— интервалъ отъ ~  I до + - I  протяженіемъ въ -V- I будетъ 
свободенъ отъ точекъ P oj.

Этотъ свободный интервалъ относится къ первоначальному какъ 

-V -: -A j т . е. составляетъ его половину; слѣдовательно на каждомъ 

интервал+ перваго дѣленія мы будемъ имѣть свободный интервалъ, рав

ный -V- соотв+тствующаго интервала.

Такимъ образомъ поел+ перваго дѣленія уже вы ясняется счетный 
рядъ  интерваловъ, свободныхъ отъ точекъ P oj; общее протяженіе та

кихъ интерваловъ будетъ -V- I .

Совершенно такж е мы можемъ разечитать тѣ новые свободные 
интервалы, которые явятся  поел+ второго дѣленія, и указать предѣль- 
ныя точки j  ZiJ  которыя при этомъ должны опредѣлиться; и т. д.

Мы видимъ, что въ настоящемъ примѣрѣ каж дая изъ точекъ. 
P oj будетъ предѣльной точкой; но ими еще не исчерпывается все 
изобиліе предѣльныхъ точекъ, такъ какъ существуютъ такія  точки, 
не входящ ія въ составъ P oj.

Отсюда слѣдуетъ, что здѣсь область P oj будетъ счетна, сгущенна,
/

но н е з а м к н у т а , и р ѣ д к о  р а з с ѣ я н н а ; производная P oj этой области бу-
/

детъ совершенна. Если мы построимъ для P oj область свободныхъ ин
терваловъ { +  }, то н и  о д н а  и з ъ  т о ч е к ъ  P  не будетъ служить границей 
этихъ интерваловъ; дѣйствительно — каждая х  будетъ непремѣнно двух
сторонней пред+льной точкой, тогда какъ границы интервалов!» типа



—  159 —

to непремѣнно должны быть односторонними предѣлами. Слѣдовательно 
область P w войдетъ цѣликомъ въ составъ виѣш иихъ  точекъ области 
интерваловъ {%}.  Точки E — очевидно — будутъ напротивъ того слу
жить границами интерваловъ {%•}.

107. П редпославъ эти примѣры, мы возвращ аемся теперь къ и з- 
слѣдованію области типа (*со +  <о)ш въ  общемъ ея  видѣ. К акъ мы 
видѣли въ 105°, каж дая изъ P n замкнута; всѣ тѣ предѣльныя точки, 
въ  окрестностяхъ которыхъ леж итъ безконечно много точекъ одной 
изъ областей P n , входятъ въ составъ P n_ t ; но, если мы переходимъ 
отъ P n къ P w, возможно появленіе и другихъ предѣльныхъ точекъ, 
именно тѣхъ, которыя являю тся предѣлами счетныхъ рядовъ точекъ, 
взяты хъ изъ различныхъ Q j  въ примѣрахъ 106° такія точки мы уже 
видѣли; эти точки, будучи предѣлами рядовъ точекъ Q ^  при различ
ныхъ г, сами не входятъ ни въ одну изъ Q ^  и слѣдовательно не вой
дутъ и въ P w. Такимъ образомъ всѣ точки области P w являю тся пре- 
дѣльными, но суіцествуютъ для нея еще пред+льныя точки, не входя
щая въ ея составъ Слѣдовательно P w будетъ спущенной областью, но 
не совершенной, такъ  какъ  она незамкнут а.

Р азъ  P w сгущенна, то ея  производная P w, которую мы назовемъ 
Р, будетъ совершенна; въ ней появятся и недостававш ія прежде пре
д+льныя точки.

Область P w, представляющ ая счетный рядъ счетныхъ рядовъ 
Qw , будетъ сама счетна; P — же будетъ несчетна; сл+довательно— 
область не входящихъ въ P w предѣльныхъ точекъ должна быть не
счетной.

Be+ области P n перваго рода, область же P w, такъ  какъ  P '.  со
вершенна, является областью второго рода.

Д алѣе—каж дая изъ областей P n р+дко разс+яна; что же касается 
до P w, то, оказывается, она можетъ быть и р+дко разс+яна, и часто 
разс+яна; примѣры того и другого мы видѣли выше. Поэтому въ 
произвольной части участка I имѣются для иервыхъ— свободные ин
тервалы, и для вторы хъ—точки, принадлежащая Пш. К аж дая изъ то
чекъ P w — двусторонняя предѣльная точка; поэтому, если для р+дко
разс+янной области P w мы построимъ свободные интервалы {Xi } со-

/
вершенной области P  =  P w, то н и  одна изъ точекъ P w не будетъ гра
ницей такихъ интерваловъ: всѣ онѣ окажутся ихъ внѣшними точками. 
Если P w часто разс+яна, то — очевидно— P тожественна съ L.

И такъ мы можемъ высказать для р+дко разс+янной области такое 
утвержденіе:
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О б л а с т ь  P oj г р а н и ц ъ  и н т е р в а л о в ъ  в с ѣ х ъ  д ѣ л е н і й  т и п а  (*ш +  ш +
^ х о д и т ь  въ с о с т а в ь  в п ѣ ш н и х ъ  т о ч е к ъ  и н т е р в а л о в ъ  {%} с о в е р ш е н н о й  

!
о б л а с т и  P oj. Отсюда вытекаетъ, что размѣщ еніе интерваловъ типа 
(*а> -J- си)ш даетъ  результаты, близкіе результатамъ размѣщ енія wÜJ, но 
не совпадающіе съ ними. Что касается размѣщ енія собственно с в о б о д 

н ы х ъ  интерваловъ {%},  то (%> -J- со+ не отличается отъ размѣщ енія со.

108. Возьмемъ размѣщ еніе типа со, въ его интервалахъ помѣ- 
стимъ снова интервалы того же типа и будемъ продолжать такую 
операцію безконечно; получающійся типъ обозначимъ а Р . Назовемъ 
Q(0) =  { x j ,  X 01 } ,  Q(1) — границы интерваловъ перваго размѣщ енія

Q о X

г— Zzi

и Е (1) — область ихъ внѣш нихъ точекъ, н е  в к л ю ч а я  въ нее внѣшнихъ 
иточекъ Xи

Е (1) =  Q (O ) _ | _  Е (1 ) .

тогда

(2) Р (1) == Q(1) +  E U)

есть, по условію, соверш енная область.

г.

X

‘5 1 ]
V-гі V V г У I-V-J V V I- I1 V V ViM.dj (']кц  i/'UiNi :+f \ ,  i! !fsil; |{ IliZ1It4Jis / ' ч Г " \  щ А 13'ѴД

! *7 \
Al ... V - i ’-N l,i’ JZif1Stj! \Аъг\\ ІічііЦ І\Щ

X
X1 X4Xs xSi Х2‘ X2Xj X5Xj Хй хк хи X11X11 X13 ѵ^Хз&Аі X31XjjX3Jpj х

г

Н а каждомъ изъ  ея  свободныхъ интерваловъ I i должна быть по- 

мѣщ ена соверш енная область интерваловъ { }; назовемъ

Cl) CD

Q ? =  (*«}. 2 Q'?' =  Г ,  ^ E f  =  Ea',
I z =  H - 13— 1 ! t

гдѣ E f —область внѣшнихъ точекъ интервала I . ,  не включая X j  и х . ,  

и  Ё (2)— область внѣш нихъ точекъ интерваловъ {%у}, только опять таки 

безъ  точекъ { a / } = Q (i). Область всѣхъ внѣш нихъ точекъ послѣ вто
рого дѣленія будетъ.

(3) Е (2) =  Q(0) +  Ё (1) +  Q(1) +  Ё (2) =  Р (1) +  Ё (2>,



при чемъ— на основаніи 87°— область

P (2) =  Q24 - E (2) (4)

будетъ снова совершенной. На основаніи (3) и (4) —Р (1) входитъ въ 
составъ Р (2)

р (1 )  =  J ) (р (2> )

Замѣтимъ при этомъ, и это очень важно, что всѣ т очка  Р (2); кромѣ

точекъ Р (1), принадлеж ат ь составу G(1)— области внутреннихъ точекъ
интерваловъ to перваго дѣленія.

Прежде чѣмъ приступать къ  третьему дѣленію, мы должны двойной

р яд ъ  интерваловъ { I j j } превратить въ простой рядъ [ I i ) и дѣлать
такое преобразованіе послѣ каждой операціи; при этомъ нумерація

точекъ  {X 1J J сама собой перейдетъ въ нумерацію { х  J , такъ какъ
/1

каждому интервалу I г- отвѣчаетъ пара точекъ, не служащихъ .граница
ми другихъ интерваловъ; такимъ образомъ

CO
Z t  OJ .Ztco

Послѣ третьяго дѣленія, при новой нумераціи интерваловъ, мы 
получимъ

OJ OJ

Q ? = I г  ь . q (3)= 2  Ql*3)’ E<3)— 2  Е + Е<3)= р(2>+ Е<3>’
I I

гдѣ опять E (f  составляютъ вн+шнія точки интерваловъ I iJ,  лежащ ихъ 

на интервал+ I i , не включая его границъ, и Е (3)— область вс+хъ та

кихъ внѣшнихъ точекъ, кромѣ точекъ {X i } =  Q(2). Опять таки область

Р (3) =  Q(3) - f  Е (3)

будетъ совершенной, и Р (2) =  D (Р (3)); какъ и по поводу Р (2), надо бу
детъ замѣтить зд+сь, что точки Р (3), кромѣ точекъ области Р (2), всѣ 
берутся изъ состава G(2) — области внутреннихъ точекъ второго дѣленія.

Мы видимъ такимъ образомъ, что послѣ двухъ, трехъ и т. д. 
конечнаго числа операцій со мы получимъ всегда совершенную область
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которая обнимаетъ предыдущую область Р^г

Р(п“ і ) : I) (Pw ),

при чемъ точки P n , кромѣ точекъ этой послѣдней области, всѣ взяты 
изъ состава внутреннихъ точекъ G ^ - 1  ̂ интерваловъ п — Гаго дѣленія. 

Спраш ивается теперь, какую форму примете область

Pw =  U m  Pw
11...CO

при безконечномъ продолженіи процесса <Ь?
К акъ  бы велико ни было п ,  всякое новое насажденіе области о> 

въ интервалы предыдущей совершенной области, связы ваете счетный 
рядъ  совершенныхъ областей на этихъ интервалахъ въ одну единую 
совершенную область. Посмотримъ, будетъ ли область P w совершенной 
и при безконечномъ возрастаніи п ,  или ж е —напротивъ того— она по
тер яете  это свойство.

Для того чтобы это выяснить, надо убѣдиться, будетъ ли каждая 
точка области P w предѣльной точкой, и всѣ ли нредѣльныя точки 
входятъ въ составъ P w? на первый вопросъ мы получимъ, какъ это 
будетъ видно ниже, положительный, а на второй — отрицательный 
отвѣтъ.

109. Область TP составляется послѣдовательно изъ всевозможныхъ 
различныхъ точекъ совершенныхъ областей

р (Ц  р (2 )  р (3 ) р  M

относительно которыхъ мы видѣли, что каждая область P w  входитъ 
цѣликомъ въ слѣдующую за ней P ln+ 1 \

Обозначимъ

P(D =  Q O ) ^ E w = P 1,

р (2) =  Q(2) +  Е (2) =  Q(2) ~f- Р (1) Z  ЕЯ =  P 1 +  P 2,

и
р ( п )  _  q ( « )  Е (п) _  Q ( U )  _ | _  р ( п - 1)  _ | _  j j ( n )  _  р  . f

1

гдѣ P n == Q(n) -f- Е(>г); тогда область P w =  l i m  Р (п) будетъ состоять изъ 
всѣхъ точекъ областей

P I : P 2 ) Рз > - • • , P n ? • • • ,
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которыя другъ съ другомъ о б щ и х ъ  т о ч е к ъ  у ж е  н е

OJ

1

если мы внесемъ сюда значеніе Р г , то получимъ

OJ OJ

і ѵ  2 г - г -2 Е Й -

I 1

откуда слѣдуетъ, что P  составляется изъ г р а н и ц ъ  и  в н ѣ ш н и х ъ  т о ч е к ъ  

в с ѣ х ъ  д ѣ л е н і й .

Посмотримъ, что представляютъ изъ себя области P i ? Область 
P 1 совершенна; P 2 отличается отъ совершенной области второго дѣ- 
ленія Р (' } только отсутствіемъ точекъ Р (1\  т. е. она будетъ состоять 
изъ счетнаго ряда совершенныхъ областей, но на открытыхъ интер
валахъ I i ; такимъ образомъ въ нее не войдутъ границы этихъ интер
валовъ и ихъ предѣльныя точки. Каждая изъ областей Pn находится 
въ такомъ же отношеніи къ совершенной области P 99 и — слѣдова- 
тельно — она будетъ подобна области P 2. Всѣ эти области будутъ сгу
щены, несчетны и рѣдко разсѣяны, при чемъ недостающая пред+ль
ныя точки каждой изъ нихъ Pn входятъ въ составъ предыдущихъ

п

% областей P  - , такъ  какъ N  P i =  совершенна.
1

Изсл+дуемъ же теперь область P w; пусть х  одна изъ ея точекъ; 
если это такъ, то точка х  должна входить въ составъ одной 
изъ  областей P i;, напримѣръ — въ P n ; такъ какъ P n сгущена, то 
X  будетъ пред+льной точкой P n ; поэтому въ произвольной ея окрест
ности леж атъ точки P n , а слѣдовательно и точки P w, такъ какъ 
P n входитъ въ составъ P w цѣликомъ, и х  будетъ такимъ образомъ 
пред+льной точкой P w; итакъ всякая точка области P w будетъ ея 
пред+льной точкой. Пусть теперь наоборотъ х  — одна изъ предѣль- 
ныхъ точекъ P w; тогда въ ея произвольной окрестности лежатъ 
точки P w. Относительно этихъ точекъ можно сд+лать, какъ и выше, 
только два исключающихъ другъ друга предположенія: или въ произ
вольной окрестности х  лежитъ безконечно много точекъ по крайней 
мѣрѣ одной изъ областей P i , или этого нѣтъ.
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Въ первомъ случаѣ х  будетъ предѣльной точкой по крайней мѣрѣ 
одной области— P n и слѣдовательно она войдетъ въ предыдущая об
ласти P i ; тогда она появится и въ состав+ P w.

Во второмъ предположены, если х  предѣльная точка P w, но въ 
ея окрестности н+тъ безконечно многихъ точекъ ни одной изъ Pn , не
обходимо— X  будетъ предѣломъ для нѣкотораго ряда точекъ

(6) 00і, X 2 , X 3f X 4 ,

изъ которыхъ къ каждой изъ P n принадлежите только к о н е ч н о е  число. 
Въ этомъ случаѣ мы можемъ легко доказать, подобно тому, какъ это 

мы дѣлали выше, что точка х  н е  в о й д е т ъ  въ P w.
И такъ P w будетъ сгущенной, но незамкнутой областью, т. е. 

операція tow не даетъ уже такого результата, какъ соп , сводившаяся 
къ  to; здѣсь д+ло выходите иное.

HO. Посмотримъ теперь, что можно сказать относительно разсѣянія 

области P w по участку L?
Для этой ц+ли разберемъ предварительно два прим+ра.
А. Пусть на участкѣ L =  (O5 I) симметрично помѣшенъ первый

' 1  1 3интервалъ Z1, равный — ; границами его будутъ точки —  и — ; на

интервалѣ (о, - + )  симметрично помѣщенъ второй интервалъ Z2, рав-
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ный половин+ этого интервала, т. е. - J ;  его границы будутъ J  и 

на интервал+ (J3-, J  помѣщаемъ такимъ же образомъ интер

валъ Z3 длиной А
о съ 13границами - -  и 15 .

Тб‘ ’ на интервалахъ

(°>-,V)• (!б"- V). (4- 13
’ іб".H E )

симметрично помѣщаемъ интервалы Z4, Z5, Z6, I17 равные по длин+ по
ловин+ предыдушдго интервала, т. е. равные -Jr; и т. д. Такова бу-
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детъ  область перваго дѣленія; на каждомъ изъ интерваловъ Ii этого 
дѣленія помѣстимъ область интерваловъ такого же строенія; въ ея 
свободныхъ интервалахъ опять такую же область и т. д.

Т акъ какъ  границы наиболынаго интервала каждаго дѣленія всегда 
д ѣ лятъ  пополамъ разстояніе между срединой предыдущего интервала 
и его концами, то предѣлъ этого наиболыдаго интервала равенъ 0, и 
слѣдовательно его границы имѣютъ предѣломъ общую точку £— средину 
первоначальнаго интервала. Отсюда слѣдуетъ, что область границъ 
интерваловъ будетъ часто разсѣ яна ; кромѣ того она счет на ; область же 
P w будетъ несчетна, такъ  какъ  несчетна каждая P n , входящ ая въ P w.

Очевидно, что въ произвольной части участка L здѣсь могутъ быть 
найдены  точки и  именно  — предѣлъиыя т очки , не входящ ія въ составъ

CO * это оудутъ точки средины каждаго интервала, впервые по
являю щ егося въ процесс! д !лен ія .

/
Такимъ образомъ P w будетъ незамкнутой, хотя и сгущенной; P w 

совпадете зд !сь  съ самимъ участкомъ L.

В. Возьмемъ другой законъ распред!ленія, немного отличающійся 
отъ  перваго.

На участк! L, для котораго I =  1, по прежнему пом!стимъ сим
метрично интервалъ, равный по длин ! -J-; его границами будутъ

1
23"5

— I__ j .
оз Г 2 3 ’

остальные интервалы перваго дѣленія оставимъ такими же, какими 
они были взяты въ первомъ примѣрѣ. Н а интервалѣ I1 возьмемц,
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опять таки симметрично интервалъ 1’\  огіред!ляя его точками
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~241 16 I о+ ?23 24

этотъ интервалъ, равный , составите -у 1 3 7': —  =  —-  интервала Z1
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Н а интервалахъ ^-V-, и  ̂44 у будемъ размѣіцать остальные 

интервалы второго дѣленія по тому же закону, какъ и выше, т. е. 
брать интервалы по величин+ равные половинамъ указанныхъ вышег
частей. Такой же законъ дѣленія возьмемъ на всѣхъ интервалахъ Ii

перваго дѣленія, т. е. вездѣ средній симметрично расположенный ин-
S fтервалъ будетъ равенъ = -  h  ■

Для средняго интервала третьяго дѣленія беремъ интервалъ

/  11 ___ J j ____ 1 21 __  _б I I N
ѴІй" — A  W ' 82 — ~т~ )'

5 3 5 "который составляетъ : -g- =  - - интервала ; и т. д.; вообще сред-
нимъ интерваломъ и ’аго дѣленія будетъ

( L ____ І _  А  +  _ L _ \
\ 23 2п+2 ’ 23 2n+2 J

Этими средними интервалами опредѣляется каж дая изъ системъ 
дѣленій, такъ  какъ  остальные интервалы въ каждой системѣ берутся 
по одному и тому же закону.

При безконечномъ возрастаніи п  точки

3 1 3  1 3  1 з  1
8 2 * ’ 8 А  8 7 ’ ' ' ' ’ 8 2П+ 2 ’ ‘ ' ‘ ’

5 , 1 5 . 1 5 . 1  5 . 1
8 23 ’ 8 ' 2 * ’8 ' 25 ’ ' ' ' ’ 8 2П+ 2 ’ " ‘ ’

имѣютъ соотвѣтственно предѣлами точки и которыя не будутъ 

границами интерваловъ и которыя сами опредѣлятъ новый интервалъ 

( . / j, свободный отъ точекъ P co. Этотъ интервалъ составляетъ

- Г : А  — * интервала I 1 . Т акъ  какъ  на всѣхъ интервалахъ перваго 

дѣленія расположеніе интерваловъ дальнѣйшихъ системъ дѣленія 
будетъ подобно расположен™  на I1, т. е. будетъ такимъ же, но въ

другомъ масштабѣ, то на каждомъ изъ интерваловъ Ii окаж ется сво-
1 'бодный отъ точекъ P 03 интервалъ, равный по длин+ - -  Ii . Аналогич

ное будетъ имѣть мѣсто на интервалахъ второго дѣленія.
Такимъ образомъ указанный выше законъ дѣленія даетъ на L не

замкнутую, рѣдко разсѣянную область. /
Очевидно, что здѣсь будетъ P w сгущена и слѣдовательно P w со

вершенна.
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111. Итакъ, разсматривая область интерваловъ типа Coco, мы при- 
ходимъ къ  такимъ заключеніямъ:

Область границъ интерваловъ, всегда счетная, можетъ быть рѣдко 
и часто разсѣяна по участку L, въ зависимости отъ закона располо- 
ж енія интерваловъ каждаго изъ составляющихъ типовъ со.

Область P 03 всегда несчетна и сгущена, но не замкнута; поэтому
/

P 031 =  P  для часто разсѣянной области совпадаетъ съ участкомъ L, а 
для рѣдко разсѣянной будетъ совершенна.

Для рѣдко разсѣянной области P 03 каж дая изъ точекъ дѣленія 

\ х™},  при произвольномъ п, будучи внѣш ней  точкой совершенной об
ласти  P ^ + +  окаж ется двусторонней предѣльной точкой; слѣдователь- 
н о —ни одна изъ точекъ P 03 не можетъ быть границей свободнаго интер

вала Xi совершенной области P i z i P ca; всѣ эти точки входятъ такимъ 
образомъ въ составъ внѣшнихъ точекъ E области уединенныхъ интер
валовъ [ X i )] въ этомъ отношеніи сош напоминаетъ намъ (*<о- J - о )+ .

Границы {X+ опредѣлятся иредѣльными точками области P 03, не 
входящими въ составъ P 03.

He трудно видѣть, что для области интерваловъ типа <1+ область 
P 03 =  lim  P (w) совпадаетъ съ областью впѣш пихъ точекъ интерваловъ со- 

верш енной област и  P 03. Для того чтобы въ этомъ убѣдиться, будемъ 
разсуждать такъ: каж дая точка P 03 входитъ въ составъ внѣшнихъ то
чекъ  интерваловъ [ X i )] возможна ли теперь какая либо внѣш няя 
точка {X +  , которая не была бы точкой P 03? Пусть это такъ, пусть 

£ эта точка; она, какъ  точка P 03 =  Р, будетъ предѣльной и вдобавокъ 
двусторонней предѣльной точкой P 03. На основаніи 109°— эта точка не 

будетъ точкой P 03, если она служитъ предѣломъ для ряда (6) точекъ 

различны хъ  дѣленій. А въ такомъ случаѣ эти точки будутъ границами 
ряда интерваловъ

которые располагаю тся одинъ на другомъ; границы интерваловъ (7) 

опредѣлятъ или точку £—границу свободнаго интервала P z z P ca, если 
P 03 рѣдко разсѣяна; въ этомъ случаѣ £ будетъ односторонней предѣль- 
ной точкой, что противно положенію; или же £ окаж ется предѣльной
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точкой для двухъ рядовъ границъ интерваловъ (7); тогда P w не бу
детъ рѣдко разсѣяна, что опять идетъ противъ нашего условія. И такъ 
? не можетъ не быть точкой P w.

Выходить отсюда, что область интерваловъ {ХД, свободныхъ отъ
точекъ P w совпадаетъ съ свободными интервалами совершенной об-

/
ласти P ojEe eP j при чемъ только границы интерваловъ {X+ не при
надлежите P w.

112. Сопоставимъ теперь всѣ разобранные т ипы  разм ѣ щ енія и н 
терваловъ

пгі, OJw , , (*С0 0))°+ OJcjj

и постараемся выяснить нѣкоторые общіе выводы. Назовемъ на мину
ту въ видахъ удобства

а>ш =  Q 1, *<о<° =  Q 2, (*ш -J- (о)ш =  Q 3, Sri =  Q 4

и сопоставимъ сначала первые три типа, назвавъ P w область границъ 
и внѣш нихъ точекъ интерваловъ всѣхъ системъ дѣленія.

Мы видѣли выше, что область P w можетъ быть рѣдко разсѣяна по 
участку L и можетъ быть часто разсѣяна; въ послѣдиемъ случаѣ она 
особеннаго интереса не представляетъ, а потому мы перейдемъ къ 
первому случаю.

Для перваго изъ типовъ Q i всѣ точки P oj, кромѣ лѣвой границы 
всего участка, будутъ правосторонними предѣльными точками, для 
Q 2 тоже будетъ со всѣми' точками, кромѣ правой границы основного 
интервала, но точки P w будутъ лѣвыми предѣлами, и наконецъ для 
Q 3 всѣ точки безъ исключен! я оказываются предѣльными и вдоба- 
вокъ — двусторонними, кромѣ — разумѣется — границъ участка L. Мы 
можемъ сказать, что во всѣхъ трехъ случаяхъ область P w будетъ сгу
щенной, кромѣ— можетъ быть— единственной уединенной точки.

Если область P w сгущена, до точки X j  или х 0> и рѣдко разсѣяна,
/

то производная ея P w будетъ рѣдко разсѣянной совершенной областью,
/

при чемъ уединенная точка X j  или X 0 въ P w уже не появится; съ 
этимъ изчезновеніемъ X j  или X 0 связано уменыденіе участка L, такъ

г
что для P w основной интервалъ можетъ быть уже иной.

Если мы построимъ для P w e i e  S свободные интервалы, то увидимъг 
что въ число ихъ границъ Q могутъ входить нѣкоторыя изъ точекъ 
P w, но кромѣ нихъ навѣрное войдутъ точки, не принадлежаіція со
ставу P w. Тѣ точки P w, которыя не войдутъ въ Q, будутъ внѣшними

точками области интерваловъ P w, т. е. будутъ входить въ Е. Для
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областей Qi и Q2 одна изъ границъ свободныхъ интерваловъ оконча
тельнаго размѣщ енія принадлежитъ непремѣнно P w; это будетъ лѣвая. 
граница для Qi и правая для Q2. Для области Q3 ни одна изъ 
точекъ P w не будетъ границей свободнаго интервала области Q.

Такимъ образомъ строеніе области P w мы можемъ себѣ представить
t

слѣдующимъ образомъ: построивъ область интерваловъ P 03, мы полу
чимъ точки P 03 въ качеств+ лѣвыхъ для Q i или правыхъ для Q2 гра
ницъ свободныхъ интерваловъ и для Q3 въ качеств+ счетнаго ряда 
вн+ш нихъ точекъ этихъ интерваловъ; для Q i и Q2 мы должны будемъ 
ещ е къ  основному интервалу области S слѣва или справа пристроить 
свободный интервалъ съ уединенной точкой на его концѣ.

Въ Q 1 и Q2 всѣ точки, кромѣ X 0 или x Q1 будутъ односторонними
пред+лами и въ Q3 напротивъ того двусторонними, кромѣ границъ
участка. Предѣльныя точки области P 03, не входящія въ составъ
P 03, распредѣляю тся на дв+ категории во первыхъ счетный рядъ гра-/
ницъ свободныхъ интерваловъ P w и во вторыхъ несчетная область 
предѣльныхъ точекъ для этихъ границъ; что эта послѣдняя область 
несчетна, слѣдуетъ изъ того, что P 03 совершенна. Такимъ образомъ 
свободные интервалы области P 03 оказываются для P 03 открытыми ин
тервалами, такъ  какъ  по крайней мѣрѣ одна изъ границъ каждаго 
интервала не принадлежитъ составу P 03.

Область типа Q4 представляетъ нѣкоторыя аналогіи съ Q 3: обѣ 
онѣ сгущены, въ обѣихъ вс+ точки, кромѣ границъ основного интер
вала, двустороннія предѣльныя точки; въ об+ихъ ни одна изъ точекъ 
дѣленія не будетъ границей свободнаго интервала окончательнаго' 
размѣщ енія. Ho между ними есть и глубокая разница: внѣш нія точки 
каждой системы дѣленія (*со *+* о>)?г всегда счетны, тогда какъ для 
COh = C O  онѣ несчетны; зат+мъ для Q3 область P 03 обнимаетъ всѣ гра
ницы всѣхъ дѣленій, въ числѣ которыхъ находятся и внѣшнія точки 
этихъ дѣленій; тогда какъ  для Q4 въ состав+ P 03 можно различать во 
первы хъ—точки всѣхъ дѣленій и во вторыхъ внѣшнія точки этихъ 
дѣленій; область P 03 для Q3 будетъ счетна, тогда какъ для Q4 она не
счетна. Н аконецъ— особенность области P 03 для Q4 та, что она совпа- 
даетъ съ областью всѣхъ вн+шнихъ точекъ интерваловъ P 03 типа to.

Н аконецъ относительно типа г і \  если онъ даетъ рѣдко разсѣян- 
нѵю область, мы ничего не можемъ сказать выходящаго за пред+лы 
общей теоремы 73°, пока намъ не данъ вполнѣ опредѣленно законъ 
размѣщ енія точекъ послѣдовательныхъ дѣленій.

Be+ эти соображенія оказываются очень существенными для по- 
строенія дальнѣйшихъ областей все бол+е и болѣе сложнаго типа.
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(8)

113. Пусть теперь со- обозначаетъ одинъ изъ типовъ

со, *со, *оо -j- 00.

Разсмотримъ сложный типъ размѣіценія вида

CO

который представляете собой обобщеніе предыдущихъ типовъ Qb 
Q2 и Q3.

Простѣйшими изъ типовъ Q будутъ такіе, въ которыхъ встрѣ- 
чается безконечное число множителей только одного изъ типовъ (8), 
тогда какъ другіе входятъ только конечное число разъ.

Пусть въ первыхъ т множителяхъ встрѣчаются всѣ три или по 
крайней мѣрѣ—два типа, тогда какъ каждый т +  і ’ый множитель 
принадлежите къ одному изъ видовъ (8); тогда

представляете сэбой размѣщеніе одного изъ типовъ Q 1, Q2, Q3 въ 
свободныхъ интервалахъ типа со0

Q — соQ, Q ..

Покажемъ прежде всего, что въ Q не можетъ быть уединенныхъ 
точекъ.

Въ размѣщеніи со0 однѣ точки могутъ быть предѣльными и дру- 
гія — уединенными; тѣ точки, которыя были предѣльными въ <о0, 
останутся предѣльными и для Q. Пусть теперь х —одна изъ уединен-

Co0 должна была бьт быть типа соп или *сом , что исключено предпо- 
ложеніемъ; итакъ х —одна изъ внутреннихъ точекъ L; слѣдователь- 
но — она будетъ общей границей двухъ смежныхъ интерваловъ Ip и Zv.

I J  m - f l  I

если назвать П со . — со0, тоЪ  ̂/

Q (I)

=  <*ѵ <*>■

I Iv

ныхъ точекъ; прежде всего— 
она не можетъ быть границей 
всего участка L. Дѣйствитель- 
но: если бы это было такъ,
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Р азъ  въ  интервалахъ ш0 помѣщаются интервалы типа о+ , то х  
окаж ется предѣльной точкой области о+ на L  , ec™  to • =  о> , или 
на Zv, если ш - =  *оц или наконецъ и на Z„, и на Zv въ случаѣ, если 
ш - =  *о> -f- со. И такъ — во всякомъ случаѣ она окаж ется предѣльной 
точкой окончательнаго размѣщенія.

Н аконецъ въ типѣ о+ уединенной точкой можетъ быть одна изъ 
границъ основного интервала; здѣсь же этими границами являю тся 
границы интерваловъ <м0, которыя, какъ мы только что вид+ли, 
уединенными быть не могутъ.

Мы приходимъ такимъ образомъ къ  тому выводу, что въ ука- 
занномъ предположены типъ Q даетъ сгущ енную область P  границъ 
интерваловъ всѣхъ системъ дѣленія; слѣдовательно P' будетъ со
вершенна.

Такъ какъ  свободные интервалы P ' будутъ вмѣстѣ съ тѣмъ сво
бодными интервалами Q, а всѣ границы и внѣш нія точки со0 перей- 
дутъ въ составъ границъ и внѣшнихъ точекъ совершенной области 
P ', то всѣ выводы 112° продолжаютъ здѣсь сохранять свою силу.

Если мы возьмемъ теперь другое предположеніе, т. е. допустимъ, 
что по крайней мѣрѣ два типа (8) встрѣчаю тся въ Q безконечное 
число разъ, то убѣдимся непосредственно, что тѣмъ болѣе въ полу
чающейся при этомъ области P не можетъ быть уединенныхъ точекъ, 
такъ  что P  будетъ сгущенна и P ' совершенна.

К ъ этимъ областямъ опять имѣетъ примѣненіе все то, что от
носится къ предыдущему.

И такъ каж дая сложная область будетъ сгущенной, кромѣ, можетъ 
быть, одной точки для и границы P всѣхъ системъ ея дѣле-
ній входятъ въ составъ границъ и внѣш нихъ точекъ совершенной 
области P ', если P рѣдко разсѣяна, что мы и будемъ впредь предпо
лагать, такъ  какъ  иное предположеніе мало интересно.

114. Если бы въ состав+ типа

CD

Q =  П <«г 
1

подъ видомъ одного изъ OJi- могло скрываться размѣщ еніе <Ь, то —со
гласно 9 4 °— всѣ предыдущіе типы, стоящіе передъ о>п — а>, раство
рялись бы въ о), т. е. мы имѣли бы

f l  (D CD

Q =  П ш . П Wi =  Jj . II Wj- =  w Q 0;
1 П-fl п-fl
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иными словами — все дѣло свелось бы къ размѣщенію нѣкоторой 
сложной области Q0 въ интервалахъ <5; къ такой задач ! мы вернемся 
еще ниже.

To-же самое мы получимъ, если въ состав! Q им !ется н !сколька 
множителей, равныхъ сб. Если этихъ множителей будетъ безконечно 
цного, то не трудно вид!ть, что должно быть

Q =  <5°\

115. Въ предыдущихъ разсужденіяхъ 113° мы совершенно не при
нимали въ разсчетъ типа п \  д!йствительно, если бы онъ всгр !ти лся  
въ какой нибудь комбинаціи п  — то въ силу 80° и 83°— эта 
комбинація дала бы

такъ  что п  въ окончательномъ результат! долженъ былъ бы исчез
нуть; наконецъ комбинація п ( о г не могла бы быть сведена ни на 
одинъ изъ типовъ (Oi l  но за то мы могли бы разд!лить участокъ на 
п  частей и въ каждой изъ нихъ получился бы одинъ изъ типовъ Q.

Такимъ образомъ въ дальн!йш ем ъ мы можемъ совершенно не 
касаться типа п ;  ниже мы еще вернемся къ этому разм!щ енію , исходя 
изъ  некоторой бол!е  общей точки зр !н ія .

116. Выяснивъ расположеніе счетной области P  типа Q i, Q2 и 
Q3 по отношенію къ совершенной области P ', мы наталкиваемся на 
очень важное обстоятельство и приходимъ, совершенно инымъ путемъ 
сравнительно съ B a i r V o w h j къ распространенно понятія о точечныхъ 
областяхъ.

Когда мы строимъ свободные интервалы совершенной области P',. 
то точки P  набираю тся—во первыхъ— изъ н!которы хъ границъ ин
терваловъ и —во вторы хъ—изъ вн!ш нихъ точекъ области P '.

Область P ' соверш енна и, сл!довательно, несчетна, область P — счет
на; сл!довательно—точки счетной области должны быть выбраны, 
к р о м !— можетъ быть— одной точки, изъ числа точекъ области несчет
ной P '; иными словами— область P  по отношенію къ совершенной 
области P ' играетъ совершенно такую же роль, какъ  всякая точечная 
область по отношенію къ  континууму.

И такъ — на ряду съ областями по отношенію къ континууму, мы 
должны еще разсматривать области по отношенію къ даннымъ совер- 
шеынымъ областямъ. He вдаваясь зд !сь  въ полную теорш  такихъ 
областей, мы можемъ сказать только, что, какъ указалъ еще B a i r e  !),

!) Annali di Matematica, (3) 7.
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к ъ  такимъ областямъ можно примѣнить всѣ понятія, установленный 
C a n to h омъ для областей по отношенію къ  континууму; въ частности 
область Р, отнесенная къ совершенной области P ', б у д етъ 1) часто 
р азсѣ яппая  по P 7.

Отсюда слѣдуетъ, что для области P свободными интервалами 
будутъ только интервалы P 7, такъ  что внѣ ихъ точки P расположены 
по отношенію къ P 7 подобно расположен™  раціональныхъ точекъ по 
отношенію къ континууму.

117. Если мы въ интервалы какой нибудь области

CO0 =ZCQ1 CO2 CO3 .............<0П?

при обозначеніи (8), помѣстимъ одну изъ областей интерваловъ Q, мы 
не получимъ ничего новаго, такъ  какъ прибавленіе конечнаго числа 
множителей въ началѣ счетнаго ряда Q даетъ снова счетный рядъ.

Иное дѣло будетъ, если Q мы помѣстимъ въ интервалы со, полу- 
чивъ при этомъ типъ размѣщ енія <о Q .

Располож енная въ каждомъ изъ свободныхъ интерваловъ Ji типа со 
область P- будетъ обладать указаннымъ выше въ 112°-113° характе- 
ромъ; она будетъ сгущенной, кромѣ — можетъ быть — одной точки, 
которая, какъ граница интервала I i , будетъ уже предѣльной точкой 
со; поэтому вся область P  границъ интерваловъ всѣхъ дѣленій будетъ 
сгущенной.

Каж дая изъ Р г часто разсѣяна по совершенной области P i , рас
положенной на L i . Эти послѣднія дадутъ, вмѣстѣ взятыя, соверш ен
ную область на L, при чемъ область P  будетъ стоять по отношенію 
к ъ  этой поелѣдней совершенной области совершенно въ томъ же от
нош ены , какъ  и области Р . по отношенію къ P  - .

Такимъ образомъ характеръ области типа со Q оказывается подоб- 
нымъ общему характеру сложныхъ типовъ.

118. Перейдемъ теперь къ расположен™  какой нибудь области 
<д>о въ свободныхъ интервалахъ Q; получаюіційся при этомъ типъ 
размѣщ енія будетъ обозначаться Qco0 . Такъ какъ — на основаны 
116"— свободными интервалами области P типа Q будутъ только ин
тервалы совершенной области P 7, тогда какъ въ остальной части 
участка L точки P  будутъ часто разсѣяны по области внѣшнихъ 
точекъ P 7, то область со0 должна располагаться исключительно въ 
интервалахъ совершенной области P 7.

U C m . 48°.
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Такимъ образомъ относительно располож ения интерваловъ  типъ 
Q to0 ничѣмъ не отличается отъ типа toto0, но отличіе будетъ суще
ственно, если мы возьмемъ область границъ и внѣшнихъ точекъ 
интерваловъ всѣхъ дѣленій: въ эту область для to<o0 входятъ 1) гра
ницы и внѣш нія точки (о0| 2) границы свободныхъ интерваловъ to и 
3) всѣ внѣш нія точки to: тогда какъ Q oj0 составляется 1) изъ тѣхъ же 
границъ и внѣшнихъ точекъ со0 , 2) можетъ быть изъ нѣкоторыхъ 
границъ со, 3) изъ счетнаго ряда внѣшнихъ точекъ интерваловъ to. 
Такимъ образомъ для <о<о0 область P будетъ несчетна, тогда какъ  
для Q to0 она — счетна.

Очевидно — размѣщеніе Qco0 опредѣлитъ, вообще говоря, область 
общаго вида; при этомъ ея уединенными точками будутъ, кромѣ 
единственно возможной точки Q, уединенныя точки области to0 .

Расположеніе типа

П СOi 
1

даетъ поводъ говорить о трансфинитныхъ типахъ размѣщенія.
119. Размѣстимъ далѣе въ интервалахъ Q совершенный области 

to и посмотримъ, какими особенностями отличается такое размѣще- 
ніе Q to.

Такъ какъ свободными интервалами Q служатъ свободные интер
валы совершенной области P ', и такъ  какъ въ каждой изъ нихъ 
помѣщается соверш енная область to, то окончательное размѣщеніе 
интерваловъ будетъ то же, что у типа to. to, который совпадаетъ съ 
ш. Ho если мы обратимся къ границамъ и внѣшнимъ точкамъ интер
валовъ to и сопоставимъ ихъ со всею областью границъ и внѣшнихъ 
точекъ всѣхъ системъ дѣленій Q to, то мы придемъ къ другимъ 
заключеніямъ.

Границами интерваловъ окончательнаго размѣщенія Q to служатъ 
исключительно границы интерваловъ to, такъ  какъ тѣ изъ точекъ Q,. 
которыя служили границами интерваловъ въ Q, превратятся теперь 
въ внѣш нія точки области типа to; внѣшними точками интерваловъ 
Q to останутся, помимо внѣшнихъ точекъ счетнаго ряда областей 
to, въ составъ которыхъ войдутъ границы Q, еще и всѣ внѣш нія 
точки Q .

120, Возможенъ далѣе новый трансфинитный типъ размѣщенія

W П
Q «)0 =  П Wi . П W - —

I 1

О) (1) 2(1)

L (1). Q ,2) =  I l  W i . П  W j =  LI W . ,
I I
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который въ частности, если всѣ со - тожественны другъ съ другомъ, 
будетъ однимъ изъ размѣщеній

Этотъ типъ получится, если мы будемъ располагать въ свободныхъ 
интервалахъ Q(1) области сложнаго типа Q(2).

Опять —если результате такого размѣіценія даетъ часто разсѣянную 
область, никакого интереса эта область вызывать не можетъ; этотъ

интересъ сохранится въ томъ случаѣ, когда область П со - окажется
1

рѣдко разсѣянной.
Такъ какъ  свободные интервалы Q(1) и Q(2) будутъ свободными 

интервалами нѣкоторой совершенной области, то, поскольку мы 
имѣемъ дѣло исключительно со свободными интервалами, размѣщеніе 
Q (1) Q (2) не отличается отъ размѣщ енія с о . со , т. е. отъ со; иными сло
вами — свободные интервалы типа Q(1) Q(2) будутъ свободными интер
валами нѣкоторой новой совершенной области; границами оконча
тельнаго размѣщ енія будутъ исключительно границы интерваловъ й (2). 
Если же мы перейдемъ къ границамъ и внѣшнимъ точкамъ всѣхъ 
системъ дѣленія, дѣло примете совсѣмъ другой обороте.

К ъ границамъ всѣхъ дѣленій Р (1), опредѣляемымъ размѣщеніемъ 
Q(1), относятся 1) нѣкоторыя изъ границъ уединенныхъ иытерва- 
ловъ I i области Р (1)/ и 2) счетный рядъ внѣшнихъ точекъ, часто 
разсѣянны хъ по той-же совершенной области; располагаемая внутри 
каждаго евободнаго интервала I i область P (f  состоите также изъ 1) 
нѣкоторыхъ границъ и 2) счетнаго ряда внѣшнихъ точекъ; грани
цы I i отойдутъ въ число внѣшнихъ точекъ интерваловъ Р (2).

Такимъ образомъ точки окончательной области Р, заключающей 
всѣ точки всѣхъ дѣленій будутъ выбираться 1) изъ нѣкоторыхъ гра
ницъ интерваловъ [ к і } окончательнаго размѣщенія Ü(1) Q(2) и 2) изъ 
счетнаго ряда внѣшнихъ точекъ этихъ интерваловъ, часто разсѣян- 
ныхъ по P '. Составъ области точекъ, опредѣляемыхъ типомъ Q(1) Q(2), 
оказы вается подобнымъ тѣмъ, какіе мы видѣли у другихъ трансфинит- 
ныхъ областей.

121. Очевидно, что мы можемъ по отношенію къ Il о> . продолжать

( * 0 )  - | _  ( о ) 2 о ) .  CO2 o j .

процессъ размѣщ енія новыхъ областей и получить области

2 c o f  1 2 о H oj

U  W i , п  W i , п  W i ,
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гдѣ а любое изъ чиселъ C antor7а; въ частномъ случаѣ мы имѣли бы 
типы

Сопоставляя все предыдущее, мы видимъ, что общій характеръ 
всѣхъ трансфинитныхъ типовъ размѣщеній остается одинъ и тотъ же: 
рядъ  свободныхъ интерваловъ всегда оказывается рядомъ типа 
со; область точекъ P  часто разсѣяна по совершенной области гра
ницъ и внѣш нихъ точекъ интерваловъ со, но выборъ счетнаго ряда 
точекъ P  изъ несчетнаго ряда P '  даетъ возникновеніе безконечному 
разнообразію областей Р.

122. Кромѣ изслѣдованныхъ выше сложныхъ типовъ, получаемыхъ 
при безконечномъ повтореніи одного опредѣленнаго изъ основныхъ 
типовъ, мы могли бы получить безконечное множество сложныхъ 
типовъ, взявъ а) за исходный любой изъ производныхъ типовъ

повторяя конечное или безконечное число разъ одинъ изъ сложныхъ 
типовъ; или еще с) взявъ безконечную комбинацію сложныхъ типовъ 
въ опредѣленной послѣдовательности

или d) взявъ конечную или безконечную комбинацію сложныхъ ти
повъ (9), (10) и (11) въ еоотвѣтствующей послѣдовательности; и т. д.

Такимъ образомъ иередъ нами открывается безконечное разнообра- 
з іе  сложныхъ типовъ, простѣйшіе примѣры которыхъ мы разсмотрѣли 
выше. Ho этимъ еще не исчерпывается все богатство точечныхъ 
областей.

с о а , * с о а ; (*а> +  о ) ) а , соа.

п
ш0 —  П Coi и разсматривая его за основной, построить типы

<9)

затѣмъ b) мы могли бы получить сложный типъ

(10) QW f Q W j Q 01f

CO

(11)

5. Омѣшанные типы размѣщенія.
123. Всѣ изслѣдованные нами выше основные типы размѣщ енія и 

ихъ комбинаціи мы будемъ называть въ дальнѣйшемъ чист ыми т и п а 
ми, при чемъ придадимъ этому термину слѣдующій смыслъ:



Взявъ для иостроенія рядовъ интерваловъ и связанныхъ съ щіми 
точечныхъ областей нѣкоторый участокъ L, мы располагаемъ на немъ 
новые интервалы того или иного основного типа.

Такимъ образомъ весь участокъ цѣликомъ подвергался одной и 
т ой оюе операціи . Далѣе, при повторныхъ операціяхъ, во всѣхъ 
интервалахъ даннаго дѣленія мы размѣщали области одного и того же 
типа; напримѣръ— въ области типа со (*со -J- со) во всѣхъ интервалахъ  
начальной совершенной области со мы располагаемъ область типа
* с о  +  CO.

Ясное дѣло, что должна быть допустима возможность и другихъ 
процессовъ; мы имѣемъ право разные интервалы ZА  при каждомъ 
данномъ г і омъ дѣленіи подвергать въ ю + Г с м ъ  дѣленіи различнымъ  
процессамъ, устанавливая для каждаго интервала I i свой особый за
конъ послѣдоват.елъности размѣщенія интерваловъ. Такимъ образомъ 
передъ нами открываются еще широкія перспективы относительно 
дальнѣйшаго построенія областей.

Всѣ типы такого размѣщенія, въ отличіе отъ чистыхъ типовъ, мы 
будемъ называть смѣшанными т ипам и  размѣщенія; къ изслѣдованію 
такихъ типовъ мы и переходимъ теперь.

124, Если на двухъ смежныхъ участкахъ L 1 и L 2 размѣщены соот- 
вѣтственные интервалы типовъ Co1 и со2, то размѣщеніе со0 на пол
номъ участкѣ L 1 +  L 2 мы будемъ называть суммой типовъ Co1 и <о2

CO0 =  CO1 4 -  CO2 . ( 1 )

A. Пусть мы имѣемъ два смежныхъ участка L7 и L 77, на которыхъ 
расположены соотвѣтственно области интерваловъ типовъ т и п.

Очевидно тогда, что мы, разсматривая L 7 +  L77 какъ цѣлый уча
стокъ L, достигли бы того же результата, взявъ размѣщеніе т  +  п. 
Характеръ размѣщенія здѣсь не мѣняется.

Типъ такого размѣщенія интерваловъ, по принятому опредѣленію, 
есть сумма типовъ размѣщенія на каждомъ участкѣ.

B. Пусть далѣе на каждомъ изъ смежныхъ участковъ лежатъ ин
тервалы типа со или *а>; такое размѣщеніе мы можемъ обозначить

со +  со, *со 4-  *со.

Если мы, имѣя въ виду 28°, построимъ размѣщеніе типа 2ш и 
2 *0 , то мы убѣдимся, что

—  177 —

со - f -  со —  2  со, *со А  * со —  2 * со .



C. Точно также очевидно, что размѣщеніе

CO —j— CO =  2  CO

и — на основаніи 88 °—
г . г г
CO CO —  CO.

D. Н аконецъ—на основаніи 83° ■—

(*<о - f -  со) (*CD - f -  со) =  2  ( t O) - | -  со).

Этимъ исчерпываются суммы изъ двухъ тожественныхъ основныхъ 
типовъ.

125. Переходимъ теперь къ комбинаціямъ изъ различныхъ основ
ныхъ типовъ; также какъ и въ 124°, не трудно видѣть, что

A. Во первыхъ

П —}— (О =  CO, CO —1~ Tl = р  CO, Tl t CO = I=  t O), t CO - | -  п  =  *со .

B. Если мы возьмемъ сумму размѣщеній *со и со, мы получимъ
типъ t O) -f- о>, на который мы смотрѣли до сихъ поръ какъ на нѣчто 
единое и взяли его за основной; оказывается теперь, что онъ есть 
ничто иное какъ сумма типовъ *со и со, расположенныхъ на смежныхъ 
участкахъ; такимъ образомъ мы мооюемъ считать за основные т ипы  
только со, *(о и со.

C. Дальше мы получаемъ типъ со -\- *со. Для него

Qw =  { < ,  х %  Q(l)=  [ Х і \ ,  Q =  Q(0) +  Q(1\  E =  {х°0 }, Q '==  E 1 Q ' ' =  0.

Ii I2 I3 I4 xS I4 I3 I2 Ij
Xi F—  E—  ! \ b - — I------1— H--------- h   - [ X 01

Xi Xg X3 X4 X4 X3 X2 X 1

D. Наконецъ не трудно убѣдитъся, что

Tl + CO Z Z + = CO,
V

CO і п  =J= г
CO + п  = P п 4-

CO + CO =J=и г
CO + CO =[= г

CO +

JLIl г
OJ 4

t CO + сЬ 3 ш г
CO + IlIS3 *10 + CO + *00

строеніе рядовъ интерваловъ и точечныхъ областей, отвѣчающихъ 
этимъ типамъ, достаточно ясно изъ ихъ обозначенія.

Очевидно, что

CO * ( 0  = J =  * ( 0  - | ~  CO.



126. Положимгі> теперь, что мы имѣемъ конечный рядъ п  смежныхъ 
участковъ, ири чемъ на нихъ помѣщены ряды интерваловъ одинако- 
выхъ основныхъ типовъ

п, COj  *С0? *С0 -f- CO7 CO. (2)

Yb

Размѣщеніе интерваловъ иа участкѣ L =  V  L i мы можемъ, въ со-
Jmm

1
гласіи съ 124°, обозначить такъ

т

(3 )
1

гдѣ CO0 будетъ одинъ изъ основныхъ типовъ (2).
Разбирая простѣйLiiie изъ типовъ (3) мы легко можемъ убѣдиться,

что
т т т

п  —  т п , со =  т  со = ! =  со? ^  * т  =  т * с о  = ]=  * т 7 

I i  1
т т

\  со —  гп со =  Co7 \  ( * ш  +  со) —  щ  ( * т  +  (о) =J=  * т  - J -  со.

I 1

Отсюда мы видимъ, что всякій разъ, когда мы имѣемъ конечную
сумму одинаковыхъ типовъ, мы приходимъ или къ основному типу— для
п  и со, или къ производному типу mm, m*m, m(*m +  m).

Такимъ образомъ всѣ смѣшанные типы (3) не даютъ ничего новаго 
и могутъ слѣдовательно быть устранены изъ разсмотрѣнія.
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127. Перейдемъ далѣе къ изслѣдованію размѣщенія у  (*>0 , гдѣ (O0

одинъ опредѣленный изъ основныхъ типовъ.
Прежде всего нужно обратить вниманіѳ на то обстоятельство, что 

разъ число участковъ L t- дѣлается безконечнымъ, среди нихъ—на осно
ваны  71°— непремѣнно должны появиться несмежные участки; без* 
конечное множество смежныхъ участковъ возможно было бы только

OJ

въ томъ случаѣ, когда весь участокъ L при ^  L t zr: L простирался бы 

на безконечноеть, чего мы не допускаемъ.

г 

1
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126. Положимъ теперь, что мы имѣемъ конечный рядъ п  смежныхъ 
участковъ, при чемъ на нихъ помѣщены ряды интерваловъ одинако- 
выхъ основныхъ типовъ

П ,  CO, * С О , *С О  +  CO, CO. (2)

п

Размѣщеніе интерваловъ на участкѣ L =  V  L i мы можемъ, въ со-

1
гласіи съ 124°, обозначить такъ

т

о» (3)7  CO

гдѣ (O0 будетъ одинъ изъ основныхъ типовъ (2).
Разбирая простѣйшіе изъ типовъ (3) мы легко можемъ убѣдиться,

что
т т т

п  = * т п , N со =  т со =I= со, N *со =  ж * со =]= *о>,
I I 1

т т

N  CO = T  т  CO =  CO 7  ( ' * 4 0  —4—  CO) =  щ  { W  - 4 -  (Jt)) = [ =  ф ( 0  - 4 -  CO.i>, (*ш 4 -  со) — т  (*(0 - |-  (о) =I=
I I

Отсюда мы видимъ, что всякій разъ, когда мы имѣемъ конечную 
сумму одинаковыхъ типовъ, мы приходимъ или къ основному типу— для 
п  И CO, ИЛИ К Ъ  производному типу т  (О, Ж *  CO, ж ( * с о  +  со).

Такимъ образомъ всѣ смѣшанные типы (3) не даютъ ничего новаго 
и могутъ слѣдовательно быть устранены изъ разсмотрѣнія.

127. Перейдемъ далѣе къ изслѣдованію размѣщенія V  со0 , гдѣ (O0

I
одинъ опредѣленный изъ основныхъ типовъ.

Прежде всего нужно обратить вниманіе на то обстоятельство, что 
разъ число участковъ L i- дѣлается безконечнымъ, среди нихъ—на осно- 
ваніи 71°— неиремѣнно должны появиться несмежные участки; без- 
конечное множество смежныхъ участковъ возможно было бы только

О)

въ томъ случаѣ, когда весь участокъ L при N  L i =  L простирался бы 

на безконечность, чего мы не допѵскаемъ.

г 
1
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Разъ число участковъ безконечно, и среди нихъ появляются участ-
CO

ки несмешные, размѣщеніе со0, если не дать никакихъ дальнѣй-
1

шихъ указаній, дѣлается неяснымъ. Поэтому мы должны, если хотимъ
CO

имѣть дѣло съ размѣщеніемъ V  m0, раньше сказать, какъ размѣщены
Jmm

1
участки L i .

К ъ числу простѣйшихъ размѣщеній относятся

( 4 )  с о ? * с о 7 *(0  - f  C O 7 со

Если участки размѣщены такъ, то "V а>0 для соотвѣтственныхъ
Jsssm

I
размѣщеній (4) будетъ ничто иное, какъ

О ) CO О, ' *0) Cp0, (*W -f- <о) О), WW,

т. е. типы, которые намъ уже знакомы.
Точно также извѣстные типы размѣщеній мьь получимъ и въ томъ 

случаѣ, когда размѣщеніе интервалов!* Ii будетъ принадлежать не къ 
основнымъ типамъ, а къ производньшъ или даже сложнымъ.

Итакъ типы
П OJ

7  <*>о, 7

не даютъ рѣшительно ничего новаго; изъ новыхъ типовъ, принадле- 
жащихъ къ категоріи смѣшанныхъ, мы получили до сихъ поръ только

CO +  п ,  П  +  *С О  7 (О +  * ( 0  7 CO0  - J -  CO 7 CO (О о ?

гдѣ со0— любой изъ ( 4 ) ,  кромѣ со; строеніе соотвѣтственныхъ рядовъ 
интерваловъ и точечныхъ областей крайне просто и наглядцо; а 
потому не стоитъ на нихъ дальше останавливаться.

128. Переходимъ затѣмъ къ тому случаю, когда на конечномъ 
рядѣ т  смежныхъ участковъ расположены различные типы

C O i 7 CO2 7  CO3 7  .  .  . 7 COw 7
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являюгціеся опредѣленными основными, производными или сложными 
типами размѣщенія; получаюіційся при этомъ типъ размѣщенія мы 
обозначимъ

т
Y( D 0 =  >  СО? ; .

1

Въ виду безконечнаго разнообразія типовъ (Di не представляется 
возможнымъ подвергнуть ихъ исчерпывающему изслѣдованію; кромѣ 
того изслѣдованіе областей такихъ типовъ не представляетъ особен
на™ труда и не вызываете особенна™ интереса, такъ какъ въ каж 
домъ случаѣ все дѣло сводится на комбинацію типовъ, которые уже 
изучены достаточно въ предыдущемъ; мы можемъ привести здѣсь 
только нѣсколько примѣровъ.

A. Если бы напр, намъ было дано

(D1 =  CD, (D2 =  (D27 CD3 =  (D3, . . . , CD т =  COW,

мы получили б ы 1) на участкѣ L съ границами [х°0 , X 0m } область P 
типа

(О -f . со2 +  W8 4 -  . . . . +  COw,

для которой Р (т) =  {X 0m }.

B. Если бы было

CO1 =  I ,  (O2 =  п, CO3 =  CO, . . . , COw- 2,

то типъ размѣщенія на L былъ бы

1 +  п 4~ to 4 "  0)2 4 ” • • • Ч~ =  (о 4 -  to2 4 - . . .  4" ojw“2,

и область P  была бы т — 2’ого вида.

129. Переходимъ наконецъ къ наиболѣе сложному типу: положимъ, 
что въ каждомъ изъ интерваловъ произвольнаго размѣщенія о>0 рас
положена область интерваловъ особаго вида.

Область интерваловъ о)0 всегда счетна; слѣдовательно эти интер-
OJ

валы могутъ быть приведены къ виду V  I i l  гдѣ порядокъ членовъ

1
ряда обыкновенно можетъ быть устанавливаемъ весьма разнообразно; 
есть, правда, такіе типы, именно — со и *<о, гдѣ этотъ порядокъ под-

D Cm. А. М. 2, р. 344.
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сказывается самимъ размѣщеніемъ; но кромѣ нихъ во всѣхъ осталь 
ныхъ типахъ мы должны будемъ установить порядокъ слѣдованія 
интерваловъ сами.

Итакъ пусть этотъ порядокъ такъ или иначе установленъ; тогда 
каждый интервалъ L i опредѣленъ вполнѣ его номеромъ; въ этомъ 
интервал+ помѣщаемъ опять таги виолиѣ опредѣленное размѣщеніе 
O i , которое можетъ быть основнымъ, производнымъ или сложнымъ.

Поел+ того какъ каждому интервалу L i приписать извѣстный типъ 
размѣщ енія о>г-, общее размѣіценіе интерваловъ на всѣхъ L i дѣлается 
точно онредѣленнымъ; типъ разм+щенія, которглй при этомъ получается, 
мы будемъ обозначать

О)
w0 Z Wi- == Q.

1

Такъ какъ число интерваловъ со0 счетно,, и въ каждомъ изъ нихъ 
помѣщается счетный же рядъ интерваловъ со-, счетнымъ будетъ и 
рядъ интерваловъ Q, какъ это согласуется съ теоремой 69°.

О)

По поводу обозначенія Z нужно замѣтить слѣдующее: оно введено
OJ 1

въ замѣну V  при указанномъ здѣсь закон+ размѣщенія въ виду того
Jsma

1 Ш
соображешя, что w 0 > Wi значило бы, что въ каждомъ изъ интер-

I со
валовъ о>0 помѣщена область N co+  намъ нужно было обозначить

I ,

какъ нибудь такое соотношеніе между о>0 и рядомъ типовъ +о +  , что 
каждому свободному интервалу Ii типа W0 отв+чаетъ нѣкоторый типъ

О)

Wi . Такимъ образомъ знакъ умноженія въ связи со знакомъ Z им+етъ
1

уже совершенно иной емыслъ, чѣмъ знакъ умноженія, за которымъ 
слѣдуетъ знакъ суммы.

Богатство типовъ Q неисчерпаемо; при всякомъ заданномъ со0 и
OJ

при ряд+ Z <ог- заданныхъ типовъ Wi , мы можемъ одной только пере- 
1

мѣной порядка нумераціи интерваловъ получить несчетное множество 
областей Изъ этого разнообразія областей представляется интереснымъ 
разсмотрѣть хотя простѣйшія.

130. Пусть на интервалахъ типа w размѣщенъ рядъ областей

C D . CD2 ,  C D3 , CD4 ,  . . . ,  « ) ” ,  . . . ,
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при чемъ нумерація интерваловъ въ ш оставлена естественной; полу-
OJ

чающійся при этомъ типъ размѣщѳнія будетъ со г£  ш1 . Пусть
1

OJ

Qt = {*T> Жі Ь  Q0 =  { жг I '

На каждомъ изъ интерваловъ Ii области границъ интерваловъ типа 
<ог будутъ счетны, и мы можемъ перенумеровать ихъ въ извѣстномъ 
порядкѣ Пусть эта нумерація выполнена; назовемъ точки п'&то дѣле- 
нія на интервал+ Ii черезъ I f i и обозначимъ

141 =  QtF 14I =  QtF II x 3j I =  QtF ■
f ' 1 =  Al*)

’ I jyTi j  ( N5 n >

14! =  QtF 141
<M 

CO ■ ■ , j x nj II =  Q » .
i r ": II 3 j  )=  QF •- K I n q : .

J » l  =  A W 
j j Tlj j NJ п  ’ * '

Ипри чемъ здѣсь j  принимаетъ всѣ цѣлыя положительныя значенія 
точки каждой изъ системъ дѣленія на Ii предполагаются перенумеро
ванными по нѣкоторому закону. Назовемъ еще

2 п

Q 1 ~  Q T , Q 2 =  У  Q F  Q w = =  QW . .  • ;

I 1
тогда область вс+хъ границъ и внѣшнихъ точекъ будетъ соотвѣтственно

OJ О)

Q = К ! +  2 Qi . E = ! * ; ) ,  P  =  Q - I - E  =  ^ Q i -
о T

Очевидно, что
2 п - 1

OJ

і \  +  Q (2 } +  \  Q (3 } +  * * • A  a  Q (и  +  • • • + - { # ! } ,

1 I 1
2 П ~  1

2 п - 1
OJ

{ +  } E  Q /F l +  2  ^'»+2 +  • • • +  2  E  . . .  + Н К
m . .



P ' совершенно отпалъ первый интервалъ 
Z3, кромѣ его границы X 1 ; въ Р " отпалъ 
еще и Z2, и т. д., въ Р (т) отнадаетъ Im .

Очевидно, что для всякаго конечнаго 
т  точка X01 входитъ въ составъ области 
Р (ШІ; слѣдовательно эта точка войдетъ и 
въ составъ P w ; ясно далѣе, что кромѣ 
нея въ P w  не будетъ никакой другой 
точки. Дѣйствительно: какая бы точка Е, 
отличная отъ X 011 не принадлежала основ
ному интервалу L, она будетъ его лѣвой 
границей или внутренней точкой; слѣдова- 
тельно можетъ быть указано нѣкоторое 
конечное разстояніе ея отъ X 01; она войдетъ 
тогда въ одинъ изъ интерваловъ I i , напр.— 
въ Za , или будетъ его границей, а въ  
такомъ случаѣ точка Е, вмѣстѣ со всѣ- 
ми другими внутренними точками интер
вала Za , не будетъ встрѣчаться уже въ 
P w  или въ P^a+1) и — слѣдователъно — не 
можетъ быть точкой, общей всѣмъ P Z  

Итакъ въ настоящемъ случаѣ

P w  =  {ж?}, p W О

мы получаемъ такимъ образомъ область вто
рого рода. Такъ какъ каждая изъ Qi счет
на, то будетъ счетна и Р; кромѣ того P  
замкнута и, вообще говоря, рѣдко разсѣя- 
на. Эта единственная рѣдко разсѣянная 
область была приведена l) C a n t o V омъ, какъ 
примѣрная область второго рода.

131. Переходимъ далѣе къ изслѣдова- 
нію типа

OJ

(5) О2. Ъ  «> г ,
I

т. е. въ интервалахъ типа со2 размѣстимъ 
соотвѣтствующіе интервалы соі , гдѣ Oi — 
различный степени о V
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Для того чтобы выполнить такое разм+іценіе, мы должны уста
новить соотвѣтствіе между интервалами Ii типа w 2 и степенями 
соЛ; здѣсь естественнаго размѣщенія, какъ въ со, уже не имѣется; 
поэтому требуется заранѣе указать тотъ порядокъ, въ который мы 
шелаемъ привести интервалы типа со2; иначе же типъ размѣщеніи
(5) не будетъ вполнѣ опредѣленнымъ.

Здѣсь на каждомъ интервал+ Ii помѣщается счетный рядъ интер
валовъ [ I j j ) ,  такъ что общее число интервалов!» можетъ быть дано 
двойнымъ рядомъ [Ij j ) ,  гдѣ і и j  могутъ принимать независимо другъ 
отъ друга вс+ цѣлыя положительный значенія, начиная съ единицы. 
Такъ какъ всякій двойной рядъ заключаетъ въ себѣ счетный рядъ 
элементовъ, то мы можемъ напр, установить вотъ какое соотвѣтствіе

CD

между Ijj и  со : преобразуемъ Z с о въ двойной рядъ степеней со

CD CD

Z Z
t== 1 І - 1

установивъ соотвѣтствіе интервалу типа разм+щенія о + А  Тогда 
типъ размѣщ енія

О» О )

W2. Z Z
І— I j —i

д+лается вполн+ опредѣленнымъ.
При такомъ условіи на каждомъ изъ интерваловъ Ii мы им+емъ 

размѣщеніе
О )

«>. Z «)*'+% (6)
3= 1

такъ какъ интервалы I^  даютъ на Ii разм+щеніе со.
Называя область границъ интерваловъ окончательнаго размѣще- 

нія черезъ Q и область этихъ границъ, лежащихъ внут ри  интер
вала Ii , черезъ Qi , мы получимъ область P невнутреннихъ точекъ 
всѣхъ интерваловъ въ вид+

CD

1

На каждомъ изъ интерваловъ Ii , согласно съ (6), мы им+емъ 
разм+щеніе, похожее на размѣщеніе 130°, съ тою только разницей, 
что уже на первомъ интервал+ Iii помѣщается область « А 1 вмѣсто
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о  въ 130°, на второмъ сог+ 2 вмѣсто со2 , и  т. д.; въ такомъ случаѣ, 
какъ не трудно видѣть, на интервал! Ii о тп адете  перваго интер
вала Iii посл!дуетъ не въ первой производной области, а только въ 

въ дальн!йш емъ же ходъ образованія up изводныхъ остается 
тотъ же, такъ что мы получимъ Qw  RR {X i }; всл!дствіе этого

OJ

Р М  =  Ы  +  { < } ,
1

и —сл!довательно —

p W O =  X x 0l ),р (“ + 2 = о ;

область второго рода P будетъ счетной, замкнутой и, вообще говоря 
р !д ко  разс!янной.

132. Совершенно также мы можемъ изсл!довать область невнутрен- 
нихъ точекъ P интерваловъ типа

OJ
П ff 

1

при (і>і равныхъ степенямъ со, если мы установимъ соотв!тствіе,
ш

аналогичное 131°, т. е. превратимъ простой рядъ Z (Oi въ м’кратный;
1

тогда окажется, что

P f w f w - ’) = : { / } ,  р ( “ + п) = =  о .
OJ

Наконецъ по поводу области типа <д>°\ Z  <*>* мы будемъ вести р !ч ь
1

ниже.
133. Аналогичные результаты мы получили бы для разм!щ еній t Co, 

между ирочимъ къ типу
OJ OJ OJ

rZ  < ѵ  Z  Mij- Z  % к --
1 1 1 ‘

ири условіи, что Co1 =  (Oi I =  Coiy4 =  . , , = £  1, а в с !  остальные типы 
равны t Co, принадлежите область VolterVa1).

Къ типамъ
OJ OJ

*«>. Z  *«>\ *ww+1. Z  {*«>. Z V }2
I 1

>) Cm . 8°.
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принадлеж атъ области Mittag-LeffleYa *), для которыхъ соотвѣтственно 

р О +  0  —  Q р ( с+ та-Н ) г—  Q p ( 2ü)-j~i) —  о

при чемъ во второмъ типѣ соотвѣтствіе интер
валовъ Z  установлено такъ , что і отвѣ- 
чаетъ  естественному порядку нумераціи ин
терваловъ  п Ar  Y to дѣленія, располагаемыхъ 
на интервалахъ г іаго дѣленія.

134. И зслѣдуемъ далѣе размѣщ еніе типа

О)
w. Z  (*СО +  со) V 

1

т. е. въ интервалахъ типа w расположимъ 
рядъ  областей

*(.0 +  CO, (*<о +  со)2, . . . , (*со -j- ш)п , . . . ,

считая нумерацію интерваловъ со естественной. 

Н азвавъ  сначала

х ~  X01 = Qt , {ж:

обозначимъ затѣмъ точки + а г о  дѣленія на
( Y
аинтервал+ Ii черезъ  X^f, приведя ихъ къ

двойному счетному ряду j X f  J ; тогда
j =  + \

\ } Q i? [ + у } Q 2 ’ • • • ’ \ ^ n j} Q п ’ 

U l  =  Q1L •■•■«•)= С .

X
(п)
Ylj Q'?.

въ  число границъ  интервалов!» окончатель
наго разм ѣщ енія войдутъ точки

Q';\ Q“  Q'?, . . . .  Q «  . . . ;

■) Cm. 18°.

в*

в  T -

X

Cs

с .; . ;=

. « jI Ib ( - - - D
с Vi=
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-X

X

- - V S
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ѵ Г
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X

»Ol; ess
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/о*
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- “ ‘ X ?
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—
— X 4 

• -  X
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X
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П ревративъ опять, какъ въ 131°, простой рядъ степеней *<о ■+• со 
въ двойной |(*(о +  (0)г~Ь̂ |  ̂ отнесемъ (*со- j - со)lJr) къ интервалу Z-; 
тогда типъ

CO CO

W2. Z Z (*w +  О))’+;'
І— I j  =T I

дѣлается вполнѣ опредѣленнымъ и даетъ на каждомъ изъ интерва
ловъ I i размѣщеніе

ОС

(I). Z (*© +  «))*++
І = 1

это размѣщеніе на Ii будетъ аналогично размѣщенію 134° съ тою 
только разницею, что на Iil1 Ii27 Iisi . . . .  будутъ помѣщаться интер
валы типовъ

(*Ш -I- с о /+ /  (=I=UJ Oj/ + /  (=!=0) -j- (о /+ 3, ____

Назовемъ опять P — область ‘невнѵтреннихъ точекъ» интерваловъ 
окончательнаго размѣщеиія, P t- — область такихъ же точекъ, лежа- 
щихъ внут ри  интервала Ii ; тогда

OJ

очевидно, что для точекъ на интервалѣ I i , мы, подобно 134°, будемъ 

имѣть Р{“’ =  А }  , а потому

CO

P (0J) гг: { Ж } 4 -  { X01 }, р (ш+1) = г  { X01] , Р + +2) о .
1

Аналогично при всякомъ конечномъ п  для невнутреннихъ точекъ
CO

интервалов!* типа со % Z  со • мы будемъ имѣть
1

р ( » + * - 1 )  = =  { х о } 5 P (“ + '« )  = =  о  5 

если только установимъ соотвѣтствіе между интервалами о>п и степе-
CO

нями (*со -J- со)г , превративъ предварительно простой рядъ Z  со - въ
1

^ ’кратный.
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136. Изъ типовъ размѣщенія

OJ OJ CO OJ

О ) .  Z  * < Л  OJn . Z  * < * > \  CO. Z  & * ' ,  С0П . Z

I 1 1  I

первые не представляютъ ничего особеннаго 
въ сравненіи съ 130°— 132°, второй же — на 
основаніи 87° —есть ничто иное, какъ со. со 
или соп . CO.

Точно также ничего новаго мы найдемъ 
въ типахъ

OJ OJ О)

*«>. Z  0 > \  *ü)2 Z Z  <»i+j
1 І=1 j —l

и аналогичныхъ комбинаціяхъ *<о съ *со -J- со
и <Ь.

137. Возьмемъ еще типъ размѣщенія

OJ

(7) '  (*«> +  аі). Z  ,
1

гдѣ сог: — различные степени со; въ виду того 
обстоятельства, что для интерваловъ типа 
t CO со нѣтъ опредѣленнаго естественна™  по
рядка нумераціи, мы должны, чтобы вполнѣ 
опредѣлить (7), установить — во первых+» — 
этотъ порядокъ и — во вторыхъ — соотвѣтствіе 
интерваловъ и размѣщееій Coi .

Возьмемъ наиболыній по длинѣ интервалъ 
области *со -)- (0 за средній интервалъ Z0, 
слѣдующимъ же отъ него влѣво по порядку 
припишемъ значки 1, 2, 3, . . .  и вправо 1, 
2, 3, . . . ;  этимъ порядокъ слѣдованія интер
валовъ будетъ установлеиъ.

Припишемъ интервалу Z0 типъ и>° =  1 , и
OJ

интерваламъ Zljli типъ сог; тогда Z  (Oi превра-
1

Z tO J

тится въ двойной рядъ Z ( o J ,  такъ что (7)
о

примет+» видъ
Z t  OJ

(*ш - Ь  ад). ZJ iL
О
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Назовемъ

( Г  = K ,  < | ,  Q " '  =  ! * ■ ) ;

затѣмъ

I ' )
I x I j  II =  Q F ,  I1A 1I x Zj  I

А (1) I
\ 2 1 11 4 ! [ =  <Y(I)

% 3 ’ • I r ' • !• • 1 \ lfyVJ I =  Q F ,

4 }  =  q F ,  I14 1 = 1з ? . - . . . , I X flj jI =  Q W 1

1 + - A F ,
I1 4 !

(
y (3)
X 3 1 • г ' " - !. • , I ^  V J )I =  Q ? ,

I
Е " 1
I Tj  II =  Q ? , ( (п)Г .

\ xfjUJ I =  Q F

I r  1 I x Wj \I z Q ? ,  IE i ! =  Q ? ,  IE S
S = Z

Y (3)

А  ’

! х ~ 1 I VJ \I =  Q F *  I
I "  I1 /у>_ '
I n j \

! г - .  
\ ' »у I = +

IY (3)

^  п  ’
I J n )  !

• ■ ’ I А I =  Q F

наконецъ

2

QFi = Q * ! , ] +
1

Здѣсь для интерваловъ окончательнаго размѣщенія единственными 

внѣшними точками будутъ {х~, X00 ), остальныя же всѣ будутъ гра
ницами интерваловъ; поэтому

Q =  {хі )  +  A  Q i ,
*1 7

и слѣдовательно область невнутреннихъ точекъ всѣхъ интерваловъ 
составится такимъ образомъ

I t O J
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Очевидно, что при п>тпроизводная Qztw области Qztw будетъ 
такова

п — т

Q A  —  У  Q J  +  { x-L }, X =  п  +  1 для >  0 , X =  для <  0 ;
І=  1

Qm =  X ,Q - =  - , Qra"1"1 =  0 ;П-\-1 ХП п

при этомъ знаки т  у производныхъ Qztn мы пишемъ безъ скобокъ, 
чтобы отличить ихъ отъ областей Q W  отсюдаЧПП'

Oj п -  т
OJ OJ

,(»о
1 •' V  •' и 1 1 I

т  т -  f l

OJ OJ ^

{ х ~ ,  X 00 ] +  {X j } 4 -  { +  X  У  Q А ,
п = т -\-1 г - 1

Ри = { < ,  < } ,  Р(0>і,) 0;

область P  будетъ второго рода, счетной, замкнутой и, вообще говоря, 
рѣдко разсѣянной.

138. Нѣкоторыя особенности представляете далѣе размѣщеніе типа

OJ

(*<D +  Я 2 Z %
I

опять въ виду того обстоятельства, что здѣсь нужно установить 
соотвѣтствіе интерваловъ (t Co -j~ со)2 и отвѣчающихъ имъ типовъ Coi .

Выберемъ на *со -\~ aL какъ и въ 137°, среднимъ — наиболыиій 
интервалъ Z0; тоже самое будемъ дѣлать и для интерваловъ, распо- 
ложенныхъ на каждомъ изъ Zi , такъ что Zio будетъ—наибольшій изъ 
всѣхъ интерваловъ на Zi . Тогда вся совокупность интерваловъ можетъ

Zt OJ
быть представлена въ видѣ {Z J .

г O i  О

Представивъ интервалы (t Co -j- со)2 въ видѣ такого двойного ряда, 
мы припишемъ каждому Ziy степень «ѴІ +  ІЛ. Мы получимъ тогда впол- 
нѣ опредѣленный типъ

Zt OJ z t  OJ
(*«,_(_ w f .  ZZ  (Оі ; +

i — O j -  О

и, разсуждая аналогично предыдущему, придемъ къ заключенію, что 
для него будетъ

р (ю+1) a ; ,  X 00р (ш+2, =  о.
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Точно также можно было бы получить подоб
ные же результаты, подвергнувъ изслѣдованію

Cl)

{*(£> +  co)n . Z  %  при прежнемъ значеніи о>г-, а 
1

CD CD

затѣмъ (*со +  to). Z  V i и (*(о + - (і)+ Z гдѣ
I I

(Oi п р едетав ля ю тъ  собой  у ж е ст еп ен и  *со или
* 0 ) +  CO.

139. Переходя далѣе къ типу

CD

<5. Z <*>*', (8)
1

мы опять должны установить прежде всего за
конъ соотвѣтствія между интервалами со и ти
пами сог .

Это соотвѣтствіе мы установимъ такъ: пусть 
Z1 — наибольшій изъ всѣхъ свободныхъ интер
валовъ (Ь; Z2 и Z3 — наиболыиіе изъ интерва
ловъ соотвѣтственно на участкахъ (х+, х т) и 
( х г, X 00)] Z4, Z5, Z6, Z7—-наибольшіе изъ интерва
ловъ на участкахъ (х~ , x Y ), O 2, X 1), O 1, х+), 
O 3, х°0)\ и т. д.; тогда интервалы будутъ раз- 
мѣщены въ группы, состояния послѣдовательно 
изъ 2°, 2, 2 2, 2 8, . . . , 2Н, . . . интерваловъ, 
такъ  что номера интерваловъ въ ^ г + П о й  груп- 
пѣ будутъ

п  — 1 ?г — 1 п  — 1 п

2  2* +  I , V  2* +  2, . . . , N  2*' +  2” =
O O  O O

при чемъ эти номера приписываются интерва
ламъ по порядку, начиная слѣва. Выбравъ та
кимъ образомъ нумерацію интерваловъ, мы при- 
пишемъ каждому Zi тииъ размѣщ енія сог ; тогда
(8) дѣлается вполнѣ опредѣленнымъ.

i t  О)

Назовемъ {х~, ®W-} =  Q(0), { } — Q(1); Ha
i t i

зовемъ далѣе область внѣшнихъ точекъ <Ь,



которыя леж атъ внут ри  L , черезъ Ё (1), и черезъ Е(1) область всѣхъ. 
внѣш нихъ точекъ; тогда

E «  =  Ё (1) - j -  Q W  р О )  =  Q d )  _ j _  Е(1),

гдѣ Р (1) — соверш енная область ш. Обозначимъ по прежнему

{ j} QF j x 2 j} =  QF {x 3 j}=  Qз ’ I {x n jJ1— Qn I

(9) (41 QF 'I / j  I =  Q(F • • • > I x n j I Q« > • • • *
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w t  = 0 w
t Ti) j 45 n ’ * * * ■ * 

обозначимъ далѣе
2 n

QF =  Q 1, 2 Q ? =  Q2* • • • * 2 q F  =  Qw* • • • ;
I I

въ такомъ случаѣ Q — область границъ интерваловъ окончательна™  

размѣщ енія составляется такъ

. X l
Q =  { x T } “Ь / Q n>

и область внѣшнихъ точекъ будетъ E ==; Е (1) +  [ X i }. Такимъ обра-
1

зомъ область P  невнутреннихъ точекъ интерваловъ окончательнаго 
размѣщ енія окажется

P  == Q 4 - Е  =  (T i ) +  EW +  2  Q w =  р,1> +  У  Q w*
Azl

гдѣ  Р (1) — совершенная, а 2  Qn — счетная приводимая область теоре-
Ю=1

мы Oantor-B en d ixso n ’а.

Н а каждомъ изъ интерваловъ Ii ,мы имѣемъ размѣщеніе ю г , свой
ства которыхъ изслѣдованы нами выше; для нихъ

Qm =  I x  ) Qm+ 1 АHm I. т J г xItJ тп у



—  195 —

гдѣ снова обозначены производный отъ Qm черезъ т  безъ скобокъ. 
Отсюда

О)

рт= р(1) + 2' №—Ю]’ р"= р(,);
M=W-J-I

такъ какъ  при этомъ
п — т

O m  =  U  1 4- X' о(0Лп ! п J I X bl м ’

TO

to п—т

р тр(,) -ь ^ У я (п,
M=W-J-1 г=1

при чемъ послѣ каждаго перехода отъ P m къ P"1+* отпадаютъ точки 
областей, расположенныхъ по діагоналямъ въ таблицѣ (9): въ P' не 
попадутъ точки области Qf10 , Q(f ,  Qc3*, . . . , Q(„ ,  . . . ; въ Р "  слѣдую- 
щій діагональный рядъ, и т. д.

Область Р, полученная указаннымъ выше способомъ, будетъ не
счетна, такъ  какъ въ ея составъ входитъ Р (1), замкнута и рѣдко 
разсѣяна.

140. Области типа

Z Ч: (10)
1

не подлежатъ изслѣдованію, такъ какъ, въ силу 87°, =  <о, и — слѣ-
довательно — типъ (10) сводится на разобранный выше.

Изъ областей типа
*О OJ

Z *<*>+ < 5 \ Z 4
I 1

первая не представляетъ особенностей въ сравненіи съ облаетыо 
139°, а вторая сводится на первую.

141. Переходимъ далѣе къ областямъ, опредѣляемымъ типомъ

OJг 
CO . Z  C « )  4 -  C O )* ,

гдѣ законъ соотвѣтствія между интервалами <Г> и степенями *<« -j- ад 
мы юставимъ тотъ же, какъ  и въ 139°.
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X A
К = ?

X ---------
УФ»

X

X - - + ^ - - .л .

X
X

T s S

><1г̂а»

X - -
X  -

. . . .

Г З Г

jo:

WE5? ' ■ -, •
^ .т Л Ш .-М Г

P + Y

X  - -

X

X -
* о

X . - - .

Р4 -ZZIѵ̂Х5-. 
finkX  Z+Z%. У Д. 

X  ідаз §• 
X --Y p - .- .: ; /

V j -Г
X  :fe* —•

«о*

X z0 3

X .-.4

_ §&<’ 
Ш  J u
т  L 
э )  s ; 
Z  ;,•
5Q  W ;
” *Г__W - '  * #

Оставивъ прежнія обозначенія

+ 0)
I / ,  O  =  Q"", | Жі(=<г<=>, E "1, P ™ -Q " >  +  E">, 

назовемъ при j  мѣняющемся отъ zZ 1 до zt: со

{%} =  Qt1/  { + I  - Q1J  • • • ,  ( Z i )  =  QtZ  • • • 

I z h = Q T .  • • • > + = Q Z  • • •

и кромѣ того
2

,(I) - л  X1

J m = Q W  
j y YlJ I  Ч Y l l  * V

Yl

Q1I = Q 1, ^ Q 1I = Q l  • • • ,  S Q ? = Q
1

Въ настоящемъ елучаѣ Q область границъ 
интерваловъ окончательнаго размѣщенія будетъ

О)

Q ZZ тогда какъ область внѣшнихъ то-
1

чекъ имѣетъ такой составч»

О) CD Yl —  1

E  =  Е < 1 )  +  Q ( 1 )  +  N 1  [ q w  _  q ( J ]  =  p w  +  у  У  Q f .

Y l=  1 Y l =  S 1

Область P невнутреннихъ точекъ интерва
ловъ окончательнаго размѣщенія получится при 
этомъ въ состав+

(J) Yl

( I i )  P  р ( 0  +  V  У q ( J e =  р ( , ) - ѵ V q j

п=  I l—l

Расположенное на каждомъ изъ интерва
ловъ I i разм+іценіе (*u> -j- о ) г даетъ

Yl— YYl

Qm= \ Q W - b Z - ,  ж }, Qn =  {ж-, ж }, Qjm  =  O;
V m  /  , л )  лл  I VL V i ’  '  !  П . П  > If),
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вслѣдствіе этого
OJ

Р *  =  pW - f  V  { Q - _  QjJ }

Ш +  1

И Л И

OJ П — W

pm _  p(i) ^  ^  Q(9 p(«>) _ _  p (0

n = m + l  i = i

Область P будетъ здѣсь несчетной, замкнутой и рѣдко разсѣянной;
OJ

въ выраженіи (И )  > Qw =  R есть приводимая область C antor-Ben-

1
clixsoria, для которой D (R, Rfoj') 1EzO.

142. Приступая далѣе къ изслѣдованію типовъ

OJ OJ OJ

<*>". Z  CO., (*со +  r n f  Z  CO., огі. Z  CO.,
I I I

гдѣ Coi — различный степени со, *о> или *со +  о>, мы прежде всего
должны предположить, что область интерваловъ

О ) /  Ф  * \  03 T  03 /  /ч  \со , (*<*> +  со) , со (12)

будетъ рѣдко разсѣяна; въ противномъ случаѣ, когда свободные отъ 
точекъ области интервалы отсутствуютъ, не можетъ быть рѣчи о

OJ

помѣщеніи въ нихъ различныхъ областей суммы Z  сог- .
1

Затѣмъ размѣщ енія (12) имѣютъ между собой много общаго и
различаются другъ отъ друга только второстепенными особенностями;
поэтому возможно изслѣдовать прямо типъ

Q. Z  сог- . (13)
1

гдѣ Q— любой изъ сложныхъ типовъ (12).
Свободными интервалами типа Q являются, въ силу 112°, свободные 

интервалы нѣкоторой совершенной области, тогда какъ въ остальной 
части участка невнутреннія точки свободныхъ интерваловъ часто разсѣя- 
ны по этой совершенной области; поэтому помѣщеніе интерваловъ о+ въ
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свободные интервалы Ö сведется въ сущности къ  размѣщенію типа
О)

<*>. Z  CO., если только мы имѣемъ въ виду исключительно одни интер-
1

валы; при этомъ установленіе соотвѣтствія интерваловъ I i области со 

и типовъ Coi происходитъ также, какъ и въ 139°. Если же мы при- 
мемъ въ разсчетъ Q— область границъ всѣхъ системъ дѣленія, то 
между со Z со - и Q Z  (Oi проявится существенная разница.

Область Q для (13) составится во 1) изъ границъ Qi различныхъ 
дѣленій сог- , лежащ ихъ внутри I i ; 2) изъ нѣкоторыхъ границъ сво
бодныхъ интерваловъ размѣщенія Q, и наконецъ 3) изъ ряда внѣш- 
нихъ точекъ, часто разсѣянныхъ по совершенной области, отвѣчающей 
размѣщенію Q; точки двухъ послѣднихъ категорій образуютъ область 
Qw; для области

OJ

Q ^  N^Q i- Qw =  Q0 4 -  Q0)
1

мы имѣемъ

q ' =  m (q;, q!) =  S +  R
/

гдѣ S =  Qm — соверш енная и R — приводимая область, состоящая изъ 
предѣльныхъ точекъ Q0, лежащихъ внутри интерваловъ совершенной 
области.

143. Мы могли бы далѣе продолжать приведенное выше комбини- 
рованіе областей, взявъ при этомъ за элементы области трансфинит- 
наго и смѣшаннаго типа, при чемъ получились бы все болѣе и болѣе 
усложнявш иеся типы размѣщенія.

Ho мы не думаемъ, чтобы стоило дѣлать такое изслѣдованіе; пре
дыдущего вполнѣ достаточно, чтобы видѣть, какъ к о м б и н а ц і я  т о л ь к о  

т рсхі>  о с н о в н ы х ъ  т и п о в ъ  со, *со и сТ> м о ж е т ъ  д а т ь  р а з м ѣ щ е н і е  п р о и з 

в о л ь н о й  с л о ж н о с т и .

144. Мы скажемъ здѣсь еще два слова по поводу классификаціи 
точекъ области, чего мы уже касались въ 22°. Строя при помощи 
различныхъ комбинацій основныхъ типовъ точечный области, весьма 
различающаяся другъ отъ друга по характеру, мы имѣемъ дѣло съ 
болынимъ разнообразіемъ видовъ предѣльныхъ точекъ, появляющихся 
въ зависимости отъ частоты процесса основныхъ размѣщеній; поэтому 
является желательнымъ классифицировать точки области въ связи съ 
е я  типомъ.
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Классификация C a n to ra  въ 22° не вызываете никакихъ возраженій, 
пока дѣло идетъ о замкнутыхъ областяхъ, но какъ только мы пере- 
ходимъ къ  областямъ незамкнутымъ, какъ сейчасъ увидимъ, дѣло 
мѣняется, и вы ясняется необходимость внести въ классификацію 
IJ a n to ra  маленькое измѣненіе.

Д л я  замкнутой области P выраженіе (1) 22° принимаетъ видъ 

P  =  V £ p t a)   р (о с + 1  j  p(Q )^

и въ немъ уже заклю чается распредѣленіе точекъ на различные 
классы. Простѣйшія изъ нихъ—уединенныя точки, образующія область 
P  — P ';  это — точки  или предѣльныя точки нолеваго порядка. Далѣе — 
уединенныя точки первой производной, P 7 — P 77, будутъ точками пер
ваго порядка; точки г іой, со’ной, а ’ной производной — т очками гіаго , 
M a io 1 оСаго. Затѣмъ точки области P (Q) мы назовемъ т очками сгуще- 
нія\ въ произвольной окрестности такихъ точекъ точки области бу
дутъ несчетны.

По мѣрѣ нахожденія различныхъ производныхъ, послѣдовательно 
отпадаютъ точки О’го, 1-го, . ... гіоѵо  и т. д. порядка до тѣхъ поръ, 
пока мы не дойдемъ до уединенныхъ точекъ послѣдней производной 
P +  вслѣдъ за которой идетъ уже замкнутая и сгущенная, т. е. со
верш енная производная P ^ + 1) =  р(--+

Въ зависимости отъ состава области Р, въ ней появляются тѣ или 
другія точки. Пусть P  будетъ счетна, тогда для нея P ^  должна обра
щ аться въ 0, и точками наивысшаго порядка будутъ точки P ^ ;  въ 
частномъ случаѣ, когда сс =  а> или CL =  U1 мы имѣемъ, какъ иослѣднія 
по сложности предѣльныя точки, точки т ’го или гіѵо  порядка. Если 
P  не счетна, такими точками будутъ точки сгущенія. Очевидно, что 
чѣмъ выше порядокъ иредѣльной іочки, тѣмъ болѣе учащаются точки 
P  въ ея окрестности, хотя число точекъ P въ этой окрестности всегда 
счетно.

Ясно, что отсутствіе точекъ какого нибудь порядка влечетъ за 
собой отсутствіе точекъ всѣхъ высшихъ порядковъ, точки же сгущенія 
могутъ при этомъ быть на лицо. Ho съ другой стороны—возможно 
отсутствіе точекъ всѣхъ порядковъ; это будетъ имѣть мѣсто у со
вершенной области, гдѣ всѣ точки области—точки сгущенія.

Предыдущая классификація точекъ не носитъ въ себѣ ничего про
извольна™ и ничего случайна™; она обусловливается самой природой 
вещей, самимъ строеніемъ области.
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Если вмѣсто замкнутой области, мы имѣемъ дѣло съ областью не
замкнутой Р, мы дополняемъ ее до M (Р, P 7) и приписываема точкамъ 
P  тотъ порядокъ, который опѣ имѣютъ въ M (Р, P '): въ этомъ только 
и заключается то измѣненіе, которое мы вносимъ въ класеификанію
C a n t o V a .

145. Чтобы видѣть на примѣрѣ, какую разницу вносить это измѣ-
неніе, разсмотримъ область интерваловъ (*о> 4  обозначивъ Q(0),
Q(I), Q(2), Q(3) —границы соотвѣтственныхъ дѣленій и взявъ область
R =  Q(0) +  Q(1) +  Q(3); для нея соотвѣтственная замкнутая область

в

будетъ P =  ^  и — согласно опредѣленію—
о

P  — P 7 =  Q<8>, P ' -  P 77 =  Q(2\  P 77 -  P 7 7 7 =  Q(1), P 7 7 7 EEEE Q(0), P 7 7 7 7 - Or

при чемъ точки третьяго дѣленія будутъ точками О’аго порядка, вто
рого дѣленія— 1-го порядка, перваго дѣлен ія— 2-ого порядка, и гра
ницы участка— 3-го порядка.

Для области R , у которой выброшены точки Q(2), все внутреннее 
строеніе остается такимъ же, какъ и у Р; для нея — согласно
C a n t o V y  — точки Ra =  Q(3) составить тоже точки 0-го рода, что 
же касается до P e a , то это будутъ уединенныя точки области
R — Ra EEE Q(0) +  Q(1), т. е. точки Q(I); такимъ образомъ

Pca =  Q(1), Pja =  Q(0>
при чемъ точки перваго дѣленія сдѣлаются здѣсь точками перваго
рода, а границы и н тервала-точкам и  второго рода.

Если мы сдѣлаемъ очень незначительное измѣненіе состава области,, 
именно— возьмемъ, вмѣсто R, область

E =  Q!U) Q(,) +  [ ж" } 4 -  Q A

гдѣ ж77 —одна изъ точекъ второго дѣленія. то этого уже будетъ до
статочно, чтобы измѣнить родъ предѣльныхъ точекъ.

Дѣйствительно: въ настояіцемъ случаѣ

P .  =  Qm, P e. =  {* " ! ,  P i  =  Qra, P i = - Q m
т. е. точки перваго дѣленія будутъ здѣсь уже точками второго рода 
и границы интервала—третьяго рода.



—  201  -

Такимъ образомъ, при сохранены извѣстнаго строенія области,, 
достаточно отсутствія одной только точки въ ея состав+, чтобы нару
шить установленную C an tohомъ классификацію точекъ; поэтому эта 
классификация не можетъ быть признана естественною и должна быть 
соотвѣтетвующимъ образомъ измѣнена; указанное выше видоизм+неніе 
не страдаетъ этимъ недостаткомъ и можетъ быть признано поэтому 
естественной классификаціей, вытекающей изъ сути д+ла.

6. Строеніе произвольной замкнутой области.

146. Перейдемъ теперь къ обратной задачѣ, выяснимъ, въ какой 
м+р+ для произвольной замкнутой области можетъ быть указанъ опре- 
д+ленный типъ размѣщенія?

Чтобы дать отвѣтъ на этотъ вопросъ, намъ придется разсмотр+ть 
отдѣльно области счетныя и несчетныя; что же касается совершен- 
ныхъ областей, то говорить о нихъ нечего, такъ какъ ихъ типъ 
опред+ленъ; мы начнемъ изслѣдованіе съ р+дко разс+янной замкнутой 
счетной области, для которой, согласно D 66°, P =  P i. +  P+

Пусть L —основной интервалъ области Р; такъ  какъ  P  замкнута, 
то ея границы должны быть точками Р. Такъ какъ P 7 счетна, то — 
согласно 13°— сущ ествуете такое число X перваго или второго класса 
и перваго вида, для котораго соотв+тственная производная Р (/) равна 
нолю; такъ какъ  X— число перваго вида, то для него существуете не
посредственно ему предшествующее число X — 1, которое мы назо
вемъ а; тогда X — а + 1 ,  и Р ^ + Ё  == о, между т+мъ какъ P ^  состоите 
изъ конечнаго числа точекъ.

Дальнѣйшее изслѣдованіе мы будемъ вести, предполагая послѣдова- 
тельно а =  п, о>, со +  п, со. 2, . . .  , и кромѣ того будемъ брать сна-« 
чала тотъ случай, когда наивысшая отличная отъ ноля производная за 
клю чаете въ себѣ только одну или двѣ точки, и именно — или об+ 
границы L, или только одну изъ нихъ.

147. И такъ разсмотримъ прост+йшій случай, когда cl =  п  конечно; 
такъ к а к ъ —по условію —въ составъ Р {п) входятъ или об+точки  Q(0> 
или только одна изъ нихъ, то P ^  =  Q(0) или P 99 =  D (Q(0)) ; во вто- 
ромъ случа+, если S •— одна изъ точекъ Q(0) не есть точка P 99, она долж
на быть уединенной точкой или Р, или одной изъ производныхъ
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p ( n - v )  . ЭТ() обстоятельство должно имѣть мѣсто необходимо, такъ какъ 

область P замкнута, и — слѣдовательно —ей принадлежатъ границы 
основного интервала, иначе интервалъ могъ бы быть уменьшенъ; 
пусть въ общемъ случаѣ £— уединенная точка p F —+  гд^  ѵ можетъ 

быть равнымъ 1, 2, 3, . . . , п, если Р (0) понимать какъ Р.
Точки P D  служатъ гіредѣльными точками для уединенныхъ  точекъ 

предыдущей производной P + - 1). назовемъ область такихъ точекъ 

Q(1); эти точки служатъ границами интерваловъ [Ii ),  размѣщенныхъ 
на L; типомъ этого размѣщенія будетъ одинъ изъ типовъ *w-f-(o, со, *со 
въ зависимости отъ того, будутъ ли обѣ границы L точками P ^ +  или 
только одна правая, или одна лѣвая; назовемъ Co1 этотъ типъ раз- 
мѣщенія.

Въ составъ производной p F “~ +  кромѣ ея уединенныхъ точекъ 
Q(1), войдутъ еще точки p F \  такъ что

p F — U =  Q б) _[_ p F )

К аж дая изъ границъ Q1 =  Q(0) -j- Q(1), кромѣ единственной точки 
£, будетъ, какъ точка p F —+  предѣльной точкой для уединенныхъ 
точекъ p F  2). назовемъ область этихъ послѣднихъ точекъ Q(2);

t
точки Q(2) будутъ располагаться на каждомъ изъ интерваловъ Ii пер

ваго дѣленія и служатъ границами интерваловъ { Ц } =  { U } • Размѣ-
/ /

щеніе Ijj на Ii можетъ быть однимъ изъ со, *ш, *со +  <о или конеч-
/

нымъ типомъ ж, но на разныхъ Ii размѣщенія могутъ быть различны;

поэтому типъ размѣщ енія всѣхъ интерваловъ {L } долженъ быть обо-
0)

значенъ какъ Co1. Z  соф — со2, гдѣ каждый со^ есть одинъ изъ ти-
1

повъ со, *со, *(о -j- со, т.  Составъ производной p F —2) опредѣлится те
перь какъ

2

Р (и~ 2) =  Q(2) +  Р (и_1) =  V  Qw +  Р (и).

1

Границами интерваловъ послѣ второго размѣщенія могутъ быть, 
кромѣ £ и точекъ Q(2), еще нѣкоторыя точки Q1, именно тѣ, которыя 
будутъ при этомъ размѣщеніи односторонними предѣлами; назовемъ Q2 
область такихъ границъ. Аналогично предыдущему мы можемъ разсуж-
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дать и далѣе: точки Q2, кромѣ одной с, будучи точками Р 0?_2), оказыва
ются предельными для уединенныхъ точекъ р ^ ~ 3)? составляющихъ об
ласть Q(3); такъ  какъ въ каждомъ изъ интерваловъ I li размѣщеніе ин-

п
терваловъ Ilcl можетъ быть не одно и то-же, то типъ размѣщенія интер-

CO/ / , / / / .  / 7.\
валовъ IjcI =  [ I m  I мы должны обозначить какъ со2# Z <*>з — 10з! при

этомъ

р О г  —  3 )  р ( п — 2 ) q ( 3 ) -----------Y  Q (0 р (п)

Точки Q(3), вмѣстѣ съ нѣкоторыми точками Q2, будутъ границами 
интерваловъ третьяго дѣленія [ I  }, въ каждомъ изъ которыхъ можетъ 

быть помѣщенъ особый рядъ интерваловъ, такъ что для p(w“ 4) мы по-
CO

лучимъ типъ <%. Z W =  со4; и т. д.
1

Такъ какъ, по условію, E есть уединенная точка производной 
р (п - '+  то вс,£ уединенныя точки послѣдней выразятся черезъ 

QüD _j_ { 5 }, и p(w~ v) приметъ тогда видъ

,(п-ѵ) ptn-v+ ч  +  Q (V ) +  I р J ^  V  q(<) +  р (») +  I S J _  Y  QCOji

и типъ области Р 'п ѵ) будетъ теперь «>.. __ х . Z /  —  соѵ.
1

Послѣ p(w“ v) всѣ предшествующія P^n_ѵ) производный будутъ со-
V

.впадать съ ^  Q+ такъ что окажется
о

п — 1 п

р ' =  q (w_1) +  P " - 2Я%  р  =  P  +  Q(w) =  2  V ’

О О

при чемъ окончательный типъ размѣщенія интерваловъ области P
OJ

будетъ Z с%  =  °Ѵ> такимъ образомъ для заданной области P
1

типъ размѣщ енія соп можетъ быть указанъ вполнѣ опредѣленно.
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148. Мы доказали предыдущую теорему въ томъ предположены, 
что P ^  состоитъ только изъ одной или двухъ границъ основного 
интервала L; пусть въ общемъ случаѣ P {п̂ =  { х ° 9 X02, X03, . . .  X 0n ),  

при чемъ т должно быть конечно, такъ какъ иначе существовала бы 
слѣдующая производная р ^ 4-1^ отличная отъ ноля.

Дѣля точками P ^  интервалъ L на конечное число частей L •, не 
превышающее т + 1 ,  мы приведемъ задачу къ предыдущей: на каж 
домъ изъ интерваловъ L - , находящихся въ условіяхъ 147е, мы по- 

строимъ область интерваловъ типа Co1n ., и типъ размѣщ енія для всего

V  —іL будетъ данъ выраженіемъ * соп ,. такимъ образомъ задача будетъ 

рѣш ена и въ общемъ случаѣ; итакъ

„Для каждой счетной замкнутой области P перваго рода можетъ 
быть указать  опредѣленный типъ размѣщ енія“.

149. Пусть теперь будетъ а =  го, т. е. для области P  ея производ
ная Р (а)} состоитъ изъ конечнаго числа точекъ.

А. Положимъ сначала, что этихъ точекъ одна или двѣ, и именно 
границы L; такъ какъ P  замкнута, обѣ границы основного интервала 
L входятъ въ составъ Р.

Выберем!) изъ состава P  рядъ точекъ ( Х { }, для которыхъ точки 
P п) будутъ предѣльными; эти точки опредѣлятъ на L интервалы { Ii } 
типа о>0 ; принадлеж ащ ая одному изъ размѣщеній со, *со, *со -j- со. 

Помѣщающіяся внутри каждаго изъ интерваловъ Ii точки P  обра

зу ютъ область P- перваго рода, такъ какъ единственный точки P (üJ)— 
границы основного интервала; поэтому для каждаго изъ интерваловъ Ii 
можетъ быть — согласно 147° и 148°—указать опредѣленный типъ 
размѣщ енія o/w , такъ что общее размѣщеніе будетъ имѣть типъ

CO0 . Z <*>(п . —  со , который есть ничто иное, какъ одинъ изъ типовъ

А  Cl) cü оз

(*<0 +  <•>) Z <+ ., to Z , *0» Z < +  .
о г і г 1

Очевидно, что съ нѣкотораго опредѣленнаго значенія п, нпр.— 
съ п ѵ , указатель Hi , т. е. видъ области P w , долженъ возрастать 
безконечно; если бы этого не было, область P была бы перваго рода,, 
и P ^  должна была бы отсутствовать.
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В. Если бы pL ) состояла не изъ одной или двухъ, а изъ т  точекъ, 
тогда эти точки раздѣляли бы участокъ L на самое большое т  +  1 
частей L - , границами которыхъ были бы точки P A  Часть P i области 
Р , расположенная внутри L, находилась бы въ условіяхъ А 149°, и 
ей отвѣтилъ бы типъ размѣщенія со.; въ такомъ случаѣ все размѣ-

VT / и
щеніе на L имѣло бы типъ > со • е е е  со ./ j I

Такимъ образомъ, при я =  со, для данной области P можетъ 
быть также указать опредѣленный типъ размѣщенія.

150. Пусть далѣе я —  со -J- п ,  и пусть область p F + +  безразлично 
нзостоитъ изъ одной или иѣсколькихъ точекъ. Такъ какъ

р ( < 0 + п )  ____ j р ( » )  j (n)  р ( и )

гдѣ черезъ R обозначена замкнутая область P^c+  то — согласно 
147°-148°— мы можемъ построить область интерваловъ {Zt*) типа 
соп , которые дадутъ, какъ невнутреннія точки, точки области R.

К аж дая изъ этихъ точекъ есть точка P^0+  слѣдовательно, на каж 
домъ свободномъ интервал+ Ii области R помѣщается область р А  
типа А 149°; при этомъ на интервал+ I i могутъ быть обѣ границы 
или только одна изъ нихъ предѣльными точками P А ; Въ послѣднемъ 
случаѣ соотвѣтственная точка будетъ пред+льной точкой области 
p L )  на смежномъ интервал+.

Такъ какъ на различныхъ интервалахъ Ii области P ^  могутъ 
быть одинаковы или различны, то окончательный типъ размѣщ енія

О)г t
въ настоящемъ случаѣ будетъ <оп . со или wn I  со - .

1
151. Совершенно также мы можемъ опредѣлить типъ размѣщенія 

и построить область интерваловъ въ томъ случаѣ, когда а ==' со. 2. 

Разсматривая снова

р ( 2 п )  ^  j  р ( о ) )  j(< o ) _ _  р р +

мы можемъ — имѣя въ виду В 149°— построить область интерваловъ 
{ Ji } типа <о", невнутренними точками которыхъ будутъ точки R.

Каж дая изъ точекъ R есть точка области p F +  слѣдовательно въ 
жаждомъ изъ свободныхъ интерваловъ { I i } помѣщ аегся снова область
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типа со', разобраннаго въ 149°; поэтому -окончательное размѣщеніе- 
будетъ имѣть типомъ

OJп / tliZ + — <*> •
1

Ясное дѣло, что этимъ путемъ мы можемъ идти и дальше, строить- 
и опредѣлять типъ областей, если а =  со. 2 +  п, со. 3, . . . , каково бы 
число а ни было. Мы приходимъ теперь къ такому выводу:

„Всякая замкнутая счетная облать можетъ быть построена какъ 
область невнутреннихъ точекъ интерваловъ, вообще говоря, смѣшан- 
наго ти п а“.

152. Переходя къ несчетнымъ областямъ Р, мы должны будемъ 
опереться на теорему Cantor - B en d ixso ri а, выражающую P въ видѣ 
P  R -J-S , гдѣ R счетная область, a S —совершенна, и D R) 0.

На основаніи этой теоремы мы строимъ прежде всего совершен- 
ную область S, свободные интервалы которой { I i } будутъ имѣть 
типъ размѣщ енія со; точки R могутъ размѣщ аться только на этихъ 
интервалахъ, при чемъ R распадается на счетный рядъ частей 
R 1; каж дая изъ нихъ будетъ областью перваго рода, и —слѣдователь- 
но— типъ ея размѣщенія опредѣляется на основаны 147°-151°; если 
мы назовемъ этотъ типъ H i , то типъ размѣщенія свободныхъ интер-

OJ

валовъ области P долженъ быть обозначенъ какъ со Z Qi .
1

Сопоставляя этотъ результате съ 152°, мы приходимъ теперь къ, 
заключенію, что

„Всякая замкнутая область можетъ быть построена какъ область 
невнутреннихъ точекъ ряда интерваловъ нѣкотораго опредѣленнаго 
ти п а“.

153. Такимъ образомъ, поскольку идетъ дѣло о замкнутыхъ об
ластяхъ, теорія типовъ размѣщ енія даетъ возможность съ одной сто
роны —по заданному типу строить область интерваловъ, обладающую* 
извѣстными свойствами, и обратно—для данной области опредѣлять 
типы размѣщ енія, т. е. характеризовать извѣстнымъ символомъ всякую 
данную замкнутую область. Такая характеристика возможна кромѣ 
того для многихъ незамкнутыхъ областей и именно—для тѣхъ, которыя 
являю тся результатомъ сложныхъ типовъ размѣщенія.

Основные типы со, *со, со служатъ здѣсь тѣмъ орудіемъ* съ 
помощью котораго мы можемъ достигнуть всего указаннаго выше 
результата.
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Что касается примѣненія предыдущей теоріи къ незамкнутым+»» 
областямъ, мы заранѣе не должны разсчитывать достигнуть такихъ 
же простыхъ результатовъ, какіе выражаются въ теоремѣ 152°; намъ 
не удается указать для незамкнутой области подобной общей теоремы,, 
хотя въ частныхъ случаяхъ эту задачу удастся, можетъ быть, разрѣ- 
шить. „Теоретически самыя важныя точечный области это— замкнутый 
и совершенный; онѣ къ тому же чаще всего встрѣчаются въ анали з! 
и геом етріи1)*, и поэтому пріобр!таетъ  особенное значеніе тотъ 
опред!ленный отв!тъ , какой мы выше могли дать относительно ихъ. 
строенія.

*) Cm. S c J i o e n f l i e s , B e r ic h t , S . 7 4 . j
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Новъйшія работы,
1 5 4 ,5) Для произвольнаго, можетъ быть, несчетнаго ряда интерваловъ 

{ I } Young  опредѣ ляетъ2) область внутреинихъ точекъ G; такъ  какъ 
дополнительная ей область замкнута, то G можетъ быть задана какъ  
область внутреинихъ точекъ ряда незахватывающихъ другъ друга 
интерваловъ.

Если мы имѣемъ безконечную систему такихъ рядовъ интерваловъ 
{ А } ,  то точки, леж ащ ія внутри но крайней мѣрѣ одного интервала 
каждаго ряда, образуютъ внут ренню ю  предѣльную область8); эта область 
можетъ быть дана такъ, что интервалы { А ~ И )| буДуТЪ располагаться 
на интервалах!» { In }; тогда получатся нормальные ряды  инт ерваловъ .

Условіе А. „Пусть существуешь рядъ возрастающихъ чиселъ

Ѵ1 , Ѵ2 j Ѵ3 ? • • • У)П , . . .

такой, что можно указать интервалъ ѵДой нормалънаго ряда, которому 
отвѣчаютъ два интервала ѵ2’го ряда, на каждомъ изъ нихъ имѣется 
два интервала V r o  ряда, и т. д .“ .

Если это такъ, между предѣльными точками границъ интерваловъ 
и точками интервала (0,1), выраженными въ двойничной систем+, 
можно установить взаимно-однозначное, кромѣ счетнаго ряда точекъ, 
соотвѣтствіе; если мы исключимъ тѣ предѣльныя точки, которыя слу
ж атъ границами налагающихся другъ на друга интерваловъ А ,  и 
число которыхъ счетно (имъ отвѣчаютъ конечный двойничныя дроби), 
то остальныя точки будутъ внутренними предѣльными, и область ихъ 
несчетна.

1J Съ тѣхъ поръ какъ началось печатанье предыдущихъ главъ, съ осени 1904 г., прошло 
много времени, пока оно стало приближаться къ концу; за это время я могъ ознакомиться съ 
тѣми статьями, которыя не были въ моихъ рукахъ ко времени окончанія I главы; сверхъ 
того за это время появилось и нѣсколько новыхъ и крайне важеыхъ работъ, которыхъ нельзя
было не отмѣтитъ, не нарушая плана настоящаго сочиненія, и которыя оказали значительное
вліяніе на изложеніе IY главы.

2) Leipz. Berichte, 1903, S. 287.
3) Нужно помнить, что все, заключающееся здѣсь и въ слѣдующихъ пп°, относится къ

обыкновенной внутренней лредѣльной области, разграниченіе которой отъ обобщенной явилось 
у Young'а позже.



Такимъ образомъ, если условія А выполнено, внутренняя предѣль- 
ная область P несчетна, и — слѣдовательно 1)— она заключаешь въ своемъ 
составѣ сгущ енную часть.

Д алѣе— если внутренняя предѣльная область P заключаетъ часто 
разсѣяниую часть, то должны быть часто разсѣяны и соствѣтетвен- 
ные нормальные интервалы; а въ такомъ случаѣ условіе А выполнено, 
и область P несчетна. Отсюда мы выводимъ заключеніе, что

B. „Если внутренняя нредѣльная область P заключаетъ часто раз
д а н н ы й  части, то она несчетна“ ; и далѣе

C. „Счетная внутренняя предѣльная область должна быть рѣдко 
р азсѣ ян а“.

Пусть затѣмъ P —  R -f* Е, гдѣ R раздѣльная, a E сгущенная 
часть; отнесемъ совершенную область E ' къ интервалу (0,1), при 
чемъ каждому свободному интервалу E 7 будетъ отвѣчать одна точка 
интервала (0,1); области Е, часто разсѣянной по E 7, отвѣчаетъ Т, часто 
разсѣянная по (0,1); точкѣ х  изъ состава Е, лежащей внутри нормаль- 
наго интервала Zw , отвѣчаетъ точка Е, которая будетъ также лежать 
внутри соотвѣтственнаго интервала А(п) или же будетъ его границей, 
если X  была границей свободнаго интервала E 7. Незахватывающимъ 
другъ друга интерваламъ 1[п) отвѣчаютъ тѣмъ болѣе такого же рода 
интервалы Ѵп \  и налагающимся другъ на друга 1{п)—аналогичные ин
тервалы Ч ;  поэтому нормальнымъ интерваламъ { In } будутъ отвѣчать 
нормальные интервалы { I n }, для которыхъ E можетъ быть или внут
ренней предѣльной точкой, или границей. Такъ какъ T часто р а з 
д а н а  по (0,1), то, какъ это мы видѣли выше, и вся область {5 }, и 
часть ея, состоящ ая изъ виутреннихъ точекъ, будетъ несчетна; а 
слѣдователъно будутъ несчетны и области E e e e  \ х )  и  Р ;  такимъ 
образомъ мы имѣемъ:

D. „Если внутренняя предѣльная область не раздѣльна, то она 
несчетна“ 2);
изъ D непосредственно сдѣдуетъ:

E. „Если внутренняя предѣльная область счетна, то она раз- 
дѣльна“.

Мы приходимъ теперь къ двумъ заключеніямъ;
F. „Всякая область, заключающая сгущенныя или часто разсѣян- 

ныя части, можетъ быть внутренней предѣльной областью только въ 
томъ случаѣ, если она несчетна“ .
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!) Cm . выше 2 2 ° ,  с т р . 3 2 .
2) У Y o u n g ’а  ск азан о: „есл и  в н утр ен н я я  пр едѣ л ъ ная  обл асть  н е с ч е т н а , то  о н а  им ѣетъ

р а зм ѣ р ъ  н еп р ер ы в н о ст и “; ср . п р и м ѣ ч а н іе  стр . 9 8 .



G. „Счетная область можетъ быть внутренней предѣльной областью 
только при условіи, что она рѣдко разсѣяна и раздѣльна“.
Отсюда слѣдѵетъ между прочимъ, что

H. „Область какъ раціональныхъ, такъ и алгебрическихъ ир- 
раціональныхъ чиселъ не можетъ быть внутренней предѣльной 
областью“.

155. Имѣя какую нибудь область Р, мы можемъ включить ея 
точки {X } въ нормальный рядъ интерваловъ { f x  }; внутренній пре- 
дѣльный рядъ Р (0), полученный при безконечномъ уменьшены всѣхъ 
интерваловъ $ п \  не будетъ непремѣнно тожественъ съ Р; онъ можетъ 
заключать точки, отсутствующая въ Р.

Имѣя теоремы F h G,  мы въ состояніи во многихъ случаяхъ за- 
ран+е предсказать, каково будетъ отличіе Р (0) отъ Р, отличіе, на 
которое — разумѣется — можетъ оказать вліяніе законъ построенія 
интерваловъ; такъ раздѣльная область P  съ несчетной производной 
P ' можетъ быть внутренней предѣльной областью, такъ какъ она 
располагается на свободныхъ интервалахъ нѣкоторой совершенной 
области, гдѣ могутъ быть размѣщены также и включающіе P интер
валы. Что касается до размѣра областей P и Р (0), то, не считая преды- 
дущаго случая, Р (0) и M (Р, P ') равномѣрны.

Вообще говоря, область Р (0) не замкнута; въ нее навѣрное не 
войдутъ 1) предѣльныя точки безконечнаго ряда интерваловъ и
2) налагающ іяся другъ на друга границы нормальнаго ряда интер
валовъ, если онѣ существуютъ.

И такъ внутренней предѣльной областью могутъ быть только 
области:

a) часто разсѣянная однородная !) несчетная,
b) всякая раздѣльная,
c) рѣдко разсѣянная сгущенная однородная несчетная,
d) область, состоящ ая изъ однородной несчетной части U и раз- 

дѣльной части, помѣщающейся на свободныхъ интервалахъ совершен
ной области U'; это будетъ наиболѣе общій случай внутренней пре
д+льной области.

Къ такому же результату приходитъ, хотя и очень сложнымъ путемъ, 
H o b s o n 2); какъ заключеніе къ предыдущему, мы приведемъ его слова8): 
„Опредѣленіе необходимыхъ и достаточныхъ условій, чтобы какая 
либо данная область могла быть внутренней пред+льной областью.
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г) т. е. несчетная въ произвольной части основного интервала, 
г) Proc. of Lond. Math. S., (2) 2, p. 317.
3) ib. p. 325.



—  211 —

приводится такимъ образомъ къ  оиредѣленію критерія только для 
однородной несчетной области, при чемъ случай рѣдко разсѣянной 
области можно свести, по методу соотвѣтетвія, къ области часто 
разсѣ янной“. Въ связи съ 162°, это сводится къ опредѣленію условій, 
при которыхъ часто разсѣянная однородная несчетная область можетъ 
быть областью второй категоріи, но этого опредѣленія Hobsoriy 
сдѣлать не удалось1).

156. Статья Vebleria  1904 г. посвящ ена2) уясненію связи между 
теоремой BoreVя 8), взятой безъ ограниченія относительно счетности 
ряда интерваловъ, и опредѣленіемъ числа DedekincVдм ъ :

„Если всѣ числа интервала А В распадаются на двѣ области {X } 
и {X }, при чемъ каждое число X больше каждаго х , то существуешь 
нѣкоторое число £, удовлетворяющее условію X > £ > # “.

Veblen утверждаетъ, что теорема BoreVя является слѣдствіемъ опре- 
дѣленія D edekind7а, и обратно; первая часть этого утвержденія слѣдуетъ 
изъ того, что первое доказательство BoreVnb) опирается на существо- 
ваніе числа Вш, обусловленное опредѣленіемъ D edekind7а\ что-же 
касается второй части, то ее Veblen доказываетъ такъ:

Пусть теорема BoreVя справедлива, а точка £ отсутствуетъ; тогда 
для точекъ X нѣтъ нижней и для х. верхней границы, благодаря чему 
около каждаго X или х  можно построить интервалъ, границами и 
внутренними точками котораго будутъ только точки X или х  соотвѣ- 
ственно; такъ  какъ на A B  находятся только точки X и 1 то постро
енные интервалы удовлетворяютъ условіямъ теоремы BoreVя, и изъ 
нихъ можетъ быть выбрано п интерваловъ {Ii }, покрывающихъ всѣ 
точки A B  Взявъ наиболыній интервалъ, покрывающій точку А, отно
сящуюся къ области {X }, мы получимъ, какъ его правую границу, 
точку Xi той же области; наибольшій интервалъ изъ [Ii ), покрываю
щий Х\,  опред+литъ, какъ правую границу, точку х 2\ и т. д.; такъ какъ 
число интерваловъ конечно, и н іт ъ  ни одной непокрытой ими точки, 
мы придемт» къ точкѣ В, которая должна оказаться также точкой 
области {X }, что противно положенію; такимъ образомъ отрицаніе 
точки £ не допустимо

9  ib . р . 3 1 7 .

2) B u ll, o f  th e  A m . M a th . S o c ., ( 2)  10, p . 4 3 6 .
3) Cm. 2 7 ° ,  стр . 3 7  и  3 9 .  Т е о р е м а  B o r e V n  н оси ть  ч асто , хотя  едва-ли  справедливо, н а -  

зв а н іе  теор ем ы  H e i n e - B o r е Ѵ я  въ виду того , что доказательство  теорем ы  H e i n e  о р авн ом ѣ рн ой  

сх о д и м о с т и  (C r. J .,  7 4 , S . 1 8 8 )  является  частны мъ случаем ъ р а зс у ж д е н ія  теор ем ы  В о г е Ѵ я ; 

п о эт о м у  м ож етъ  быть было бы правилънѣе назы вать теп ер ь  эту т ео р ем у  H e i n e  —  т ео р ем о й  

H e i n e - B o r e V  я .

4) Cm. выше 2 7 ° ,  стр . 88
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Теорема BoreVn1 какъ мы видѣли вы ш е1), можете быть доказана 
въ болѣе обіцемъ видѣ для замкнутой области; Veblen1 приводя новое 
доказательство этой теоремы, замѣчаетъ, что она справедлива только 
для замкнутой области. Для незамкнутой же области отсутствіе уже 
одной предѣльной точки влечете за собой невозможность включить 
точки области въ конечное число интерваловъ; это Veblen доказываете 
такъ: пусть для области Р, расположенной на участкѣ (x0l X0), отсут
ствуете одна предѣльная точка Е; пусть X —всѣ точки интервала (X01 X0), 
лежащ ія вправо отъ Е, и х —точки влѣво отъ Е; тогда всевозможными 
интервалами Cr0, х ) 1 (X, X0) покрываются всѣ точки области Р, такъ 
какъ для каждой ея точки р  влѣво отъ E имѣется точка X 1 лежащ ая 
между р  и Е, и для точки р  вправо отъ E существуютъ точки х  
между E и р\ но среди интерваловъ (х 0і х) и (X, X0) нѣтъ конечнаго 
ихъ числа, которые бы удовлетворяли теорем ! BoreV Y o u m fa .

157. Въ 1904 г. Young  даетъ2) еще обобщеніе теоремы BoreVя.
Малый участокъ (region)3) I1 связанный съ нѣкоторой опредѣленной 

точкой Р, находящейся внутри его, называется элемептомь (tile) Z1,, и 
точка P  есть точка сопряж енія (point of attachm ent); ея положеніе, 
форма и величина участка характеризуютъ элементе; два элемента, 
совпадающіе по формѣ и величин!, различны, если различны точки 
сопряженія; обыкновенно элементе можно произвольно уменьшать по 
краямъ,- не лиш ая его свойствъ. Элементе покрываешь в с !  точки, ле- 
ж ащ ія внутри его, но точки его границъ не считаются покрытыми.

Теорема А. „Если данъ рядъ элементовъ, которые могутъ быть 
уменьшаемы, и точки сопряженія которыхъ заполняютъ замкнутый 
участокъ S, то можно опред!лить конечное число элементовъ, обла- 
дающихъ сл!дующими свойствами4):

a) длина каждаго элемента меньше г;
b) каж дая точка S будетъ покрыта однимъ или бол!е элементами;
c) каж дая точка сопряженія P i покрывается единственным+» эле- 

ментомъ Zn ;1 г
сі) сумма интерваловъ, покрытыхъ бол!е  ч !м ъ  однкмъ элементомъ, 

меньше г',
при чемъ г и г '  произвольно малыя положительный числа“ .

Такъ какъ элементы могутъ быть уменьшаемы, то мы возьмемъ ихъ 
уже меньшими г; по теорем ! ВогеѴя можно указать конечное число п  
элементовъ, нокрывающихъ S, и в с !  остальные элементы мы отбросимъ.

*) Cm теорема О 49°, стр. 89.
2) Messenger of Mathematics, 38, p. 129.
3J Опредѣленіе и теорема (см. ниже) можетъ имѣть мѣсто въ многомѣрномъ пространств!.
4) +"еорема доказывается въ предположены участка линейнымъ.



—  213 —

Русть А, В -  границы основного интервала S; изъ числа элемен
товъ, покрывающихъ А, выберемъ тотъ, точка сопряженія котораго ле- 
ж итъ лѣвѣе всѣхъ другихъ; если ихъ нѣсколько, возьмемъ Ip1 — тотъ, 
который простирается дальше другихъ вправо; уменьшаемъ, въ случаѣ 
надобности, остальные элементы такъ, чтобы они не доходили до P 1, 
но не оставляя при этомъ непокрытой ни одной точки S.

Среди остальныхъ п  — 1 элементовъ найдется такой, который по
кры ваете точки элемента Zp1; пусть Zp2 — тотъ изъ нихъ, точка сопря- 
ж енія  котораго леж ите возможно лѣвѣе, и, если такихъ нѣсколько, 
— тоте, который простирается вправо возможно больше; остальные п  — 2 
элемента уменьшимъ такъ, чтобы они не доходили до точки P 2; при 
этомъ, если одинъ изъ элементовъ окажется покрытымъ другимъ, то 
первый мы выбрасываемъ совершенно. Если P 2 покрытъ ZPl, мы умень
шимъ Zp1 настолько, чтобы точка P 2 оказалась внѣ ZPl. Если общая

часть Zp1 и Zp2 будетъ не меньше уменьшимъ Zp2, чтобы сдѣлать
п

8
эту часть меньшей ; и т. д.; такъ какч* мы имѣемъ дѣло только съ'Yb
п  элементами, мы видимъ, что всѣ условія теоремы окажутся вы
полненными.

Въ томъ же году Young  приводите1) болѣе общую форму теоремы 
А, доказывая ее вдобавокъ внѣ зависимости отъ теоремы BoreVя.

Теорема В. „Если данъ рядъ элементовъ, которые могутъ быть 
произвольно уменьшаемы, и точки сопряженія которыхъ заполняютъ 
измѣримую2) область S, то возможно опредѣлить конечный или счетный 
рядъ элементовъ, обладающихъ слѣдующими свойствами:

а) длина каждаго элемента Zp. меньше г,
Ь+ каждая точка S покрыта однимъ или болѣе элементами,
с) каждая точка сопряженія P t покрыта единственнымъ элемев- 

томъ Zp.,
(1) сумма элементовъ отличается M ( S ) - S  меньше чѣмъ на г '“. 
Включимъ8) S въ рядъ интерваловъ \  такихъ, что

V  г's <  Xt <  s -j— g-,

при чемъ всѣ точки S будутъ внутренними для {Xt ] ; уменьшаемъ 
затѣмъ элементы такъ, чтобы они были меньше г, и чтобы они не

N P r o c e e d in g s  o f  L o n d . M ath em .. S o c ., (2) 2, p . 6 7 .
2) C m . н и ж е 1 7 1 ° .

3) Cm . н и ж е 1 7 2 ° ,



покрывали точекъ внѣшнихъ для | ] ; тогда и сумма интерваловъ,
/

8
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с
покрытыхъ элементами, будетъ лежать между s и s +  — Выбираемъ

далѣе среди элементовъ счетный рядъ

Г, I", г , , (1)

покрывающій1) область S.
Взявъ V изъ ряда (1), обозначимъ его L 1 и построимъ вправо и 

влѣво отъ него, придерживаясь пріемовъ теоремы А, интервалы L 2 ,

L  , .  .  .  ,  L-, L г ,  .  •  .  ’съ тою только разницей, чтобы общія части
3 2 3  ,

8

элементовъ L 1 и L2, L -  и ZP__ были меньше общія части Liy и L 0 ,

SL— и L— — меньше +г~, и т. д.; тогда мы получимъ конечный или
2  3  Z i

счетный рядъ элементовъ, при чемъ сумма дважды покрытыхъ частей
/

8
основного интервала будетъ меньше 92. Если не всѣ точки S окажутся 

покрытыми, беремъ въ ряду (1) первый неиспользованный еще и покры
вающей непокрытый до сихъ поръ точки элемента вправо и влѣво 
отъ котораго появится новый конечный или счетный рядъ элементовъ,

I i  
8 8 8 

при чемъ только вмѣсто —+ =  3 беремъ уже  tj+3 ; дважды по-
2 2 2 '/

крытыя части будутъ здѣсь меньше — • Аналогично можетъ полу

читься третій рядъ элементовъ, исходяіцій изъ Zf+  для ѵ >  jt, при/ / ' /
8  8  с

—-: 3 - вмѣсто - ^ 3 к съ дважды покрытыми частями, меньшими -  - ?
2 2 ' 2

и т. д.
Такимъ образомъ мы получимъ, пользуясь рядомъ (1), рядъ элемен

товъ, удовлетворяющей условіямъ теоремы, при чемъ сумма дважды покры*/ /
8 , 8   Ц ----------4- X   ус і с і с і стыхъ интерваловъ будетъ меньше ---9-  +  ~ Y y T  ■ JTT » • • • <  —
2 2 ' 2 2

а такъ какъ при этомъ сумма интервалов!», покрытыхъ элементами,
с

лежала между s и S +  то сумма самихъ элементовъ будетъ за 

ключаться между s и s +  г

158. Дальнѣйшее развитіе идеи Y o u n q a  получили въ 1905 г. въ 
прекрасной статьѣ, посвященной предѣльнымъ областямъ и теоріи 
мѣры2).

*) Cm . выше теорема В, стр. 6 9 .

2) P ro c. (2 ) 2. р. 16.
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При заданномъ рядѣ интерваловъ мы обыкновенно противополагали 
внутреннія точки этихъ интерваловъ ихъ границамъ и внѣшнимъ точ- 
камъ; такимъ образомъ въ самомъ н ачал! мы им!емъ д !ло  съ одной 
стороны — съ счетнымъ рядомъ открытыхъ интерваловъ и съ другой—съ 
ихъ невнутренними точками, образующими замкнутую область.

Если данные интервалы {Xi } уменьшаются, при чемъ каждый интер
валъ  можетъ также распадаться на конечное или счетное число новыхъг
интерваловъ, замкнутая область P 1, опред!ляемая интервалами Xi , пре
вращ ается также въ замкнутую область P 2, обнимающую прежнюю 
область P 1; если G1 и G2 — внутреннія точки интерваловъ {Xi } и

P s  }> то

G2 =  D ( G 1) 1 P 2 =  M ( P 1).

Представимъ себ !, что процессъ уменыиенія интерваловъ Xi и 
роста P i продолжается безконечно; мы получимъ тогда области

G 1, G2j G3, . . . , G n , . . . ; P 1, P 2, P 8j . . . , Pn , . . . , (1)

для которыхъ всегда

G n+1 RE D ( Gn ), P n+1 =  M ( P n ). (2)

Точки, которыя будутъ общи вс!м ъ  областямъ ( G i ), составляютъ 
обыкновенную внут ренню ю  предѣльную область G 0; другую область P 
мы получимъ, взявъ различныя точки в с!х ъ  замкнутыхъ областей P n ; 
это будетъ обыкновенная внѣш няя предѣльная область; такимъ образомъ

OO OO

G0 =  D ( G n) ,  P  =  M ( P n ). CS)
I 1

Изъ этого опред!ленія сл!дуетъ  непосредственно, что
A. ,.В н!ш нія точки счетнаго ряда уединенныхъ интерваловъ 

образую тъ обыкновенную внутреннюю пред!льную область“ ; и д ал!е
B. ,,Счетный рядъ сплошныхъ замкнутыхъ интерваловъ есть обы

кновенная вн !ш н яя  пред!льная область“ .
Если им!ю тся области (1) при условіи (2), но Gn не будутъ внутрен

ними точками сплошныхъ интерваловъ, a P n не будутъ замкнуты, 
области (3) называются обобщенными внут ренней и  внѣшней пре- 
дѣльными област ями; само собой понятно, что въ отд!льныхъ случа
яхъ  намъ н !т ъ  необходимости разсматривать одновременно и совм!стно 
области ( G i ) и ( P i )E насъ могутъ интересовать или только {Gw} и 
G 0, или только ( P wJ и Р.



Ясно также, что при совмѣстномъ разсмотрѣніи обыкиовениыхъ пре- 
дѣльныхъ областей •{ G i } и [P f  j мы имѣемъ

Gn +  Pw =  L , G 0+  P  =  L , (4)

т. е. соотвѣтственныя точки обѣихъ областей даютъ всѣ точки основ
ного интервала.

159. Мы предполагали въ 158°, что интервалы X^ были открыты;

возьмемъ теперь рядъ соотвѣтственныхъ закрытыхъ интерваловъ { X ^ } 
и опредѣляемыя ими области внѣшнихъ точекъ этихъ интерваловъ 
En ; обозначимъ еще Gn +  Qn =  Gn . Здѣсь по прежнему

Gn+1 =  D (Gn ), Ея+1 = M  ( En ); 

выяснимъ, въ какомъ отношеніи къ G0 и P  стоятъ области

CJO OO

G0 =  D (Gw), E = M ( E w).
I 1

Область Gn отличается отъ Gn ирисутствіемъ границъ интерва

ловъ X А  при переход+ отъ {X ^ } къ {X̂ n8~G|. ВТОрые интервалы 
могутъ или цѣликомъ располагаться внутри первыхъ, или им+ютъ съ 
ними одну общую границу; если второй случай повторяется въ 
рядахъ { Х ^ }  для всякаго п, соотвѣтственная граница войдетъ въ со 
ставъ пред+льной области G0, но не войдетъ въ G0; если такая слу
чайность исключена, ни одна граница не войдетъ въ G0, какъ она не 
входила и въ G0. Такимъ образомъ внутренняя предѣльная область G0 
и предѣльная область G0 могутъ различаться только на нѣкоторый рядъ 
границъ интерваловъ, такъ что область G0— G0 всегда конечна или 
счетна; всякій разъ, когда строеніемъ области указанный выше случай 
исключенъ, G0 =  G0. Отсюда слѣдуетъ, что точно также область 
P  — E =  Q также конечна или счетна, и что P ~ Е, если второй 
случай не возможенъ.

Мы удерживаемъ названіе обыкновенной внутренней пред+льной 
области только за областью G0, противно Y o u n g ’y 1).

160. Прежде чѣмъ идти дальше въ изложеніи свойствъ предѣль- 
ныхъ областей, мы дадимъ нѣсколько необходимыхъ ниже теоремъ.

А. ,,Если на основномъ интервал+ замкнутой области G взять 
произвольный закрытый отрѣзокъ, то часть G, домѣщающаяся на 
немъ, будетъ замкнута“.
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J)  ib . р. 3 1 .



П у с т ь  L  — о с н о в н о й  и н т е р в а л ъ ,  Л —  е г о  о т р ѣ з о к ъ ,  г р а н и ц а м и  к о т о 

р а г о  м о г у т ъ  о к а з а т ь с я  в н у т р е н н і я  т о ч к и  с в о б о д н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  { I i }  

з а м к н у т о й  о б л а с т и  G ;  е с л и  э т о  с л у ч и т с я ,  м ы  у м е н ы п и м ъ  Л  д о  A 0  т а к ъ ,  

ч т о б ы  г р а н и ц а м и  A 0  б ы л и  т о ч к и  O r 0 ,  V )  о б л а с т и  G ;  н а  A 0  п о м ѣ с т и т с я  

н ѣ к о т о р ы й  р я д ъ  с в о б о д н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  { + , . } ,  и  н е в н у т р е н н і я  и х ъ  

т о ч к и ,  б у д у ч и  т о ч к а м и  G ,  о б р а з у ю с ь  з а м к н у т у ю  о б л а с т ь .

B .  , , Е с л и  G 1  и  G 2 — з а м к н у т ы й  о б л а с т и  б е з ъ  о б щ и х ъ  т о ч е к ъ ,  т о  

к а ж д а я  и з ъ  н и х ъ  р а с п о л а г а е т с я  в н у т р и  к о н е ч н а г о  ч и с л а  с в о б о д н ы х ъ  

и н т е р в а л о в ъ  д р у г о й “ 1 ) .

П у с т ь  [Ii j — с в о б о д н ы е  и н т е р в а л ы  о б л а с т и  G 1 ;  т а к ъ  к а к ъ  D  ( G 1 ,  G 2 )  ее: О ,
/

т о  т о ч к и  G 2  м о г у т ъ  б ы т ь  т о л ь к о  в н у т р е н н и м и  т о ч к а м и  I i ;  е с л и  б ы  

о н ѣ  р а с п о л а г а л и с ь  н а  б е з к о н е ч н о м ъ  р я д ѣ  и н т е р в а л о в ъ

t i t
E 1 ’ hn2 ’ Eu’ * * * ’ (1)

т о  д л я  и х ъ  г р а н и ц ъ  и  в н у т р е н н и х ъ  т о ч е к ъ  с у щ е с т в о в а л а  б ы  н ѣ к о т о -  

р а я  п р е д ѣ л ь н а я  т о ч к а  £ ,  к о т о р а я  б ы л а  б ы  п р е д ѣ л ь н о й  и  д л я  т о ч е к ъ  

G 2 ,  р а с п о л о ж е н н ы х ъ  н а  { Im n  { ;  п о э т о м у ,  т а к ъ  к а к ъ  G 2  з а м к н у т а ,  E  

б ы л а  б ы  т о ч к о й  G 2  и ,  с л ѣ д о в а т е л ь н о ,  я в л я л а с ь  б ы  о б щ е й  т о ч к о й  G 1  и  

G 2 ,  ч т о  и с к л ю ч е н о  п р е д п о л о ж е н і е м ъ ;  и т а к ъ  с у щ е с т в о в а н і е  б е з к о н е ч н а г о  

р я д а  ( 1 )  н е  в о з м о ж н о .  Т о ж е  м ы  и м ѣ л и  б ы  и  д л я  и н т е р в а л о в ъ

C .  , , Е с л и  G 1 ,  G 2  —  з а м к н у т ы я  о б л а с т и  б е з ъ  о б щ и х ъ  т о ч е к ъ ,  т о  

V  V  G i т а к ж е  з а м к н у т а “ ,
т а к ъ  к а к ъ  к а ж д а я  п р е д ѣ л ь н а я  т о ч к а  G 1 V G 2 ,  б у д у ч и  п р е д ѣ л ь н о й  

т о ч к о й  д л я  б е з к о н е ч н а г о  р я д а  т о ч е к ъ  п о  к р а й н е й  м ѣ р ѣ  о д н о й  и з ъ  

G 1 ,  G 2 ,  в о й д е т ъ  в ъ  э т у  о б л а с т ь ,  а  с л ѣ д о в а т е л ь н о  и  в ъ  G 1 V G 2 .

D .  , , Е с л и  G 1  и  G 2  —  з а м к н у т ы ,  т о  т а к ж е  з а м к н у т ы  D ( G l l G 2 )  и  

M  ( G 1 ,  G a ) “  2 ) .

E .  „ Е с л и  G n 4 1  =  D ( G w ) 1  и  в с ѣ  G w  з а м к н у т ы ,  т о  з а м к н у т а  и
00

в н у т р е н н я я  п р е д ѣ л ь н а я  о б л а с т ь  G 0  =  D ( G w ) 1 ' 3 ) .
1

161. Д л я  п р е д ѣ л ь н ы х ъ  о б л а с т е й  м ы  и м ѣ е м ъ  с л ѣ д у ю щ і я  т е о р е м ы :

А .  „ С у м м а  к о н е ч н а г о  ч и с л а  о б ы к н о в е н н ы х ъ  в н у т р е н н и х ъ  и л и  в н ѣ ш -  

н и х ъ  п р е д ѣ л ь н ы х ъ  о б л а с т е й  е с т ь  о б л а с т ь  т о г о  ж е  р о д а “ .

П е р в о е  с л ѣ д у е т ъ  и з ъ  о п р е д ѣ л е н і я ,  а  в т о р о е  и з ъ  т е о р е м ы  D .
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1I ib . р. 23.

2 )  i b .  р. 24.

3)  Cm. Sclioenflies, S. 58-59; P ro c. (2) 2, р . 25.



В. ,,Внутренняя предѣльная область для ряда обыкновенныхъ внут
реннихъ предѣльныхъ областей есть обыкновенная внутренняя пре- 
дѣльная область“ J).

CO

Пусть G n  е е  D ( G n t ) ,  гдѣ G m -  опредѣляются рядами сплошныхъ
г W-1 оо

о т к р ы т ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  и  G  D ( G n ) ;  д л я  к р а т к о с т и  Y o u n g  п и ш е т ъ
1

K > L ,  если K = M ( L ) ,  и K < L ,  если К D( L) ;  такъ G  — в н д т р е и -  

н і й  предѣльный рядъ, то должно быть G n j f l  <  G n .  Въ связи съ опре- 
дѣленіемъ G v  и G v j f l

G n 9  F >  G ^  ,  G tr + 1 , 8 '  ^  ( j r  + 1 , 8 + 1 »

п р и  э т о м ъ  G r  s y x и  G r j f l с о с т о я т ъ  и з ъ  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  

л е ж а щ и х ъ  с о о т в ѣ т с т в е н н о  н а  и н т е р в а л а х ъ  G r 5  и  G r j f l  s ; е с л и  м ы  

в о з ь м е м ъ  D ( G r 5 ,  G r j f  t  ?  5 ) ,  т о  э т о  б у д у т ъ  о б щ і е  и х ъ  и н т е р в а л ы  2 ) ;  

т о ч к и  т ѣ х ъ  ч а с т е й  и н т е р в а л о в ъ  G r r + 5 ,  к о т о р ы я  с ю д а  н е  в о й д у т ъ ,  

н е  в о й д у т ъ  в ъ  G r 5  и  в ъ  G r ,  а  с л ѣ д о в а т е л ь н о  н е  м о г у т ъ  в о й т и  и  в ъ  

G r j f t ,  т а к ъ  к а к ъ  G r  >  G r ^ 1 ;  п о э т о м у ,  н е  м ѣ н я я  с у т и  д ѣ л а ,  м ы  м о ж е м ъ  

в с е г д а  о т б р о с и т ь  в ъ  G r j f 1 j 5  и  в м ѣ с т ѣ  с ъ  т ѣ м ъ  в о  в с ѣ х ъ  G r j f f 5 j f w  

т ѣ  и н т е р в а л ы  и л и  т ѣ  ч а с т и  и н т е р в а л о в ъ ,  к о т о р ы х ъ  н ѣ т ъ  в ъ  G r 5 ;  п р и  

э т о м ъ  о к а ж е т с я ,  ч т о  и з і к ѣ н е н н а я  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  о б л а с т ь  G r j f f 5  б у 

д е т ъ  л е ж а т ь  н а  и н т е р в а л а х ъ  G r 5 ;  а  т а к ъ  к а к ъ  е щ е  о б л а с т ь  G r j f f 5 j f l  

л е ж и т ъ  н а  и н т е р в а л а х ъ  G r j f b 5 - ,  т о  G r f t  5 _ _ t  о к а ж е т с я  л е ж а щ е й  и  н а  

и н т е р в а л а х ъ  G r 5 ;  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  д л я  о б л а с т е й ,  с о с т о я щ и х ъ  и з ъ  

с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  м ы  п о л у ч и м ъ  т у  ж е  с а м у ю  т а б л и ц у ,  к а к ъ  и  

у  Y o u n g 7а 3 ) .

Взявъ въ ней рядъ діагональныхъ областей

G n ,  G 1 2 ,  .  .  .  ,  G m m ,  .  . . ,  (2)
м ы  в и д и м ъ ,  в ъ  с в я з и  с ъ  п р е д ы д у щ и м ъ ,  ч т о  в с е г д а  и н т е р в а в л ы  G r j f f r j f l  

л е ж а т ъ  н а  и н т е р в а л а х ъ  G r r ,  а  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ѣ  р я д ъ  ( 2 )  о п р е д ѣ л я е т ъ
O O

обыкновенную внутреннюю предѣльную область G r 0  =  D ( G n w ) 1  к о т о р а я
1

т о ж е с т в е н н а  с ъ  G .
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1J У Yoitmfa (р. 35) пропущено „обыкновенныхъ“, и сверхъ того первая половина дока
зательства должна быть изложена, какъ здѣсь въ текстѣ.

2) He возможно, чтобы было D (Gr5, Gr^ lj6 ) =  0, такъ какъ иначе Gr ^ 1 не могло бы
быть D ( G r ); D (Gr5, Gr^ lj s ) не можетъ быть и только точечной областью (безъ сплошныхъ
интерваловъ), такъ какъ, въ силу неравенства Gr41 <  Gr , должны существовать общія внут-
репнія точки интерваловъ Gr6. и Gr_L1 5 .

3) ib. р. 35.
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C. ,,Внѣш няя предѣльная область для ряда обыкновенныхъ вн+ш
нихъ предѣльныхъ областей есть обыкновенная внѣш няя предѣльная 
область *)“ .

D. ,,Разность двухъ замкнутыхъ областей можетъ быть представ
лена какъ обыкновенная внѣшняя, или какъ обыкновенная внутрен
н яя  предѣльная область“ .

В торая часть теоремы Yoiincfомъ доказывается2) достаточно полно; 
что касается первой, то для нея желательно не такое, какъ у автора, 
доказательство, которое всл+дствіе своей чрезмѣрной краткости не 
сразу убѣдительно.

Включимъ точки меньшей области H внутрь интерваловъ, мень- 
шихъ в; тогда —согласно теорем+ B orel-Y ounef а ‘л)—можетъ быть да

но конечное число такихъ интерваловъ { }  съ тѣмъ-же свойствомъ; 
по выд+леніи ихъ изъ L останется также конечное число т  по по

строен™  несмежныхъ интерваловъ [ t f }, въ число границъ которыхъ 

не входягі ъ точки Н, и на которыхъ будетъ лежать часть ( А  большей 

области G; на каждомъ изъ 1+ располагается н+которая часть G + об

ласти Gf+  которая, какъ часть G, согласно А 160°, должна быть

замкнута; замкнутой будетъ тогда и N  G f z z G A

При е <  е область G(e 1 также замкнута, при чемъ Gfe)> G (e); если 
е убываетч» безконечно, мы получимъ обыкновенную внѣшнюю ripe- 
дѣльную область G zz- M (G ^).

е...о
Съ другой стороны, если есть область внутреинихъ точекъ

интерваловъ { } ,  K ie } <  К(0, при чемъ интервалы } не могутъ 

выходить за предѣлы интерваловъ К (+  такъ какъ е <  е (точки обла
сти H могутъ быть взяты за середины соотвѣтственныхъ интерва

ловъ), а въ такомъ случаѣ область D { ]  ? К (0) есть обыкновенная
е...о

внутренняя предѣльная область, которая—въ силу R 5 t ° — есть ничто 
иное какъ  Н.

Въ составъ G войдутъ только точки G, и вдобавокъ—каждая изъ 
нихъ, кромѣ точекъ К (0) - Н; дѣйствительно: каждая изъ точекъ х

9  ib. р . 3 6 .

‘9  ib. р . 3 7 .

9  Cm выше О 4 9 ° ,  стр . 8 9 .
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области Gr — H не войдетъ въ К (0) и, слѣдовательно, она должна быть 
невнутренней точкой нѣкотораго ряда интерваловъ {Xw }, а затѣмъ и 
всѣхъ слѣдующихъ рядовъ при е <  ех ; а въ такомъ случаѣ она войдетъ 
въ G l^  и въ Gr. Отсюда G e e e G  — Н, и теорема доказана.

E. ,,Если изъ обыкновенной внѣшней или внутренней предѣльной 
области вычесть замкнутую область, то разность окажется соотвѣтствен- 
но обыкновенной внѣшней или внутренней предѣльной областью“ 1).

F. ,,Разность обыкновенныхъ внутренней (внѣшней) и внѣшней 
(внутренней) предѣльныхъ областей есть обыкновенная внутренняя 
(внѣш няя) предѣльная область2)“ .

Таковы тѣ чрезвычайно важныя теоремы относительно предѣлъ- 
ныхъ областей, которыми Young  заверш аете ихъ теорію; что-же 
касается вопросовъ, относящихся къ мѣрѣ области и рѣшенныхъ 
Yoitng7OMb въ той-же статьѣ, то о нихъ будетъ рѣчь въ главѣ IV.

162. О статьѣ H obson7а 6), написанной имъ одновременно съ упомя
нутой выше въ 158°-161° работой Y o u n g a 1 мы говорили уже въ 
155°; въ ней интереснымъ является еще сопоставление предѣльныхъ 
областей съ областями первой и второй категоріи.

00
Если P n — рѣдко разсѣянныя област и , то P е е : M (Pn ), какъ это мы

1
видѣли въ 3 7 °*), называется областью первой категоріи; если взять рядъ 
областей

2 П
P 1 =  Q1 , M ( P i ) =  Q2 , . . . , M (Pi ) == Qn , . . . ,  (1)

OO

то, очевидно, Qn4, , =  M (Qre) 1 и M (Qre) =  Р; такимъ образомъ область
1

первой категоріи P  есть ничто иное, какъ частный случай обобщенной 
внѣш пей предѣльной област и , частный случай — потому что на области 
Qn наложено ограниченіе, что онѣ, какъ и P n , рѣдко разсѣяны.

Если на области Pn наложить еще новое условіе, что всѣ онѣ 
замкнуты, то, въ силу 1)160°, замкнутыми окажутся и всѣ Qn ; P 
окажется тогда обыкновенной внѣшней предѣльной областью.

Hobson0) сразу вводите это послѣднее ограниченіе, отсутствующее 
у H a ire7A )  и не необходимое внѣ связи съ приложеніями теоріи обла

1J ib . p . 3 7 .
2)  ib . p . 3 7 -3 8 .

'6 i ib . p . 3 1 6 .
4) Cm выше ст р . 5 5 .

5) P r . ( 2) 2 . p . 3 1 8 .

6) A n n a li  d i M a t. ( 3 )3 ,  p . 6 5 , а  н е 6 7 , какъ указы ваетъ  H o b s o n .
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стей къ теоріи функцій. Чтобы различать обіцій случай области пер
вой категоріи отъ областей I I o b s o r i a 1 можно послѣднія называть о б ы к 

н о в е н н ы м и  о б л а с т я м и  п е р в о й  к а т е і о р і и .

Область, дополнительная къ области первой категоріи Р, есть 
область второй категоріи, и она является, въ силу 158°, внутренней 
предѣльной областью; такимъ образомъ всякая область второй кате- 
горіи принадлеж ите къ числу внутреннихъ предѣльныхъ областей, но 
она есть только ихъ частный случай: область второй категоріи всегда 
несчетна, тогда какъ внутреннія предѣльныя области, какъ мы видѣли 
вы ш е1), могутъ также быть счетны и даже конечны.

Если на Pn , и слѣдовательно на Qn , наложить условіе, что онѣ замк
нуты. онѣ будутъ задаваться невнутренними точками ряда интерва
ловъ, тогда какъ дополнительная для Qn область Kn будетъ состоять 
изъ внутреннихъ точекъ этихъ интерваловъ; въ такомъ случаѣ

0 0  OO

Q u z  M (Qn ) и K - D  (Kn ) оказываются обыкновенными внѣшней и
1 1

внутренней предѣльными областями; такъ какъ К есть дополнительная 
для Q область, то К — область второй категоріи. Чтобы отличать ее 
отъ общаго случая, мы будемъ называть такія области о б ы к н о в е н н ы м и  

о б л а с т я м и  в т о р о й  к а т е ю р і и .

И такъ всякая область второй категоріи относится къ числу 
внутренних!* предѣльныхъ областей, и всякая обыкновенная область 
второй категоріи входитъ въ составъ обыкновенныхъ внутреннихъ 
предѣльныхъ областей; поэтому2) ,,изслѣдованіе природы и свойствъ 
внутреннихъ предѣльныхъ областей прольете свѣтъ на природу обла
стей второй категоріи и будетъ слѣдовательно имѣть вліяніе на 
теорію точечно-прерывньіхъ функцій*.

Счетная область есть обыкновенная область первой категоріи, до
полнительная къ  н ей — обыкновенная область второй категоріи; поэтому 
о б л а с т ь  к а к ъ  н е с о и з м ѣ р и м ы х ъ , т а к ъ  и  т р а и с ц е н д е н т и ы х ъ  ч и с е л ъ  е с т ь  

обыкновенная область второй категоріи и слѣдовательно—о б ы к н о в е н н а я  

в н у т р е н н я я  п р е д ѣ л ь н а я  о б л а с т ь .

H o b s o n  го во р и те8), что ,,было бы желательно найти необходимый 
и достаточный условія, чтобы произвольно заданная часто разсѣян- 
ная и однородная несчетная область была внутренней предѣльной 
областью 4); это равносильно опредѣленію необходимыхъ и достаточ-

9  C m 5 1 ° .

2) P r. (2) 2, р. 3 1 8 -3 1 9 .

8) ib. р . 3 1 7 .

4) Ср. к он ец ъ  IY  главы.
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ныхъ условій, чтобы произвольная область могла быть областью второй 
категоріиА

1 6 3 .  Для обыкновенной внутренней предѣльной области H o h s o n  

даетъ ещ е1) двѣ теоремы, которыя можно доказать также и въ болѣе 
общемъ видѣ:

А. ,,Если P и Q — обобщенный или обыкновенный внутреннія пре- 
дѣльныя области, то D (Р, Q) и M (Р, Q) будутъ также областями соот- 
вѣтственнаго рода“ .

Пусть для P  и Q составляющими областями будутъ P n и Qn
OO OO

P =  D ( P u ), Q =  D (Q u);
I 1

обозначимъ еще D ( P n ,Q n )= -= R n , M (P n , Qn ) =  Sn ; по условію

Pn_̂ t = D ( P n), Qn^ 1Z z D ( Q n).

а. Область Rn^ 1 составляется изъ общихъ точекъ областей P nj_ t 
и Qn + !, которыя входятъ цѣликомъ соотвѣтственно въ Pn и Qn ; сле
довательно— точки Rn^ 1 окажутся въ числѣ общихъ точекъ и для 
областей P n и Qn , т. е. Rn^ 1 =  D (R n ); отсюда слѣдуетъ, что

OO

R - D  ( Rn ) будетъ внутренней предѣльной областью; въ нее войдетъ 
1

каж дая точка, общая P  и Q, такъ какъ эта точка входитъ въ каждую 
изъ P n и Qn и, слѣдовательно, въ Rn ; съ другой стороны—ни одна 
точка E,. не принадлежащая D (Р , Q), въ R находиться не можетъ; 
дѣйствительно: она не войдетъ въ Pw или въ Qno и —слѣдователъно—въ 
P n , Qn при п  равномъ большему изъ чиселъ щ  и % ; поэтому ея не 
будетъ и въ R n ; эта точка не можетъ быть такимъ образомъ и точкой 
R; отсюда слѣдуетъ, что R z z D  (Р, Q),  и для обобщенной внутренней 
предѣльной области теорема доказана; что же касается области обыкно
венной, то для нея P n и Qn заданы внутренними точками сплошныхъ 
интерваловъ; поэтому, какъ не трудно ви дѣ ть2), Rn z z D ( P n , Qn ) бу
детъ задаваться интервалами того же рода: прежде всего въ Rn не 
могутъ фигурировать отдѣльныя точки, которыя могутъ быть общими 
границами смежныхъ интерваловъ одного P n и другого Qn , такъ какъ 
эти интервалы—открыты; Rn можетъ состоять только изъ сплошныхъ 
интерваловъ, которые принадлежатъ одной изъ областей P n и Qn , если 
они располагаю тся цѣликомъ на интервалахъ другой области, и изъ 
интерваловъ, которые будутъ общими частями интерваловъ Pn и Qn .

р  ib . р. 3 2 6 , р. 3 1 9 .

2)  Ср. док азател ь ств о  теор ем ы  В  1 6 1 ° .
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И такъ область R =  D (Р , Q), задаваемая рядомъ областей R сплош- 
ныхъ интерваловъ, окаж ется обыкновенной внутренней предѣльной 
областью.

Ь. Область Sn_j_t составляется изъ всѣхъ различныхъ точекъ P n_j_i 
и Qn_}_i , которыя входятъ соотвѣтственно въ P n и Qn , а слѣдова- 
тельно и въ M ( P n 5 Qn ) =  Sn ; такимъ образомъ оказывается, что

о°
Sn , I =  D (S n ), и S =  D ( Sn ) будетъ внутренней предѣльыой областью.

г . 1
К аж дая точка M (Р , Q) принадлежитъ всѣмъ областямъ по крайней 

мѣрѣ одного изъ рядовъ {Pn } или {Qn }; поэтому она обязательно 
войдетъ во всѣ Sn , а слѣдовательно и въ S; съ другой стороны — 
каж дая точка S фигурируетъ во всѣхъ Sn , а слѣдовательно она 
должна быть точкой каждой области по крайней мѣрѣ одного изъ 
рядовъ {Pn } и { Qn }; она должна поэтому войти по крайней мѣрѣ 
въ одну изъ областей P  или Q, и — слѣдовательно— она будетъ точкой 
области M (Р , Q); такимъ образомъ S =  M (Р , Q), что доказываетъ 
теорему для обобщенныхъ областей.

Для областей обыкновенныхъ, когда P n и Qn задаются сплошными 
интервалами, область M (Pn , Qn ) =  Sn будетъ обладать тѣмъ же свой- 
ствомъ; дѣйствительно: она составится во первыхъ— изъ интерваловъ 
P n и Qnf которые не имѣютъ общихъ точекъ, во вторыхъ— изъ интер
валовъ одной области, продолженных!» интервалами другой, если та
ковые интервалы частью налагаются другъ на друга, и наконецъ 
въ  третьихъ — изъ интерваловъ одной изъ Pn или Qn , на которые 
налагаются цѣликомъ равные или меньшіе интервалы другой области; 
смежные интервалы при этомъ окажутся на положеніи независимыхъ 
другъ отъ друга, такъ какъ ихъ общая граница не входитъ ни въ 
одну изъ областей Pn и Qn ; а если Sn задается сплошными интерва
лами, S будетъ обыкновенная внутренняя предѣльная область.

В „Если P  и Q — обобщенныя или обыкновенный внѣшнія пре- 
дѣльныя области, то D (Р, Q) и M (Р, Q) будутъ также областями 
соотвѣтственнаго рода“.

O O  OO

По условію для P  =  M ( P n ) и Q =  M( Qn ) мы имѣемъ
г 1

P n + 1 = = M ( P n ), Qn+1 —  M (Qn ), (3)

при чемъ за областями R n , Sn пусть сохраняется прежнее значеніе.
а. К аж дая точка Rn входитъ одновременно въ P n и Qn , она 

войдетъ, въ силу (3), въ Рм+1 и Qn+1 и -  слѣдовательно —въ Rn^ 1 ;
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такимъ образомъ R n I l = M ( R n )7 и R =  M ( R n ) есть внѣш няя пре-
‘ 1

дѣльная область. Каждая точка D (Р , Q) входитъ во всѣ области Pn для 
п > щ  и во всѣ Qn для п > п 2, для п , большаго или равнаго большему 
изъ чиселъ щ  и п 2, эта точка войдетъ тогда одновременно въ Pn и 
Qn и — слѣдовательно — въ Rn7 а въ такомъ случаѣ она появится и 
въ R; обратно: каждая точка R появляется во всѣхъ R n для п > п 0: 
слѣдователъно она будетъ входить при томъ же условіи въ P n и Q 
одновременно, а въ такомъ случаѣ она окажется въ P и Q и въ 
D(P,  Q); итакъ R D (Р, Q); этимъ доказана теорема для обобщенной 
внѣшней предѣльной области; что же касается области обыкновенной 
то для нея P n и Qn , а слѣдовательно — въ силу D 160° — и R n будутъ 
замкнуты, вслѣдствіе чего R будетъ обыкновеннымъ внѣшнимъ предѣль- 
нымъ рядомъ

Ь. К аж дая точка Sn принадлежите по крайней мѣрѣ одной изъ 
областей P n и Qn ; она входитъ поэтому по крайней мѣрѣ въ одну

изъ Pn jfl или Qn jfl и, слѣдовательно, въ Sn j f l ; такимъ образомъ
O O

Sn i ! = M ( S n ) 7 и S =  M (Sn ) есть внѣш няя предѣльная область.
' 1
Каж дая точка M ( P 7 Q) принадлежите по крайней мѣрѣ одной изъ 

областей Р, Q и, слѣдовательно, областямъ P n или Qn по крайней 
мѣрѣ одного изъ рядовъ [Pn J или {Qn J для п  >  п 0] для такихъ 
значеній п  она входитъ въ Sn и —слѣдовательно— въ S; съ другой 
стороны — каж дая точка S появляется во всѣхъ Sn для п  >  п 0] для 
тѣхъ же значеній п  она появится тогда по крайней мѣрѣ въ одной 
изъ областей P n и Qn , и въ силу этого по крайней мѣрѣ въ одной 
изъ областей Р, 1) и —слѣдовательно — въ M (Р, Q). Такимъ образомъ 
мы находимъ, что S =  Mf P ,  Q),  и теорема для обобщенныхъ областей 
P h Q  доказана. Въ случаѣ областей обыкновенныхъ, Pn и Qn и, 
слѣдовательно, Sn — замкнуты, а въ такомъ случаѣ внѣш няя предѣль- 
ная область S будетъ обыкновенна.

Изъ теоремъ А и В непосредственно слѣдуетъ:
C. „Если P и Q — обобщенный или обыкновенный внутреннія или 

внѣшнія предѣльныя области безъ общихъ точекъ, то P + Q  есть область 
соотвѣтственнаго рода“,
такъ какъ  въ этомъ случаѣ P +  Q =  M (Р, Q); и далѣе

D. .Если Р, Q, R , . . . , U — конечный рядъ обобщенныхъ или 
обыкновенных!, внутреннихъ .или внѣшнихъ предѣльныхъ областей 
безъ общихъ точекъ, то P + Q 1+  R +  . . . + U  есть область соотвѣт- 
ственнаго рода“.

  224 —
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Отмѣтимъ еще между прочимъ, что на вопросъ Schoenflies а 1) 
Hobson2) отвѣчаетъ отрицательно, приводя примѣръ области Р, состоя-

Vщей изъ суммы конечнаго числа частей / P i , расположенныхъ на

смежныхъ интервалахъ {X i }, при чемъ на однихъ интервалахъ P i пер
вой. а на другихъ — второй категории

164. Въ 1° мы говорили8), что родоначальникомъ современной 
теоріи  областей нужно признать Bolzano; но Kasner  въ 1905 году 
о тм ѣ ти лъ 4) ф актъ чрезвычайной важности, что эта честь принадлежитъ 
Galileo Galilei; именно— въ ,,Discorsi е dimostrazioni matematiche“, издан- 
ныхъ въ 1638 г . 5), приведенъ разговоръ между тремя собесѣдниками 
о непрерывности и дѣлимости; при этомъ одинъ изъ собесѣдниковъ 
Simplicio  говоритъ, что, допуская безконечную дѣлимость, мы должны 
допустить, что одна безконечность можетъ быть больше другой, такъ 
какъ  длинный отрѣзокъ заклю чаетъ въ себѣ больше точекъ, чѣмъ 
короткій; по мнѣнію Salviati (автора) затрудненіе возникаетъ здѣсь 
благодаря тому, что мы, изслѣдуя своимъ конечнымъ умомъ без
конечность, приписываемъ ей свойства, выводимыя нами изъ конечнаго 
и ограниченна™ ; а это не справедливо, ибо свойства ,,больше“ , 
,,меньш е“ , ,,равно“ не приложимы къ  безконечности, такъ  какъ  
нельзя говорить о большихъ, меньшихъ и равныхъ безконечностяхъ. 
Salviati приводитъ затѣмъ примѣръ чиселъ натуральна™  ряда и ихъ 
квадратовъ, которые въ ряду чиселъ съ удаленіемъ отъ начала 
ветрѣчаю тся все рѣж е и рѣж е, но которые могутъ быть взаимно 
однозначно отнесены къ числамъ натуральнаго ряда.

Такимъ образомъ Galileo Galilei, приходя здѣсь къ  основнымъ 
идеямъ современной теоріи областей, еще не рѣш ается оперировать 
съ безконечностями и даже отвергаетъ  возможность такихъ операцій; 
этому едва ли можно удивляться, если вспомнить, что и Cantor не 
сразу рѣш ился на опубликованіе результатовъ своихъ изслѣдованій6).

165. Въ 1905 г. теорема BoreVя привлекла вниманіе JRiesz9 с о 

о б щ и в ш е г о 1) для нея доказательство, по словам ъ8) BoreVn9 почти

9  Cm. выше стр. 61.
2) P ro ce e d . (2 ) 2, р. 326 .

3)  Стр. 2.

9  B u ll,  of the A m . M a th . Soc., X I ,  p. 499.

5) Cm. также O stw ald  K la s s ik e r ,  № 11, S. 29.

9  M . A ., 1 7 , S. 358 .

9  C. R .,  C X L ,  p. 224.

9  ib . p. 298.
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тож ественное съ доказательствомъ LebesgiiVa1)] о другомъ, не болѣе 
ііростомъ въ сравненіи съ послѣднимъ, но въ извѣстномъ отношеніи 
интересномъ доказательств! сообщ илъ2) ѣогеѴю  письмомъ Baire: 

К аж дая точка х  основного интервала (0, 1) леж итъ внутри ц !л аго  
ряда { (схх , f + ) }  интерваловъ BoreVя; если Ifix есть наименьшее изъ 
чиселъ X  — Cix , $х — X 1 и если мы опред!лим ъ s^ =  oGr Iix1 то для 
точки X  будетъ существовать или по крайней м ! р !  одинъ интервалъ, 
ближ айш ая къ  х  граница котораго будетъ удалена отъ х  на разстоя- 
ніе равное гХ1 или-ж е — рядъ интерваловъ съ ближайшей границей 
на разстояніи, превышающемъ гх — к  при произвольномъ маломъ 
к; Zx  является такимъ образомъ функціей х  и, очевидно, будетъ 
сверхъ того непрерывной функціей.

Если мы для интервала (0, 1) найдемъ T1 — uGr ех , то T1 =  г  для 
н !которой  опред!ленной точки X q , и сл!довательно Ti отлична отъ 0. 
При 0 <  Yj' <  Tj для каждой точки х  можетъ быть указанъ интер
валъ Ix  съ удаленіемъ ближайшей границы отъ X 1 болынимъ ч!мч> тф; 
а изъ ряда { Ix } можно выбрать конечное число интерваловъ Ixr  
удовлетворяющихъ теорем ! BoreVя.

166. Въ с т ат ь ! L ennesh i  посвящ енной „Heine-BoreVeeouu теорем ! 
для трехм !рнаго  пространства, авторъ приводите ,,теорему непре
рывности“ 4), которая для линейныхъ областей можетъ быть выражена 
такъ:

,,Если каж дая точка х  замкнутой ограниченной области P  леж итъ
внутри по крайней м ! р !  одного интервала области интерваловъ { I J ,
то сущ ествуете такое положительное число 8, что каждый интервалъ 
f  О Q n
у х --------9- ,  X  +  J  будетъ леж ать ц!ликом ъ внутри по крайней м ! р !
одного изъ интерваловъ { / } “ .

Авторъ говоритъ, что на эту теорему наталкивались въ посл!дній
годъ многія лица, и что теорема, приведенная Lennes1 можетъ быть
отчасти внуш ена Bolza; для линейной области пользовался ею Wed- 
derburn1 но въ печати она еще не появлялась.

1)  Cm. выше 2 7 ° , стр.. 39.

2) C. K., CXL, р. 299.
3) B u ll,  o f th e  A m e r. M ath . Soc., 12, p. 397, M a y  1906.
4) Н азва н іе , предложенное ѴеЫеп’омъ; ib . p. 398.
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У ч е н іѳ  о  м ъ р ъ о б л а с т и .

167. Пусть точечная область Г состоитъ изъ всѣхъ точекъ ряда 

сплошныхъ замкнутыхъ и не налагаю щ ихся другъ на друга интерва
ловъ 1J { Xi }, число которыхъ можетъ быть конечно или счетно; пусть 

еще длина основного интервала L, на которомъ располагаю тся интер

валы X i , конечна и равна /; тогда X1 - X 0 будетъ называться 

м ѣ р о й  о б л а с т и  Г.

Пусть затѣмъ всѣ или нѣсколько интерваловъ {X1 } будутъ от

крыты; назовемъ { X1- J такой рядъ  интерваловъ въ отличіе отъ замкну

тыхъ интерваловъ {Хг- }, и область соотвѣтствующихъ точекъ назо

вемъ Г (1); пусть Г — та область, которая получается отъ присоедине-
г

н ія  к ъ  Га) всѣхъ невходящ ихъ въ {Xi } границъ интерваловъ; тогда 
Г M ( P n ) .

/
Съ другой стороны построимъ внутри каждаго интервала Xi интер- 

// // 
валъ X1- съ такимъ разсчетомъ, чтобы было X - — X1- =  г Xi , гдѣ е—нѣ-

которое малое положительное число; тогда получается рядъ  замкну

тыхъ сплошныхъ интерваловъ {Xi }, для которыхъ 2  N  —  с 1 — £)
и всѣ точки которыхъ леж атъ  внутри соотвѣтствующихъ интерва- 

/ — 
ловъ X1- и Xi , такъ  что, если назвать Г — область этихъ точекъ, то
Г =  D (Г (1)).

Мы строимъ такимъ образомъ для Г (1) двѣ области Г и Г, внѣшнюю 
и внутреннюю, изъ которыхъ одна обнимаетъ собой Г (1), а другая 
является ея  частью, и вдобавокъ— такія, что ихъ мѣрами будутъ со- 
отвѣтственно X0 и ( 1 — г) X0; въ виду того обстоятельства, что г мо
ж етъ  быть взято произвольно малымъ, и что вслѣдствіе этого мѣра

Г Л А В А  IV.

9  Т а к іе  и н тер в ал ы — о ч ев и д н о — б у д у т ъ  н е  см еж ны .
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указанной внѣшней области произвольно мало отличается отъ мѣры 
внутренней области, мы опредѣляемъ для области Г (1) мѣру Z(0} какъ

uGr X0 =  Ii0 =  oGr (I  — е) X0, 

т. е., такъ  какъ  X0 здѣсь постоянна,

 ̂= OGr(I-S)X0 = X0.
К ъ только что выведенному результату мы могли бы придти дру- 

гимъ путемъ, разсуж дая такъ: длина интервала Xi , будутъ ли его 
границы включены въ область его точекъ или нѣтъ, окаж ется одна и

V лта-же; слѣдовательно будетъ одно и то-же и значеніе /  Xi въ  обоихъ

предположеніяхъ; но— на наш ъ взгляд ъ — такое разсужденіе было бы 
не вполнѣ строгимъ: оно уже въ самомъ началѣ дѣлало бы пред- 
положеніе, что возможно пожертвовать счетнымъ рядомъ точекъ, не 
измѣняя значенія мѣры точечной области, предположеніе, которое 
далеко не можетъ считаться безсиорнымъ; поэтому мы и миновали 
этотъ не вполнѣ строгій пріемъ опредѣленія.

Изъ предыдущаго елѣдуетъ:
A. ,,Мѣра области точекъ, опредѣляемой рядомъ сплошныхъ ин

терваловъ, останется одна и та-же, будутъ ли отдѣльные или даже 
всѣ интервалы замкнуты или н ѣ тъ “ .

168. Установивъ такимъ образомъ мѣру M (Г) области Г, заданной 
рядомъ сплошныхъ интерваловъ, безразлично— замкнутыхъ или откры
тыхъ, мы переходимъ теперь къ  дополнительной области G =  L — Г, 
которая, вообще говоря, изъ сплошныхъ интерваловъ не состоишь; 
для нея мы опредѣляемъ м ѣ ру I01 полагая I0 =  I — X0; если бы G со
стояла, такж е какъ  и Г, изъ точекъ сплошныхъ интерваловъ, для 
нея  послѣднее опредѣленіе совпадало бы съ опредѣленіемъ 167°.

Если всѣ интервалы { Xi } области Г открыты, G является замкну
той областью; если всѣ Xi замкнуты, G есть область внѣш нихъ точекъ 
соотвѣтствующей замкнутой области; въ  общемъ случаѣ G, включая 
всѣ внѣш нія точки, будетъ имѣть въ своемъ состав+ еще D (Q),  гдѣ 
Q— область границъ интерваловъ Xi .

И зъ такого оиредѣленія мѣры точечной области, какъ  слѣдствіе 
теоремы А, мы им+емъ прежде всего:

B. ,,Мѣра замкнутой области равна мѣрѣ какъ области вн+ш нихъ 
точекъ ряда ея свободныхъ интерваловъ, такъ  и иромежуточныхъ 
областей, отличающ ихся отъ послѣдней на конечное или счетное 
число границъ“ .



Таковы исходныя положенія, которыя должны быть положены въ 
основаніе всего ученія о мѣрѣ; изъ такого опредѣленія мѣры, которое 
надо признать самымъ простымъ и естеетвеннымъ, развивается вся 
дальнѣйнгая теорія измѣренія областей.

169. Для мѣры I 0 замкнутой области P  мы имѣемъ рядъ теоремъ:
C. ,,Мѣрэ замкнутой области не можетъ превышать длины основ

ного интервала“ .
Если замкнутая область P  часто разсѣяна, то P  =  L, и M (P )  =  I ; 

если же она рѣдко разсѣяна, то для нея сумма свободныхъ интерва-
\ і

ловъ /  I i >  0 , и слѣдовательно M (P )  =  I — /  Xi <  I.

D. ,,Всѣ точки замкнутой области могутъ быть включены въ конеч
ный рядъ  интерваловъ съ  мѣрой Z0 +  г, произвольно близкой къ  I0 11).

E. ,,Если основной интервалъ Z раздѣлить на конечное число т

частей { Х9-г)} и взять сумму У  — Kn Т+ ХЪ интерваловъ, граница

ми и внутренними точками которыхъ служатъ точки области Р, то, 
при безконечно возрастающ емъ т,  U m X m =  I0“ 2).

F. ,,Если около каждой точки х  области P  построить конечный 
интервалъ одной и той же длины г, то сумма покрытыхъ этими 
интервалами частей L стремится, при убываніи г, къ предѣлу Z0“ 8).

G. ,,Мѣра Z0 служитъ такимъ предѣломъ и въ томъ случаѣ, когда 
эти интервалы ( х  — Sa., х - \~ гх ) будутъ различны для различныхъ 
точекъ области“ 4).

Въ теоремахъ F и G мы разсматриваемъ — очевидно — данную 
замкнутую область P  какъ  обыкновенную внутреннюю предѣльную 
область.

И зъ предыдущихъ теоремъ слѣдуетъ, что, когда идетъ рѣчь о 
замкнутой области, всѣ извѣстныя до сихъ поръ опредѣленія мѣры 
области даютъ одинъ и тотъ же результатъ; различіе между ними 
начинается только съ той минуты, когда мы переходимъ къ областямъ 
незамкнутымъ.

H. ,,Если G 1, G 2 — замкнутый области безъ общихъ точекъ, то

M ( G i +  Ga) =  M  ( G l ) +  M  (G a )“ .

Это слѣдуетъ изт* теоремы В 160°; отсюда непосредственно выте- 
каетъ  далѣе:
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1J Cm. выше— HamacJc1 2 6 °, стр. 2 7; Osgood1 3 4 °, стр. 52; Yonng1 5 0°, стр., 90.

2) Cm. выше Stolz1 19 °, стр. 26.

3) Cm. выше— теорема Q Youngyа, 5 0 °, стр. 9 1; Cantor1 1 7 ° , стр. 23.

4) Cm.— теорема E  Lindclofa1 4 2°, стр. 70.
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щ и х ъ  т о ч е к ъ ,  т о  M j G i  j  =  N  M { G i

i I
Е с л и  ч и с л о  с л а г а е м ы х ъ  о б л а с т е й  б е з к о н е ч н о  в е л и к о ,  т е о р е м а ,  б е з ъ  

н о в ы х ъ  о п р е д ѣ л е и і й ,  т е р я е т ъ  с и л у ,  т а к ъ  к а к ъ  т о г д а  о б л а с т ь - с у м м а  

п е р е с т а е т ъ  б ы т ь  з а м к н у т о й .

J .  , , М ѣ р а  о д н о й  и з ъ  з а м к н у т ы х ъ  о б л а с т е й  G 1  и  G 2  б е з ъ  о б щ и х ъ  

т о ч е к ъ  н е  м о ж е т ъ  п р е в ы ш а т ь  с у м м ы  с в о б о д н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  д р у г о й  

о б л а с т и “ .

К а к ъ  м ы  в и д ѣ л и 1 ) ,  к а ж д а я  и з ъ  G 1 ,  G 2  р а с п о л а г а ю т с я  н а  к о н е ч п о м ъ  

ч и с л ѣ  с в о б о д н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  д р у г о й  о б л а с т и ;  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  о б -
I i  /

л а с т ь  G 2  л е ж и т ъ  н а  и н т е р в а л а х ъ  X w i i ,  ,  X m j , р я д а  с в о б о д н ы х ъ
/

и н т е р в а л о в ъ  {  X i }  о б л а с т и  G 1  и  р а з б и в а е т с я  п о э т о м у  н а  к  з а м к н у т ы х ъ
  I

о б л а с т е й  G 2 ^ ;  с о г л а с н о  т е о р е м ѣ  С ,  M  ( G 2 ^ )  <  и  п о э т о м у — в ъ  с в я з и  

с ъ  т е о р е м о й  I  —
Jc Tc с о

M ( G 2 ) =  V  М ( в „ )  z  ц  <

3=1  1

т о ж е  о т н о с и т с я  и  к ъ  о б л а с т и  G 1 .

Е с л и  Г ] — д о п о л н и т е л ь н а я  д л я  G 1  о б л а с т ь ,  т о  о н а  с о с т о и т ъ  и з ъ  

в н у т р е н н и х ъ  т о ч е к ъ  р я д а  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  { X t } ;  и м ѣ я  э т о  в ъ  

в и д у ,  м о ж н о  п е р е ф р а з и р о в а т ь  т е о р е м у  J  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ :

К .  „ Е с л и  з а м к н у т а я  о б л а с т ь  G 2  с о с т о и т ъ  и з ъ  в н у т р е н н и х ъ  т о ч е к ъ  

р я д а  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  { X i } ,  т о  M ( G 2 )  н е  м о ж е т ъ  п р е в ы ш а т ь

170. И м ѣ я  в ъ  в и д у  т е о р е м ы  А  и  В ,  к а к ъ  о б л а с т и ,  з а д а н н ы й  

с п л о ш н ы м и  з а м к н у т ы м и  и л и  о т к р ы т ы м и  и н т е р в а л а м и ,  т а к ъ  и  и х ъ  д о п о л 

н и т е л ь н ы й  м ы  б у д е м ъ  н а з ы в а т ь  п е р в и ч н ы м и ;  м ѣ р а  и х ъ  о п р е д ѣ л я е т с я  

и л и  к а к ъ  с у м м а  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  и л и  к а к ъ  д о п о л н е н і е  э т о й  

с у м м ы  д о  д л и н ы  о с н о в н о г о  и н т е р в а л а ;  м ѣ р а  о б л а с т и ,  н е  п р и н а д л е 

ж а щ е й  к ъ  п е р в и ч н ы м ъ ,  б у д е т ъ  в ъ  с в о е м ъ  о п р е д ѣ л е н і и  о п и р а т ь с я  н а  

м ѣ р у  п е р в и ч н ы х ъ  о б л а с т е й ,  к а к ъ  э т о  м ы  у в и д и м ъ  н и ж е ;  т е п е р ь  ж е  

м ы  п р и в е д е м ъ  н е о б х о д и м у ю  д л я  д а л ь н ѣ й ш а г о  и з л о ж е н і я  т е о р е м у :

L .  „ Е с л и  G  и  H — д в ѣ  п е р в и ч н ы я  о б л а с т и ,  и з ъ  к о т о р ы х ъ  G  =  D  ( H ) 1  

т о  M  ( G )  ^  Ж  ( Н ) “ .

1J Cm. В 160°.
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Разберемъ отдѣльно каждый изъ возможныхъ случаевъ:
а. Если G h H  задаются рядомъ сплошныхъ интерваловъ {Хг-} и 

{ I i }, при чемъ по условію интервалы X- должны быть расположены

Ь. Если ни одна изъ G и H не задается сплошными интер
валами, и если G , H — соотвѣтственныя замкнутыя области, то — со
гласно теоремѣ В 168°— M ( G )  =  M ( G ) ,  M ( H ) = M ( H ) .  Т акъ  какъ 
G =  D ( H ) ,  то должна быть G =  D ( H ) ;  дѣйствительно: каж дая точка 
G есть вмѣстѣ съ тѣмъ точка Н; слѣдовательно— каж дая предѣльная 
точка G войдетъ въ составъ Н , такъ  что G окаж ется D ( H ) .  Если 
[Xi J и [ I i ] свободные интервалы соотвѣтственно G и Н, то — оче
ви дно— всѣ I i  будутъ вмѣстѣ съ тѣмъ свободными отъ точекъ G, такъ

что УX1->  /  I i ,и слѣдовательно M  (G ) <  M  (H ), и вмѣстѣ с ъ  тѣмъ

с .  П у с т ь  н а к о н е ц ъ  H  с о с т о и т ъ  и з ъ  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  {  } ,  а

в ъ  с о с т а в ѣ  G т а к и х ъ  и н т е р в а л о в ъ  н ѣ т ъ ;  п у с т ь  с н а ч а л а  G — з а м к н у т а я  

о б л а с т ь ,  и  ( X i ) — е я  с в о б о д н ы е  и н т е р в а л ы ;  м ы  д о л ж н ы  д о к а з а т ь

неравенство M ( G ) < M ( H ) ,  т. е. I — I i , или наконецъ

т о г д а ,  к а к ъ  и з в ѣ с т н о ' ) ,  в н ѣ  и н т е р в а л о в ъ  { X 4 - ,  I 1 }  н а х о д и т с я  н е 

с ч е т н а я  о б л а с т ь  т о ч е к ъ  { S } .  Е с л и  э т и  т о ч к и  л е ж а т ъ  в н ѣ  и н т е р 

в а л о в ъ  { Xt- } ,  т о  о н ѣ  д о л ж н ы  в х о д и т ь  в ъ  с о с т а в ъ  з а м к н у т о й  о б л а с т и  

L  —  j  Xi }  =  G  и  с л ѣ д о в а т е л ь н о  в ъ  с о с т а в ъ  Н ,  т а к ъ  к а к ъ  G  =  D  ( H ) ;  

е с л и  б ы  т о ч к и  { ; }  б ы л и  т о л ь к о  г р а н и ц а м и  и н т е р в а л о в ъ  I i ,  т о  о н ѣ  

б ы л и  б ы  с ч е т н ы ;  а  т а к ъ  к а к ъ  о б л а с т ь  { $ }  н е с ч е т н а ,  т о  н е с ч е т н о е  

ч и с л о  т о ч е к ъ  £  д о л ж н о  л е ж а т ь  в н у т р и  и н т е р в а л о в ъ  { % } ,  ч т о  п р о т и в н о  

о п р е д ѣ л е н і ю  о б л а с т и  |  ;  j .

А н а л о г и ч н о е  м ы  п о л у ч и м ъ ,  е с л и  G  е с т ь  о б л а с т ь  в н ѣ ш н и х ъ  т о ч е к ъ  

з а м к н у т о й  о б л а с т и  G  с ъ  с в о б о д н ы м и  и н т е р в а л а м и  { X i } ;  з д ѣ с ь ,  п о  

о п р е д ѣ л е н і ю  G ,  о б л а с т ь  G  —  G  с о с т о и т ъ  и з ъ  г р а н и ц ъ  и н т е р в а л о в ъ  

{ X i }  и  б у д е т ъ  в с е г д а  с ч е т н а .  К а к ъ  и  в ы ш е ,  м ы  д о л ж н ы  д о к а з а т ь  

н е р а в е н с т в о

на интервалахъ I i , ясно, что ^  Xi <  ^  Zi , и теорема доказана.

M  (G ) <  M  (H ).

д о п у с т и м ъ ,  ч т о  э т о  н е  т а к ъ ,  ч т о  н а п р о т и в ъ  т о г о

1J Cm. 28°, стр. 40.
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M ( G )  =  M ( G )  =  I  —  У  K <  Уh

п р е д п о л а г а я  о п я т ь

к <  к

м ы  б у д е м ъ  и м ѣ т ь  н е с ч е т н у ю  о б л а с т ь  |  S } ,  л е ж а щ у ю  в н ѣ  и н т е р в а л о в ъ  

{ X 1 - ,  I i } ;  т а к ъ  к а к ъ  т о ч к и  { 8 }  л е ж а т ъ  в  н ѣ  { X +  о н ѣ  д о л ж н ы  в х о д и т ь  

в ъ  G  и  с л ѣ д о в а т е л ь н о  в ъ  G  =  D ( H ) ,  т а к ъ  к а к ъ  о б л а с т ь  G  —  G  

с ч е т н а ;  н е с ч е т н а я  ч а с т ь  о б л а с т и  |  E } ,  в х о д я щ а я  в ъ  Н ,  д о л ж н а  в м ѣ с т ѣ  

с ъ  т ѣ м ъ  с о с т а в л я т ь с я  и з ъ  в н у т р е н н и х ъ  т о ч е к ъ  и н т е р в а л о в ъ  { к } ,  ч е г о  

б ы т ь  н е  м о ж е т ъ .

Т а к ъ  к а к ъ  п р е д п о л о ж е н і е ,  ч т о  G  с о с т о и т ъ  и з ъ  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р 

в а л о в ъ ,  a  H  в ъ  с в о е м ъ  с о с т а в +  т а к и х ъ  и н т е р в а л о в ъ  н е  и м ѣ е т ъ ,  н е  

д о п у с т и м о  п о  с у щ е с т в у ,  т о  т р и  и з с л ѣ д о в а н н ы х ъ  с л у ч а я  и е ч е р п ы в а ю т ъ  

в с ѣ  в о з м о ж н о с т и ,  и  т е о р е м а  я в л я е т с я  у с т а н о в л е н н о й .

171. П е р в и ч н ы я  о б л а с т и ,  к р о м ѣ  з а м к н у т о й  и  р я д а  к о н е ч н а г о  

ч и с л а  з а м к н у т ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  п р и н а д л е ж а т ь  к ъ  о т к р ы т ы м ъ  о б л а 

с т я м ъ ;  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  м ѣ р а  о п р е д ѣ л я е т с я  в н а ч а л ѣ  д л я  н ѣ к о т о р ы х ъ  

ч а с т н ы х ъ  с л у ч а е в ъ  о б л а с т е й  э т о г о  р о д а .  Е с л и  м ы  п о ж е л а е м ъ  о т ъ  

э т и х ъ  ч а с т н ы х ъ  с л у ч а е в ъ  п е р е й т и  к ъ  о б щ е м у ,  н а м ъ  п р и д е т с я  в в е с т и  

н о в ы я  о п р е д ѣ л е н і я ,  я в л я ю щ і я с я  р а з в и т і е м ъ  т ѣ х ъ  и д е й ,  к о т о р ы м и  м ы  

п о л ь з о в а л и с ь  у ж е  в ъ  1 6 7 ° .

Е с л и  о т к р ы т а я  о б л а с т ь  Q  н е  п р и н а д л е ж и т е  к ъ  ч и с л у  п е р в и ч -  

н ы х ъ ,  м ы  м о ж е м ъ  с о с т а в и т ь  п е р в и ч н ы я  о б л а с т и  —  с ъ  о д н о й  с т о р о 

н ы  P  =  D  ( Q ) ,  я в л я ю щ і я с я  д ѣ л и т е л я м и  Q ,  и  с ъ  д р у г о й  с т о р о н ы  

R  =  M ( Q ) ,  о б н и м а ю щ і я  с о б о й  Q ;  о б л а с т ь  P  м ы  б у д е м ъ  н а з ы в а т ь  

в н у т р е н н е й  и  R  —  в т ы и н е й  п е р в и ч н о й  о б л а с т ь ю ;  т а к ъ  к а к ъ  п о  у с л о в і ю  

о к а з ы в а е т с я  P  =  D  ( R ) ,  т о — в ъ  с и л у  т е о р е м ы  L  —

M  ( P R  M  ( R ) .  ( 1 )

С т р о я  в с е в о з м о ж н ы м и  с п о с о б а м и  в н у т р е н н і я  и  в н ѣ ш н і я  о б л а с т и  

P  и  R ,  м ы  п о л у ч и м ъ  р а з л и ч н ы я  з н а ч е н і я  M ( P )  и  M ( R ) ;  м ы  н а з ы в а -  

е м ъ  с о о т в ѣ т с т в е н н о  в н у т р е н н е й  и  в н ѣ г и н е й  м ѣ р о й  о б л а с т и  P

oGr M  ( P )  =  M j ( Q ) ,  uGr M  ( R )  =  M e ( Q ) .

И з ъ  ( 1 )  с л ѣ д у е т ъ ,  ч т о  oGr M ( P )  <  uGr M ( R ) ,  т .  е .  д л я  в с я к о й  
о б л а с т и

Mj (Q) <  Me (Q). (2)



В ъ  т о м ъ  с л у ч а ѣ ,  к о г д а  о б ѣ  э т и  г р а н и ц ы  с о в п а д а ю т ъ ,  о б щ е е  и х ъ  

з н а ч е н і е  о п р е д ѣ л я е т с я  к а к ъ  м ѣ р а  о т к р ы т о й  о б л а с т и

u G r  M ( P )  =  M  ( Q )  =  o G r  M ( R ) ,

и  о б л а с т и ,  о б л а д а ю щ і я  э т и м ъ  с в о й с т в о м ъ ,  н а з ы в а ю т с я  и з м ѣ р и м ы м и .

Т е п е р ь  в о з н и к а е т ъ  в о п р о с ъ ,  к а к и м и  ж е  с о о б р а ж е н і я м и  р у к о в о д 

с т в о в а т ь с я  п р и  п о с т р о е н и и  о б л а с т е й  P h R ?  Т а к ъ  к а к ъ  к а ж д а я  и з ъ  

н и х ъ  е с т ь  п р е ж д е  в с е г о  о б л а с т ь  п е р в и ч н а я ,  т о  н а д о  и з с л ѣ д о в а т ь ,  

к а к і я  и м е н н о  и з ъ  о б л а с т е й  э т о г о  р о д а  д о ж н ы  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  

д л я  п о с т р о е н і я  в н у т р е н н е й  о б л а с т и  P  и  к а к і я  д л я  о б л а с т и  R ?  

Н а ч н е м ъ  с ъ  о б л а с т и  Р ,  к о т о р а я ,  б у д у ч и  п е р в и ч н о й ,  д о л ж н а  в х о д и т ь  в ъ  

с о с т а в ъ  Q .

О б л а с т ь  Q ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  н е  з а к л ю ч а е т ъ  в ъ  с в о е м ъ  с о с т а в +  

с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ;  с л ѣ д о в а т е л ь н о  д л я  P  м о ж н о  в з я т ь  т о л ь к о  

и л и  з а м к н у т ы й  о б л а с т и ,  я в л я ю щ і я с я  ч а с т я м и  Q ,  и л и  в н ѣ ш н і я  т о ч к и  

т а к и х ъ  о б л а с т е й ;  м ѣ р а  т ѣ х ъ  и  д р у г и х ъ — с о г л а с н о  т е о р е м +  R — о д н а  и  

т а - ж е ,  н о  з а м к н у т ы й  о б л а с т и ,  к а к ъ  б о л ѣ е  б о г а т ы я  т о ч к а м и ,  м е н + е  

о т л и ч а ю т с я  о т ъ  о б л а с т и  Q ;  п о э т о м у  е с т е с т в е н н о  б р а т ь ,  к а к ъ  о б л а с т и  

Р ,  з а к л ю ч а ю щ і я с я  в ъ  Q  з а м к н у т ы й  о б л а с т и .  Э т о  р ѣ ш е н і е  н е  н а н о с и т ь  

у щ е р б а  о б щ н о с т и  и  в ъ  т о м ъ  е л у ч а + ,  к о г д а  о б л а с т ь  Q — с м ѣ ш а н н а я ,  

т .  е .  с о с т о и т ъ  в о  п е р в ы х ъ — - и з ъ  р я д а  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  и  в о  

в т о р ы х ъ — и з ъ  т о ч е ч н о й  ч а с т и ,  р а с п о л о ж е н н о й  н а  д р у г о м ъ  р я д +  и н 

т е р в а л о в ъ ;  и  в ъ  э т о м ъ  с л у ч а ѣ  з а м к н у т ы й  о б л а с т и  я в л я ю т с я  н а и б о л ѣ е  

у д о б н ы м и  и  б о л + е  б л и з к и м и  п о  с в о е м у  с о с т а в у  к ъ  о б л а с т и  Q ;  э т и  

з а м к н у т ы й  о б л а с т и  б у д у т ъ  с о с т о я т ь  з д + с ь  с ъ  о д н о й  с т о р о н ы — и з ъ  

к о н е ч н а г о  р я д а  з а к р ы т ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  и  с ъ  д р у г о й — и з ъ  с у м м ы  

к о н е ч н а г о  ч и с л а  з а м к н у т ы х ъ  о б л а с т е й ,  р а с п о л о ж е н н ы х ъ  к а ж д а я  н а  

о д н о м ъ  и з ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  д о п о л н и т е л ь н ы х ъ  п о  о т н о ш е н і ю  к ъ  п е р в ы м ъ  

и н т е р в а л а м ъ .

Д л я  п о с т р о е н і я  в н ѣ ш н е й  о б л а с т и  R  у  н а с ъ  о т к р ы в а ю т с я  д в ѣ  в о з 

м о ж н о с т и :  м ы  м о ж е м ъ  в з я т ь  о б л а с т ь  Q ,  п о л у ч а ю щ у ю с я  о т ъ  з а м ы к а н і я  

Q ,  и л и  в н + ш н і я  т о ч к и  т а к о й  о б л а с т и ,  е с л и  в ъ  с о с т а в ъ  Q  н е  в х о д и т ъ  

н и  о д н а  и з ъ  г р а н и ц ъ  с в о б о д н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  п р и  ч е м ъ  м + р ы  о б ѣ -  

и х ъ  т а к и х ъ  о б л а с т е й  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й ;  и л и  м ы  м о ж е м ъ  о к о л о  

т о ч е к ъ  Q  п о с т р о и т ь  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  { X i } .  М ѣ р а  о б л а с т и  Q  н е  п о д 

д а е т с я  и з м ѣ н е н і ю ,  и  с л ѣ д о в а т е л ь н о  е я  н и ж н я я  г р а н и ц а  е с т ь  с а м а  

M ( Q ) ;  ч т о  ж е  к а с а е т с я  м ѣ р ы  р я д а  и н т е р в а л о в ъ ,  т о ,  и з б и р а я  п о с л ѣ д н і е  

т а к ъ  и л и  и н а ч е ,  м ы  м о ж е м ъ  з н а ч и т е л ь н о  м ѣ н я т ь  е я  з н а ч е н і е .  П о э т о м у

н а м ъ  н е о б х о д и м о  с р а в н и т ь  M ( Q )  и  н и ж н ю ю  г р а н и ц у  \  X i .
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К а к ъ  м ы  в и д ѣ л и  в ъ  5 1 ° ,  и н т е р в а л ы  Xi м о г у т ъ  б ы т ь  в ъ  и з в ѣ с т н ы х ъ  

с л у ч а я х ъ  п о д б и р а е м ы  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  ч т о  и з ъ  н и х ъ  п о с л ѣ д о в а т е л ь н о  

б у д у т ъ  о т с ѣ и в а т ь с я  н е  т о л ь к о  у е д и н е н н ы я  т о ч к и  Xi ,  н е  в х о д я щ і я  в ъ  Q ,  

н о  д а ж е  и  п р е д ѣ л ь н ы я  т о ч к и  Q ,  в ъ  Q  н е  з а к л ю ч а ю щ і я с я ;  в ъ  н ѣ к о т о -  

р ы х ъ  с л у ч а я х ъ  п о с л ѣ д н і я  т о ч к и  о т с ѣ я т ь  н е л ь з я ,  н о  п е р в ы я  м о г у т ъ  б ы т ь

и с к л ю ч е н ы  в о  в с я к о м ъ  с л у ч а ѣ .  Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  u G r  Xi ,  н е  з а к л ю 

ч а я  в ъ  с е б ѣ  н и к а к и х ъ  т о ч е к ъ ,  ч у ж д ы х ъ  Q ,  м о ж е т ъ — в ъ  и з в ѣ с т н ы х ъ  

с л у ч а я х ъ — н е  з а к л ю ч а т ь  д а ж е  и  о т с у т с т в у ю щ а я  в ъ  Q  п р е д ѣ л ь н ы я

т о ч к и ;  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  я с н о ,  ч т о  u G r  ^  Xi ,  к а к ъ  м е н ѣ е ,  с р а в н и 

т е л ь н о  с ъ  Q ,  о т л и ч а ю щ а я с я  п о  с в о е м у  с о с т а в у  о т ъ  Q ,  д о л ж н а  б ы т ь  

в з я т а  з а  в н ѣ ш н ю ю  м ѣ р у  о б л а с т и .  Ч т о  т а к о е  р ѣ ш е н і е  и м ѣ е т ъ  з а  с е б я  

с е р ь е з н ы й  о с н о в а н і я ,  п о к а ж е т ъ  е щ е  х о т я  б ы  п р и м ѣ р ъ  с ч е т н о й  ч а с т о  

р а з с ѣ я н н о й  о б л а с т и ;  к а к ъ  и з в ѣ с т н о ,  д л я  н е я  и н т е р в а л ы  { X i }  м о г у т ъ

б ы т ь  п о с т р о е н ы  т а к ъ ,  ч т о  \  Xi б у д е т ъ  п р о и з в о л ь н о  м а л а ,  и  с л ѣ д о в а -

т е л ь н о  u G r  /  Xi =  0 ,  т о г д а  к а к ъ  Q  з д ѣ с ь  с о в п а д а е т е  с ъ  о с н о в н ы м ъ

и н т е р в а л о м ъ ,  и  M ( Q )  =  Z .  И т а к ъ

В н у т р е н н я я  м ѣ р а  о т к р ы т о й  о б л а с т и  Q  о п р е д ѣ л я е т с я  к а к ъ  в е р х н я я  

г р а н и ц а  м ѣ р ы  з а м к н у т ы х ъ  о б л а с т е й ,  в х о д я щ и х ъ  в ъ  Q ,  и  в н ѣ ш н я я  

м ѣ р а — к а к ъ  н и ж н я я  г р а н и ц а  м ѣ р ы  р я д а  и н т е р в а л о в ъ ,  н е с у щ и х ъ  н а  

с е б ѣ  т о ч к и  Q .

172. И з ъ  э т о г о  о п р е д ѣ л е н і я  н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т ъ  т а к о е  

- с л ѣ д с т в і е :

, , Е с л и  M i ( P )  =  a ,  M e ( P )  =  Ъ, т о  о б л а с т ь  P  з а к л ю ч а е т ъ  в ъ  с в о е м ъ  

с о с т а в ѣ  з а м к н у т ы я  ч а с т и  с ъ  м ѣ р о й  б о л ь ш е й  а  —  г  и  м о ж е т ъ  б ы т ь  

в к л ю ч е н а  в ъ  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  с ъ  м ѣ р о й  м е н ь ш е й  Ъ  +  s ' ,  г д ѣ  е ,  s ' —  

п р о и з в о л ь н о  м а л ы я  п о л о ж и т е л ь н ы й  ч и с л а “ .

И з ъ  т о г о  ж е  о п р е д ѣ л е н і я  с л ѣ д у е т ъ  д а л ѣ е ,  ч т о  д л я  з а м к н у т о й  

о б л а с т и  S  д о л ж н о  б ы т ь  M i ( S )  =  M ( S ) ,  и  —  н а  о с н о в а н і и  т е о р е м ъ  

F  и  G  1 6 9 ° — т а к ж е  M e ( S )  =  M ( S ) .

Т о ч н о  т а к ж е  д л я  о б л а с т и  Г, с о с т о я щ е й  и з ъ  т о ч е к ъ  р я д а  з а к р ы 

т ы е  и н т е р в а л о в ъ  (Xi ), Me (Г) =  M (Г); с ъ  д р у г о й  с т о р о н ы — т о ч к и
п п

р я д а  и н т е р в а л о в ъ  X Xi д а ю т ъ  з а м к н у т у ю  о б л а с т ь ,  и o G r  У  Xi =  M (Г),
I 1

такъ  что M i (P) =  M (Г ) .
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И м ѣ я  в ъ  в и д у  с о о б р а ж е н і я  1 6 7 ° ,  м ы  н а х о д и м ъ  з а т ѣ м ъ ,  ч т о  

и  д л я  о б л а с т и  Г  о п р е д ѣ л е н н о й  р я д о м ъ  п р о и з в о л ь н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ  

M i -  ( Г )  =  M  ( Г ) ;  о ч е в и д н о  т а к ж е ,  ч т о  з д ѣ с ь  M e  ( Г )  =  M  ( Г ) .

И з ъ  о п р е д ѣ л е н і я  в н ѣ ш н е й  м ѣ р ы  с л ѣ д у е т ъ  д а л ѣ е ,  ч т о  д л я  о б ы к н о 

в е н н о й  в н у т р е н н е й  л р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  G 0 ,  з а д а н н о й  о б л а с т я м и  

G n ,  м ы  и м ѣ е м ъ

M e  (G 0) S =  uGr У  =  M  ( G w ) 1  (3)
П .. .О С  -явя*

п р и  ч е м ъ  и н т е р в а л ы  X +  д о л ж н ы  б ы т ь  т ѣ ,  к о т о р ы м ъ  о б я з а н а  с в о и м ъ  

п р о и с х о ж д е н і е м ъ  о б л а с т ь  G 0 ,  т а к ъ  к а к ъ  и н а ч е  м о ж е т ъ  п о я в и т ь с я  

о б л а с т ь ,  б о л ѣ е  б о г а т а я  т о ч к а м и ,  к о т о р а я ,  в ъ  с и л у  т е о р е м ы  L ,  м о ж е т ъ  

и м ѣ т ь  б о л ь ш у ю  н и ж н ю ю  г р а н и ц у .

И з ъ  о п р е д ѣ л е н і я  в н у т р е н н е й  м ѣ р ы  в ы т е к а е т ъ ,  ч т о  д л я  о б ы к н о в е н н о й  

в н ѣ ш н е й  п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  G ,  з а д а н н о й  з а м к н у т ы м и  о б л а с т я м и  G n ,

M i - ( G )  =  o G r  M  ( G n ) . =  I i m  M  ( G n ) .  ( 4 )

Д а л ѣ е  н а м ъ  н е о б х о д и м а  л е м м а 1 )  и  т е о р е м а 2 )  Y o u n g 7а :

і = т п

Л е м м а .  , , Е с л и  A ( n ) =  { }  п р и  п р о и з в о л ь н о  в о з р а с т а ю щ е м ъ  п  е с т ь
і =  1

р я д ъ  р я д о в ъ  и н т е р в а л о в ъ  п р и  к о н е ч н ы х ъ  п р и  ч е м ъ  А ( и р 1 ) =  D  ( A n ) ,

и  u G r
П ...OO

і =  1

д л я  к о т о р о й  M  ( A 0 )  =  g “ .

М .  „ Е с л и  A n  =  { i f }  е с т ь  р я д ъ  р я д о в ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  п р и  ч е м ъ

OO

Л ( и + 1 )  =  D  ( A n ) 1  U G r  У  =  > О ,
п...CO1—1

оо

т о  с у щ е с т в у е т ъ  о б л а с т ь  G 0  =  D ( A  ) ,  д л я  к о т о р о й  ( G 0 ) = g “ .
1

И з ъ  т е о р е м ы  M  в ъ  с в я з и  с ъ  ( 3 )  с л ѣ д у е т ъ ,  ч т о  д л я  о б ы к н о в е н н о й  

в н у т р е н н е й  п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  M i ( G 0 )  =  M e ( G ) ,  т .  е .

N .  , , О б ы к н о в е н н а я  в н у т р е н н я я  п р е д ѣ л ь н а я  о б л а с т ь  и з м ѣ р и м а “ .

SN OO
V i f  =  g>  0, т о  с у щ е с т в у е т ъ  з а м к н у т а я  о б л а с т ь  A 0 =  D  ( A n ) ,

9  P ro c . (2 )  2 7 р. 18, теоремы 1 и 2.

9  ib . р. 19, теорем а 3.
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З а т ѣ м ъ  Y oung  д о к а з ы в а е т ъ  1 X  ч т о  д л я  о б ы к н о в е н н о й  в н ѣ ш н е й  

п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  M e  ( G )  =  lim  M ( G n ) ;  а  э т о  в ъ  с в я з и  с ъ  ( 4 )  д а е т ъ  

з а к л ю ч е н і е ,  ч т о  и

О .  , , О б ы к н о в е н н а я  в н ѣ ш н я я  п р е д ѣ л ь н а я  о б л а с т ь  и з м ѣ р и м а “ .

Т а к ъ  к а к ъ  о б л а с т ь  в н ѣ ш н и х ъ  т о ч е к ъ  P  р я д а  з а к р ы т ы х ъ  и н 

т е р в а л о в ъ  я в л я е т с я 2 )  ч а с т н ы м ъ  с л у ч а е м ъ  о б ы к н о в е н н о й  в н у т р е н н е й  

п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и ,  т о  д л я  н е я  —  в ъ  с и л у  т е о р е м ы  О  —  б у д е т ъ  

M e ( P )  =  M i ( P ) ;  т а к ъ  к а к ъ  т о ж е  м ы  и м ѣ л и  в ъ  1 7 2 °  д л я  з а м к н у т ы х ъ  

о б л а с т е й  и  д л я  о б л а с т е й  с п л о ш н ы х ъ  и н т е р в а л о в ъ ,  т о  м ы  м о ж е м ъ  

у т в е р ж д а т ь ,  ч т о

Р .  , , Д л я  п е р в и ч н ы х ъ  о б л а с т е й  в н у т р е н н я я  и  в н ѣ ш н я я  м ѣ р ы  е о -  

в п а д а ю т ъ  и  р а в н ы  м ѣ р ѣ  о б л а с т и “ .

H e  т р у д н о  в и д ѣ т ь ,  ч т о  в ъ  д о п о л н е н і е  к ъ  т е о р е м ѣ  L  м о ж е т ъ  б ы т ь  

д а н а  т е о р е м а

Q .  , , Е с л и  G  и  H  —  п р о и з в о л ь н ы й  о б л а с т и ,  и  G e  D ( H ) ,  т о  

M  j (G) ^  Mj ( H ) ,  M e  (G) ^  Me ( H )

Э т о  с л ѣ д у е т ъ  и з ъ  т о г о ,  ч т о  д л я  G h H  с о о т в ѣ т с т в е н н ы я  п е р в и ч 

н ы я  о б л а с т и  б у д у т ъ  с о с т а в л я т ь  п е р в ы я  — ч а с т ь  в т о р ы х ъ ;  а  о т с ю д а  

н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т ъ ,  ч т о

R .  , , Е с л и  G  и  H  —  и з м ѣ р и м ы я  о б л а с т и ,  и  G  =  D ( H ) ,  т о

M  ( G )  < !  M ( H ) “ .

В ъ  ч а с т н о с т и  м ы  м о ж е м ъ  е щ е  у т в е р ж д а т ь ,  ч т о

, , В с я к а я  с ч е т н а я  о б л а с т ь  G  и з м ѣ р и м а ,  и  е я  м ѣ р а  р а в н а  0 “ ,  

т а к ъ  к а к ъ  д л я  н е я  Me ( G )  —  0 ;  н а к о н е ц ъ

, , О б л а с т ь  и р р а ц і о н а л ь н ы х ъ  д р о б е й  и з м ѣ р и м а ,  и  е я  м ѣ р а  р а в н а  1 “ ,  

ч т о  с л ѣ д у е т ъ  и з ъ  т о г о ,  ч т о  э т и  д р о б и  с о с т а в л я ю т ъ  о б ы к н о в е н н у ю  

в н у т р е н н ю ю  п р е д ѣ л ь н у ю  о б л а с т ь  д л я  р я д а  и н т е р в а л о в ъ ,  с у м м а  к о т о 

р ы х ъ  р а в н а  1 .

173. О п р е д ѣ л е н і е  M i ( P )  и  M e ( P )  в н у т р е н н е й  и  в н ѣ ш н е й  м ѣ р ы ,  

п р и в е д е н н о е  в ы ш е ,  д а н о  н е з а в и с и м о  д р у г ъ  о т ъ  д р у г а  Lebesgue7OMb и  

Y o u n g 7OMM) ;  ч т о  о б а  о п р е д ѣ л е н і я  т о ж е с т в е н н ы  д л я  в н ѣ ш н е й  м ѣ р ы ,  

я с н о  с р а з у ;  ч т о  ж е  к а с а е т с я  д о  M i ( P ) ,  т о 4 )  в к л ю ч е н і е  д о п о л н и т е л ь 

н о й  о б л а с т и  П  в ъ  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  j  X i }  о и р е д ѣ л я е т ъ  н а  о с н о в н о м ъ

9  ib . р . 42.

2) Cm . стр . 2 1 5 ,  А  1 5 8 ° .

3 )  i b .  р. 2 8 .

4)  Cm. выше (6), ст р . G3.



и н т е р в а л !  L  з а м к н у т у ю  о б л а с т ь  Е ,  с о с т о я щ у ю  и с к л ю ч и т е л ь н о  и з ъ  

т о ч е к ъ  Р ;  п р и  в с е в о з м о ж н ы х ъ  п о д б о р а х ъ  ( X i ) ,  и м ! ю і ц и х ъ  ц ! л ь ю

н а й т и  u G r  % X - ,  м ы  б у д е м ъ  п о л у ч а т ь  н о в ы я  з а м к н у т ы я  ч а с т и  Р ,  в с е  

б о л ! е  и  б о л ! е  б о г а т ы я  т о ч к а м и  и  с л ! д о в а т е л ь н о  —  в ъ  с и л у  т е о р е м ы  

L —  с ъ  н е у м е н ь ш а ю щ е ю с я  м ! р о й ;  т а к ъ  к а к ъ  M ( E ) - Z  —  ' S  X t - ,  т о  

Z — u G r  У  Xi =  o G r  M ( E ) ,  а  э т о  и  е с т ь  M i ( P ) .

174. П о л ь з у я с ь  п о н я т і е м ъ  о  в н у т р е н н е й  м ! р ! ,  и  и м ! я  в ъ  в и д у  

D h E  1 6 0 ° ,  м ы  м о ж е м ъ  п р и в е с т и  з д ! с ь 1 )  д в !  т е о р е м ы ,  к а с а ю щ і я с я  

з а м к н у т ы х ъ  о б л а с т е й :

S. , , Е с л и  G j  и  G 2  — з а м к н у т ы ,  т о

M (G1) +  M (G2) —  31 [ D (G1, G2)] 4- M [м (G1, G2) ] “ .

Т .  „ Е с л и  G n ^ 1 = D ( G n ) ,  и  в с !  G n  з а м к н у т ы ,  т о
OO

M [D (G w)] = I

И м ! я  д ! л о  с ъ  п р о и з в о л ь н ы м и  о б л а с т я м и ,  м ы  м о ж е м ъ  у т в е р ж д а т ь ,

ч т о

U .  , , Е с л и  G  =  G 1  + G 2 ,  т о

M i  (G1 +  G2) >  31 і  (G1) +  M i (G2), 

M e (G1 +  G2) <  31 е (G1) +  M e(G2)".
П у с т ь

M i (G1) =  H1, M i (G2) =  н2, M e(G1) =  S1, 3 Ie (G2) =  S2.

а .  П р е д п о л о ж и в ъ

311 (G) =  cl <Е H1 +- н2 (1)

и  н а з в а в ъ  H1 +  п 2  —  а =  а ,  д о п у с т и м ъ  с н а ч а л а ,  ч т о  G  з а м к н у т а ;

и м ! я  в ъ  в и д у  с л ! д с т в і е  1 7 2 ° ,  м ы  м о ж е м ъ  п о д о б р а т ь  т а к і е  з а м к н у т ы е

д ! л и т е л и  G 1  и  G 2  о б л а с т е й  G 1  и  G 2 ,  ч т о  б у д е т ъ

31 ( G 1 )  =  H1 —  S1, 3 1 ( G 2 )  =  H2 г 2 , ( 2 )

гд!  к а ж д о е  и з ъ  ч и с е л ъ  S 1  и  г 2  м е н ь ш е  +*-; в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а !  д л я

з а м к н у т о й  о б л а с т и  G 1 V G 2 ,  я в л я ю щ е й с я  д ѣ л и т е л е м ъ  G i V G 2  =  G ,  

м ы — в ъ  с и л у  т е о р е м ы  L - — и м ѣ е м ъ
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1J Cm. Р гос. (2) 2, р. 24, лемма 3; ср. р. 25, теорема 2'.
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M ( G 1 )  4 -  M ( V 2 )  -  M ( G 1  4 -  G 2 )  <  M ( G )
и л и

«i - f  «2 —  (£i +  £2) <! =  «і 4 - «2 ~

о т к у д а  с л ѣ д у е т ъ ,  ч т о  B 1 4 -  £2 Z >  а >  ч т о  п р о т и в н о  п о л о ж е н і ю .

П у с т ь  т е п е р ь  G  н е з а м к н у т а ;  в о з ь м е м ъ  G  —  з а м к н у т ы й  д ѣ л и т е л ь  G  

с ъ  м ѣ р о й  а —  в , п р и  ч е м ъ  к а ж д о е  и з ъ  ч и с е л ъ  в, B 1 ,  е 2  в о з ь м е м ъ  

т е п е р ь  м е н ь ш и м ъ  .

С о г л а с н о  т е о р е м ѣ  D  1 6 0 ° ,  D  ( G ,  G 1 )  =  G 1 ,  D ( G ,  G 2 )  =  G 2 ,  а  т а к ж е  

и  G 1  4 ~  $2  б у д у т ъ  з а м к н у т ы ;  н а  о с н о в а н і и  т е о р е м ы  S  —

M [ d  ( G ,  G 1 ) ]  4 -  M [ м  ( G ,  G 1 ) ]  =  M ( G )  +  M ( G 1 ) ;  ( 3 )

н о  о ч е в и д н о  M ( G j G 1 ) ,  б у д у ч и  з а м к н у т ы м ъ  д ѣ л и т е л е м ъ  G ,  и м ѣ е т ъ  

м ѣ р у ,  н е  п р е в ы ш а ю щ у ю  а ;  п о э т о м у  ( 3 )  н а м ъ  д а е т ъ

M ( G i )  +  а  >  а  —  г  A r  а \  —  ® ь  M ( G і )  >  а х —  ( е  +  S 1 ) ;

т о ч н о  т а к ж е

M (G2) >  а 2 —  ( 8 +  £2)>
о т к у д а

M ( G 1  +  G 2 )  =  M ( G 1 )  - +  M ( G 2 )  >  d \  +  а 2  —  ( 2 s  - J -  S1 +  г 2 ) ;  ( 4 )

с ъ  д р у г о й  с т о р о н ы  G 1  +  G 2  с о с т а в л я е т ъ  з а м к н у т ы й  д ѣ л и т е л ь  G ;  

п о э т о м у

M  ( S i  +  Q 2 )  ^  а ;  ( 5 )

и з ъ  ( 4 )  и  ( 5 )  и м ѣ е м ъ

а \  +  а 2 —  ( 2 s  +  S 1 +  s 2 )  <  а ,

о т к у д а  2  s  +  S 1  4 -  г 2 > а ,  ч т о  п р о т и в н о  п о л о ж е н і ю .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  в ъ  о б о и х ъ  с л у ч а я х ъ  н е в о з м о ж н о с т ь  н е р а в е н с т в а  

( 1 )  д о к а з а н а .

Ь .  Д о п у с т и м ъ ,  ч т о

Ъ =  M e ( G )  >  M e ( G 1 )  +  M e ( G 2 )  =  Ъ х A r b 2t7

и  н а з о в е м ъ  Ъ —  ( Ь і + Ь г )  =  ? ;  в к л ю ч и м ъ  т о ч к и  к а ж д о й  и з ъ  G 1  и  G 2  

в ъ  б е з к о н е ч н ы й  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  с ъ  м ѣ р о й  с о о т в ѣ т с т в е н н о  р а в н о й  

Ъ \  +  Y j 1 ,  Z > 2 + r j 2 ,  п р и  ч е м ъ  к а ж д о е  и з ъ  ч и с е л ъ  Y j 1  и  Y j 2  в о з ь м е м ъ



м е н ь ш и м ъ  - f t ;  т о г д а  о б л а с т ь  G  о к а ж е т с я  в к л ю ч е н н о й  в ъ  р я д ъ  и н т е р 

в а л о в ъ ,  с у м м а  к о т о р ы х ъ  н е  б у д е т ъ  п р е в ы ш а т ь  Ь  +  &2 +  t I i  +  r I s t  

т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  о к а з ы в а е т с я

Ь =  M e (G ) <  Ъ \V  Ь 2-j- Tji +  Tj2 <  Ьі -f- H— f t ,

ч т о  п р о т и в н о  п о л о ж е н і ю .

175. П е р е х о д я  д а л ѣ е  к ъ  в е с ь м а  в а ж н о м у  в о п р о с у  о т н о с и т е л ь н о  

с л о ж е н і я  м ѣ р ъ ,  м ы  п р и в е д е м ъ  з д ѣ с ь  р я д ъ  т е о р е м ъ  

V .  , , Е с л и  G  =  G 1  + G 2 ,  и  G 1  з а м к н у т а ,  т о

M i ( G )  =  M  ( G 1 )  +  M i ( G 2 ) ,  M e  ( G )  =  M  ( G 1 )  +  M e  (G 2) 11 +

Tco T
W .  „ Е с л и  G . w + I  = е  D  ( G r e ) ,  т о  M i  [ d  ( G r e ) J  —  Iim  M i ( G r e ) 1 1 2 ) .

Г 0 0
X .  „ Е с л и  G r e + 1  =  M  ( G r e ) ,  т о  M e  [ м  ( G r e ) J  =  M e ( G n ) " 8 ) .

И з ъ  д в у х ъ  п о с л ѣ д н и х ъ  т е о р е м ъ  с л ѣ д у е т ъ 4 )

Y .  „ В н у т р е н н я я  и  в н ѣ ш н я я  п р е д ѣ л ь н а я  о б л а с т ь  д л я  р я д а  и з м ѣ р и -  

м ы х ъ  о б л а с т е й  ( G n )  и з м ѣ р и м а  и  и м ѣ е т ъ  м ѣ р о й  M ( G r e ) " .

Т а к ъ  к а к ъ  о б л а с т и  G r e  и з м ѣ р и м ы ,  т о  н а з о в е м ъ

Mi ( G r e )  =  M e  ( G r e )  =  M  ( G r e )  =  ( 1 )

CO

а .  Д л я  в н у т р е н н е й  п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  Gr0 =  D (G rn ) —  с о г л а с н о '
1

т е о р е м ѣ  W —

а =  M і (Gr0 ) =  lim  Mi (Grn ) =  lim ап ;

ч и с л а  н п ,  в ъ  с и л у  т е о р е м ы  R ,  н е  в о з р а с т а ю т ъ ,  и  с л ѣ д о в а т е л ь н о  

н < н п ;  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ѣ  д л я  п р о и з в о л ь н о  м а л а г о  г  м о ж е т ъ  б ы т ь  

о п р е д ѣ л е н о  ч и с л о  | л  т а к о е ,  ч т о

£
« п < й +  - Y ' (2)

о б л а с т ь  G r e ,  б у д у ч и  и з м ѣ р и м а ,  м о ж е т ъ  б ы т ь  в к л ю ч е н а  — в ъ  с и л у  о п р е -  

д ѣ л е н і я  —  в ъ  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  с ъ  м ѣ р о й  H n  +  А -  <  а +  г ;  т а к ъ  к а к ъ

г)  P ro c . (2 )  2, р. 24, лемма 2; р. 2 8-2 9 , 9 ° -1 0 ° ; р. 44, 18°; р. 46. 19 °

2) ib . р. 2 5-26 , теорема 3 ';  р. 28, теорема 6.

3) ib . р. 44, теорема 6 '.

4) ib . р. 45, 18 °, елѣдствіе.
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G  з а к л ю ч а е т с я  в ъ  с о с т а в ѣ  G „ ,  т о  и  т о ч к и  G  о к а з ы в а ю т с я  в к л ю ч е н 

н ы м и  в ъ  р я д ъ  и н т е р в а л о в ъ  с ъ  м ѣ р о й  м е н ь ш е й  - f -  с ъ  п р о и з в о л ь н о  

м а л ы м ъ  Z tт а к ъ  ч т о  M e  ( G 0 )  =  а  =  M i  ( G 0 ) .
OO

Ь .  Д л я  в н ѣ ш н е й  п р е д ѣ л ь н о й  о б л а с т и  Gr =  M ( G w )  —  с о г л а с н о  т е о 

р е м +  X  —

Ъ =  M e (G) =  Iim 31 с ( G ) =  Iim Ъп , 

п р и  ч е м ъ  ч и с л а  Ь п  н е  у б ы в а ю т ъ ;  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ѣ  Ь  >  Ъ п ,  и  с л ѣ д о -  

в а т е л ь н о ,  д л я  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х ъ  — Ь п  <  —  и л и

К > ъ  Y t ^

Т а к ъ  к а к ъ  о б л а с т и  G n  и з м ѣ р и м ы ,  т о  в о з м о ж н ы  в ъ  с о с т а в ѣ  G n

з а м к н у т ы й  о б л а с т и  с ъ  м ѣ р о й  б о л ь ш о й  Ь п  —  А ;  а  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ѣ ,  

в ъ  с в я з и  с ъ  ( 3 ) ,  в ъ  с о с т а в +  G  в о з м о ж н ы  з а м к н ѵ т ы я  о б л а с т и  с ъ  м ѣ -  

р о й  б о л ь ш о й  Ь  —  г ;  н о  е  —  п р о и з в о л ь н о  м а л о ,  с л ѣ д о в а т е л ь н о

M i ( G )  =  J  =  M e ( G ) .

1 7 6 .  И з ъ  т е о р е м ы  V  м ы  в и д и м ъ ,  ч т о  з а м к н у т а я  о б л а с т ь ,  с у м м и 

р у я с ь  с ъ  п р о и з в о л ь н о й  о б л а с т ь ю ,  д а е т ъ  о б л а с т ь ,  в н у т р е н н я я  и  в н ѣ -  

ш н я я  м ѣ р ы  к о т о р о й  р а в н ы  о у м м а м ъ  с о о т в ѣ т с т в у ю щ и х ъ  м ѣ р ъ ;  с ъ  

д р у г о й  с т о р о н ы  и з ъ  т е о р е м ы  U  с л ѣ д у е т ъ ,  ч т о  с у м м а  д в у х ъ  п р о и з в о л ь 

н ы х ъ  о б л а с т е й  т а к и м ъ  с в о й с т в о м ъ  н е  о б л а д а е т ъ ,  и л и  —  п о  к р а й н е й  

м ѣ р ѣ  —  м ы  н е  и м + е м ъ  п о к а  д а н н ы х ъ  э т о  у т в е р ж д а т ь ;  т а к и м ъ  о б р а 

з о м ъ  д л я  з а м к н у т о й  о б л а с т и  я в л я е т с я  х а р а к т е р н ы м ъ  т о  о б с т о я т е л ь 

с т в о ,  ч т о  о н а  в ъ  к о м б и н а ц і и  с ъ  п р о и з в о л ь н о й  о б л а с т ь ю  , , о б л а д а е т ъ  

т е о р е м о й  в н у т р е н н я г о  и  в н ѣ ш н я г о  с л о ж е н і я “ .

О т с ю д а  в о з н и к а е т ъ  в о п р о с ъ ,  т о л ь к о  л и  з а м к н у т а я  о б л а с т ь  и м ѣ е т ъ  

э т о  с в о й с т в о , ’  и л и ,  н а п р о т и в ъ  т о г о ,  о н о  п р и н а д л е ж и т ъ  е с л и  н е  в с ѣ м ъ ,  

т о  х о т я  б ы  н ѣ к о т о р ы м ъ  о т к р ы т ы м ъ  о б л а с т я м ъ ;  Y o u n g  д о к а з ы в а е т ъ ,  

ч т о  и м ѣ е т ъ  м ѣ с т о  и м е н н о  в т о р о е  п р е д п о л о ж е н і е .

К л а с с ы  о б л а с т е й ,  о б л а д а ю щ і е  т е о р е м о й  в н у т р е н н я г о  и  в н ѣ ш н я г о  

с л о ж е н і я ,  Y o u n g  н а з ы в а е т ъ  с о о т в ѣ с т в е н н о  внут реиним ъ и  внѣш нимъ  
аддит ивпымъ классомъ ;  к ъ  э т о м у  к л а с с у ,  к а к ъ  м ы  т о л ь к о  ч т о  в и д ѣ л и ,  

п р и н а д л е ж а т ъ *  з а м к н у т ы й  о б л а с т и ;  м ы  с е й ч а с ъ  ж е  в ъ  с о с т о я н і и  р а с 

ш и р и т ь  э т и  к л а с с ы ,  и м + я  в ъ  в и д у  с л ѣ д у ю щ у ю  т е о р е м у  Y o u n f a x) :
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I. ,,К ъ внутреннему и внѣшнему аддитивнымъ классамъ принад
л еж ать  какъ  внутреннія, такъ  и внѣш нія предѣльныя области обла
стей класса“ .

Изъ этой теоремы слѣдуетъ Q далѣе:
II. ,,К ъ обоимъ аддитивнымъ классамъ принадлеж атъ обыкновенный 

внѣш нія и внутреннія пред+льныя области“ .
К акъ  частный случай обыкновенной внѣшней предѣльной области, 

к ъ  аддитивнымъ классамъ принадлеж ите рядъ  замкнутыхъ сплошныхъ 
интерваловъ; на этомъ основаніи вторая часть теоремы II слѣдуетъ 
изъ  ея первой части.

III. ,,Для обобщенной внѣшней предѣлыю й области G, если опре- 
дѣляю щ ія ее области G n  входятъ въ внутренній аддитивный классъ,

M i (G ) =  U m  M i ( Gn ) 2Vt.

Изъ теоремы I, аналогично II, можетъ быть выведена теорема:
IV. ,,Для обобщенной внутренней пред+льной области G, если 

опред+ляю щ ія ее области Gn входятъ въ внѣшній аддитивный 
классъ,

M e ( G)  — l i m  3! е ( Gn ) “ .

Въ силу теоремъ D, E. F 1 6 Ü \  къ обоимъ аддитивнымъ классамъ 
принадлежатъ, кромѣ внутреннихъ и внѣш нихъ пред+льныхъ обла
стей областей класса, еще разность замкнутыхъ областей, разность 
обыкновенныхъ внутреннихъ и вн+шнихъ пред+льныхъ областей — 
и замкнутыхъ областей, разность обыкновенныхъ внутреннихъ и 
вн+ш нихъ пред+льныхъ областей, или наоборотъ; кром+ то го 3)

V. ,,К ъ обоимъ классамъ принадлеж атъ

Gi +  G2, G, — G2, D ( G , , G2), M (G 1, G2), (1)

если Gb G2 входятъ въ соотв+тствуюшіе классы“ .
Понятно, что въ первыхъ двухъ случаяхъ (1) предполагается соот- 

вѣтственно, что
D (G 1, G2) =  О, G2 =  D (G 1).

Такимъ образомъ оказывается, что всѣ области, получаемыя обыч
ными процессами, принадлежатъ одновременно какъ къ  внутреннему, 
такъ  и къ  внѣшнему аддитивнымъ классамъ, такъ  что эти области 
образуютъ одинъ единый а д д и т и в н ы й  к л а с с ъ , характеризуемый т+мъ

9  ib . р . 3 2  и  р . 4 7 , слѣ дств ія  1 т е о р е м ъ  8 и 8 '.

2) ib . р . 3 2 ,  сл ѣ д ств іе  2 .

3) ib . p . 3 3 -3 4 ,  p . 4 7 , т еор ем ы  1 0 , 1 0 ' ,  1 1 , l l ;, 1 3 , 1 3 ' .



условіемъ, что всѣ области, входящ ія в ъ  него, обладаютъ теоремами 
какъ  внутренняго, такъ  и внѣш няго сложенія. Y o u n g  доказы ваете 
ещ е двѣ теоремы.

VI. ,,Если область Gr внутренняго или внѣш няго аддитивнаго 
класса разбивается на двѣ области G1 и G2 при условіи

M i (Gr) =  M i (Gr1) +  31 і (G2), 31 е (G) =  31 е (G1) +  31 е (Gr2)

— соотвѣтственно, то G1 и G2 принадлеж ать соотвѣтствуюіцему классу“ 1).
VIL ,,Для областей внутренняго и внѣш няго эддитивныхъ клас- 

совъ соотвѣтственно

M i (Gr1) +  M i (G 2) =  M i [ d  (G 1, G2)] -j- 31 [м  (G I ,  G2)] ,  

M e(G1) -L M e(Gre) —  M e[D (G1, G2)] +  31 е[м  (G1, G2)]**2).

177. Въ томъ случаѣ, когда 31 г (P )  =  M e ( Р), область назы вается3) 
измѣримой. Если 31 -(P) =  а, то, чтобы P  была измѣрима, 31 е (P) дол
ж на быть такж е равна а, и слѣдовательно для P  должно быть
возможно включеніе въ рядъ интерваловъ, сумма которыхъ меньше 
а  + г  при произвольно маломъ г. Если 31 ,,(P) =  S, то, чтобы P  была
измѣримок, 31 і (P) должна быть равна такж е ft, и слѣдовательно P
должна заклю чать въ себѣ замкнутый слагаемый съ мѣрой большей 
ft — з 4). Имѣя это въ виду, можно установить5), что

VIII. ,,К аж дая область внутренняго или внѣшняго аддитивнаго 
класса измѣрима“ , 
откуда— въ силу 176°— слѣдуетъ

Основная теорема. ,,Области аддитивнаго класса измѣримы“ .
Эта теорема Y o u n g  а —чрезвычайной важности; она показы ваете 

всю цѣнность изученія областей съ точки зрѣнія обладанія ими 
теоремой внутренняго и внѣш няго сложенія; изъ нея слѣдуетъ, что 
къ  числу измѣримыхъ областей принадлежат+»0):

1) область внѣш нихъ и невнутренннхъ точекъ ряда интерваловъ;
2) область точекъ ряда интервалов+, закрытыхъ или открытыхъ;
3) обыкновенный внутренняя и внѣш иія предѣльныя области;
4) внутреннія и внѣш нія предѣльныя области ряда аддитивныхъ 

областей;

ft) ib . p . 3 3 , т е о р е м а  12 ; p . 4 7 , т е о р е м а  1 2 '.

2) ib. p . 3 4 , т е о р е м а  13 ; p . 4 7 - 4 8 ,  т е о р е м а  1 3 ' .

3)  Cm . ст р . 2 3 3 ,  1 7 1 ° .
4) C m . 1 7 2 ° .

5) P r o c .  ( 2 )  2 , р . 4 2 , т е о р е м а  20 ; р . 4 3 - 4 4 ,  т е о р е м а  2 1 .

°) ib . р . 4 8 - 4 9 .
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5) суммы и разности аддитивныхъ областей;
6) общіе дѣлители и наименьшія кратныя аддитивныхъ областей; 

такимъ образомъ, исходя изъ областей класса и выполняя надъ ними 
всѣ обычныя операціи, мы получимч» снова области класса, такъ 
что эти области образуютъ corpus А)>

Если бы мы могли утверждать, что нѣтъ открытыхъ областей, 
которыя не могли бы быть получены указанными выше процессами, 
крайне трудный вопросъ объ измѣреніи областей и объ ихъ класси- 
фикаціи былъ бы рѣш енъ разъ на всегда; чтобы пойти ему на 
встрѣчу, Young  даетъ теорему 2):

IX. ,,Каждая область съ внутренней мѣрой а есть или замкнутая 
область, или обыкновенная внѣш няя нредѣльная область, или сумма 
той или другой области и открытой области съ внутренней мѣрой, 
равной нолю“ .

Отсюда слѣдуетъ, что, если бы мы могли доказать, что эти послѣд- 
нія открытый области принадлежатъ внутреннему аддитивному классу, 
задача измѣренія была бы исчерпана, такъ  какъ тогда— въ силу тео
ремы IX и V— всякая открытая область обладала бы теоремой внут- 
реиняго сложенія, и— въ силу теоремы YIII— была бы измѣрима.

Такъ какъ всякая счетная область можетъ быть разсматриваема 
какъ  обыкновенная внѣш няя предѣльная область, предыдущая задача 
можетъ имѣть дѣло только съ открытой внутренне-полой8) несчетной 
областью; далѣе— всякая несчетная область P  можетъ быть представ
лена въ видѣ R +  D ( S ) ,  гдѣ S совершенная, a R счетная область, 
леж ащ ая на свободныхъ интервалахъ S; поэтому вопросъ будетъ 
стоять только для D ( S ) ,  т. е. для иесчетиаго открытаго внутренне- 
полаго дѣлителя совершенной области S. Затѣмъ область D (S ) мо
ж етъ быть разложена на двѣ части D ( E )  +  D( Q ) ,  гдѣ Е —область 
внѣшнихъ точекъ ряда уединенныхъ интерваловъ, и Q—область ихъ 
границъ; такъ какъ Q и слѣдовательно D (Q) счетны, то D (E ) -J- D (Q) 
обладаетъ теоремой внутренняго сложенія, если ею обладаетъ D (E) ,  
при чемъ, какъ мы видѣли въ А 158°, E есть обыкновенная внут
ренняя предѣльная область; итакъ — изученія требуетъ D (E ) ф Е ,  
т. е. несчет ный внут ренне'полы й дѣлитель области впѣшнихъ точекъ 
ряда уединенны хъ интерваловъ.

Если A ( E ) - дополнительная для D (E) область, то D(E) :  E — A(E);
такъ какъ  E входитъ въ внутренній аддитивный классъ, то —въ силу

9  ib . р . 3 5 .

9  ib . р . 3 8 , т е о р е м а  19 .

9  т. е . съ в н у т р ен н е й  м ѣ рой , р авн ой  нолю .



теоремы V — туда войдетъ и D (E ), если Л (E ) принадлежите этому 
классу; такимъ образомъ изслѣдованіе D ( E )  можетъ быть сведено на 
изученіе Д ( Е ) ;  въ частности, если A ( E )  счетна, она, а слѣдовательно 
и D (E) ,  будутъ принадлежать внутреннему аддитивному классу; по
этому мы можемъ предполагать A (E ) несчетной.

И такъ для нредыдущаго дѣлителя D ( E )  области виѣшнихъ точекъ 
ряда уединенныхъ интерваловъ имѣется еще уеловіе, заключающееся 
въ томъ, что его дополнительная область A (E ) должна быть несчетна; 
этотъ дѣлитель D (E ) мы назовемъ элемент арной областью.

Если такая  элемент арная область можетъ быть всегда получена 
однимъ изъ указанныхъ выше процессовъ, вопросъ о мѣрѣ области 
рѣш енъ окончательно: всѣ области окажутся измѣримыми; поэтому 
теперь стоите на очереди только изслѣцованіе, входитъ ли указанная 
выше элементарная область въ внутренній аддитивный классъ или 
нѣтъ?
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1638. G. Galilei. Discorsi e dim ostrazioni m atem atiche.
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