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П PE Д И С Л  OBI  Е.

Предлагаемая ниже вниманію технической публики статья „Ш атунный 
полюсь“ имѣетъ своимъ иредметомъ изученіе кривошипныхъ механизмовъ, 
при чемъ подъ таковыми понимаются крохмѣ шатунно-кривошипнаго ме­
ханизма и его модификаціи: эксцентриковый и кулиссный приводы.

Изученіе шатунно-кривошинныхъ механизмовъ имѣетъ цѣлью полу- 
ченіе точнаго и яснаго представленія о характерѣ измѣненій, могуіцихъ 
происходить во взаимномъ положеніи частей механизма.

Нагляднѣе всего эти свойства выясняются на моделяхъ механизма, 
чѣмъ и пользуются иногда при проектированіи кулиссъ.

Другой методъ изученія заключается въ вычерчиваніи послѣдова- 
тельныхъ ноложеній механизма и анализѣ взаимныхъ иеремѣіценій его 
звеньевъ, происходящихъотъизмѣненія положенія одного какого-либо звена.

Звеномъ этимъ является обычно радіусъ кривошипа или эксцентри­
ситета эксцентрика, описывающіе простой круговой путь.

Вычертивъ въ избранномъ масштабѣ окружность, изображающую 
собою этотъ путь, и намѣтивъ на ней рядъ произвольных+ точекъ, мы 
въ состояніи простымъ геометрическимъ построеніемъ получить соотвѣт- 
ственныя положенія механизма и, слѣдовательно, получить ясное представ- 
леніе о характерѣ взаимныхъ перемѣіценій его звеньевъ.

Соединяя выбранными извѣстнымъ образомъ линіями послѣдова- 
тельныя положенія какой-либо части механизма, мы получимъ на чертежѣ 
рядъ линій. Линіи эти измѣняютъ свое положеніе на чертежѣ исключи­
тельно въ зависимости отъ измѣненій положенія отдѣльныхъ звеньевъ, а 
слѣдовательно, геометрическія свойства этихъ линій зависятъ отъ свойствъ 
изучаемаго механизма.

Такимъ образомъ. изученіе геометрическихъ свойствъ вспомогатель­
н ы х ^  не суіцествуюіцихъ въ механизмѣ, линій можетъ дать Намъ указаніе 
на тѣ или иные правила, которымъ подчиняются взаимныя измѣненія 
положеній звеньевъ механизма.

Вспомогательными линіями, положенными въ основу предлагаемаго 
изслѣдованія кривошипныхъ механизмовъ, являются избранныя соотвѣт- 
ственнымъ образомъ хорды кривошипной окружности.

Хорды эти обладаютъ геометрическими свойствами, зависящими отъ 
размѣровъ  и взаимнаго располѳженія частей механизма, а слѣдовательно, 
изученіе свойствъ этихъ хордъ позволяете учитывать вліяніе конечной
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длины шатуна или эксцентриковой тяги на характеръ производима™ 
этими органами движенія.

Точка пересѣченія опредѣленныхъ хордъ, названная нами шатуп- 
нымъ полюсоліъ, своимъ положеніемъ внутри кривошипной окружности 
характеризуете соотвѣтствующій кривошипный механизмъ и опредѣляетъ 
его свойства, а слѣдовательно, можетъ быть полезна при проектированіи 
вновь отроящагося механизма, напр, кулисснаго привода.

He претендуя внести что-либо совершенно новое , въ обширную 
область изученія кривошииныхъ механизмов+ авторъ съ благодарностью 
встрѣтитъ указанія на недостатки излагаемаго метода.

А. Угаровъ.

Томскъ.
1907 - 1908 г.



Г Л А В А  П Е Р В А Я .

Общее понятіе о иривошипныхъ механизмахъ, ихъ классификация.

Съ кинеічатической точки зрѣнія паровая машина представляетъ со­
бою механизмъ для преобразованія прямолинейно-качательнаго движенія 
поршня въ непрерывно-вращательное движеніе главнаго вала машины.

Органами кинематической цѣпи, выполняющей это преобразована, 
являются послѣдовательно: цилиндръ —неподвижный относительно станины, 
поршень, скалка, ползунъ, направляюіція — прикрѣпленныя къ станине, 
шатунъ, кривошипъ, главный валъ, коренной подшипникъ— составляюіцій 
одно цѣлое со станиной.

Нѣкоторые изъ перечисленныхъ органовъ, являющіеся неподвиж­
ными по отношенію другъ къ другу, очевидно, въ кинематическомъ смыслѣ, 
слѣдуетъ считать за одно звено.

Станина, цилиндръ, направляюіція и коренной подшипникъ даютъ 
одно звено: ст анину.

Поршень, скалка и ползунъ образуютъ собою другое звено: п о л зун ъ .
Кривошипъ и главный валъ являются третьимъ звеномъ, которое 

назовемъ просто кривош ипом ъ .
Такимъ образомъ, мы видимъ, что паровая машина представляетъ 

собою четырехзвенную кинематическую цѣпь: станина, ползунъ, шатунъ 
и кривошипъ— звенья этой цѣпи.

Шатуннокривошипный механизмъ такого рода мы назовемъ главны м ъ .
Для возможности качательнаго движенія ползуна необходимо послѣ-

довательно впускать и выпускать паръ какъ съ той, такъ и съ другой
стороны поршня; выполняется это парораспределительными органами.

При всемъ своемъ конструктивномъ разнообразіи парораспредѣле- 
нія раздѣляются на три группы:

I. Золотниковое парораспредѣленіе:
a) простые золотники,
b) двойные золотники,
c) кулиссное распредѣленіе.

II. Крановое распределеніе— являющееся темъ же золотниковымъ 
съ качательно-круговымъ движеніемъ золотника.

III. Клапанное парораспредѣленіе.
А. Угаровъ. 1
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Распредѣленія первой и третьей группъ характеризуются, въ отли- 
чіе отъ распредѣленій второй группы, прямолинейно-качательнымъ дви- 
женіемъ органовъ, завѣдующихъ непосредственно впускомъ и выпуском+ 
пара.

Въ громадном+ болыдинствѣ случаевъ качательное движеніе того 
или иного рода парораспредѣлительныхъ органовъ получается изъ пре­
образованная) непрерывно-враіцательнаго движенія главнаго вала машины. 
Механизмом+, производящим+ это преобразованіе, является, чаще всего, 
круглый эксцентрик+, который, съ кинематической точки зрѣнія, можетъ 
быть разсматриваемъ какъ шатуннокривошипный механизмъ.

Въ одной и той же машинѣ, смотря по роду ея парораспредѣленія, 
могутъ быть нѣсколько, работающихъ въ разнообразныхъ условіяхъ, эксцен- 
триковыхъ механизмовъ. Въ дальнѣйшемъ эти механизмы мы будемъ 
называть секундарными.

Называя конецъ шатуна, примыкаюіцій къ кривошипу и описываю- 
іцій вмѣстѣ съ этимъ поелѣднимъ окружность,— вращаюгцимся, мы мо­
жемъ считать другой его конецъ, выполняющш качательное движеніе,— 
ползуномъ.

Опираясь на эту терминологію и на сказанное выше, мы приходимъ 
къ елѣдующему заключенію: разница между главнымъ и еекундарнымъ 
шатуннокривошипными механизмами заключается въ томъ, что въ пер­
вомъ—кривошип+ получаетъ вращеніе отъ качаюіцагося ползуна, а во- 
второмъ— ползун+ приводится въ качательное движеніе отъ враіцающагося 
кривошипа. Очевидно, разница эта обусловливается лишь ролью, которую 
выполняет+ тотъ или иной механизмъ въ машинѣ; по существу же, какъ 
главный, такъ и секундарный шатуннокривошипные механизмы являются 
совершенно одинаковыми. Поэтому, въ дальнѣйшемъ, мы не будемъ дѣ- 
лать между ними различія и лишь въ особых+ случаяхъ изслѣдованія 
шатуннокривопіипныхъ механизмовъ, мы будемъ указывать на выполняе­
мую ими въ машинѣ роль.

Разбирая движеніе отдѣльныхъ звеньевъ шатуннокривошипнаго ме­
ханизма, мы тотчас+ увидим+, что механизмъ этотъ допускает+ нѣкото- 
рыя варіаціи. Такъ какъ осью вращенія кривошипа является ось глав­
наго вала, неподвижная по отношенію къ станинѣ, то варіаціи механизма 
возможны за счет+ измѣненій пути ползуна въ паровой машинѣ. Раз­
смотримъ болѣе подробно эти варіаціи.

Пусть (черт. I, фиг. 1) центр+ вращенія кривошипа находится 
въ О, середина качаній ползуна будетъ точка Ж, тогда разстояніе O M  = п  
должно необходимо равняться длинѣ шатуна CD =  L. Если радіусъ кри­
вошипной окружности будетъ R 1 то путь, проходимый ползуномъ отъ 
одной его крайней точки до другой, A B = S 1 будетъ равняться діаметру 
кривошипной окружности, или S = 2 R .  Для возможности движенія необхо­
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димо, чтобы R  было меньше L 1 или + + I 1 т. е. середина качаній пол-L
зуна должна находиться внѣ кривошипной окружности.

Точки А  и B 1 скорость ползуна въ которыхъ равна нулю, такъ 
какъ онъ мѣняетъ въ нихъ направленіе своего движенія, называются 
мертвыми  точками.

Посмотримъ, какія видоизмѣненія можетъ претерпѣть толъко-что 
описанный механизмъ.

Заставляя кривошипъ вращаться вокругъ прежней оси и передви- 
нувъ путь ползуна параллельно самому себѣ (черт. I, фиг. 2) въ ту или 
другую сторону отъ его прежняго положенія, мы получаемъ шатунно­
кривошипный механизмъ со свойствами, отличными отъ изображеннаго 
на фиг. 1. Какъ мы увидшмъ далѣе, при подробномъ разсмотрѣніи 
отдѣльныхъ варіантовъ, перемѣна пути ползуна вызываете за собою 
измѣненіе длинъ кривошипа и шатуна, а также измѣненіе условій дви- 
женія отдѣльныхъ звеньевъ кинематической цѣпи.

Пусть теперь (черт. I, фиг. 3) центръ О вращенія кривошипа и 
середина M  качаній ползуна остаются безъ перемѣны, путь же ползуна 
будетъ наклоненъ, въ ту или другую сторону, подъ нѣкоторымъ угломъ 
къ первоначальному положенію. Мы имѣемъ новый варіантъ.

При условіи прямолинейности пути ползуна, всѣ остальныя, возмож­
ный видоизмѣненія механизма являются лишь комбинаціей двухъ раз- 
смотрѣнныхъ.

Заставимъ теперь ползунъ двигаться не по прямолинейному пути.
Кривыхъ путей ползуна можно представить себѣ бесчисленное мно­

жество, и подвести эти кривыя подъ одинъ обіцій законъ невозможно;— 
поэтому здѣсь и въ дальнѣйшемъ— мы будемъ разсматривать лишь дви­
ж ете ползуна по кругу, какъ наиболѣе часто встрѣчаюіційся въ секун- 
дарныхъ механизмахъ случай.

Оставляя центръ О враіценія кривошипа и мертвыя точки А  и В  
пути ползуна на прежнихъ мѣстахъ и заставляя ползунъ двигаться по 
кривой A M B 1 вогнутой къ его первоначальному пути (фиг. 4, черт. I), 
мы получаемъ четвертый варіантъ шатуннокривошипнаго механизма.

Пятый варіантъ получится, если мы оставимъ безъ перемѣны поло- 
женіе точки M —середины качаній ползуна (фиг. 5, черт. I )—и заставимъ 
ползунъ двигаться по кривой A M B 1-  выпуклой къ его прежнему пути.

Варіанты 6-й и 8-й получаются изъ варіантовъ 2-го и 3-го, если 
заставить ползунъ двигаться по кривымъ при прежнихъ мертвыхъ точ­
ках+ а 7-й и 9-й получатся изъ 2-го и 3-го, если заставить ползунъ 
качаться по кривымъ, не измѣняя положенія средней точки М.

Радіусъ круга, по которому двигается ползунъ, очевидно, можетъ быть 
взятъ безконечно-болынимъ—тогда мы имѣемъ варіанты 1-й, 2-й и 3-й;

1*
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но онъ не можетъ быть безконечно-малымъ, такъ какъ тогда длина пути 
ползуна обращается въ нуль, иными словами, ползунъ неподвиженъ и 
четырехзвенная кинематическая цѣпь обращается въ жесткую треуголь­
ную систему.

Допустимъ для случая 4-го, что ползунъ дѣлаетъ определенные 
размахи между точками А  и В  по кругу конечнаго радіуса. Уменьшая 
радіусъ этого круга и оставляя безъ перемены мертвыя точки пути пол­
зуна, мы получимъ, что ползунъ при неизменномъ кривогаипѣ будетъ 
качаться по дугамъ, опирающимся на все бблыиіе и ббльшіе централь­
ные углы.

Когда, наконецъ, дуговой путь ползуна станетъ равнымъ 180°, а 
это будетъ, очевидно, когда радіусъ круга пути ползуна сделается рав­
нымъ радіусу кривошипной окружности, мы получимъ предельный слу­
чай для вс+хъ варіантовъ съ криволинейными путями (фиг. 10, черт. I).

Этотъ варіантъ характеризуется темъ, что качаюіційся конецъ ша­
туна—ползунъ—становится вращающимся, какъ бы подъ дѣйствіемъ но- 
ваго кривошипа съ осью враіценія въ точкѣ М ;  шатунъ движется парал­
лельно самому себѣ, словомъ, получается частный случай шарнирнаго 
4-угольника, такъ называемый механизмъ параллельныхъ кривошиповъ.

Изъ кинематики мы знаемъ, что такой механизмъ въ мертвыхъ 
точкахъ можетъ переходить въ механиЗхМЪ антинараллельныхъ кривоши­
повъ и, слѣдовательно, теряетъ свою сущность—свойство строгой опре­
деленности относительна™ движенія отдельныхъ звеньевъ.

Такъ какъ предметомъ нашего изследованія являются шатунно­
кривошипные механизмы съ точно определенными условіями движенія 
ихъ звеньевъ, то варіантъ 10-й не можетъ служить для насъ предметомъ 
разсмотренія, темъ болѣе, что, по существу, онъ не представляетъ собою 
механизма для преобразованія одного какого-либо рода движенія въ другой.

Перейдемъ къ разсмотренію остальныхъ девяти варіантовъ.
Для того, чтобы иметь определенный факторъ, характеризуют+! 

тотъ или иной варіантъ, введемъ понятіе объ основной л и н іи  шатунно- 
кривошипнаго механизма.

Подъ основной лингей  мы будемъ понимать воображаемую линію, 
соединяющую центръ 0 враіценія кривошипа (см. черт. I) съ точкой 
М — серединой качаній ползуна.

По отношенію къ этой основной линіи мы и будемъ определять 
форму и направленіе пути ползуна.

Первый варіантъ шатуннокривошипнаго механизма, изъ котораго 
произведены всѣ остальные, характеризуется темъ, что путь ползуна 
вполнѣ совпадаетъ съ основной линіей.

Такой механизмъ мы будемъ называть основнымъ шатуннокриво- 
шипнымъ, все же остальные назовемъ производными.
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Обращаясь къ варіантамъ 2-му и 3-му, мы видимъ, что, по отно- 
шенію къ основной линіи, оба эти варіанта характеризуются однимъ и 
тѣмъ же опредѣленіемъ: шатуннокривошипные механизмы съ путехмъ 
ползуна, наклоненным+ подъ нѣкоторымъ угломъ къ основной линіи, 
иными словами,—эти два варіанта ничѣмъ не отличаются другъ отъ друга 
и представляют+ собою одинъ и тотъ же производный механизмъ.

Варіанты 4-й, 6-й, 7-й, 8-й и 9-й также характеризуются по отногаенію 
къ основной линіи однимъ общимъ свойствомъ: путь ползуна совершается 
по дугѣ круга, при чемъ воображаемая касательная къ средней точкѣ 
колебаній ползуна наклонена подъ некоторым+ угломъ къ основной ли­
ши; если уголъ наклона этой касательной равен+ нулю, то мы получаемъ, 
какъ частный случай изъ общаго, варіантъ 5-й.

Изъ сказаннаго мы заключаем+, что послѣдніе шесть варіантовъ 
представляют+ собою по существу, опять-таки, одинъ и тотъ же производ­
ный шатуннокривошипный механизмъ.

Такимъ образомъ, введете і іо н я т ія  объ основной линіи шатунно- 
кривошипнаго механизма показывает+ намъ, что, несмотря на видимое 
различіе девяти варіантовъ, мы можемъ утверждать, что они представ­
ляют+ собою всего три рода механизмовъ:

A) основной шатуннокривошипный механизмъ,
B) производный, съ путемъ ползуна по прямой линіи,
C) производный, съ путемъ ползуна по дугѣ круга.
Сообразно съ этимъ раздѣленіемъ мы и поведем+ изслѣдованіе 

интересующих+ насъ свойствъ шатуннокривошипнаго механизма.

Г Л А В А  В Т О Р А Я .

Основной шатуннокривошипный механизмъ. Свойство его сопряженныхъ
хордъ. Шатунный полюсъ.

Какъ уже упоминалось въ первой главѣ, паровая машина произво­
дит+ работу черезъ посредство главнаго (одного или нѣсколькихъ) и 
секундарнаго (одного или нѣсколькихъ) шатуннокривошипныхъ механиз­
мовъ. Для простоты допустимъ, что машина состоитъ только изъ одного 
главнаго и одного секундарнаго механизма.

Такъ какъ секундарный механизмъ получаетъ свое движеніе отъ 
главнаго, то, очевидно, между обоими должна существовать вполнѣ 
точная кинематическая связь, выражающаяся въ томъ, что определен­
ному возможному перемѣщенію, звеньевъ главнаго шатуннокривошип­
наго механизма по отношенію другъ къ другу должно соответствовать
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опредѣленное (и только оно одно) взаимное перемѣщеніе звеньевъ секун- 
дарнаго механизма.

Съ другой стороны — паровая машина часто должна производить 
работу, измѣняюіцуюся сообразно съ перемѣной полезныхъ сопротивленій — 
или, иными словами, секундарный механизмъ — парораспредѣлительный 
приборъ—долженъ при одномъ и томъ же перемѣщеніи главнаго шатунно- 
кривошипнаго механизма иретериѣвать перемѣщенія, измѣняюіціяся со­
гласно требуемымъ условіямъ*); для этого кинематическая связь между 
главнымъ и секундарнымъ механизмами должна быть сконструирована 
такъ, чтобы она могла во время хода машины измѣняться или отъ руки 
(парораспредѣленіе Мейера, кулиссныя распредѣленія), или автоматически 
(центробѣжные, или иные регуляторы). Подобную кинематическую связь 
мы назовемъ посредствующей.

Для опредѣленія перемѣнныхъ условій работы какой-либо машины, 
проектируемой или изслѣдуемой, необходимо точно и ясно представить 
еебѣ взаимную связь трехъ кинематическихъ цѣпей—главной, посредству­
ющей и секундарной.

Для всякаго частнаго случая, при наличіи извѣстныхъ данныхъ, 
связь эту можно опредѣлить и выразить аналитически, но гораздо скорѣе, 
нагляднѣе и яснѣе искомое взаимоотношеніе трехъ цѣпей проявляется 
при графическом+ методѣ изслѣдованія— при вычерчиваніи, такъ назы­
ваемых+ діаграммъ парораспредѣленія.

Главной составной частью большинства діаграммъ является окруж­
ность, описываемая пальцемъ кривошипа — хмы будемъ ее называть 
кривошипной .

Каждой точкѣ кривошипной окружности — при неизмѣнной длинѣ 
шатуна—соотвѣтствуетъ опредѣленное положеніе поршня въ цилиндрѣ, 
или ползуна въ направляющих+ какъ части, неразрывно связанной 
съ поршнемъ.

Изъ разсмотрѣнія условій кривошипнаго движенія, приводима™ 
во всѣхъ пособіяхъ по кинематикѣ, извѣстно, что, при прохожденіи пол­
зун омъ въ опредѣленное время равныхъ путей, враіцающійся конецъ 
шатуна описываете* дуги не одинаковой величины, или,— что то же—при 
равномѣрномъ враіценіи кривошипа ползунъ движется неравномѣрно. 
Действительно, мы знаемъ, что въ мертвыхъ точкахъ своего пути ползунъ 
мѣняетъ направленіе движенія и скорость его дѣлается равной нулю— 
ползунъ движется съ перехмѣнной скоростью и, слѣдовательно, проходить 
въ равные промежутки времени неравные пути.

Середину качаній ползуна мы будемъ называть средней точкой.

*) Регулировка работы машины помощью дроссельваго клапана, какъ не 
вліяюіцая на кинематическую связь между главнымъ и секундарнымъ механизмами—  
здѣсь не разсматривается. А. У.
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Положенія ползуна на чертежѣ, равно отстоящія въ ту и другую 
сторону отъ средней точки, назовемъ симметричными  точками.

Двѣ симметричным точки, проходимым ползуномъ за одинъ оборотъ 
кривошипа при  движеніи его отъ каоюдой изъ мертвыхъ точекъ къ 
средней, будемъ называть въ дальнѣйшемъ равноудаленными .

Положенія вращаюіцагося конца шатуна на кривошипной окруж­
ности, соотвѣтствуюіція равноудаленнымъ точкамъ пути ползуна, назовемъ 
сопряж енными.

При изученіи паровыхъ машинъ часто, для простоты, принимаютъ 
длину шатуна безконечно большой. Ясно, что тогда сопряженныя точки 
будутъ діаметрально противоположными.

При конечной же длинѣ шатуна линіи, соединяюіція между собою сопря­
женныя точки кривошипной окружности, будутъ не діаметрами ея, а хордами .

Пусть точка О будетъ центромъ кривошипной окружности (см. чер- 
тежъ И), тогда діаметръ ея M i M 2 будетъ представлять собою величину 
хода поршня; M 1 и M 2—мертвыя точки. Линія A B  представляетъ собою 
путь ползуна, соотвѣтствующій повороту кривошипа на 180° отъ одного 
его мертваго положенія до другого. Точка M  на линіи A B  есть 
средняя точка.

Нанесемъ на линіи A B  нѣсколько симметричныхъ точекъ и най­
демъ имъ соотвѣтствующія положенія враіцаюіцагося конца шатуна, 
или—что то же—пальца кривошипа на кривошипной окружности.

Какъ извѣстно, ноложенія пальца кривошипа по даннымъ положе- 
ніямъ ползуна графически определяются такъ: изъ каждой данной точки 
пути ползуна засѣкаютъ кривошипную окружность радіусомъ, равнымъ 
длинѣ шатуна.

Если взятая точка не является одной изъ мертвыхъ точекъ пути 
ползуна, то, очевидно, при указанномъ построении, кривошипная окруж­
ность засѣчется въ двухъ точкахъ. Для мертвыхъ точекъ вмѣсто засѣчки 
получится касаніе; точку касанія мы можемъ посчитать за двѣ безконечно- 
близкія точки засѣчки.

Такимъ образомъ мы приходимъ къ заключенію, что каоюдой парѣ  
равноудаленныхъ точекъ пути ползуна соотвѣтствуютъ четыре сопря­
женныя точки на кривошипной окружности.

На чертежѣ II равноудаленнымъ точкамъ а и а} соогвѣтствуютъ 
точки A 1— A 11 и А \ —A fiv

Четыре сопряженныя точки, полученныя на кривошипной окруж­
ности для двухъ равноудаленныхъ, назовемъ системою точекъ.

Такъ какъ система сопряженныхъ точекъ лежитъ на окружности, то 
ясно, что точки эти, будучи соединены прямыми диніями, дадутъ намъ
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вписаный четыреугольникъ съ его діагоналями. Какъ мы отмѣтили выше, 
діагонали эти, въ общемъ случаѣ, являются хордами —поэтому мы назо­
вем+ ихъ парны м и сопряж енными хордами .

Для средней точки M  обѣ сопряженный хорды сливаются въ одну— 
эту хорду мы будемъ называть средней хордой; вписанный четыреуголь­
никъ обращается для точки M  въ хорду.

Для крайнихъ точекъ пути ползуна А  я В  система сопряженныхъ 
точекъ обращается въ двѣ точки M 1 и M 2; эту линію мы назовем+ 
хордой мертвыхъ точекъ. Для разсматриваемаго случая—шатуннокриво­
шипный механизмъ основного типа—хорда мертвыхъ точекъ является 
діаметромъ.

Если на линіи A B  мы возьмемъ рядъ равноудаленных+ точекъ 
а, Ъ и т. д. и найдемъ имъ соотвѣтствующія сопряженный хорды, то, при 
тщательном+ выполненіи всѣхъ геометрических+ построеній, мы увидимъ, 
что всѣ сопряоюенныя хорды пересѣкаются въ одной точкѣ.

Назовем+ эту точку буквой А, а разстояніе ея отъ центра О 
черезъ

Такъ какъ система сопряженныхъ точекъ состоитъ изъ двухъ паръ, 
симметрично расположенных+ по отношенію къ линіи M 1M 2 (см. чертеж+), 
то очевидно, что всѣ, какія бы то ни было сопряженный хорды будутъ 
попарно пересѣкаться на линіи M 1M 27 другими словами—геометрическое 
мѣсто точекъ пересѣченія парных+ сопряженных+ хордъ есть прямая 
линія—линія мертвыхъ точекъ.

Если же, какъ это получилось на чертежѣ, всѣ сопряженныя хорды 
пересѣкаются въ одной точкѣ—эта точка является геометрическим+ 
мѣстомъ, то очевидно, что разстояніе этой точки до центра есть вели­
чина постоянная, не зависящая отъ положенія выбранных+ равноудален­
ных+ точекъ а, Ъ и т. д.

Посмотрим+, такъ ли это?
Пусть A B  представляет+ собою путь ползуна (см. черт. III). 

Возьмемъ на линіи A B  двѣ равноудаленный точки и найдемъ имъ соот- 
вѣтственную одну пару сопряженныхъ точекъ. Для этого засѣкаемъ 
кривошипную окружность радіусомъ, равнымъ длинѣ шатуна, изъ точекъ 
L  и IV*). Еакъ результат+ засѣчекъ, находим+ точки L 1 и N y Назовем+ 
черезъ OL1 уголъ поворота кривошипа, соотвѣтствуюіцій пройденному пол­
зуномъ отъ положенія А  пути A N r и черезъ а2 уголъ, на который дол­
женъ повернуться кривошипъ, чтобы при обратномъ движеніи ползуна 
точка I j  совпала съ точкой А. Назовем+ буквою C1 разстояніе точки N  
отъ О—центра кривошипной окружности— и буквою C2 разстояніе точки L

*) Для полученія болѣе крупной величины £ чертежъ выполненъ безъ со- 
блюденія масштаба. А. У.

і
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Числитель представляетъ собою синусъ разности двухъ угловъ

откуда

Ctj ос2 OC1+ос2 2а2
2 2 2‘

Слѣдовательно:

a S sin ( — ос2) Sina2

9 a X о 2 a . - a 2 „ 2a i - « 22 cos — 2 cos — =—
L i  LJ

Такимъ же образомъ находимъ, что

. a i +  a 2 « I "  *2 - a ! — “2 a i +  a2
d \  -sm — 2 ~  008 -JJ-~ s m c o s  “ 2“  _

9 a 9— O 2a i — a2 n 2a i — a 22 2 cos2 JL  I2 cos • • -
2 LJ

Займемся опредѣленіемъ ^ a 1 и dcn2.
Изъ треугольника JViV1O имѣемъ:

Sina1

ON1 —  JViV1 + O JV  &2 — а2+  с2
COSai = --------- :: .-■■■--:----- —  = T --------

1 2 . OJV1. OJV 2 Ц

Изъ треугольника L L 1O получимъ:
 2  2   2
O L - L L 1Y O L  — а2 +  с2 

cosa =   - = ----- ^ - .
1 2 . O L x. OLZbc2

Называя для краткости
+2 2 то — а 1
~ и ~  =  я  1 24 =  '-

получаемъ:

m + f c 2 m +  £c2
cos a. = ----------- и c o s a ,=  —— — •Cl 2 C2

Дифференцируя эти выраженія, имѣемъ:

2  Ic2v —  т —  Ic2 Ic2 —  т Ic2 —  т
[2] -  Sina1 cl Ci1 =  — ——, -de I  =  • • -2—  de, и -  sina2d a 2= —  dc2 .

C1 Ci 2
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Точки N  и L  симметричны относительно точки Ж —середины пути 
ползуна. Поэтому, если мы назовемъ разстояніе MO  черезъ п, гдѣ п  
есть нѣкоторый постоянный отрезокъ *), то можемъ написать:

O N = n + k  и OL =  n — k,

где к — величина перехменная.
Такимъ образомъ, мы имеемъ:

O N = C 1 =  п + к  
OL =  C2 =  H — к.

Складывая эти два выраженія, получаемъ:

C1 + C 2=  2пj т. е.,

сумма разстоянт двухъ равноудаленныхъ точекъ отъ центра криво­
шипной окружности есть величина постоянная, равная удвоенному 
разстоянію средней точки до центра вращенія.

Дифференцируя это последнее выраженіе, имеехмъ:

dcx - j- dc2 =  0, откуда,

dc2 =  — dcv

Вставляя эти значенія въ формулы [2], получаехМЪ

Ic2l — т
—  S i n a 1 dcL1 = -------2— dcx,

ci
Ic22 — т 1с\ — т

— sina, (Za1 = ----- — dcn=  — ----0—  de2 л2 1
2 2

Откуда имеемъ:
Zcj — т 

(Za1 = ----- г,-R----- de..1 пи cm /ѵ 1с\ sm а х

Ic22^ - т 
(Za0 =  + -R -T -—de.. 2 C-Sma2 1

Внося все найденныя величины въ формулу [1], получаехМЪ сле­
дующее выраженіе для полнаго дифференціала:

[ sin a . Ic2 — т  sin a . Ic2 — т\
[3]  2------------5------------------------ ------ U c 1 =  O.

L  ая 1 ~ а 2 C1 Sina1 OcoQ a I - C 2Si i i aJ
COS .N   9

Такъ какъ dcx=f= 0, необходимо, чтобы выраженіе въ скобкахъ рав­
нялось 0, т. е.:

*) При неизмѣнной длинѣ шатуна разстояніе середины колебаній ползуна отъ 
центра вала есть величина постоянная— равная длинѣ шатуна. А* У.
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sina2 Icj — т S i n a 1 Ic22 — т

2cos2-^— c?smai 2cos2- -=  c2sma2

Откуда
Sina2 lc\— Sina1

2cos2̂ % %  C' Sina‘ 2cos2a ' a '2 c2sm a2
Cl Cl

что даетъ по сокраіценіи и послѣ нѣкоторыхъ преобразованій:

м
Sin2OC2 C2Sin2OCl

Ic22 — т Щ — т

Такъ какъ sin2a =  I — cos2oc, то мы можемъ написать, пользуясь 
извѣстными уже намъ значеніями косинусов+:

м  -f- Щ \2 C21 — (м-\- Іс\)2
Sin2OC1 =  1 — COS2OC1 =  1 — I----------I ==—--------—T----- и

Cl / CJ

sin2o% =  1 — Cos2OC  ̂ Iм - \-Щ \2 cI — (пг-\-Щ)2
2 1 C9 I C22

Вставляем+ найденныя значенія синусов+ въ формулу [3]: 
с2 с2 — (т-[-іс2)2 с2 с2 — (m-j-£c2)2 

Ie2 — т с2 Ic2 — ш с2
что даетъ:

с2 — (м +  Ic2)2 с2 — (т -|- Zc2)2
Ic2 — м Ie2 — м

Дѣлаемъ перемноженіе среднихъ и крайнихъ членовъ— получаемъ
тогда:

{ с2 — (m-f-Zc2)2 |(Zc2 — т) =  j с2 — (m-j-Zc2)2 }(Zc2— т).

Раскрывая скобки, имѣемъ:
Zc2 с2—MC12- (т -f - Zc2)2 (Zc2 — м) =  Zc2 с2 — тс\ — (м + Zc2)2 (Zc2-  м).

Уничтожая одинаковые члены въ обѣихъ частяхъ и производя даль- 
нѣйшія дѣйствія, получимъ:
— тс2 — (m2 -j- Z2C2 4~ 2 тіс2) (Zc2 — м) =  — мс2 — (m2—[—Z2Ĉ 4~ 2мІс2) (Ic2 — т).

Раскрывая скобки, дѣлая приведете подобных+ членовъ, мы полу­
чимъ выраженіе:

м  (с2— с2) — ЗмЧ(с2 — C22) 4- Z3C2 C2Jc2 — C22) — mZ2(cJ—с*) =  О,
которое можетъ быть представлено, какъ произведеніе двухъ множителей
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И (сі ~~ 2̂) { ш ~~ 3ш2I “Ь cI — mI i c 21 -j- с2) ) =  0 .

Выраженіе [5] явилось слѣдствіемъ замѣны перемѣнныхъ величинъ 
OL1 и OL2 въ уравненіи [3] другими перемѣнными величинами C1 и Cr

Если полный дифференціалъ величины £ долженъ равняться нулю 
при всѣхъ возможныхъ значеніяхъ Oc1 и а 2, то очевидно, что уравне- 
ніе [5] должно быть справедливымъ при всякихъ значеніяхъ C1 и с2; откуда 
слѣдуетъ, что

такъ какъ множитель ( с \ — C22) обращается въ нуль лишь въ частномъ 
случаѣ, когда Cl =  W c r

Займемся, слѣдовательно, уравненіемъ [6].
Мы имѣли ранѣе: Cl -̂ r C2 =  Zn.
Послѣ возвышенія въ квадратъ обѣихъ частей даннаго равенства 

получимъ:
C2x-Zr C22 =  4 п 2 — 2 C1C2.

Вставимъ это въ уравненіе [6]

т  — Зт 2I + Is с2 с2 — m l2 (4 п 2 — 2 C1 с2) =  0, 

т — Зт2Z+ Z3 C21 с2 — 4 т п212+ Zml2 C1C2 — 0.

Возьмемъ за скобки т  изъ перваго, второго и четвертаго членовъ. 
Тогда получимъ:

[7] т  (1 — 3 ml — 4Z2 гі1) -\- Zml2 C1C2-f-Z3 с\ с2 =  0.

Преобразуемъ выраженіе въ скобкахъ, вводя значенія величинъ т  и Z.
})2__а2 ^

Мы знаемъ, что т =  —: ж  ̂ щ  г ГД^ & есть РаДІУсъ кривошипа,

какъ уже было упомянуто, принимаемый нами за единицу, а — длина
шатуна, равная, очевидно, п  — разстоянію средины колебаній ползуна до
центра главнаго вала.

Такимъ образомъ, мы нмѣемъ окончательно:

г ч т  — 3 W2Z+ Z3 с2 с2 — m l2 (с\ +  с2) =  0,

Ъ2 — а2 1 — п 2

1 2 Ъ 2 ’

Слѣдовательно:

I — 3 m l — U 2n =  I
3 . ( 1 — п 2) 4 п 2
— % д  г - ,  или
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i - 3 » ; - « = « = ± L i % J * i b 4R
4

I __4*2
1 — 3 Wl- 4 1 * » = — -■■ ■ ■,

4
1 — п 2 I — w2 I
— — ' — 2— T ' '■

т. е.
1 — Зті — 4Z2n =  т . I.

Вставляя полученный результате въ вырашеніе [7], имѣемъ: 

т2 I - j- 2ml 2C1C2 »j-13 с2 с2 =  0, 

что, по сокраіценіи на I , даетъ:

[8] m2 -f- 2mlcl C2 -J- Z2 c\ c2 =  0.

Лѣвая часть полученнаго уравненія представляетъ собою квадрата 
суммы двухъ количествъ; слѣдовательно, мы можемъ написать:

[9] {т A-IexCiY =  0.

Изъ выраженія [9] мы заключаем+ что полный дифференціалъ 
величины rCi не равняется нулю при всѣхъ возможныхъ значеніяхъ C1 и 
сг  такъ какъ выраженіе [9] обращается въ нуль лишь при частныхъ 
значеніяхъ C1 и C0, а именно, когда

V C 2 =  - U = - ( l - - w 2)= = n 2- l .

Итакъ, величина £ не есть величина постоянная и измѣняется 
вмѣстѣ съ величинами oq и а.,.

Опредѣлимъ характеръ измѣненія этой величины.
Мы имѣли ранѣе:

а і + а 2cos— и—

аі ~ а 2
cos 2

Найдемъ теперь другое выражевіе для показывающее зависи­
мость £ отъ размѣровъ радіуса кривошипа и длины шатуна.

Пусть (черт. IV) начало координате совпадаетъ съ центромъ криво­
шипной окружности.

Тогда уравненіе этой окружности будетъ:
х 2+ у 2 =  1.

Найдемъ двѣ к а к ія -нибудь сопряженныя точки, координаты кото­
рыхъ, положимъ, будутъ (хѵ JZ1) и (х 2, y j .  Точки эти, какъ мы знаемъ, 
находятся засѣчкой кривошипной окружности радіусомъ, равнымъ длинѣ
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і Очевидно, что dv какъ гипотенуза, будетъ опредѣляться своими 
1 катетами, или V

' (J i= (X l - I ) 2 Y y 2l -
j Раскрывая скобки, имѣемъ:

d \ = - x \ Y rCl ~ 2 х  ̂ Y v l -

Такъ какъ точка (хѵу }) принадлежит+ кривошипной окружности, 
для нея будетъ справедливым+ равенство:

x I Y v l  =  ! .

а, слѣдовательно,

[15] d\ =  I -f- £2 — 2 x fc .

Опредѣлимъ теперь d2.
По прежнему будемъ имѣть:

d2 =  ( £ - % ) 2 +  2/2,

или, раскрывая скобки,

<*2 ■=** +  ?  — 2ж^ +  г/2.

Такъ какъ х \ -f- у\ =  1 ,

[16] < з = і  +  р - 2 ® 25.

Перемножаемъ [15] и [16]—тогда получимъ:

[17] d2.d2 =  (1 -Щ * _ 2 а % ). (1 + Е 2 -

Возвышаемъ въ квадратъ обѣ части уравненія [14] и получаемъ:

[18] F1Y 2 =  ( I - I ) 2.

Соединяя уравненія [17] и [18], получаемъ

(1 -  I2)2 =  (1 +  5* -  Z x f r  (I +  2 x f r ) ,

или

(1 -  I2)2 =  {(1 +  £2) -  . {(I +  5*) -

Раскрывая болыиія скобки, получаемъ:

(1 _  £2)2 == (1 +  OY — 21,(1 Y l 2) - f  +  Y i2X1X2 . 

Переносим+ всѣ члены въ одну часть:

(1 +  \ 2)2 -  ( 1 - 12)2 -21 ( 1 +  +  4 12X1X2 =  О,

или/раскрывая скобки у первыхъ двухъ членовъ и сокращая, имѣемъ: 

j  V 2Y  7V 2X1X2 — 2\(I -F £2) +  ж2) =  0 .

К .  . ■
!

N \Ѵ .  ѵ'. ■ х
a  F  V /
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Выносимъ за скобки 2^—тогда получимъ: fl| / S  3

2\{ 2\ +  2Щх2 — (I +  %j (X1 } == 0 W + "  f
I \   L' f г \ О 11 * • • I

Такъ какъ % не равно нулю, то, очевидно, должно быть:

2 \  -F  2\ X1X 2 — ( I Y l 2)  (* !+ % ) =  0 .

ИЛИ

25(1 +  X xX 2)  —  ( I F  V 1 F  U  --= о •

Это уравненіе можетъ быть написано такъ:

I -Ir XlX
5ä- 2 -

X1Y x
Ч + і  =  о .

I I

1 +  X1X2
Называя черезъ А  дробь — ——г-» имѣемъ:

хл +  Х2

[19] Z2-2 Д  +  1 =  0 .
.

Откуда

[20] * ^ а ± і/ Ж М Т ,

Найдемъ значеніе величины А. Для этого опредѣлимъ сперва, чему 
будетъ равняться произведете X1X2.

Раньше мы имѣли:

l - fP - f -2  nl
X v

I н-Z2 — Znl
2[Ti Н~ Z) в*лн 2 (w -Z)

Откуда

* \х 2 4 (^2j -  Z2)/L k - { ( 1 + 2̂)2- 4H2U

Слѣдовательно:

I +  OJb
4(,г2 _  р) +  (I +  Z2)2 — i n +

4—+ F

ИЛИ

1 + Ж1Ж2---

F n 2- Z 2) ‘

4 п2 — 4Р +  1 + Р  +  2Р  — 4 и 2Р

О OI

! +  OJ1OJ2

4 (п2 — I2)

4п2(1 — Р) +  (1 — I2)2 
4(п2 —

-I  I ГШ  .ГОІ

( I - P )  (4 п 2 +  1 — Р)
~  4(п2 — Р)

JTOfiI OTI' .IiTntfiq OIIHIItlIf Щ'ДООЯ Д .О .T ,НТЭІ
Теперь опредѣлимъ значеніе суммы XlY x 2.

А. У г а р о в ъ ^ ^ е= * + , » , ^
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Будемъ имѣть:

( I +  I2 +  2nl) (п — I)4- (I 4- Z2 — 2111) 4- I)
2 2 (n2 -  I2)

Откуда
LßO

ИЛИ

j ^  _  (I + 1 2) (n — l + n  - j - 1) -j- 2nZ(n— I — n — l) 
x I - T x Z =  2 (n2 — I-)

• O -  (,* 4- ,*) +
_ 2 n ( l  4~Z2) — 4nZ2 n( I — Z2)

X1 + X 2=  2 (гг2—Z2) f =  n)—l2~'

Теперь мы можемъ написать значеніе величины А:

, 1 +  X1X 2 _  (1 _  т  (4^2 +  I  р )  (п2 —  I2) _  4п2 + I - Z 2 в
X1 + х 2 ' lS fn2- Z 2).. п  фі — Z2) 4п

Итакъ, коэффиціентъ А  въ уравненіи [19] есть величина пере- 
мѣнная, зависящая отъ величины Z, а слѣдовательно, и величина \  изъ 
[20] есть также величина перемѣнная.

Посмотримъ, какія значенія принимаетъ А  для предѣльныхъ значеній I.
При Z =  O получаемъ:

, 4 n 2- f l  I 1А  — ■— -——  =  п -4- -— •4п 1 4п
При Z =  I имѣемъ A = п.
Итакъ, минимальное значеніе коэффиціента А — есть п, максималь- 

, 1ное же п + — .1 4 п
Соотвѣтственно этимъ двумъ значеніямъ и \  будетъ имѣть мини­

мальное и максимальное значенія, между которыми будутъ находиться и 
всѣ остальныя в о з м о ж н ы й  д л я  Ü; значенія, иными словами —разница 
между двумя крайними значеніями £ будетъ представлять изъ себя путь, 
проходимый точкою X при полномъ оборотѣ кривошипа.

Изъ выраженія [20] видно, что Ii представляетъ собою алгебра­
ическую сумму двухъ величинъ А и У  А 2— 1.

Такъ какъ мы при нашемъ разсмотрѣніи, составляя уравненія
[10], [11] и [12], считали радіусъ кривошипа равнымъ единицѣ, а длину 
шатуна равной п, то, очевидно, для возможности кривошипнаго двяженія 
необходимо соблюдете условія:

nj> I.
Съ другой стороны, каждая пара сонряженныхъ хордъ пересѣкается 

внутри  кровошипной окружности, а слѣдовательно, и разстояніе точки 
X отъ центра окружности, т. е. всегда меньше радіуса, что даетъ намъ 
право утверждать, что £ есть нѣкоторая правильная дробь.
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Отсюда мы приходимъ къ выводу, что для опредѣленія значенія \  
изъ выраженія [20] надо брать радикалъ со знакомъ лшнуеъ . Для опре- 
дѣленія вопроса, при какихъ значеніяхъ коэффициента А  получаются 
максимальное и минимальное значенія величины преобразуем+ выра- 
женіе [20], беря за скобку А:

Разсматривая это равенство, мы видимъ, что выраженіе въ скоб­
ках+ уменьшается вмѣстѣ съ увеличеніемъ А  и обращается въ нуль при 
А равном+ безконечности. Отсюда мы заключаем+, что максимальному 
значенію коэффидіента A  соотвѣтствуетъ минимальное значеніе H и —на­
оборот+.

Такимъ образомъ, мы будемъ имѣть:

4п2-4- 1 — т /1 6 #  + 1 +  Sn2 — 16и2 4п2 - f  1 — і /  Uri2 — 1)'
minim =  —— г---- -  1 1  —

или

£ .Q min

4 п 4 п

4п2-) -1 — 4п2+ 1  1
4 п 2 п

Точно такъ же получимъ:

\  іпхш = п  — у п 2 — 1 .

Длина шатуна п въ машинах+ нормальнаго типа берется обыкно­
венно равной пятерной длинѣ радіуса кривошипа.

Мы принимали радіусъ кривошипа равным+ единицѣ, слѣдова- 
тельно, п =  5.

Вычислим+ для этого значенія п величины \  mxm и \  min:

%nxm = 5  — j / o 2— 1 =  5 —1/24==5 — 4,8990 =  0,101.

\  min = =  0,10.2.5

Разность между максимальным+ и минимальным+ значеніями £ будетъ 
равна, такимъ образомъ, одной тысячной радіуса.

При вычерчиваніи діаграммъ парораспредѣленій діаметръ криво­
шипной окружности часто берутъ равнымъ 200 m/m; для такой окружности 
мы будемъ имѣть перемѣщеніе точки \  изъ одного крайняго своего поло- 
женія (£ —maximum) въ другое (£ — minimum) равнымъ одной десятой 
долѣ миллиметра, что, очевидно, лежитъ далеко за цредѣлами возможно­
достижимой точности черченія. Для окружности діаметромъ полъ метра 
(это будетъ уже крупная окружность для діаграммы Цейнера или Мюл­
лера) деремѣщеніе точки \  составит+ отрѣзокъ прямой линіи длиною въ

2*
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четверть миллиметра, что является толщиною обыкновенной, проведенной 
не особенно острымъ карандашемъ, чертежной линіи.

Для нагляднаго усвоенія того факта, что, съ увеличеніемъ п — отно- 
шенія длины шатуна L  къ радіусу кривошипа R —разность между макси- 
мальнымъ и минимальныъ значеніями H быстро уменьшается, ниже при­
ведена таблица. Такъ какъ эксцентриковую тягу вмѣстѣ съ эксцентрико- 
вымъ дискомъ съ кинематической точки зрѣнія надо считать шатунно- 
кривошипнымъ механизмом+ то въ двухъ послѣднихъ столбцахъ таблицы 
приведены данныя для наиболѣе часто встрѣчаюіцихся отношеній длины 
эксцентриковой тяги къ радіусу эксцентрика.
IfOHJIUSMH 
BH--П 5 ■

OHßM OTI1 rJlf9ßPC 
HHSPßHS 90HJE.ßMH

IlLHfiS ИМ ВЕДОТС
Т а б л и ц а .

I .HTOOHI' 
>0 k  BTH':

ohöhsoö a 
•шнффеоя

Il 1! 6 10 20

-(1 -- “Si: ) \ [ — Г
H maximum . ” . 0, 0,0839 0,0501 0.02502

H minimum . , 0,100 0,0833
- I 2 I

0,0500 0,02500

H max. — H min. 0,001
I

0,0006 0,0001 0,00002

Резюмируемъ вышеизложенное.
Геометрическое мѣсто точекъ пересѣченій сопряженныхъ хордъ для 

основного шатуниокривошипнаго механизма есть отрѣзокъ прямой линіи, 
совпадающій съ линіей мертвыхъ точекъ. Отрѣзокъ этотъ тмѣетъ чрезвы­
чайно малую длину, быстро уменьшающуюся къ тому же съ увеличеніемъ 
отношенія длины шатуна къ кривошипу; при измѣненіи этого отношенія 
отъ 5 до 20 отрѣзокъ послѣдовательно иринимаетъ размѣры отъ одной 
тысячной до двухъ стотысячпыхъ долей радіуса.

Такимъ образом+ даже для діаграммы съ діаметромъ кривошипной 
окружности равнымъ 500 m/m, отрѣзокъ этотъ будетъ имѣть длину отъ 
четверти до пяти тысячныхъ долей миллиметра.

На основаніи этого можно утверждать: всѣ сопряженныя хорды 
пересѣкаются въ о д н о й  точкѣ, расположенной отъ центра криво- 
'шипной окружности по направленно къ ползуну  въ разстояніи
нтоо 1 [ßq «гттдѳб otqkp птэоижугщо йонпнш
H =  -— , гдѣ п число , показывающее отношенге длины ш атуна къІ̂.ОП2^ЧВОНЭ OTRHHßqH (ПОНДО <ГГН А пи
радгусу кривотипа.шЩ (ш шшш пі-

Эту точку — въ дальнѣйшемъ ее мы будемъ обозначать буквою X — 
назовемъ ш ат уинымъ полюсомъ. .RiH9Fq9P птэош

Такъ какъ всѣ сопряженныя хорды пересѣкаютсц въ одной точкѣ, 
то ясно, что для отысканія шатуннаго полюса основного шатуннокриво-
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шиннаго механизма достаточно найти точку пересѣченія средней хорды 
съ линіей (хордой) мертвыхъ точекъ.

Такимъ образомъ, мѣстоположеніе шатуннаго полюса можетъ быть 
графически опредѣлено чрезвычайно легкимъ построеніемъ.

Какъ увидимъ далѣе, шатунный полюсъ обладает+ свойствами 
характеризовать данный кривошипный механизмъ и позволяет+ опре- 
дѣлять условія движенія отдѣльныхъ его звеньевъ.

Г ,1 А В А Т Р Е Т Ь Я .

" ,  " -производный кривошипный механизмъ. Условія возможности
его существованія.

$ Li 111 Ij Lj Li UiiHU a I JU t i я  d  JAIcI Ii гп ь  < п Il Г, іі J і 111 J I і ♦ b l l  /  і » іч»Оі I ei М? * * Ii ci-J о 'I с# Ii H ід A JI5L

Перейдем+ теперь къ разсмотрѣнію производнаго шатуннокривошип- 
наго механизма съ движеніемъ ползуна по прямой линіи —такой меха­
низмъ сокращенно мы будемъ называть прямолинейно-производнымъ.

Отыщемъ предварительно условія возможности суіцествованія меха­
низмовъ такого рода.

Положимъ, что намъ дано разстояніе между центром+ вращенія 
кривошипа и серединой качаній ползуна, т. е. дана длина отрѣзка основ­
ной линіи  между этими точками; дана длина пути ползуна и уголъ 
наклона Ф.

Требуется построить шатуннокривошипный механизмъ, могущій вы­
полнить данныя условія движенія ползуна.

Для того, чтобы найти радіусъ кривошипа и длину шатуна, будемъ 
разсуждать такъ: въ мертвыхъ точкахъ пути ползуна (см. черт. V) криво­
шип+ и шатунъ лежатъ на одной прямой, и такъ какъ кривошип+ про­
ходит+ всегда черезъ центр+ своего вращенія, то, очевидно, положеніе 
упомянутой прямой находится простым+ соединеніемъ соотвѣтствующей 
мертвой точки съ центром+ кривошипной окружности.

Далѣе: для мертвой точки, ближайшей къ центру кривошипной 
окружности, шатунъ съ кривошипом+ наложены другъ на друга; для болѣе 
отдаленной отъ центра мертвой точки кривошипъ является продолже- 
ніемъ шатуна.

Называя черезъ (I1 и d2 разстоянія мертвыхъ точекъ отъ центра 
кривошипной окружности, буквами г и I — радіусъ кривошипа и длину 
шатуна, на основаніи сказаннаго можемъ написать:

сI 1 =  I - V ,

17305033
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Складывая и вычитая почленно эти два равенства, мы получаемъ 
послѣдовательно:

d2 — dx 1̂ +  ^2
и I =  -  ?

2 ,U р щ ц  JMUIiiafi J 8
т. е. для прямолинейно-производнаго шатунпокривошипнаго механизма  
радіусъ кривош ипа равенъ п о л у р а з н о с т и ,  а длина ш ат уна п о л у с у м м е  

разстояній мертвыхъ точекъ до центра врагценія кривош ипа .
Допустимъ, что путь ползуна перпендикуляренъ къ основной линіи,— 

тогда обѣ мертвыя точки лежатъ на одинаковомъ разстояніи отъ центра 
вращенія кривошипа, образуя равнобедренный треугольникъ. При этомъ

dI d2 Аусловіи dx =  d2 и, слѣдовательно, радіусъ кривошипа г = — - — = 0 .и
Другими словами: прямолинейно-производный шатуннокривошипный 

механизмъ съ путемъ ползуна, перпендикулярнымъ къ основной линіи,
певозможенъ.

Итакъ, уголъ +  не можетъ быть равенъ 90°. Если же уголъ $  бу­
детъ равенъ нулю градусовъ, то путь ползуна совпадаетъ съ основной 
линіей и производный шатуннокривошипный механизмъ обращается въ 
основной.

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ условію для $ :  0 < + < 9 0 .
Однако, это условіе является далеко неполнымъ, т. к. не даетъ окон­

чательнаго максимальнаго предѣла для угла который, какъ увидимъ 
далѣе, существуете для каждаго даннаго производнаго механизма.

Найдемъ функціональную зависимость между элементами производ­
наго механизма.

Пусть длина пути ползуна A B  равна 2а, гдѣ cj половина размаха, 
OM  — отрѣзокъ основной линіи равенъ п .

Центръ О враіценія кривошипа, середина M  пути ползуна и 
каждая изъ мертвыхъ точекъ А  и В  образуютъ собою два треугольника 
O AM  и O M B 1 при чемъ углы между основной линіей и путемъ пол­
зуна въ этихъ треуголъникахъ будутъ послѣдовательно O M A = $  и 
O M B = I S d 0— Ф. Пзъ этихъ треугольниковъ мы можемъ опредѣлить 
d x и d2, т. е. стороны OA  и O B . Итакъ, мы имѣемъ:

d^ =  (l — r ) 2 =  w2-)-cr2 —  2wcrcos3-, 

d* —  (l - f *  r) 2 =  Yl2 +  G2 +  2 W(JCOSi)1.

Раскрываемъ скобки:

I2Ar T2 — 2 Ir =  n2+ er2 — 2wgcos^,

I2+ r 2+ 2  I r = n 24 -  G2+ 2m co$& .
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Вычитая первое ѵравненіе изъ второго, имѣемъ:

4Zr =  4nacoS'0' или

I r  =  W(TCOSi)1.

Называя величину crcos-fr— проекція половины пути ползуна на 
основную линію— черезъ р, имѣемъ изъ [21]:

[22] І . г = п . р 7

т. е. произведете д л и т  ш атуна и  кривошипа въ игрямолинейно-про- 
изводномъ механизмѣ равняется произведению д л и т  основной л и н іи  
и проекции п о луп ут и  ползуна на эту же ли н ію .

Выраженіе [21] представляет+ собою искомую функциональную зави­
симость между элементами механизма.

Въ составъ этого выраженія входятъ пять величинъ. Если будутъ 
даны три величины п 7а и cos$, то ими вполнѣ опредѣляются треуголь­
ники О М А  и O M B 7 а слѣдовательно, определяются и стороны OA  и O B7 
равныя Cll и dr

Величинами же и d27 какъ мы знаемъ, обусловливаются размѣры 
шатуна и кривошипа даннаго механизма; такимъ образомъ, тремя дан­
ными величинами мы вполнѣ опредѣляемъ механизмъ и по выраже­
ние [21] имѣемъ взаимную связь всѣхъ элементовъ механизма.

Для рѣшенія поставленная нами вопроса о предѣлѣ для угла Ф 
обратимся къ примѣру.

Допустимъ, что намъ даны величина п  и уголъ $ , меныиій 90°,—  
требуется найти механизмъ, у котораго путь ползуна былъ бы наиболь­
шим+ изъ всѣхъ возможныхъ для даннаго угла.

Требуется найти длину пути ползуна, иными словами, найти поло- 
женія мертвыхъ точекъ.

Такъ какъ точка M  (см. черт. VI) есть средняя точка и она намъ 
дана (дано О М = п )7 то намъ достаточно определить положеніе одной
мертвой точки— другая ей будетъ симметрична по отношенію къ точкѣ M .

■ -
Итакъ, на линіи A B  требуется найти наиболѣе удаленную отъ M  точку, 
которая была бы мертвой точкой искомая механизма. Мы знаемъ, что 
мертвой точкой называется такая точка, въ которой, во-первыхъ, ползунъ 
мѣняетъ свое направленіе и, во-вторыхъ, шатунъ совпадает+ по направле- 
нію съ кривошипом+, образуя съ нимъ прямую линію, проходящую черезъ 
центр+ вращенія кривошипа. Эти два условія позволяют+ опредѣлить бли­
жайшую къ центру вращенія мертвую точку. Очевидно, что ползунъ при­
дет+ въ нее тогда, когда вращаюіційся конецъ шатуна будетъ наиболѣе 
удален+ отъ направленія пути ползуна. Мы знаемъ, что вращающійся 
конецъ шатуна движется по кривошипной окружности, слѣдователыю, 
намъ надо найти на этой окружности точку, наиболѣе удаленную отъ
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линіи A B . Такой точкой является иересѣченіе перпендикуляра на линію 
A B  изъ центра О съ кривошипной окружностью. Намъ извѣстно лишь 
положеніе О центра этой окружности, но не извѣстенъ радіусъ. Поэтому 
для отысканія элементовъ механизма по даннымъ п  и $  поступаемъ такъ:

Опускаемъ изъ О перпендикуляръ на линію M L — для этого описы- 
ваемъ на O M 1 какъ на діаметрѣ, полуокружность; пересѣченіе ея съ M L — 
даетъ искомую ближайшую мертвую точку, а этимъ опредѣляется и весь 
механизмъ.

Мы получаемъ: a =  WcosiT,

(Z1 =  WaSint)',

(Z2 =  у  w2sin2 *  4 -  4 W2Cos2-T, 

a слѣдовательно, имѣемъ г и I1 какъ полуразность и полусумму (Z1 и d2.
Длина шатуна выразится такъ:

[23] Z =  F-I-WsinT, или Z— r  =  wsinT.

Выраженіе [23] показываете зависимость между длинами шатуна и 
кривошипа для наиболынаго возможнаго пути ползуна при данномъ 
углѣ Т.

Отсюда ясно, что для всѣхъ другихъ— менынихъ— длинъ пути пол­
зуна, для возможности кривошипнаго движенія необходимо, чтобы длина 
шатуна, уменьшенная на величину радіуса кривошипа, была бы больше, 
чѣмъ разстояніе центра кривошипной окружности до линіи пути ползуна.

Наиболыній путь ползуна 2с =  2wcosT; слѣдовательно, остальные 
возможные пути меньше этой величины.

Разберемъ другой примѣръ.
Данъ отрѣзокъ основной линіи OM  =  w, дана длина пути ползуна 

A B  =  A 1B 1 =  2гді требуется найти наиболыній уголъ наклона Т. (Cm. 
черт. VII).

Мы имѣемъ здѣсь случай образованія производнаго механизма, при 
чемъ, прц всѣхъ измѣненіяхъ Т, длина пути ползуна должна оставаться 
такой, какъ у основного механизма, т. е. равной 2гд.

Мы нашли ранѣе, что для иредѣльнаго случая ближайшая мертвая 
точка есть основаніе перпендикуляра изъ центра кривошипной окружности 
на направленіе пути ползуна. Поэтому наиболыній уголъ Ф есть острый 
уголъ прямоугольнаго треугольника.

Весь механизмъ определяется слѣдующимъ образомъ: на линіи OM 1 
какъ на діаметрѣ, строимъ полуокружность и засѣкаемъ ее радіусомъ гд 
изъ точки M 1 какъ изъ центра; полученная точка А  будетъ искомая бли­
жайшая мертвая точка; ею определятся и остальные элементы механизма. 
Уголъ -Э1 опредѣлится изъ уеловія:

C=Fj7 = ^ c o s th
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Радіусъ кривошипной окружности попрежнему определится изъ 
сI1 и d2—:разстояній мертвыхъ точекъ до центра окружности.

На чертеже вокругъ центра О проведена нунктиромъ окружность, 
соответствующая кривошипу гд основного механизма, изъ котораго обра­
зован+ разобранный производный, для иллюстраціи упоминавшаяся въ 
первой главе измененія радіуса кривошипа и длины шатуна съ измене- 
ніемъ направленія пути ползуна.

Третьим+ варіантомъ прямолинейно-производная механизма яв­
ляется механизмъ, въ которомъ проекція пути ползуна на основную линію 
при всЬхъ измененіяхъ величины угла Ф остается равной длине пути 
ползуна A 1B 1 =  2гд основного механизма. (Cm. черт. VIII).

Какъ и ранее, наиболыній уголъ $  находится изъ прямоугольная 
треугольника, у котораго гипотенузой является отрезок+ ОМ. Ближай­
шая мертвая точка определяется пересеченіемъ перпендикуляра въ точке 
A x съ окружностью, описанной на OM7 какъ надіаметре. Кривошипная 
окружность основного механизма нанесена на чертеже пунктиром+.

Мы нашли panfee для прямолинейно-производных+ механизмовъ вы- 
раженіе [22]:

Въ только-что разсмотренномъ варіанте р— величина постоянная, 
а потому и I .г  =  п . р =  const.

Иными словами: для всѣхъ производныхъ механизмовъ при одина- 
ковомъ п  и  одинаковости проекций полупут и ползуна на основную 
линию произведете длинъ шатуна и  кривошипа есть величина по­
стоянная.

На основаніи разобранных+ примеров+ мы можемъ такимъ образомъ 
выразить условія возможности суіцествованія прямолинейно-производная 
шатуннокривошипнаго механизма:

Въ заключеніе разсмотримъ предельный случай прямолинейно-про­
изводная механизма, въ которомъ длина шатуна равна діаметру криво­
шипной окружности, Tt е. I== 2г. (Cm. черт. IX).

Въ этомъ случае dg =  l — r =  2 r — v =  r7

l tvz= n. p.

[24]

l tr =  n a.cos-fr, 

I— r Nz n t sint)’, 
£ <  w.cos$.

d2 =  l-\- r =  2 r - } - r = 3 r .

Длина пути ползуна 2 a = | / 2r2— г - = г \ /  8, 

откуда a = r \ '  2.
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Отрѣзокъ основной линіи О М = п  опредѣлится такъ:

п = Ѵ  r 2 +  ( r j /2 ) 2 =  r  j /3 .

Подставляя найденныя значенія въ первую формулу изъ [24], имѣемъ:

Иными словами: всѣ прямолинейно-производные механизмы указан­
на™ предѣльнаго типа геометрически подобны между собою.

Мертвая точка А  обладаете въ этихъ механизмахъ тѣмъ свойствомъ, 
что ползунъ, придя въ нее, при дальнѣйшемъ враіценіи кривошипа отъ 
точки D 1 можетъ двигаться какъ по направленію къ B 1 такъ и по 
противоположному къ L  и далѣе. Такимъ образомъ, точка А  является 
мертвой точкой двухъ механизмовъ, симметричныхъ къ линіи A D  и оди- 
наковыхъ по размѣрамъ.

Свойства хордъ прямолинейно-производнаго кривошипнаго механизма.

Опредѣливъ условія возможности существованія прямолинейно-про­
изводнаго шатуннокривошипнаго механизма, перейдемъ къ изученію нѣ- 
которыхъ его свойствъ.

Пусть намъ даны всѣ элементы механизма (см. черт. У): радіусъ 
кривошипа— T1 длина ш атуна- I 1 отрѣзокъ основной линіи O M  =  U1 путь 
ползуна A B =  2сг, уголъ наклона пути ползуна $.

Возьмемъ на линіи A B  двѣ симметричныя точки P  и Q въ раз- 
стояніи к отъ средней точки M 1 гдѣ к величина перемѣнная, могущая 
принимать значенія отъ 0 до G. Пайдемъ на кривошипной окружности 
сопряженныя точки, соотвѣтствуюіція взятымъ симметричнымъ. Для этого, 
какъ мы знаемъ, надо засѣчь кривошипную окружность изъ точекъ P n Q  
радіусомъ, равнымъ длинѣ шатуна I . Отыщемъ аналитичеокія выраженія 
для искомыхъ точекъ.

Изъ прямоугольнаго треугольника P P fM  мы имѣемъ:

2г2= г2] /з  . ] / 2 . cos 9>, откуда

Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я .

Пусть

Р 'М  =  к . cos 9' и P P f = к . sin + . 

к . cos $  =* а , 
к . sin $  =  ß .
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Тогда координаты центра круга, описаннаго изъ точки Р —или 
просто, координаты точки P  въ прямоугольной системѣ съ началомъ 
координатъ въ O1 и осью х-овъ, совпадающей но направленію съ основ­
ной линіей механизма—будутъ: абсц и сса= (п — а), ордината== (ß); для 
точки Q будемъ шмѣть соотвѣтственно: ( n - f a )  и ( — ß).

Уравненіе кривошипнаго круга, какъ совпадаюіцаго центрохмъ съ 
началомъ координатъ, будетъ имѣть слѣдуюицй видъ:
[25} X2+  у 2 =  V2.

Уравненіе І-го круга (проведеннаго изъ точки Р) принимаете 
такой видъ:
[26] {х  — (п — a) j 2 +  (У — ß)2 *= •

Уравненіе ІІ-го круга (изъ точки Q) будетъ соотвѣтственно:
[27] { х  — (п Uа)}2 +  +  ß)2 =  I .

Для отысканія точекъ пересѣченія шатунныхъ круговъ съ криво- 
шипнымъ найдехмъ уравненія радикальныхъ осей.

Первая радикальная ось найдется вычитаніемъ уравненія [26] изъ
[25]. Продѣлаемъ это.

X 2 у 2 =  T2 ,
X2 +  (п — а )2 — 2(п — а )x  +  y 2 +  fi2 —  2ßy =  I2.

Вычитая, имѣемъ:
[28] 2 (п — a ) x - \ - 2 ß y  - г ( п  — a)2 — ß2 =  r 2— I2.

Для нахожденія первой пары сопряженныхъ точекъ намъ надо 
рѣшить совхмѣстно уравненія [25] и [28]. Это мы можемъ сдѣлать слѣду- 
юіцимъ образомъ: опредѣлимъ изъ [28] величину у , возвысимъ ее въ 
квадрате и, подставивъ въ [25], получимъ квадратное уравненіе содер­
жащее только неизвѣстное х.

Итакъ, изъ [28]
г 2 —  I 2 - | -  ( f i  —  a )2 4 “ ß —  2 (n  —  ol) x

Это выраженіе по возвышеніи въ квадрате даетъ алгебраическую 
дробь съ довольно значительнымъ числохмъ членовъ въ числителѣ, а потому 
мы и преобразуехмъ уравненіе [28], введя въ него нѣкоторую условную 
величину. Такой условной величиной мы возьмемъ координаты точки пере- 
сѣченія І-ой радикальной оси (см. черт. У — линія H G ) съ осью абсциссъ.

Для нахожденія этой точки мы придаемъ у  значеніе, равное 0; 
тогда значеніе х, опредѣленное изъ [28], и даетъ намъ абсциссу искомой 
точки—которую назовемъ черезъ Jj1* Такимъ образомъ, будемъ имѣть:

2 (п —<xjx+2$y — (п — а)2 — ß2= r 2 —12,

при у =  О, X = = ^ v
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слѣдовательно,
2 (w -ст a)^j — (п  — а )2 — ß2 =  г2 — Z2.

Откуда
г2 — Z2+ (п — а )2 + ß2

P 9]  h = — T ( L - . F  1
Перенесемъ въ уравненіи [28] члены съ неизвѣстными въ одну 

часть, а съ извѣстными въ другую, получимъ:
2 (п  — а)ж +  2 fry = V 2 — Z2 +  [п —  a )2-f -ß 2.

Дѣлимъ уравненіе на 2; тогда имѣемъ:

V , О г2— Z2+ ( w  — a)2- f ß 2(п — а)X -j- ß у  =  „ ...Л ;  I____ Lj  . .
2 Lr

Правая часть полученнаго уравненія, очевидно, равна (п — а ) ^ , . a 
потому и все уравненіе [28] можетъ быть написано такъ:
[30] (п — O L j x $ у  =  (п — а)Н,.

Рѣшаемъ уравненіе [30] совмѣстно съ [2 5 ].
И зъ [30] имѣемъ:

ß*/ =  (п  — a)5j — (п — л) X .
Возвышая въ квадратъ, имѣемъ:

[31] ft2у 2 =  (п — a)2E2 +  (n — a)2u;2 — 2(w — а)2# ^ .

Помножаемъ уравненіе [25] на ß2.
Получаемъ:

ß2# 2 +  ß2 у 2 =  ß2r 2.
Откуда

[32] ß + 2 =  ß 2r 2 — ß2^ .

Вычитая [32] изъ [31], имѣемъ:
ж2[(іг — a )2 ß2] — 2(w — a)2# ^  +  ^2(n  — a )2 — ß2r 2= - 0 .

Придаемъ полученному выраженію обычный видъ квадратнаго 
уравненія:

£,(w — a )2 £?(w — a)2 — 32r 2
[33] x 2— 2ft..1 ■_ , x-4- A L — — V , + --  =  0 .

(n —  a) + ß  ' (n  — a )2+ ß 2
Рѣшая [33], имѣемъ:

X =
5j(w — a )2 f  \ \ [ n  —  a )4 Ц ( п —  cl) 2 — Q 2 T i

^ - a )2 ^ ß 2 ,  у  [ (n  —  a }2 +  ß2] 2 ~  “ (w — a )2+ ß 2_T 

Преобразуя подрадикальное выраженіе, имѣемъ:

ж =
S1 (w — a )2 -h  j /  a ) 4— [ Ц [ п — a ) 2— ß2r 2] [ ( w — a )2 +  ß2]

w — .a)2+ ß 2
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Раскрываем+ скобки подъ радикалом+:

X-

—а)2± |/  \ \ { г г —а)4—:Щ п — а)*4-—£2(п—a)2ß2-|-ß2r2(w—a)2-f-ß
(гг— а)2 —|-ß ’2

[34]

Дѣлая приведете подобных® членовъ, получимъ окончательно: 

— <x)2± ß j /  (ѣ  a)2(r2— £2) +  ß2r 2
ж =

(n— a)2-j-ß 2

Теперь онредѣлимъ y.
Е зъ  уравненія [30] имѣемъ:

(п— a)a: =  $j(№— а)— ß « / .

Возвышаем® въ квадрат® обѣ части этого выраженія:

[35] (и—  2(n— N y -

Помножая уравненіе [25] на (п — а)2 и вычитая его изъ [35], 
получаемъ:

у 2 [(п — а 2) + ß2] — 2 ß in  —  а  )ijYI 2lI n - X ) 2-  г  ’(: — а)2= 0 ,

ш и :<гаэ¥от щг,п BsaqaH
ß £ ,(w — а) ( — а )2(Е?— г 2)

Решая [36], имѣемъ:

ßij(w — а) ß2£2(w — а)2— (и — а)2Д 2 — г 2) [ ( и - a ) 2+ ß 2]

У - ( п - а )  tY P zfJ Г
что послѣ некоторых+ преобразованій даетъ:

ß ^ ( n — а ) +  I n -  а) j/(w  —  а )2 ( г 2 ß
[37] 2/ =    - (» _  ос)2—j— З2 ------  •

Такимъ образомъ, мы получили по два значенія для х  и для //, 
определяющих+ две точки пересеченія кривошипной окружности съ окруж­
ностью радіуса I7 проведенной изъ точки P

Определим+ теперь вторую пару изъ системы сопряженныхъ то­
чекъ—для круга радіуса I съ центром+ въ точке Q.

Найдемъ уравненіе ІІ-й радикальной оси (см. черт. V—линія F E ). 
Для этого вычитаем+ уравненіе [27] изъ [25 ]—получимъ:

[38] 2(п -f- а) X — 2fiy =  г2 — 12 Ь clY j T ß2 •

Приравнивая у  нулю, мы получимъ точку пересечения И-й ради­
кальной оси съ осью абсциссъ.
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Такимъ образомъ, получаемъ:
P =  O1 X =  Z2- 

2(w -|-a )^2 =  ̂ 2 — Z2-J- (̂ г—[—ос)2 —j— ß2.
Откуда

Р Ч  ь - т а + т а
Вводя въ [38] выраженіе Jj2, мы получимъ уравненіе ІІ-й ради­

кальной оси:
[40] (п - f  а ) X — ßy =  (п  - f  а) Jj2.

Рѣшая уравненіе [40] совмѣстно съ [25], мы получимъ, производя
дѣйствія, аналогичныя прежнимъ, значенія координатъ искомыхъ двухъ
точекъ. Эти значенія будутъ имѣть слѣдующій видъ:

l 2( n + a . y ± ß \ / (п+ а .)  (Н — 5*) +  ß*.r“
[41] X = ----------------

(M% a ) 2+ ß ‘

— ß$ (п +  а) ±  (п+ а) V  (п +  а )2 (г2 — £2) +  ß2 г2
[42] у = -------------------------S R F F F -------------------- :

Итакъ, мы получили четыре сопряженныя точки. Выпишемъ совмѣстно 
значенія ихъ координатъ и опредѣлимъ мѣсто каждой точки на чертежѣ. 

Первая пара точекъ:

[43]
AS Kl

. ( A l

(и — a)24~ ß l (п — а)2(г2 — ^2) —f-ß2r 2 
х, = --------‘— ■

(fi — a  J2-|— ß

b ß ( w —  c t )  —  ( n  —  a . ) ] / ( n  —  a .) 2 ( r 2 —  ̂ 'f )-j-ß 'V 2

( n — oc)?—(— ß2

X 1
( Jj,(» - a ) 2— ß | /  (n —  a)2(r2 — £2)4~ßV '

( : n  —  a )2- ) -ß !

■. Sj, ß (и — а) ■4- (и — а) ] /  (и — а )2(г2 — Sj*)4~ 
----------------------- (w— a)24~ß2----------------------

Вторая пара точекъ:

_ i 2(W +  a)2+ ß i / ( w 4 - a ) 2(r2- H 2)4 -ß 22-2 
Х% ■ (n4~a)*4 'ß2 ’

__ - H 3ß (w +  а) +  \ / (n T - а)2 (г2 -  S2) 4 -  ß V2 
% (n +  a ) 24 - ß 2 •

, E2(2U a )2-  ß ( / ( 2U a )2 O'2— Sj2)4 -ß V 2х 2
» 4 -tt) 0 U a )‘U ß 2 Ф

, _  -  S8 ß (и 4- а ) -  (2U а) і / O U а )2 (V2 — $2) 4- ß V
P2

(2U a ) U f *2

:



Шатунный полюсъ. 3L

Въ этихъ 8 выраженіяхъ знаки передъ радикалами взяты съ та­
кимъ разсчетомъ, чтобы всегда удовлетворялось условіе нахожденія точки 
на кривошипной окружности, т. е.:

A Y y J r 9-.

Опредѣлимъ теперь мѣсто каждой точки на чертежѣ.
Для этого опредѣлимъ сперва положенія кривошипа, еоотвѣтствую- 

щія мертвымъ точкамъ ползуна. Аналитически положенія эти найдутся 
какъ точки касанія круговъ, проведенныхъ изъ А и B 1 съ кривошипной 
окружностью.

Для полученія координатъ точекъ касанія достаточно въ формулы 
[43] вмѣсто к вставить величину иолупути ползуна, т. е. о\

При такой подстановкѣ подрадикальныя выраженія обращаются въ 
нуль, и, вмѣсто .восьми, мы получаемъ изъ [43] четыре выраженія, опре- 
дѣляющія двѣ точки.

Действительно, при к =  G выраженіе (п — a)2 +  ß2 представляетъ 
собою квадратъ разстоянія ближайшей мертвой точки А  до центра О кри­
вошипной окружности. Въ предыдущей главѣ мы показали, что это раз- 
стояніе равно длинѣ шатуна, уменьшенной на длину радіуса кривошипа

Cl1= I  — г.
Откуда:

(п — a)2+ ß 2 =  (Z — г)2.
Подставляя въ выраженіе [29], мы получаемъ для разбираемаго 

частнаго случая:
Г! П t  г 2 - l 2 +  ( l ^ r ) 2 _  г ( г - І )

 ̂  ̂ 1 2(п — а) п -— cl

Возьмемъ подрадикалъную величину изъ [43] для х ѵ х\ и у ѵ у[ и 
иодставимъ въ нее найденное значеніе S1 изъ [44].

Мы будемъ имѣть:

(п — а )2(г2— Sf) “Ь ß2w2=  (п — а) V 2—  (п — а) 2̂ 2+  ß2r 2] =

=  [(п — a )2+ ß 2] r 2— (п — a )2S2.

Ho [(п — a)2 +  ß2] =  (Z — г)2, и (п — а)2S?== г2(г— I)2.
Откуда

[(п — a )2+ ß 2] r 2— (п — а)2 Si — г 2(1 — г )2— г 2(г — I)2=  О, 
что и требовалось доказать.

Найдемъ величину S2 Для даннаго частнаго случая.
Попрежнему, выраженіе ( w + a ) 2+ ß 2 будетъ представлять собою 

квадратъ разстоянія дальней мертвой точки В  отъ центра О кривошипной 
окружности. Мы имѣли ранѣе для этого разстоянія:

Cl2=TAr I1
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откуда по [39] 

[45]
г 2 — Z2-J- (г —1~ Z)2 г (г -J- Z)

2 (n - f -  а ) г̂—)—а

Подставляя найденное значеніе %2 въ подрадпкальныя выраженія 
для х 2, х'2 и Ij2, у2 изъ [43], мы получимъ, подобно предыдущему, что 
эти выраженія обращаются въ нуль.

Итакъ, координаты точекъ касанія будутъ имѣть видъ:

X

X r

U n а
(п — a)2- f ß 2 ’ 

U n +  X f
( n + a ) 2+ ß 2 ’ 

Преобразуем® эти выраженія. 
При к = g, a  =  (icos-8’

(fi — ä)2 —[* ß2 =s — r )2.

Уа

Ѵъ

(п — a )2- |- ß 2

—  i f r ( n + а) 
(w+ a ) 2 +  ß2

(w -|-a)2- |- ß 2 — (7 - |-r)2, 

Поэтому будемъ имѣть окончательно: 

r (n  — or COSit)

и P =  (JSiHi)1. 
 ̂ r ( r — l)

и
n  — a  

r(Z-J-r)
n -\-  OL

[46]
X

X r

r  1
V (pi ~J— (j cos iOi) 

r-J-Z

У a =

Vi

r . CT sin $  
I — r  

r . crsinil
I

Такъ какъ длина шатуна всегда больше радіуса кривошипа— иначе 
механизмъ невозможен+ (смотри условія кривошипности [24]), то ясно, 
что разность г — Z представляет+ собою величину отрицательную. Иными 
словами, точка D  имѣетъ какъ абсциссу х а, такъ и ординату у а отри­
цательный, т. е. лежитъ въ ІІІ-емъ углѣ, считая по направленію враще- 
нія кривошипа; точка С имѣетъ абсциссу х ъ положительную и ординату 
у ъ отрицательную, т. е. находится во ІІ-мъ углѣ.

Итакъ, мы получили, что ординаты точекъ касанія шатунных+ кру­
гов+ съ кривошипным+ кругом+ суть величины отрицательный, т. е. 
точки D  я С всегда находятся ниже оси абсциссъ.

Такъ какъ, съ другой стороны, точки В я С  являются точками иредѣль- 
ными, то мы можемъ сказать, что для всѣхъ положеній кривошипа между 
точками В я С ,  лежащихъ ниже линіи С В — хорды мертвыхъ точекъ,—  
ординаты являются величинами отрицательными; для иоложеній же криво­
шипа выше линіи CD, ординаты во ІІ-мъ и ІІІ-мъ углах+ отрицательны, въ 
І-мъ же и ІѴ-мъ положительны. Другими словами, ординаты въ нѣкоторыхъ 
опредѣленныхъ положеніяхъ кривошипа мѣняютъ свой знакъ, т. е. пере-
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ходятъ черезъ нулевое значеніе. Положенія пальца кривошипа съ нуле­
выми ординатаіми определяются, очевидно, какъ точки пересѣченія криво­
шипной окружности съ осью абсциссъ. Ясное дѣло, что для этпхъ точекъ 
величина I  =  ±  г .

Поэтому для рѣшенія вопроса, какое изъ выраженій [43] даетъ для у  
величину, мѣняющую знакъ, намъ надо найти у  =  0 при <; =  г.

Продѣлаемъ это.
Подставляя Jj = - J - r  въ выраженія для у 2 и у 2 получаемъ, что 

подрадикальное выраженіе:

]/(и +  а )2(г2— ^ )  +  ßä,.2

обращается въ выраженіе ß r , 

а потому, при rCii= + - г

—  ß . г . (гг+ cl) +  ß • r.(n +  cl)

(П +  CLf +  ß2

— ß . r . ( n - J - a ) — ß . r . ( n - f - a )  2 ß .r(n -f-a )
—J— а)2 —[— ß2 (п +  cl)2+  ß2 ’

IflSlo*v« U ('OSOO CO - r~ vU ) . и ЯШ .P Y—j— (!/800 .P — W) .4/ HIS .P *4
т. e. % переходить черезъ 0, елѣдовательно, точка, опредѣляемая коорди- 
натахми (%2,у2), лежитъ выше линіи CD.

Точно такимъ же образомъ находимъ, что при ^1 = — г,

—  ß . г . (п — CL) — ß . г . (?г — а) 2ß . г . (п —*а)
In — a)2+ ß ^  “  ~  (п - і- а ф -Ь З 2 ’

. —  ß . r . ( n  — < x )- f -ß .r ,(n —  а)
-  ( н - а і Ч -ß '- _  ’

т. е. у ’х переходить черезъ 0; слѣдовательно, точка, опредѣляемая коорди- 
натами (х[,г/'), лежитъ выше линіи CD.

Такимъ образомъ, мы вполнѣ точно опредѣлили мѣстоположеніе 
каждой изъ четырехъ сопряженныхъ точекъ, аналитическія выраженія 
координатъ которыхъ представляютъ собою формулы [43].

Мѣстоположеніе точекъ мы опредѣляемъ по отношенію къ ли­
ши C D —хордѣ мертвыхъ точекъ. Мы нашли выше, что эта хорда всегда 
находится ниже оси абсциссъ—основной линіи. Посмотрим+ нѣтъ ли 
еще какого-либо условія, онредѣляюіцаго положеніе хорды мертвыхъ точекъ.

Мы опредѣлили ранѣе координаты точекъ C h D h получили для 
нихъ выраженія [46].

Составимъ уравненіе прямой, проходящей черезъ эти двѣ точки.
А. Угаровъ. 3
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Уравненіе этой прямой въ общемъ видѣ будетъ таково:

(Уа- У , ) Х ~  Va - J y Y  (Ха У ь — lJ a J = = 0-
Опредѣлимъ величины коэффиціентовъ въ этомъ уравненіи, встав­

ляя вмѣсто (ха, у а) и (хъ1 у ъ) ихъ значенія изъ [46]:

r .  G. Sm+ , r .  G. Sm+
у Vbssa IZ J r  I JJr J '

— (Z -f-r)r . G. s in +  + ( Z  r ) r . G .  sin +_________ ,

—  2 T 2 G. s in +
5=8 r*

r ( n  —  G. COS+) Г  ( n  -|— G. COS+)
OO OC t ~  z ‘ ■ 7 j щ

a b l — r  Z-f-r
—  r ( l - \ - r ) ( n  —  G. COS+) — r ( l  — r)(w  +  C7. COS+)

=  jT Z r*  ’
—  2 r ( l . n  —  r .  G. COS+)

=  Z2- r 2
Точно такъ же найдемъ:

 T 2 G. Sin+.(w  —■ G. COS+)+  Г2 G. sin+ , (fl -|— G. COS+) 2 r2W(7.sin+
ХаУъ УаХЬ J2____________ £2_______________ 2̂

2 y
Отбрасывая общаго м н о ж и т е л я — p - ,  мы получаемъ окончательно 

уравненіе хорды мертвыхъ точекъ:

[47] — y . g . s in+ . х - \ - { 1 .  п  — r .  G. cos+ ) у А - г .  п .  G. s in +  =  0.

Такъ какъ ни одинъ изъ коэффиціентовъ при х  и у въ этомъ 
уравненіи не равенъ нулю, то очевидно, что прямая, выражаемая этимъ 
уравненіемъ, не можетъ быть параллельной какой-либо изъ осей коорди­
нате, а потому она ихъ пересѣкаетъ. Найдемъ точку встрѣчи этой прямой 
съ осью абсциссъ. Для этого ординатѣ у  надо придать нулевое значеніе.

Тогда будемъ имѣть:
—  r .  G. sin+ . X 1 -j-  r .  п .  G. s in +  =  0.

Откуда X1 =  U.
Итакъ: хорда мертвыхъ точекъ своимъ продолженгемъ прохо­

дитъ черезъ среднюю точку п ут и  ползуна .
Этимъ свойствомъ хорды мертвыхъ точекъ мы можемъ пользоваться 

для отысканія второго мертваго положенія кривошипа при данномъ пер­
вомъ *). Для этого достаточно данное мертвое положеніе кривошипа соеди­

*) Мертвымъ иоложеніемъ кривошипа здѣсь называется положеніе радіуса  
кривошипа, соотвѣтствующее мертвымъ точкамъ пути ползуна.

А .  У .
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нить прямой линіей съ средней точкой пути ползуна—точка пересѣченія 
этой линіи съ кривошипной окружностью и будетъ искомое второе мер­
твое положеніе кривошипа.

Обратимся теперь къ средней хордѣ. Точки ея пересѣченія съ криво­
шипной окружностью опредѣлятся изъ формулъ [43] для случая, когда 
Ic = 0. Очевидно, что ири этомъ условіи a =  ß =  0, и мы получимъ со­
ответственно:

Для составленія уравненія средней хорды мы найдемъ выраженіе 
радикальной оси для этого случая, т. к. для средней точки пути ползуна 
обѣ сопряженныя хорды сливаются ВЪ одну (Xl = X x= X 2 =  X2). 

Попрежнему будемъ имѣть:
Уравненіе круга кривошипнаго:

Уравненіе круга радіуса Z, проведеннаго изъ точки M  какъ центра:

(х~~ п)2+ у 2= Р .

Вычитая одно уравненіе изъ другого, получимъ уравненіе радикаль­
ной оси:

собою прямую, проведенную параллельно оси у-овъ на разстояніи отъ 
начала координатъ

Итакъ: средняя хорда всегда перпендикулярна къ основной л и н іи .

Какъ средняя хорда, такъ и хорда мертвыхъ точекъ представляют+ 
собою частные случаи сопряженныхъ хордъ.

Займемся теперь соетавленіемъ уравненія сопряженной хорды для

Откуда:

X 2 - \ - у 2 = I i r 2 .

[48]
2 пх  — п2 — г2 12 =  0,
2 п х  — (г2 — 12 4~ п 2) =  0.

Уравненіе это не заключаетъ въ себѣ у , а потому представляет+

X
Г2 — 12 4" П2 

2 п

общаго случая.
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Соединим+ хордой точки (%ѵ у {) и (х0, у2) и напишемъ уравненіе 
лпніи, проходящей черезъ двѣ точщі.

Для краткости обозначимъ въ формулах+ [43] радикалы выраженій 
(хх, х[) и (уѵ у[) черезъ R 1 и знаменатели ихъ черезъ N 1; для выра­
жены! (&Vt x j  и [у0, у2) будемъ имѣть соответствен ныя величины R 0 и 
N 0t Такимъ образомъ, формулы выраженій [43] примут+ видъ:

[49]

* і =
%і(п— а)2-4-ß .R1

N.
(и — a)(ß<*t—

F T

,  Ifn-CL)* — ßJR,

А
l 2( n + a)2 +  ß %  

Y . .

Ж«=

a?
, l f n  +  C L f-$ R ,2
•>_ M l  ,

Уі

%

У,

t (и — a )(ß H ,+ F ,)
N.

(n +  C L ) ( V - R f  
- V Д ,

(и -j- а) (ß $2-|_ F  )

F v F

Общее уравненіе линіи, проходящей черезъ двѣ точки (хѵ у J  и 
(х2, у2), будетъ имѣть видъ:

( у — у2)х — -  xZ j j T f a  у 2 iJi %)= °-
Опредѣлимъ коэффициенты этого уравненія. 
Составим® выражение: у , —

(n — CL+V— Щ, (wF a)(P^2- j V)
У х - У  2 N1 ... 1 N2

(п — а)(РѴ—j F j VF(wF a) ( P V - jV)A

[51]

Такимъ же путемъ получимъ:

U n - X f Y R 1 U n +  x f  +  ̂ R 2
■ - M - F = -  N f r  T 2 ’

f r ( n - + +  ß F 1] f r  (n +  a)2 -r  ß R f  A,
-  T NfrN2

И, наконец®,

Хі У і - У і Х2 ^

[?1( n - a ) 2+ ß ß , ] ( ß f t % ) ( n  +  a ) +  [V(W+ a ) 2+ ß F , ] ( ß V - F 1)(W- - a )  

^  ~  V 1 N,

Отбрасывая обіцій знаменатель A71IV2, мы получаемъ общее урав- 
неніе сопряженной хорды слѣдуюіцаго вида:
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[5 3 ]

X '{(п -  а) (ß I - R 1) JV2U  (» U « )  (ßE2- B 2) N 2}

-  { \ f ( n - a f + ß R ) N ~  [ f n  +  a y  +  Ü R J N f y -

-{L E 1( w - a ) 2+ ß % ](ß E .2- W 2) ( w + a )  +  [E2( n + a )2+ ß W 2] ( ß q - W , ) ( n - a ) }
Какъ общее уравненіе, формула [53] должна заключать въ себѣ и 

оба разсмотрѣнные ранѣе частные случаи сопряженныхъ хордъ.
Средняя хорда обусловливается тѣмъ, что для нея Jc равно нулю. 
Введемъ это условіе въ уравненіе [53], которому, простоты ради, 

придадимъ видъ:
A 1X + B lIf +  C i =  O .

При Te=0 , очевидно, a =  ß =  0 и слѣдовательно,

N 1 =  (гг — a )2 й- 

будетъ равно гг2, точно такъ же какъ и

%  =  (n +  a )2- f  ß2 =  п ‘, 

т. е. TV1 =  A72 =  W2.

При томъ же условіи:

F2 — Z2 -J- (гг — ос)2—|— ß2

становится равнымъ

E ,= =

2 ( п  —  CL)

F2 — I2+ (гг +  ö l) 2 + ß 2

54

т. е. 

и далѣе,

E = E =Si S2

2 ( u  +  c l )

F2 — Z2 —j— W2

■ г.

2n

Опредѣлимъ теперь коэффиціенты уравненія [53] для разсматри- 
ваемаго частнаго случая.

при Ju =  O,

к = О,

A l = - I i R lN 2- I i R 2N l =  —  2 n s R l ;

B 1 =  [ J n  -  a)3+ ß W J  %  -  +  a)2+ ßWJ % ,

B i =  ̂ f c N 2- I f N = O ;
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C1 =  -  {&.(« -  а)2+ ß B 1] -  R 2) +  а) +

+  [5 Д « .+ а )» + ß Ä el(ß5i -  Д х К » - « ) } .

=  +  2 5 + ^ ,

О зх>  г 2 — Г2 + п 2
ч .  '

=  U2R 1O2 — Z2+ W 2) .

Подставляя найденныя значенія коэффиціентовъ въ уравненіе [53], 
получаемъ:

- Z n 3R 1X -V W2K1Cr2- Z 2+ п 2) =  0 .

Сокращая на U2I t1 и мѣняя знаки, мы приходимъ къ уравненію [48]:

2п х  — (г2 — Z2+  W2) =  0 .

Обратимся теперь ко второму частному случаю—къ хордѣ мертвыхъ 
точекъ. Эта хорда должна получиться изъ условія: Ic =  G.

При этомъ условіи ос =  s .c o s  +  , ß =  s . sin + ,

^  r(r— l) г =  Г (г -V I)
1 U - O L 7 2 w + а

(смотри [44] и [45]),

I i l =  K 2= О,

и наконецъ,

JVi =  ( Z ^ r ) 2 V JV2= ft(Z + r)2 .

Опредѣлнмъ коэффиціенты уравненія [53] для даннаго частнаго 
случая:

A1 =  (п -  а) (ß 5, -  R j N 2 +  { п +  а) Щ Ii -R j N l
j к =  G

=  (п -q ß V ^ + ^  +  ffß^ X , =
—  г .(г— I) .(I Y  A 2-а • sin ^ + + + Z )  ( г — sin $  =

=  — 2г2(Іг — г2)а . sin А .

B 1=-IZlLn -  а)2+ ß Ä J  N 2 YU n + а )2
I Jc =  G

=  - S l( w - a ) 2JV2+ S 2(w + a )2JV1 =

=  — г . [г —  1)(п — a )(Z + r)2+ r(r+ Z )(w + o f)(Z  — г)2 =

=  г (Z2 — г2) [(w — a) (Z + r )+ (n + a) (Z — г)], 

что даетъ по раскрытіи скобокъ и постановки вмѣсто a  — его значенія:
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B 1 =  2r(Z2 — г2) (п . I— г . er. cos $ ) .
Обратимся теперь къ коэффициенту C1.

% = -  { tV F  -  a )2F J 3 A  J(PV -  A )  F + F  F  

F  [ V F F F 2F P A ]  ( P V - A ) F  -  *)} - 

с , {Vf — *)*p v f f * ) f V f f f 2PV f - * ) }  =

=  —2 ^ 1̂ >(n2 — а 2),
или

C1 = 2 (Z2 — г 2)г2па . sin $ .
|Й =  <7

Подставляя найденныя значенія коэффиціентовъ въ уравненіе [53], 
мы получаемъ:

— 2г2(I2 • r2)a , sin Ф. X-f- 2r(l2 — г2) (п . Z — г . (7. cos il)?/ 4~
4~ 2 (Z2 — r2)r2nG. sin Ф == 0 , 

что, по сокращеніи на 2г(12 —  г2), обращается въ уравненіе [47]:

— г а . sin Ф . a - f ( w  .Z — г . а . cosil)i/4“ ra(7 • sin iOi =  O.

Итакъ, мы видимъ, что уравненіе [53] действительно представляет+ 
собою общій случай сопряженной хорды. Произведенная повѣрка фор­
мулы показала намъ, что, только при частныхъ значеніяхъ величины к, 
коэффиціенты уравненія [53] дѣлаются равными или коэффидіентахМЪ 
уравненія [47], или же коэффипіентамъ уравненія [48]; для всѣхъ же 
остальныхъ значение к меоюду O u g  коэффициенты уравненія  [53] 
не равны коэффиціентамъ уравненій  [47] и [48].

При дальнейшем+ разсмотрѣніи свойствъ хордъ кривошипной 
окружности прямолинейно-производная шатунно-кривошипная механизма 
естественно возникает+ вопросъ: не существует+ ли въ данном+ меха­
низме действительная ш атунная полюса,— иными словами: не пересе­
каются ли въ одной точкѣ всѣ сопряженныя хорды?

Чтобы отвѣтить на этотъ вопросъ, мы будемъ разеуждать такъ: 
если всѣ хорды пересѣкаются въ одной точкѣ, то очевидно, что и три  
произвольно выбранныя хорды пересѣкаются въ этой точкѣ, а потому 
намъ достаточно разсмотрѣть лишь три хорды.

Ясное дело, что для это я  разсмотренія мы можемъ взять хорду 
мертвыхъ тойекъ, среднюю хорду и произвольную хорду, выражаемую 
уравненіемъ [53], Такъ и поступим+.

Изъ аналитической яометріи нахмъ извѣстно, что три линіи про­
ходят+ черезъ одну точку, когда опредѣлитель, составленный изъ коэф- 
фиціентовъ уравненій этихъ линій, равен+ нулю.
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Составимъ поэтому определитель изъ коэффиціентовъ уравненій
[47], [48] и [53].

Мы получимъ: 

— Г . G . sin $ ,

272 ,

A 1

(I. п

=  A -

Г . G .COS 4) , Г COS 4

B 1, і о О Д - * О Й ) ~

Если мы будемъ разсматривать столбцы этого опредѣлителя, то 
увидим+ что ни одинъ изъ нихъ не заключаетъ въ себѣ элементовъ, 
последовательно равныхъ элементамъ какого-нибудь другого столбца; то 
же самое можно сказать и относительно строк+ а следовательно, состав­
ленный нами опредѣлитель ни въ какомъ слѵчаѣ не равняется нулю 
или, другими словами, сопряженныя хорды не пересекаются въ одной 
точке, и действительна™ шатуннаго полюса въ разбираемомъ механизме 
не существуетъ.

Поэтому передъ нами возникаете другой вопросъ: возможно ли 
безъ большой погрешности допустить существованіе шатуннаго полюса 
въ прямолинейно-производныхъ механизмахъ?

Для ответа на этотъ вопросъ намъ надо определить свойства геоме- 
трическаго места точекъ пересечений между собою парныхъ сойряжен- 
ныхъ хордъ.

Г Л А В А  П Я Т А Я .

Изслѣдованіе формул+ выражающихъ сопряженныя хорды прямолинейно- 
производнаго кривошипнаго механизма.

Мы получили ранее для сопряженной хорды, соединяющей между 
собою точки (Xxi Vi ) и (х2, г/2), уравненіе [53]; для полученія ей парной 
хорды мы должны соединить прямой линіей остальныя две точки изъ 
разсматриваемой нами системы точек+ т. е. точки ( х ф у / )  и (#2', г/2О* 
Поступая аналогично прежнему, мы получимъ для второй сопряженной 
хорды, опираясь на формулы [49], слѣдующее уравненіе:

{ ( n - a ) ( ß q + W ,) i V 2 +  ( » + a )(ßE2+ W 2) % }  Ж-  

[54J -  { [E1 ( п-  а )2- ßW, ] N 2 -  &  +  а)2 -  ßW2]

-  { %  (п  -̂ ‘ - ß W J C ß ^  + W 2) ( « + a ) U

. U  [E2 ( П + а )2 -  ß W2] ( ß q  +  B l K n  -  а ) } =  0 ,
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[53]

или, условно,

А 2х - \-jB2? /+  C2 =  0 .

Выпишемъ сюда же для сравненія уравненіе [53]:

{ ( r c - a ) ( ß k - ^ )  + + F + q ( ß ^ - W }  * -

-  {F 1 ( « - + + + % ]  N 2 _ [ 5 2(w+ a > 2+ ß ß 2] TV1U -  

{ Cm (n  a )2+ ß - R J (  ßH2 — i?2)(n  +  a) +

Y  U« (M H- a)2 “i~ ßA2 j f ß.i Xi) (»—a)}. = 0 ,
или, условно,

A 1X-V B i Ij-V C 1=  0 .

Мы видимъ, что уравненія [53] и [54] отличаются другъ отъ друга 
лишь знаками при величинахъ K 1 и K 2, что и должно быть, если мы вспом- 
нимъ, что формулы [49], опредѣляющія координаты всей системы точекъ, 
попарно имѣютъ противоположные знаки передъ величинами K1 и K 2.

Теперь передъ нами стоитъ вопросъ: найти геометрическое мѣато 
точекъ пересѣченія парныхъ сопряженныхъ хордъ.

Для рѣшенія этого вопроса намъ надо исключить изъ обоихъ урав- 
неній [53] и [54] перемѣнную величину Ie1 входящую въ оба уравненія 
въ скрытой формѣ въ видѣ OL1 ß, N i1 N 21 K 1 и K 2.

Исключеніе Ie изъ одного уравненія и подстановка найденной для к 
величины въ другое уравненіе, въ виду ихъ сложности, потребовало бы 
очень многочисленныхъ дѣйствій; поэтому для опредѣленія искомаго гео­
метрическаго мѣста мы пойдемъ инымъ путемъ.

Какъ мы только - что отмѣтили, оба разсматриваемыя уравненія 
отличаются другъ отъ друга лишь, знаками передъ входящими въ нихъ 
величинами K 1 и K 2.

Поэтому, если мы раскроемъ скобки въ выраженіяхъ коэффиціен- 
товъ этихъ уравненій, то каждый изъ этихъ коэффиціентовъ можетъ 
быть считаемъ нами за двучленъ, причемъ уравненія будутъ отличаться 
другъ отъ друга лишь знаками при вторыхъ членахъ этихъ двучленовъ.

Условно мы можемъ представить сказанное такъ:

Въ уравненіи A x l + K 1? /+  C1 =  0

A  j =  А  —|— сі,

B 1= B - V b 1 

C1 =  С + с ;

въ то время какъ въ уравненіп A 2X - V В 2у -V C 2=  0 ,
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A 2 =  A  — а ,

B 2 =  B - Ъ ,

C2 = C - C .

Такимъ образомъ, условный формы уравненій [53] и [54] при­
мут+ видъ:

( A N a) ~\~Ь) 2/-J-(G-J-C) =  0 ,

(А — а) — Ц У-\~(С — с) =  0.

Ясное дѣло, что эти два уравненія послѣ почленнаго сложенія и 
вычитанія дадутъ намъ два новых+:

[55] А #-[-J ty -J -(7 =  0 и а # - |-% - |-с  =  0.

Эти новыя уравненія представляют+ собою 2 новыя линіи, прохо- 
дяіція однако черезъ точку пересѣченія разсматриваемыхъ нами сопря­
женныхъ хордъ, и, слѣдовательно, для рѣшенія вопроса о геометриче­
ском+ мѣстѣ мы можемъ манипулировать съ болѣе простыми, чѣмъ фор­
мулы [53] и [54], уравненіями вспомогательных+ линій изъ того же пучка. 

Такъ и поступим+.
Обратимся сперва къ коэффиціентамъ уравненія [53].

A l = I n -  C L )(ß'V -  А )  А F F F F  ( ß V -  А )  А  •
Раскрывая скобки, получаемъ:

a  j =  (и — а) ß V а  ■F  F F 1F  ß V A -  F  — F  R 1A  - F F  F  А  А
или A 1= A - ^ a ,  гдѣ

^ = F - F ß V A F F F F ß V A >
a =  — [(U-CL)R1 A F F F F A A ] -

Переходим+ къ коэффициенту B 1.

A =  -  ] LV F -  F 2 F  ß A ]  A -  LV F  F  F 2 F  ß А ]  А } -
Раскрываем+ малыя скобки:

A =  — ! V F  -  X f N 2 -S2 (пF  F 2 A F  ß А  А ~  ß А  А } •

Или B 1 =  В + Ъ ,гдѣ

B = I J jb J c L  Y N 1-V F — F 2 А »
^ = H R 2N - R 1N 2).

Поступаем+ такимъ же образомъ съ коэффиціентомъ C1- -тогда 
получимъ вмѣсто

C =  - { V F - F 2F ß A ] ( ß V -  A )  F  F  F F  

+ LVlwF F 2F  P A ] (ßV -  A )  F  -  F } -
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C1=  -  { ßi, S2 ( « -  а)2 (п + а )  -  ßR1 В 2(п+  а )+ ß2 S2-B1 (» + а) -  

— S1Cя — *)2 (и + «О -B2+  ß5i S2 0 * + *)*(” — *)— ß B1-B2 (и — а ) +  
+  P2S1 R j n  — а) — Z j  F а)2(и -  а) -R1}.

Дѣлаемъ приведете подобныхъ членовъ:

C =  -  {2w.3[S1 Sjw2 -  a  Q - R 1 R 2] -  (»2 -  а2 -  ß2 +

F S 2(W-Fa)-B1])  .

Или G1 =  C F cJ гДѣ
C = 2 n ß [J? 1̂ - S , S 2(w2— а 2)],

С =  (и2— а 2 -  ß 2) [S1 (п  — a) R 2Y  S2 О*+ <*)-В J .
Поступимъ такимъ же образомъ съ уравненіемъ [54].

A 2=  (п — a) (PS1F - B 1)̂ V2+  (w + a )(ß S ,F  или
A2=  (и - a ) ß S 1iV2+ (w  +  a)ßS2A '+ ( w - a ) i ? 1iV2+ (M + a )Ä 2iV1) 

что условно будетъ выражаться такъ:
Д = A — а ,

Точно такъ же получаемъ:

B f =  -{S1( n - a ) 2% - S 2( « ^ a ) 2 X 1- P ^ 1 % + ß R 2 b } 

или B 2=  В  — Ъ.
Наконецъ, по отношенію къ C2 имѣемъ:

C2=  -  { [S,(» - *)2 - ß B J  (ß S ,+  -B2) (w+ a) +

+  [S j n + a )2 -  ß R 2](ß S1 +  -B1) (» -  a ) } . 
Раскрывая малыя скобки и дѣлая приведете подобныхъ членовъ, 

получаемъ:

C2 =  -  { 2 пß [S1 s > 2- a 2) -  -B1R 2] Y  (и2 -  a 2 -  ß2) [S1 +  -  a ) + S2 ( » + a) -BJ >
или C2= C — с.

Опредѣливши значеніе величинъ A 1 B 1 С и а, Ь1 C1 мы должны 
вставить ихъ въ условный уравненія [55] и рѣшать ихъ по отногаенію 
къ перемѣнной величин! Jc.

Выполнивъ эту подстановку, мы получаемъ два уравненія слѣдую- 
щаго вида:

[(« -  а )ßS, N iY  (п +  а ) ßS2N Y Y [S2(» + a)2 -  S1 ( п .-  a )2N j у +
[56] +  2wß [ZZ1-B2 —Sj S2(w2— а2)] =  О,
и второе:

-[(W -O c)K 1JV2+  (w +  a)K 2 N J x + ß  (K2IY1- K 1JV2)I/ +
[57] + {П 2 _  а2__ (я _  а) B 2Jr  *2( п + a) J  =  0.



44 А. В. У г а р о в  ъ.

Оба уравненія заключаютъ въ себѣ ирраціональныя величины 
R 1 и R 2; отъ ирраціональности этой намъ надо будетъ освободиться.

Замѣчая, что въ уравненіи [56] величины R 1 и R 2 входятъ въ 
одинъ членъ въ видѣ произведет+ въ уравненіе же [57] эти величины 
входятъ въ видѣ алгебраической суммы, мы заключаем+ что для осво- 
божденія отъ ирраціональности, намъ надо уравненіе [56] возвести одинъ 
разъ въ квадратъ, а уравненіе [57] требуется возвысить въ квадратъ 
дважды.

Ясное дѣло, что подобное двойное возвышеніе въ квадратъ чрезвы­
чайно усложнить форму уравненія [57] и тѣмъ затруднить отысканіе 
интересуюіцаго насъ геометрическаго мѣста.

Поэтому линію, выражаемую уравненіемъ [57], замѣнимъ другой ли- 
ніей, проходящей, конечно, черезъ точку пересѣченія сопряженныхъ хордъ.

Для рѣшенія вопроса, какую же линію, изъ пучка проходящихъ 
черезъ точку пересѣченія сопряженныхъ хордъ, намъ удобнѣе всего вве­
сти въ анализ+ припомним+ что система сопряженныхъ точекъ обра­
зуете собою четыреугольникъ, вписанный въ кривошипную окружность.

Если мы продолжимъ попарно противоположныя стороны этого 
четыреугольника до ихъ пересѣченій, то получимъ двѣ новыя точки, 
образующія съ точкой пересѣченш діагоналей четыреугольника такъ 
называемый полярный треугольникъ.

Свойство этого треугольника, какъ извѣстно, слѣдующее: каждая 
изъ вершинъ треугольника является полюсомъ противолежащей стороны, 
и каждая сторона, поэтому, служитъ полярой противоположной вершины.

Такимъ образомъ, мы видимъ, что черезъ точку пересѣченія сопря 
женныхъ хордъ должны проходить и поляры точекъ пересѣченій продол- 
женныхъ сторонъ четыреугольника.

Мы знаем+ что двѣ (изъ четырехъ) противоположныя стороны 
вписаннаго четыреугольника суть не что иное, какъ радикальныя оси, 
выражаемыя простыми уравненіями [28] и [38], а потому и восполь­
зуемся этими линіями для нахожденія одной изъ недостаюіцихъ вершинъ 
полярнаго треугольника.

Найдемъ, слѣдователъно, точку пересѣченія радикальныхъ осей.
Выпишемъ сюда уравненія [28] и [38]

[28] 2 (п — cl)x -\- 2ßy — (w — а )2 — ß2 — г2 -f-12 =  О,

[38] 2(п - |-  а) X— 2 ßy — (п +  cl)2 — ß2 — г2 —J— Z2 =  0.

Рѣшая совмѣстно эти уравненія, мы получаемъ слѣдующія значенія 
координатъ точки иересѣченія радикальныхъ осей:

2ß[Z2 —F2— (w — а)2 — ß2]-j-2ß[Z2 — г2 — (w-J- а ) 2— ß2]
Х — 4 ß (w — а) — 4 ß (n -|— a)
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и
_  2(п+ 'х)[12— г2— (п — а)2— ß2] — 2(п — a)[Z2 — г2 — (п +  а )2— ß2]

У  . Г\ . Я . 1 4  Г

[58]
'X

V = - C t g O

— 4ß(n  — а) — 4ß(w -|-a) . 

что, по раскрытіи скобокъ и сокращеніи, даетъ:

+  +  - F i
2 I .гтотс ' : ■: т  ■

 G   А  „ д .  Й Л , , , * « * * ! » «  Л й П Ш / т о т  и Ш й і Ш А Л Ѵ  T I / --»Г- H f I I  r n n - i r  т е г г ТОС
Въ этихъ выраженіяхъ к 2 — a 2 -J- ß2 и ctgtl== •

Теперь намъ надо написать уравненіе поляры точки, опредѣляемой 
выраженіями [58].

Это уравненіе будетъ имѣть слѣдуюіцій видъ:

р  -  Г2 _  п 2 та Z2 -  г 2 4 -ю 2 - T ; 2 . А
--------------------------- X — c tg tl  -------     у  — г 2 =  О,

'In 2 п
или, окончательно:
[59] (Z2 — г 2 — п 2 — к 2)х -4- ctgtl(Z2 — г 2 -f-n2 — к2)у +  2 п г 2 =  0.

Вотъ этимъ-то уравненіемъ, имѣюіцимъ сравнительно простую форму, 
мы и замѣнимъ сложное уравненіе [57].

Такимъ образомъ, для отысканія геометрическаго мѣста точекъ пере- 
сѣченія сопряженныхъ хордъ, выражаемыхъ чрезвычайно сложными уравне- 
ніяіѵш [53] и [54], мы будемъ хманипулировать съ болѣе простыми уравне-
ніяхми [56] и [59].

Прежде чѣмтэ приступить къ совмѣстному рѣшенію уравненій [56] 
и [59], мы изслѣдуемъ это послѣднее.

При неопредѣленномъ значенін величины к уравненіе [59] пред­
ставляетъ собою общую формулу для поляръ всѣхъ точекъ пересѣченій
радикальныхъ осей, полученныхъ отъ засѣчки кривошипной окружности
кругами, радіусъ которыхъ равенъ длинѣ шатуна.

Будемъ называть эти круги шатунными и полученный радикаль­
ный оси шатуннокривошипными.

Такъ какъ кривошипная окружность засѣкается двумя шатунными 
кругами изъ двухъ различныхъ центров+ то, очевидно, мы имѣемъ здѣсь 
дѣло съ систвхмой трехъ круговъ и, слѣдовательно, имѣемъ три радикаль­
ный оси.

Третья радикальная ось получается отъ пересѣченія между собою 
шатунныхъ круговъ —мы назовемъ ее шатунной радикальной осью.

Мы знаемъ, что въ системѣ трехъ круговъ воѣ три радикаль­
ный оси пересѣкаются въ одной точкѣ—радикальномъ центрѣ этихъ 
круговъ.



46 А. В. У г а р о в ъ .

Такимъ образомъ, мы можемъ сказать, что уравненіе [59] представ­
ляет+ собою поляру радикальная центра, координаты котораго выража­
ются формулами [58].

Въ формулы [58] входитъ перемѣнная величина к, а, следова­
тельно, для различныхъ к мы получимъ различный значенія величинъ 
X и у. Иными словами, съ измѣненіемъ величины к , радикальный центр+ 
системы трехъ кругов+ не остается на одномъ мѣстѣ, а совершает+ не­
который путь.

Опредѣлимъ этотъ путь.
Для этого найдемъ уравненіе шатунной радикальной оси. Оно полу­

чится вычитаніемъ другъ изъ друга уравненій шатунных+ кругов+

Вычитаніе одного изъ другого даетъ:

— 4па %  Асах — 4 $у =  0.

Такъ какъ a  =  Zj. cosi1 и P==ZjeSinil, то, подставляя, получаемъ:

4 к . cosil. X — Ak . s in il. у  — Ank . costl =  0.

Сокращая на Ak, имѣемъ окончательное уравненіе шатунной ради­
кальной оси:

[60] X . cosil — у  sinO1 — п . cosO =  0.

Легко видѣть, что это уравненіе представляет+ собою прямую, пер­
пендикулярную къ пути ползуна и проходящую черезъ среднюю точку 
этого пути.

Далѣе мы видимъ, что уравненіе [60] не заключаетъ въ себѣ пере­
менной величины Zj, откуда мы выводим+ заключеніе, что для всехъ зна- 
ченій величины Zj направленіе шатунной радикальной оси остается неиз­
менным+, иными словами, шатунная радикальная ось неподвижна.

Ранѣе мы видели, что радикальный центр+ нашей системы трехъ 
кругов+ совершает+ некоторый путь.

Такъ какъ радикальный центр+ находится какъ точка пересеченія 
всехъ трехъ радикальных+ осей, то, на основаніи уравненія [60], мы 
заключаем+, что радикальный центр+ движется по прямой, определяемой 
этимъ уравненіемъ.

[26] и [27].
Проделаем+ это.

[26]

[27]

[ х — ( n - a . j \ 2+ ( y  — ß)2= / 2,

F - F + F P + F + ß ) 2= * 2-
Раскрывая скобки, имеем+:

х2-\-{п ~  а)2 — — а)я+г/2+ ß2 — 2ß  ̂=  Z2,
х 2- \- (п ~\~ а )2 — 2(n - |-a )x - f -^ 2- |- ß 2 +  2ßt/ =  Z2.
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Съ другой стороны, мы имѣли ранѣе, что поляра радикальнаго 
центра выражается уравненіемъ [59], заключаюіцимъ въ себѣ перемѣнную 
величину Jc.

И зъ свойства поляръ мы знаемъ, что, если точка перемещается по 
нѣкоторой прямой, то поляры этой точки проходятъ черезъ полюсъ этой 
прямой.

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ заключенію, что, независимо отъ 
значенія величины Je1 уравненіе [59] должно удовлетворяться координа­
тами полюса линіи, выражаемой уравненіемъ [60], т. е. обращаться въ 
тождество.

Для нахожденія полюса шатунной радикальной оси, выражаемой 
уравненіемъ [60], намъ надо знать длину перпендикуляра изъ центра 
кривошипной окружности (начало координата) на эту линію.

Легко видѣть, что длина этого перпендикуляра будетъ:
р  =  п .  cos+.

Зная, что радіусъ круга есть средняя геометрическая между раз- 
стояніями отъ центра какой-либо точки и ея поляры, мы находшмъ, что 
полюсъ шатунной радикальной оси будетъ лежать на перпендикуляр! къ 
этой оси въ разстояніи отъ центра, равномъ

у  —

п . COS+

Такъ какъ перпендикуляръ р наклоненъ подъ угломъ +  къ линіи
п — оси абсциссъ, мы можемъ написать, что координаты полюса шатун­
ной радикальной оси будутъ:

гу2
X „ COS+ =s —  . .............

р Tl. COS+ п
[61] г2 г2

Вотъ эти-то значенія координата полюса и должны обращать въ
тождество уравненіе [59] при всѣхъ значеніяхъ величины Je.

Подставляя вмѣсто х  и у  щ> уравненіе [59] величины, опредѣляе- 
мыя формулами [61], имѣемъ:

.\;Л ОГ/ТШШІ ( "—Ц ] ОТ‘\І f/M iVf/* U-Г й UrViMt W ТШП Л* i UHIU U ; «‘ '-T Л Я9 2
(I2 — г2 — W2 — Je2 —  ctg+ (12 — T2-V n 2- J e 2) tg+-^- +  Znr2 =  0.

Легко видѣть, что мы имѣемъ передъ собою тождество

— 2 W2 г2 +  2п2г2 ■= 0.

Величина Je въ уравненіи [59] измѣняется въ предѣлахъ отъ 0 до s .
Для всѣхъ промежуточныхъ значеній величины Jc уравненіе [59] 

представляетъ собою поляру радикальнаго центра системы трехъ круговъ.
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Посмотрим+ теперь, какія линіи представляет+ собою это уравненіе 
для предѣльныхъ значеній величины к.

При к =  G уравненіе [59] принимает+ видъ

[6 2] (I2 — г 2 — п 2 — G2) х - \-  (I2 — г2 п 2 —  G2) у -{- 2пг2 =  0.

При выводѣ условій возможности суіцествованія прямолинейно-про- 
изводнаго шатуннокривошипнаго механизма мы получили зависимость 
между элементами механизма, выражаемую формулой [21]:

Zr=W acosSi и 
р  _|_ г 2 — 2 Ir = п 2 -f- G2 — 2 UG cos S.

' \ J - * I л , : 7 ' Jj І % > * j’ Гг*. Г T-T Ч ■; ( 1 ] < Ч/Д V ' * T м у f. ; г 7 \ ]
Вторая изъ этихъ формулъ даетъ на основаніи первой:

'
12N r 2 =  U2 -J- G2

и W2 — V2= I 2 — а2.

Вставляя эти значенія въ коэффициенты при х  и у  уравненія [62], 
мы получаемъ:
[62 bis] — 2 r2#-J_ 2ctgSi(Z2— G2) y - j - 2 m 2 =  D.
<ГЛ 4 q m ,у/ШХJiO llfIi-)и UH сГГШКОГ. ‘U //0  UiJO Й01Ы.ВЯИ]ЦС,Г>(| ІіоНіГ/ГНІП Л )0ііѴ0П

Сокращая уравненіе на 2 и помножая его на sinS1, мы придаем+ 
полученному уравненію слѣдующій видъ:

— г 2 sin S. X -f- cos S. (Z2 — G2) у  -j- n r 2 sin S  =  0.

Zr
Изъ формулы [21] имѣемъ: соьФ =  — ’./л 

Подставляем+ это значеніе въ наше уравненіе:

— г2 sinS.# ~  (I2- G 2 )у -\-  nr2 sin Oi =  0 .

Освобождаемся отъ знаменателя:

— г2 HG sinS1. х - \-  Ir (Z2— G2) у г г 2г2 a sin S = O.

Дѣлимъ на гп:

- T G  sin — а 2) г/ —|- WrasinSi =  O.

Въ коэффиціентъ при у  вставляем+ вмѣсто (Z2 — а2) равную вели­
чину (w2 — г2) ,(смотри выше).

Тогда этотъ коэффиціентъ принимает+ видъ:

1(п2- г 2)
п

Раскрывая скобки, получаемъ:

Zw2- Z r 2 _ Zr
-------------=  I n ------- г.

W W
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Ho
Zr =  WSCOS +  .

Откуда
Zr

I n  г = I n -  r s  COS+.
W

Подставляя найденную величину коэффиціента при у  въ разби­
раемое уравненіе, мы получимъ окончательный видъ формулы [62]:

— r s  sin+. X+ (Zw— r s  COS+) у  +  rw s sin+ =  0.

Уравненіе это, какъ мы уже знаемъ, представляетъ собою хорду 
мертвыхъ точекъ и было получено нами ранѣе (см. формулу [47]).

Этого и надо было ожидать, такъ какъ для Jc =  s  шатуннокриво- 
шипныя радикальныя оси переходятъ въ касательный линіи, а мы знаемъ, 
что линія, соединяющая точки касанія, служитъ полярою для точки пере­
сечения касательныхъ. Линія же, соединяющая точки касательныхъ, есть 
разобранная нами ранѣе хорда мертвыхъ точекъ.

ІТосмотримъ теперь, во что обращается формула [59] для другого 
предѣльнаго йначенія величины Ie1 именно для Ie =  0.

Подставляя это значеніе величины Ie въ уравненіе [59], мы получаемъ:

[63] (Z2 — г2 — W2) X -j- ctg+ {I2 — г2+ W2) у  +  2wr2 =  0.

Мы знаемъ, что при Ic =  0 оба шатунныхъ круга совпадаютъ; иными 
словами, мы имѣемъ передъ собою для разбираемаго случая систему двухъ 
круговъ: одного шатуннаго и кривошипнаго.

Ясное дѣло, что радикальная ось этихъ двухъ круговъ будетъ пред­
ставлять собою сліяніе двухъ шатуннокривошипныхъ радикальныхъ осей.

Дѣйствительно: при Ie =  0, а  =  0" и ß ===== 0, а потому, уравненія 
радикальныхъ осей, выражаемый формулами [28] и [38], представляютъ 
собою одну и ту же прямую

Znx -  (г2 — Z2+ W 2) =  О, 
которая, какъ мы уже знаемъ (смотри формулу [48]), является средней 
хордой.

Итакъ, двѣ радикальныя оси для разбираемаго случая сливаются 
въ одну линію, которая представляетъ собою предѣлъ вписаннаго четыре- 
угольника, имѣющаго своими вершинами систему сопряженныхъ точекъ.

Вернемся къ уравненію [63].
Мы знаемъ, что оно, представляя собою частный случай формулы

[59], должно удовлетворяться координатами полюса шатунной радикаль­
ной оси, т. е. представляетъ собою линію, проходящую черезъ упомя­
нутый полюсъ.

Иными словами, уравненіе [63] должно представлять собою поляру 
нѣкоторой точки, находящейся на шатунной радикальной оси.

А. Угаровъ. 4



50 А. В. У г а р о в ъ .

Легко видѣть, что точка эта имѣетъ координаты такого вида:

Г2+  U2- I 2
[64] ------ > у =  — c tg #  ^ --------- •

Посмотрим+ что это за точка.
Для этого найдемъ точку встрѣчи средней хорды съ шатунной 

радикальной осью.
Уравненіе шатунной радикальной оси, какъ мы вывели ранѣе, 

имѣетъ видъ:

[60] ^costl — у  sintl — wcostl =  0.

Уравненіе средней хорды:

[48] 2 п х  — (г2-[-п 2 — 12) =  0.

Рѣшая совмѣстно эти два уравненія. мы получаемъ, что координаты 
точки пересѣченія линій, выражаемыхъ этими уравненіями, будутъ имѣть 
видъ:

Г2 +  П2 - I 2 А п (I2— F2-J-W2)
X =  ‘ 7о---------  И У  =   c t g t l - ------- R - 1-------- .

2w 9 ö 2w

Такимъ образомъ мы приходимъ къ заключенію, что уравненіе [63] 
представляетъ собою поляру точки пересѣченія средней хорды съ шатун­
ной радикальной осью.

Съ другой стороны, мы знаем+ что средняя хорда для разбирае- 
маго случая представляетъ собою сліяніе двухъ шатуннокривогаипныхъ 
радикальныхъ осей.

Мы знаемъ далѣе, что точка пересѣченія таковыхъ осей, являясь 
одной изъ вершинъ полярнаго треугольника при всѣхъ возможныхъ зна- 
ченіяхъ величины к, движется по шатунной радикальной оси.

И так+  мы можемъ утверждать, что найденная точка есть вершина 
полярнаго треугольника для разбираемаго предѣльнаго случая.

Далѣе, намъ извѣстно, что вторая вершина этого треугольника 
представляетъ собою точку пересѣченія діагоналей вписаннаго четыре­
угольника, который, какъ мы тольно что видѣли, для разсматриваемаго 
случая обращается въ прямую линію, выражаемую уравненіемъ средней 
хорды.

Слѣдовательно, чтобы найти предѣльное положеніе точки пересѣче- 
нія діагоналей (вторая вершина полярнаго треугольника), намъ надо 
найти точку дересѣченія средней хорды съ предѣлькой полярой, выра­
жаемой уравненіемъ [63].

Продѣлаемъ это.
Уравненіе средней хорды:

[48] 2 п х  — ( f 2- ) - w 2 - Z 2) =  0.
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Уравненіе предѣльной поляры:

(Z2 — г 2 — п 2)х -\-  ctg+(Z2 — г 2+ п 2)у  -j- Znr2= 0 .

Рѣшая эти уравненія совмѣстно, находимъ координаты точки пере- 
сѣченія линій, выражаемыхъ этими уравненіями:

г 2+ W 2 — Z2

[65]
X  =

У

Zn

(I* __ г 2 — п 2) 2 Wn2T2
2wctg+(Z2— т2-\- п 2)

Очевидно, что найденная точка принадлежите искомому геометри­
ческому мѣсту.

Найдемъ теперь точку пересѣченія предѣльной поляры съ осью 
абсциссъ.

Для этого, какъ мы знаемъ, надо въ уравненіи поляры приравнять 
у  нулю.

Дѣлая это, получимъ:

(Z2— т2 — n 2)x - \-Z n r2 =  0.
Откуда

I я яп 2пг2
I66] ж — r s_|_na— It '

Пишемъ уравненіе поляры этой точки.
Оно будетъ имѣть видъ:

2 п гъ, T1 г Г«  --  ()

Освобождаясь отъ знаменателя и сокращая уравненіе на г2, получаемъ:
2 п х — (г2+ п 2— Z2) =  0 .

Это уравненіе представляетъ собою среднюю хорду, которая, какъ 
мы видѣли ранѣе, проходитъ черезъ двѣ вершины полярнаго треуголь­
ника и, слѣдовательно, является полярой третьей вершины.

Такимъ образомъ, точка, опредѣляемая формулой [66], является 
третьей вершиной полярнаго треугольника для разобраннаго предѣль- 
наго случая.

Опираясь на приведенныя разсужденія, вернемся къ хордѣ мертвыхъ 
точекъ, представляющей собою вторую предѣльную поляру для случая, 
когда Jc=G.

При подстановкѣ величины Je =  G въ уравненіе [59] мы получили 
уравненіе [62], которое, послѣ нѣкоторыхъ преобразоваыій, приняло фор­
мулу [62 bis]

— 2r2̂ + 2 c tg + (Z 2-— G2)y - \ - Znr2 =  Q .
Дѣлимъ все уравненіе Ha — 2w.

4*



52 А. В. У г а р о в ъ .

Тогда имѣемъ:
T1X и  (Z2 — cr2) 2
 — Ctgtl   l U  — F2 =  O.
n n

Это уравненіе представляетъ собою поляру точки, координаты кото­
рой имѣютъ видъ:

( г 2
j X =  — 1

п
[6 П  {

,  = - C t g^  т а .
( гг

Возьмемъ формулы [58], дающія величины координатъ точки пере- 
сѣченія шатуннокривошипныхъ радикальныхъ осей въ общемъ случаѣ:

[58]

Z2 — Г2— 72 2 — к2 Г2—J-722 ~|-&2— Z2
I Х 2w 272

0 Z2 — г 2 -J- W2 — Ic2 
Z Z = - C tg t l -----

2п

Подставляя въ эти формулы к =  G1 имѣемъ:

Г2 І  п 2— Z2 -J- Z2 — f2- | - w2— CT2
Х ~ — ~ й Г  ■ "  * ..........« * * ........ “  2„ ----------

Мы имѣли ранѣе на основаніи формулы [21]:

Z2-J-F2 =  W2-J-CT2.

Подставляя въ разбираемый формулы вмѣсто (w2-J-G2) равную вели­
чину (Z2-J-F2)HBMrLcTO (w2 — f 2) равную же величину (Z2-  G2), имѣемъ:

[67]

(  r ' - l * 4 - l * + r *  г2
X = ------  0 -----------— —>2п п

I 4 о P - +  +  I- (T 2 , A l 2 - + )
I У = + М  2п  =  ~ Ctga »

Итакъ, точка, определяемая формулами [67], является одной изъ 
вершинъ полярнаго треугольника для разсматриваемаго предѣльнаго 
случая.

Мы имѣли, что поляра точки, опредѣляемой формулами [67], пред­
ставляетъ собою хорду мертвыхъ точекъ.

Съ другой стороны, мы знаемъ, что точка пересѣченія діагоналей 
вписаннаго четыреугольника, являясь второю вершиною полярнаго тре­
угольника, должна находиться на хордѣ мертвыхъ точекъ и служить по- 
люсомъ противолежащей стороны полярнаго треугольника.

Далѣе, мы знаемъ, что хорда мертвыхъ точекъ проходитъ черезъ 
полюсъ шатунной радикальной оси; полгосъ же этотъ лежитъ на перпен-
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дикулярѣ, опуіценномъ изъ центра кривошипной окружности (начало 
координатъ) на шатунную радикальную ось.

Слѣдовательно, хорда мертвыхъ точекъ гіересѣкаетъ упоминаемый 
перпендикуляръ въ полюсѣ.

ІІровѣримъ, не является ли этотъ полюсъ точкой пересѣченія діаго- 
налей вписаннаго четыреугольника для разсматриваемаго гіредѣльнаго 
случая, т. е. второй вершиною полярнаго треугольника.

Если лодобное допущеніе правильно, то, очевидно, должно быть 
слѣдующее: линія, соединяющая точку, опредѣляемую формулами [67], съ 
полюсомъ шатунной радикальной оси, должна быть полярою третьей вер­
шины полярнаго треугольника и слѣдовательно, полярою точки пересѣ- 
ченія хорды мертвыхъ точекъ съ шатунной радикальной осью; а такъ 
какъ мы знаемъ, что обѣ эти линіи проходятъ черезъ точку M —середину 
пути ползуна—, то разбираемая линія должна быть полярою точки М.

Продѣлаемъ это.
Общее уравненіе линіи, проходящей черезъ двѣ точки, имѣетъ видъ:

Гдѣ, допустимъ, X 1 и ^ — координаты полюса и х 2 1 у 2 координаты 
точки, онредѣляемой формулами [67].

Слѣдовательно, мы имѣемъ:

Oi — у+?- К  -  хі )у - \-Ѵ іУі -  у л ) = O -

у, =  — tg + —,

Составляя коэффиціенты уравненія, имѣемъ:

 г 2 (Z2 — g2) — tg2+ r 2
п  wtg+

Слѣдовательно, составляемое уравненіе будетъ имѣть видъ:

п .  tg $  ’ п  ’ п .  tg §  

что, по сокращеніи и освобождении отъ знаменателя, даетъ:

(Z2 — S2) — tg2$ r 2 ^ г 2 ( Z2 — S2) — IgQr2    -- —  ■ QO — • п "

[68] п х  — г 2 =  0.
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Очевидное дѣло, что мы имѣемъ передъ собою уравненіе поляры 
точки Ж, лежащей на оси абсциссъ въ разстояніи п  отъ начала координатъ.

Такимъ образомъ мы убѣждаемся, что наше допуіценіе согласно 
съ истиной.

Отсюда мы выводим+ слѣдствіе: точка пересѣченія діагоналей впи­
сан н ая  четыреугольника для второго предѣльная случая является полю­
сом+ шатунной радикальной оси; слѣдовательно, координаты ея будутъ:

[61] х = = т ж V = - N - -

Ясно, что эта точка, какъ и точка, опредѣляемая формулами [65], 
принадлежит+ искомому геометрическому мѣсту.

Найденныя двѣ точки, какъ увидимъ далѣе, окажутся намъ чрезвы­
чайно полезными при отысканіи геометрическая мѣста точекъ пересѣ- 
ченія сопряженных+ хордъ.

Изъ всего вышеизложенная мы заключаем+, что, при всѣхъ зна- 
ченіяхъ величины к, линія, определяемая уравненіемъ [59], пріобрѣтаетъ 
геометрическія свойства, нисколько не противорѣчащія условіямъ разби­
раем ая нами вопроса.

Обратимся теперь къ линіи, оиредѣляемой уравненіемъ [56].

[ (n — F ß  V а + ( w+ F ß  V а  h + 1 Vf + f  2a  -  V f — F 2A H +

+ г я р с А А -  V V F 8 -  0H ] = 0 •
Линія эта, какъ принадлежащая пучку линій, проходящих+ черезъ 

точку пересѣченія сопряженныхъ хордъ, определяемых+ для общаго слу­
чая уравненіями [53] и [54], должна, очевидно, удовлетворяться и 
частными значеніями величины к.

Иными словами, при Tc =  G и Zj =  O эта линія должна проходить 
черезъ найденныя уже точки геометрическая мѣста, т. е. при частныхъ 
значеніяхъ величины к уравненіе [56], послѣ подстановки въ него коорди­
нат+ этихъ точекъ, должно обращаться въ тождество.

Выполним+ эту повѣрку.
Прежде всего преобразуем+ уравненіе [56], подставив+ въ него 

значенія величинъ а, ß, H1, H2, N 1 я  N 2.
Мы имѣемъ:

IV1 =  (w—а)2-J-ß2=W2-J-а2— 2w a-J-ß2 =  W2-J-Zj2 Cos2Si — 2wZjcosS'-J- 
-J-Zj2Sin2S' =  W2-J-Zj2 — 2wZj cos Si ,

IV2 =  (w--J-a)2-j-ß2= w 2-f-Zj2-J-2wZj cos Si .
Далѣе:

у  r 2—J2-j— (w — oc)2—J-ß2  r 2—Z2-J-W2-J-Zj2- 2wZjcosS
1 2(w— a) 2(w— ÄcosS)
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£ __ f2 —Z2- J - 0O2 4~ß2 г2 — Z2+ w2+ fc2+ 2wfc cos H
2 2(w-J-a) 2(w-J-Jcostl)

Займемся коэффиціентомъ при x  въ уравненіи [56J; назовехмъ его 
для краткости черезъ А.

Подставляя въ A  значенія входяіцихъ въ него величинъ, имѣемъ:

_  k щ  (n’+ t ‘ + 2 п к ш  » ) +

+ s nt coaa-  („ 8 + t , _ 2„ tCTs(>)j ;

Назовемъ для краткости величину (г2- - Z2-J-W2) черезъ т2.
Тогда, раскрывая скобки и дѣлая приведете подобныхъ членовъ, 

получимъ окончательно:

A =  Tz. sin Щ т 2+ к 2) (W2-J-J2) -  4w2J 2 cos2&].

Перейдемъ къ коэффиціенту при у, называя его черезъ В .

В  =  E2U U  a Y n  I —  EiU — а)2%  =

(m2-J- J 2 -f - 2wJc cos Я) (w -J- Jc cos 4) (n2 -J- J 2 — 2wJ cos -&)
_  _  _ _ _ _ _

(m2-J- J 2 — 2wJ cos i)’)(w — к  cos -O') (W2-J-J2 4* 2wJ cos $ )
2 ТШГГ-' ,

Раскрывая скобки и дѣлая приведете подобныхъ, получаемъ:

B = к cos &[(m2-f-J2)(J2 -  w2)4-2w2(w2-f7c2 -  2J 2 cos2 &)].

Называя буквою С иослѣдній членъ, послѣ подстановокъ получимъ:

C =  2nß[W1W2—E1E2Cw2-  а 2)] =

[4i?j R 2 — (т2 4 -J2)2 -]- 4w2 J 2 cos2 D]
=  2wJ. sin ß  j  ------------------- — •

Сокращая все уравненіе на J .s in tl ,  имѣемъ:

[(m2 -J- J 2) (w2 -J- J 2) — 4w 2J 2 cos21)>] X 4-

[69] 4-ctg4[(m 24 - J 2)(J2- w 2)4-2w2(w24 - J 2— 2k2c o ^ ) ] y + 2 n R lR 2 +

-J- ~[4w2J 2 cos2& — (m 2-J- J 2)2] == 0. z

Изслѣдуемъ это ѵравненіе при к =  G и J =  O.
Мы имѣли ранѣе (см. стр. 31), что при J = g , JS1 =  JZ2=TO.
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Такимъ образомъ, подставляя въ уравненіе [69] вмѣсто к — вели­
чину G1 мы получаемъ:

Такъ какъ при к  =  G  точка лересѣченія сопряженныхъ хордъ имѣетъ 
координаты, опредѣляемыя формулами [61], то мы и подставимъ эти 
величины вмѣсто х  и у  въ полученное уравненіе:

Освобождаясь отъ знаменателя и дѣлая приведете подобныхъ чле­
новъ, получимъ:

2 r2[(m2+ f f 2)(w2 +  __ 4.п 2а 2 cos2{j, — (m2 +  cr2)(ff2 — w2) —

— 2w2(w2+ f f 2 — 2 s2 cos2+)] +  4w%2 cos2 +  — w2(m2+ f f 2)2= 0 .

Дѣлая нѣкоторыя преобразованія въ болыпихъ скобкахъ, имѣемъ: 

2 r2[2w2(m2 +  cr2) — 2w2(w2 +  ff2)] +  4w4ff2 cos2 +  — w2(m2+ c r2)2 =  0 , 

что даетъ далѣе:

4w 2r 2(m2— w2) - f  4W4S2 cos2+  — w2(m2+ f f 2)2 == 0 .

Сокращаемъ на n 2 и, замѣчая, что, при т 2 =  г 2 — 12 +  п 2 , 
(■т2 — W2) =  (г2 — Z2), имѣемъ:

Аг*(г* _  Z2) +  An2G2 COS2 +  -  (Г2 — Z2 +  W2 +  (J2)2CtCt=O.

Мы имѣли ранѣе (смотр, формулу 21), что

Wff cos+ = Z r  и (w2+  сг2) =  (г2 + Z2) .

Вставляя эти величины въ полученный результата, имѣемъ:

[(m 2+ f f 2) (w2+ f f 2) — 4w2ff2 cos2+ ] # +

+  ctg + [(m2+ ff2) (ff2 — w2) + 2w2(w2+ ff2 — 2ff2 cos2+)] у +

[61]

Тогда имѣемъ:

l(m 2+ ff2) (w2 +  ff2) — An2G2 cos2 +]

— [(m 2+ er2) (er2 — w2) +  2 n 2 (n2+ ff2— 2 ff2 cos2+)] +

w
+  2w3ff2cos2+ — — (m2+ f f 2)2=  O.

Li

A r \ r 2 —  I j  F  A r 1I 1 -  ( r2 — I 2 Y r 2 Y  I 2Y  =  O J
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что даетъ окончательно тождество:

4 г4 — 4 г4 =  0 . 

Пусть теперь въ уравненіи [69] Zj =  O . 

При Zj =  O, a  =  ß =  0 и слѣдовательно,

В

Такимъ образомъ, уравненіе [69] принимает+ видъ: 

т *пЪ  4 . ctg 9- (Zni-  m2n 2) у  +  2n3r* — _  1 + 1 = о .

При Zj =  O точка пересѣченія сопряженныхъ хордъ опредѣляется 
формулами [65]:

г2_|_ п 2— £2 ш2

[65]
X

У

2 п  2 п  ’

(V1 — г 2 — W2)2— 4 w V 2
2wctgSi. (Z2— r 2-|- п Ь '

Подставляя эти величины въ найденное уравненіе, имѣемъ:

m ln 2 (2п* — m 2n 2)[(l2— T2 — w2)2 — 4w2r 2] Q 3 2 wm4 wm4
2 n (I2- V 2N n 2) Г 2 2 ~ " “  *

Замѣчая, что (Z2 — r 2— w2) =  — m2 и (Z2 — r 2-|-w 2) =  2w2— m2, мы 
можемъ придать разбираемому уравненію слѣдующій видъ:

m 4w2 , п \ 2 п 2— m2) (w 4 — 4wV2) , 3 2 wm4 wm4__
2w 2w(2w2— m2) ~i~'n  r 2 2 ’

что, по сокращеніи и ириведеніи подобных+, обращается въ тождество:

— 2w V 2 -J- 2 U2V2 =  0 .

Такимъ образомъ, мы видимъ, что линія, выражаемая уравненіемъ
[56], выведенная изъ общихъ уравненій сопряженныхъ хордъ, сохраняет+ 
свое геометрическое значеніе и для частныхъ случаевъ, а слѣдовательно, 
мы имѣемъ полное основаніе ввести ее въ нашъ анализъ при отысканіи 
геометрическая мѣста.



58 А. В. У г а p о в ъ.

Г Л А В А  Ш Е С Т А Я .

Опредѣленіе геометрическаго мѣста точекъ пересѣченій сопряженныхъ 
хордъ по приближенному методу. Числовой примѣръ.

Передъ нами стоитъ вопросъ: найти геометрическое мѣсто точекъ 
пересѣченія линій, выражаемыхъ уравненіями [56] и [59].

Выпишемъ сюда эти уравненія, при чемъ вмѣсто уравненія [56] 
возьмемъ преобразованный его видъ—уравненіе [69].

Итакъ, имѣемъ:

[59] (Z2 — T2- U 2 — Jc2)X  +  ctg +  (I2— г2+ w 2 — Je2) z/ +  2w r2 =  0 ,

[69] [(m2+ & 2) (U2Ar Je2) — An2Je2 cos2+] # +

+  ctg+  [(w*2+ £ 2) (Л — n 2) +  2w2 O 2 +  Je2 — ZJe2cos2 +)] у  +

w
Y Z n R tR 2Y i  [4n2Ä2 cos2#  -  (m2- f n 2)2] =  0.и

Каждое изъ этихъ уравненій представляетъ некоторую линію, из- 
мѣняющую свое положеніе въ зависимости отъ измѣненія величины Je.

Для того, чтобы найти геометрическое мѣсто точекъ пересѣченія 
этихъ линій, намъ надо исключить Je изъ обоихъ уравненій.

Сдѣлаемъ это такъ: онредѣливъ Je изъ уравненія [59], вс/гавимъ 
полученное значеніе въ уравненіе [69]; результатомъ подстановки явится 
уравненіе, определяющее искомое геометрическое мѣсто.

Если мы посмотримъ на уравненіе [69], то увидимъ, что въ него 
входитъ величина R 1R 2-  произведете двухъ ирраціональныхъ величинъ; 
далѣе, изъ формулъ [43] видно, что интересующая насъ величина Je 
входитъ подъ оба знака радикала.

Итакъ, для отысканія геометрическаго мѣста намъ надо прежде 
всего освободиться отъ ирраціональности въ уравненіи [69].

Освободимся отъ этой ирраціоналъности, уединивъ ирраціональную 
величину и возвысивъ все уравненіе въ квадратъ.

Прежде чѣмъ выполнить указанныя алгебраическія дѣйствія, опре- 
дѣлимъ ихъ геометрическое значеніе.

Условно мы можемъ написать уравненіе [69] въ такомъ видѣ:

А # + і ?2/ +  (7 = 0 ,
гдѣ

C =  C1 +  Z n R 1R 2 .

Такимъ образомъ, мы имѣемъ:

А # + Б г / +  C1 + 2 w  R 1R 2 =  О.
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Уединяемъ ирраціональную величину:

A x J - B y J - C l =  — 2 w JS1JZ2.

Возвышаемъ уравненіе въ квадратъ, тогда имѣемъ:

(.А х + В у +  C W = A n 2R 2lI t l .

Переыосимъ въ лѣвую часть всѣ члены:

( А х + В у +  Cx)2- A n 2 JS12JS2 =  O.

Разлагаемъ на множители:

( A x + B y + C i + 2 n R iR 2) ( Ax  +  B y + C x— 2n Jg1Jga) =  0 ,
или

(На? -j- B y  4 - С) (Ах 4~ B y  4~ C1 — 2 п  Jg1 Jg2) =  0 .

Отсюда мы видимъ, что уничтоженіе ирраціональности обращаете 
уравненіе [69] въ произведете двухъ уравненій, изъ которыхъ одно 
представляете собою изслѣдуемую нами линію, а другое новую линію, 
параллельную первой и отстоящую отъ нея на перемѣнномъ разстояніи, 
такъ какъ только при J = G ,  когда JZ1= JZ 2 =  O, оба уравненія предста­
вляютъ собою одну и ту же линію.

Такимъ образомъ, мы видимъ, что, за исключеніемъ одного частнаго 
случая, эта новая линія не проходите черезъ точку нересѣченія сопря- 
жениыхъ хордъ и слѣдовательно, для отысканія интересуюіцаго насъ 
геометрическаго мѣста является совершенно излишней.

Замѣтивъ это, переходимъ къ выполненію алгебраическихъ дѣйствій.
Уединяемъ ирраціональную величину въ уравненіи [69], тогда 

имѣемъ:

[(m24~ к2) (п2+ к 2) — 4w2J 2cos2'9'].x4'

4 - ctg 4  [(m24 - J 2) (J2 — п 2) +  2п2(п2+ к 2 — 2 J 2 cos2#)] у - f-

+  [ J n  V 2 cos» 4 — - -(m‘4  k j ]  =  _  2 W1W2 .

Возвышая въ квадратъ, мы можемъ написать условно результата 
въ такомъ видѣ:

A 2X2 4- В 2у 2 +  C21 +  2 A B x y + 2 А С 1х + 2 В С 1у  =  An2 JZ2 JZ2.

Опредѣлимъ коэффициенты этого уравненія.

А 2 =  [(т2+ к 2) (п2 + к 2) — A n V cos2^ ]2.

Раскрываемъ малыя скобки внутри болынихъ.

A 2 =  [J4+ к 2 (гг2 4* гп2 — 4w2 Cos2D) 4~ т2п2]2.
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Называя условно буквою р2 величину (w2-[-m 2— 4w2cos2S ), имѣемъ: 

H2==[Zj4-J-Zj2p24 -wi2yy2]2.
Возвышая въ квадратъ, получаемъ:

[70] A 2 =  Zj8-J-2Z;6p 2-J-Zj4 (p4-J-2m2w2)-j-2Zj2p 2m 2w2-J-m 47i4.

Теперь оиредѣлимъ коэффиціентъ В 2.

B 2 =  ctg2ti [(YW2-J- Zj2) (Zj2—n2)-J-2w2 (гг2-J-Zj2-  2Zj2cos2S)]2 .
Раскрываем+ малый скобки и собираем+ величины Zj по нисходя­

щим+ степеням+:
.B2=Ctg2S1 [Zj4-J-Zj2 (w2-|-m2—4w2cos2S )4-^2 (2w2—wi2)]2.

Называя (2w2—m2) черезъ с2, имѣемъ:

Б 2 =  Ctg2H [Zj4 -J- Zj2P2+ w2c2]2.
Возвышая въ квадратъ, получаемъ:

[71] .B2 =  Ctg2S' [Zj8-J-SZj6P2-I-Zj4 (p4-J-2w2c2)-f 2Fp2w2c2-f  w4c4] . 
Переходим+ къ коэффиціенту C21.

C 2R= |̂ 2w3Zj2cos2 S' — — ~t~Jc  ̂ j  4w2 Zj2 cos S '-(YW2-J-T Zj2)2 .

Раскрывая малыя скобки, имѣемъ:

С 2 =  ~  Ĵ 4w2 Zj2 c o s2 S- — гп4—Zj4 — 2ш2Zj2 J =

=  ~ [ — [ ¥ + 2к2 (m2 —2n2 cos2 + т* ] j .

Называя (гп2 — 2w2Cos2S) черезъ а2, имѣемъ:

Cf =  +  [ _ ( / / - | -  2/с2 «2 4  ш4)]  .

Возвышая въ квадратъ, получаемъ:

[72] C2 =  -^ Ẑj84-4Zj6a2-|“2Zj4(m4-J-2a4)-|-4Zj2a2m4-f-Wi8J . 

Оиредѣляемъ коэффиціентъ A .B .

A. B = ctgS4 [(m2 -J-Zj2) (w2- f  Zj2) — 4w2Zj2cos2S] [(wi2-J-Zj2) (Zj2-  w2) +

-J- 2w2 (w2 Zj2—2Zj2 co s2 S )] .

Попрежнему будемъ имѣть:

A. B =  ctgS [Zj4 -J- Zj2P2 -J- m2 w2 ] [Zj4-J-Zj2P2-J-W2C2] .
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Перемножая и собирая величины Jc1 получаемъ:

А. В  =  ctg + [&8- \-ZJe0P2 +  Je4r (т2 W2 -j- р 4 -f- W2 с2) - j-Je2 р 2п 2 (т2+ с2) + т2 W4 с2 ].

Такъ какъ C2= Z n 2 — M21 то c2-f-m 2 =  2w2, а слѣдовательно,

[7 3] A. B =  ctg+ [fe8 -j- ZJe3P2+ Jei (р4+ 2w4) + ZJe2 р 2 W4 - |-  т2 W4 с2 ].

Переходимъ къ коэффнціенту А.С г .

A C 1=  [(то2+ Ic2) (и2+ F )  -  4 F  F  cos2 # ]  + F c o s 2#  -  + m2 +  fc+ |

7Ъ
Беря изъ второго множителя за скобки — , имѣемъ:

и

A-C1=  —  -+  [/с4F  H1P2 +  п 2 j  [7c4F 2 F a 2 F»w4] -

Перемножая получаемъ:

A.C1=-[і* F  F  (P2+ 2 а2) +  Jci(w2 п2 +  2р2 a2 F  «»4) +

[74] 1
+  Ä2m2(2w2a2+ p 2m2) + m 6w2 .

Опредѣлимъ теперь послѣдній коэффиціентъ В. Cv Согласно преж- 
нимъ обозначеніямъ будемъ имѣть:

B nCl= C tg ^  | Ѵ + F p 2-|-w 2c2 J  |^4w2fc2cos2+ — (m24-&2)2J ^ - .  

Вынося за скобки изъ третьяго множителя минусъ, имѣемъ:

B-C1 =  -  -У  [ F F F i J 2 F w 2 C2]  [ &  F 2 fc2« 2 +  т*\  ■

Дѣлая перемноженіе и располагая по степенямъ величины Je1 полу­
чаемъ:

B-C 1 =  -  ----W -  L 8F 7с<!(Р2+ 2 « 2) + F ( n 2c2F 2P2Ct2+ ^ 4) +

F  7с2 (2а2 п 1 C2 F  W4JO2)+ п- с1 ]  .

Переходимъ къ члену An2R 2l R 22.
Изъ формулъ [43] мы послѣ подстановки получаемъ:

[75]

Ti =  у  (п2 F F  -  2пкcos# )r 2 -  + ' + fcY - W fcc0W +  И

УK - V  А  +  »  +  2« і COSd ) , ' * -  !■“l + g + ä x t o . s W
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Слѣдовательно, R 21R 22 будетъ равняться произведен™ подкоренныхъ 
величинъ.

Такимъ образам+ мы можемъ написать:

R \ R 2 =  [(W2+ J2 )2 — 4w2 J2 cos2 DJr4 —

г2 Г
— 4" (^2+ +^wJcosD) (m2-f-к2 — 2wJcosD)2-}-

-f-(w2-J-J2 — 2wJcosD) (m2-{-J 2-J-2wJcosD)2J -J-

(m2 -J-J2 — 2 w J cos D)2 (m2 -J-J2-J- 2w J cos D)2 -| _  .

Раскрываемъ малыя скобки въ первомъ членѣ:

[76] [w4 -J- J4 +  2 w2 J2 — 4 w2 J2 cos2 D] f 4 = [ J4 -J- 2 w2 J2 (I — 2cos2 D) --J- w4 ] r4.

Раскрывая малыя скобки во второмъ членѣ и дѣлая приведете 
подобныхъ, получаемъ, что второй членъ принимаетъ видъ:

— U  J J u u 7c2) [(m2+ * 2)2+ 4 n 2*2cos24 ] -1 6 (m 2+ Ä2K Ä2cos2^ ]-

Сокращая на 2 и раскрывая скобки, далѣе мы получаемъ:

— ~2 [ < * + * >  (m4~f"^4_f_2m2J 2-|-4w2J2cos2D)— 8(m2-J-к2) W2J2cos2DJ .
Производя перемноженіе и вынося величины J за скобки, будемъ 

имѣть:

— 8т2п 2 J 2Cos2D—8w2J4cos2dJ =

F2 Г=  J6+ J 4(^2-J-2m2 — 4w2cos2D)--j-J2[m2(2w2-|-m 2— 8w2cos2D)-J-

-J- 4w4 COs2D] -J- w2 т 4 J .
Или, вводя сюда величину p2= w 2-J-m2~ 4W2Cos2D, окончательно 

получимъ:

I? Л  — ^  +  к \ р 2+ т 2) +  к2\m \2p2-  m2) - f  4w4cos2D]-J-w2m4J .

Теперь обратимся къ послѣднему члену:

(m2-J-J2 — 2wJcosD)2(m2-)-J2-J-2wJcosD)
_ _  .
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Будемъ выполнять послѣдовательно всѣ дѣйствія:

(ш2^_й2 „ 2^ с о 8 ^ )2( т 2+ й 2+2?г/яо8^)2 [(W2-J-Zj2)2- 4w2Zj2cos2Si] 2 _
16 —  16

(m2—(— 7c2)4—[~ 16w4fc4cos4S' — 8 (w 2-J-Zj2) W2Zj2Cos2Si_______ .

Возвышая въ соотвѣтствуютція степени и собирая величины Zj, 
будемъ имѣть:

/L-)-4Zj6(m2— 2w2cos2S)%2Zj4(3w 4— 8w2w 2cos2S-J-8y24cos4S)-J-4Zj2yw4(w 2— 2w2cos2S)-f-w 8
16

Мы обозначили ранѣе величину (w2— -2w2cos2S') буквою а2, поэтому 
будемъ имѣть окончательно выраженіе для послѣдняго члена:

Zj8 -J- 4Zj6a2 -f- 2Zj4(w 4-|-  2a4) -|-,4Zj2m4a2 -f- w 8 
[/78] --------— -

16

Теперь напишемъ наше уравненіе, пользуясь всѣми найденными 
величинами отъ [70] до [78].

Тогда будемъ имѣть:

[Zj8-J- 2Zj6p 2 -J-Zj4 (pl -J- 2m2w2) -J- 2Zj2p2m2w2 -J-W4W4] ^ 2-J- 

-J-[Zj8-} - Ẑj6P2-J-Zj4 (p4-J-2w2c2)-J-2Zj2p2w2c2-|-w 4c4] Ctg2S1 p24~

-|-2  [Zj8-J-SZj6P2-J-Zj4 (p4-J-2w4)-J -SZj2P2W4-J-W2W4C2] ctgSi x y  —
rV)

— 2 . "  [ F + /c 6 (Jpi +  2a2) +  &‘ (m V + 2 jt> 2a2-(-m 4) +
О

+TciMi (2 UiCii + P iYni) - |-  m6a 2] x  —

[79]

W
~ 2 . — [Zj8-J-Zj6 (p2-J-2a2) - j - Zj4 (c2w24 -2 p 2a2-J-wi4)-J-

U

-J-Zj2 (Sa2W2C2-J- W4P 2) 4 - W4W2C2] ctg S' p -j-

W2
-J- [Zj8 -J- 4Zj6a2 -J- 2Zj 4 (w 4 4~ 2a4) -J- 4Zj2a2m4 -J- w 8] =

_  4 ^ V 4 [Zj4-J-Sw2Zj2 (1 — 2 Cos2Si) 4~w4] —

- 4w2. ^^Zj6-J-Zj4(P2-J-W2)-J -Zj2[w 2(2p2 — w 2)-j-4 w 4 Cos2S1] 4-w 2w 4J-|~

I 4w2 [Zj8-J-4Zj6a2-J-2Zj4 (w 4-J-2a4) -J-4Zj2w 4a2- |-w 8]
_] _  _ _  _ _ _ .

Освобождаем+ уравненіе [79] отъ знаменателя и переносим+ 
всѣ члены въ лѣвую часть; затѣмъ, раскрывая скобки и располагая
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уравненіе по убываюіцимъ степенямъ величины Ie1 придадимъ ему 
елѣдуюіцій видъ:

[ВО]

4 - #

+ V

- \-¥

-VIe2

Ar Iei

X2-V ctg2 fy у 2 +  2 ctg +■ х у  — п х  — п  ctg +  у  +  

2p2# 2-|-2 p 2ctg2+  у 2-VAp2Ctgfy х у  — п  (р2-\-2а2) х  —

—  w (p 2- |-2 a 2) ctg +  у  ~Ѵ Zn2T2-V 

(Pi -VZm 2U2) # 2- | - (p 44 -2 w 2c2) ctg2^  у 2-V

- |-2  (p 4-|-2 w 4) ctg+ x y  — n [wi2w2-f~2p2ß2-|-m 4] x —

— n  [w2c2+ 2 p 2a2+ Wi4] c tg fy y + Zri2T2 (m2-\-p2 — 2r) +

2 m 2n 2p 2x 2~V Zn2C2P2 ctg2 fy y 2~V Ap2Uh c tg +x y  —

— m2n  [2w2a2-f-wi2p2] X — n [Za2U2C2+ m 4p 2J ctg +  у  ~V 

-V Z n2T2 [wi2 (2p2 — Wi2) + 4w4 cos2+  — 4w2r 2 (1 — 2 cos2+ ) ] +  

MiUiX2-V UiCi ctg2fy y 2-VZm 2UhC2Ctgfy x y — wi6w3#  —

— Wi4W3C2. ctg+ у -VZr2Ui (m 4 — 2 r2w2)

0.

Для опредѣленія геометрическаго мѣста намъ надо въ ур:.:вненіе [80] 
подставить вмѣсто Jen величину, опредѣляемую изъ уравненія [59]. Урав- 
неніе это при принятыхъ нами обозначеніяхъ получаетъ слѣдующій видъ:

[81] (m2-f-jfc2) # +  ctg+ (m2+ F  — 2w2) у  — Znr2 =  O.

Опредѣляемъ изъ уравненія [81] значеніе величины Ie2:

Zur2 — т2х  — ctg + (wi2 — 2w2) у
[82] ¥

ж+ c tg +  у

Разсматривая формулу [82], мы приходимъ къ заклточенію, что вы- 
раженіе Ies будетъ заключать въ себѣ величины х  и у  въ четвертой 
степени и, слѣдовательно, послѣ подстановки всѣхъ Je въ уравненіе [80], 
мы получимъ уравненіе 6-ой степени относительно х  и у;  крОхМѣ того, 
уравненіе это будетъ заключать въ себѣ и всѣ убываюіція степени не- 
извѣстныхъ.

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ заключенію, что отысканіе 
точнаго геометрическаго мѣста точекъ пересѣченій сопряженныхъ хордъ 
для прямолинейно-производнаго татуннокривошиинаго механизма при­
водить насъ къ изслѣдованію уравненія шестой степени съ очень боль­
шимъ числохмъ членовъ.

Оставляя дальнейшую разработку намѣченнаго пути для послѣду- 
ющаго времени, введемъ теперь въ нашу задачу нѣкоторое произвольное 
допущеніе, значительно упрощающее наше изслѣдованіе.
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Какъ будетъ показано ниже на чиеловомъ примѣрѣ, путь, описы­
ваемый точкой перееѣченія. сопряженныхъ хордъ чрезвычайно малъ, со­
вершается почти по прямой линіи и погрѣшности, происходящія ОТЪ TIрЙ- 
нятыхъ нами допущеній лежатъ далеко за нредѣлами точности обыкно- 
венныхъ чертежныхъ инструментовъ..

Для всякаго значенія величины к въ предѣлахъ между 0 и с мы 
получаемъ въ общемъ сдучаѣ вписанный въ кривошипную окружность 
четыреугольникъ, двѣ изъ сторонъ котораго составляютъ татуннокриво- 
шипныя радикальныя оси, выражаемыя уравненіями [28] и [38].

Точка пересѣченія діагоналей этого четыреугольника, каковыми 
являются сопряженныя хорды, будетъ находиться внутри четыреуголь­
ника между радикальными осями и, слѣдовательно, внутри угла, обра­
зуема™ линіями [28] и [38].

Если мы соединимъ эту точку съ вершиной угла, то получимъ 
линію, принадлежащую пучку, проходящему черезъ радикальный центръ, 
такъ какъ вершина угла, какъ было показано выше, являемой раДикаль- 
нымъ центромъ, координаты котораго выражаются формулами [58].

Обратимся къ ѵравненіямъ [28] и [38].
Эти уравненія имѣютъ видъ:

[28] 2(п -  а ) х  +  2ßy -  (гг -  ос)2,--  ß2 — г 2 —}— Z2 =  0 ,

[38] 2(п +  -  2ß y  -  (п +  а )2 —  ß2 -  г 2 + J 2 =  0 .

Раскрываемъ скобки, тогда получимъ:

2и х  — 2 c l x  ф- 2ßy  — п 2 — а 2-J- 2па ß2 — г2 -J- Z2 =  0 ,

2пх  -J- 2ѵ.х — 2ßy — w2 — а 2 —  2па — ß2 —  г 2 -J- Z2 =  0 .

Результатомъ почленнаго сложенія и вычитайія этихъ двухъ уравне­
ний являются два новыя, опредѣляющія собою двѣ линіи, принадлежаіція 
тому же пучку.

Выполнив+ указанное дѣйствіе, получаемъ:

Аггх — 2(п2 -J- а2 ф- ß2 —j— г 2 -— I2) =  0 ,

Aolx —  Aßy —  4па =  0 .

Дѣлая сокраіценія и введя вмѣсто а и ß ихъ значенія черезъ Jcr 
мы имѣемъ:

[83] 2ггх —  (п2 +  г2 —  I2+  к2) =  0 ,

[60] ^cosD —  ^sinD — ncosD =  0 .

Разсматривая полученныя уравненія, мы видимъ, что одно изъ нихъ 
представляетъ собою найденное нами ранѣе уравненіе шатунной радикаль­
ной оси (см. стр. 46), второе же представляетъ собою прямую линію, •перпен­
дикулярную Къ оси абсцисс+ т. е. къ основной лин іи  нашего механизма.
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Лщніей, выражаемой уравненіемъ [83], мы и замѣнимъ неизвѣстную 
намъ линію, проходящую черезъ радикальный центръ и точку пересѣче- 
нія сопряженныхъ хордъ.

Подобная замѣна, являясь произвольной, въ конечном+ результатѣ 
даетъ намъ незначительную ошибку, такъ какъ избранная линія будетъ 
находиться всегда между радикальными осями и, слѣдовательно, получен­
ное при посредстве ея геометрическое мѣсто будетъ по свойствам+ сво­
имъ мало отличаться отъ истиннаго.

Допустимость такой замѣны подкрѣпляется, кромѣ того, изслѣдова- 
ніемъ уравненія [83] для предѣльныхъ значеній к.

Действительно, при к =  0, мы получаемъ:

[84] 2 пх  — (w2 N  г2 — I2) =  0 .

Это уравненіе, какъ мы знаемъ, выражает+ собою среднюю хорду 
(см. [48]),

Пусть к =  а, тогда уравненіе [83] принимает+ видъ:

2пх  — [п2 -f- г2 — I2+  G2) =  0 .

Мы имѣли ранѣе изъ формулы [21], что п 2 -|~ G2 =  I2 -f- г 2, следо­
вательно, ири к =  G, уравненіе [83] принимает+ окончательный видъ:

[85] п х  — г2 =  0 .

Уравненія [84] и [85] показывают+ намъ, что эти линіи проходят+ 
черезъ точки, абсциссы которыхъ соответственно равны

* XJ  — ч  г  V Ц  **—— м  rrtT" Л  г "" і \  'тп’" '• y ' и  -—j*— j ,  j  у, м

Такъ какъ наша задача состоитъ теперь въ томъ, чтобы отыскать 
для каждаго даннаго к точку пересѣченія дияіи, выражаемой уравненіемъ
[83] съ полярой, выражаемой формулой [59], слѣдовательно, иными сло­
вами, для предѣльныхъ значеній величины Tc найти на соответственных+ 
полярахъ точки, абсциссы коихъ выражались бы формулами [86].

Какъ не трудно видѣть, точками этими являются ранѣе нами най­
денныя точки, опредѣляемыя формулами [61] и [67], которыя, какъ уже 
было доказано, принадлежать искомому геометрическому мѣсту.

Такимъ образомъ, мы можемъ сказать, что введете въ нашъ ана­
лизъ линіи, выражаемой формулой [83], не противореча существу дела, 
даетъ для предѣльныхъ значеній величины к полное согласіе съ истиной.

6 6  А . В . У  г  а  р  о в  ъ .

Rflf ОНГО: OTir іаі/. /ІШІОНШрГ/ RIdHHOPYLOH КßЦII(JTfiMOßfiа
Рѣшцмъ совмѣстно урявненія [81] и [83] по отношенію къ вели­

ч и н е  к.

[ 8 3 ]  2 п х  —  ( п 2 - j -  г 2 —  I2 4 ~  к 2) =  2 п х  —  ( т 2 4~  к 2) =  О ,

I
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[8 1] (т2 +  к2)х +  ctg+(/W2 +  к2 —  2 п 2)у — Znr2 =  О.

Изъ [83] мы пмѣемъ:

(м 2 +  к2) =  Znx.

Подставляемъ эту величину въ [81], тогда получимъ:

Znx2 - j-  ctg+(2w# —  2 п 2)у —  Znr2 =  0 ,
.J Lj Cl h.. ..Jlamj 7 I I JJtrU Г) j Iu 11 fllvy И UIJ Cl ЬЬ/ІІІД.ЦЦ иипп^дяш

что, по сокращеніи, даетъ:

[87] х 2 ~Ѵ ху  . ctg+ — п уъ іф —  г2 =  0 .

Уравненіе [87] представляетъ собою (при сдѣланномъ допущеніи) 
искомое геометрическое мѣсто.

Такъ какъ мы имѣемъ передъ собою, очевидно, кривую второго по­
рядка, то для опредѣленія ея рода намъ надо составить дискриминанта 
изъ коэффиціентовъ даннаго уравненія.

Если мы имѣемъ передъ собою общее уравненіе кривой второго 
порядка слѣдуюіцаго вида:

A x 2 +  B x y  +  Cy2 4 -  D x ~Ѵ E y  +  F  =  0 ,

то для опредѣленія геометрическаго рода кривой надо изслѣдовать два 
алгебраическихъ выраженія, составленныхъ изъ коэффиціентовъ даннаго 
уравненія:

H = B 2 -  4A C 1

Д  =  2 (44  C F —  A E 2 — CD2 +  B D E  — B 2F).

Обращаясь къ уравненію [87], мы видимъ, что оно представляетъ 
собою общее уравненіе кривой второго порядка съ коэффиціентами:

4  =  1, В  =  ctg+/ C =  О, D  =  О, E  =  —  wctg+, F = - r 2. 

Слѣдовательно,

H =  В 2-  4 AC =  ctg2+  > 0 ,

Д  =  2( — A E 2 —  B 2F ) =  — 2(w2ctg2+  +  г 2ctg+) =  — 2ctg2+(w2 -f- г 2).

Такъ какъ величина H  =  ctg2+  всегда больше нуля для +, заклю- 
ченнаго между 0° и 90°, а только между этими предѣлами и возможно 
суіцествованіе прямолинейно-производнаго шатуинокривошипнаго меха­
низма—и Д  не равняется нулю, то мы заключаемъ, что уравненіе [87] 
представляетъ собою гиперболу.

Получивъ такимъ образомъ приблизительное понятіе о характер! 
интересующаго насъ геометрическаго мѣста, мы не будемъ изслѣдовать 
уравненіе [87], какъ не соотвѣтствующее дѣйствительностн.

Для рѣшенія же поставленнаго нами вопроса: „возможно ли безъ 
большой погрешности допустить въ прямолинейно-производномъ криво-

5*
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шипномъ механизмѣ существование шатуннаго полюса“ — мы изберемъ 
слѣдуюіцій путь.

При выводѣ уравненія [60] мы доказали, что для каждаго значенія 
Jc хмы имѣемъ, какъ результата пересѣченія радикальныхъ осей, соотвѣт- 
ственный радикальный центръ.

Далѣе мы показали, что этотъ радикальный центръ движется по 
шатунной радикальной оси, выражаемой уравненіемъ [60].

Опредѣлимъ характеръ движенія радикальнаго центра.
Формулы [58] представляютъ собою координаты точекъ пересѣченія 

радикальныхъ осей для неопредѣленнаго Jc.
Выписываемъ ихъ сюда.

[ 5 8 ]

I2 — г2 —  п2 — Ic2 т 2 к2
'Г ”  ” ......  ~ 2 ш  ~  ’

72_ Г2 I И2 „ ,й2 2 W2—  —
у = — c tg k  U  = -  Ctgk-2 п  2 п

При наибольшемъ значеніи величины Ie1 именно при Je =  G1 абсцисса 
радикальнаго центра принимаете* видъ:

X  =
m2-\~G2 W2-J-F2 —  I2+  G2 г2

2w 2п  п. j
Это выраженіе намъ извѣстно по формулѣ [67] и [61].
При измѣненіи величины Je отъ G до 0, т. е. при удаленіи ползуна 

отъ мертваго положенія, мы имѣемъ, что абсцисса радикальнаго центра 
уменьшается ВхМѣстѣ съ уменыненіемъ Je.

Дѣйствительно, для обіцаго случая мы имѣемъ:

m2-\-Je2 т2 Ie2*
X1 2п 2п 2п

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ заключенію, что ВхМѣстѣ съ 
удаленіемъ ползуна отъ мертвыхъ его положеній радикальный центръ 
движется по шатунной радикальной оси, удаляясь отъ средней точки 
пути ползуна.

При низшемъ предѣльномъ значеніи J = O , абсцисса радикальнаго 
центра принимаете* видъ:

т2 
х =  —  .

2п
Это выраженіе мы имѣли въ формулѣ [64].
На ошюваніи только-что сказаннаго, мы дѣлаемъ слѣдуюіцій выводъ: 

при перемѣщеніи ползуна отъ мертвыхъ точекъ къ серединѣ— поляра 
радикальнаго центра, выражаемая уравненіемъ [59], вращается около 
полюса шатунной радикальной оси по направленно часовой стрѣлки при 
нринятомъ раеположеніи чертежа.
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Мы показали ранѣе, что для нредѣльныгь . значеній величины Tc 
координаты точекъ пересѣченій сопряженныхъ хордъ выражаются форму­
лами [65] и [67].

Опредѣлимъ взаимное расположение этихъ точекъ по отношенію къ 
осямъ коордішатъ. ,

Пусть +м. черт. Х -й ) точки эти будутъ соответствен в о Q и P * ) .

if 2 _1_ у і  \ I
Абсцисса точки О: х = — --• - -™ .

* Zn
о • " м ‘ )

Абсцисса точки P  имѣетъ видъ:# = — . Докажем+, что> х  <Гх .P fl ' Q P
Ппшемъ неравенство:

г2+ W 2 +  Z2 г2 
2п п *

ч/ 80 ‘Off Ч .Hf 800 с) Ч — (t 4) ,(/ Я18 ”0 Ч
Освобождаемъ неравенство отъ знаменателя:
■ «:*.-■■ ; : •■■■ -{J. J :: , ; ' ' . о; . пи '« о [ П

r2-\-n2 — V1K Z r 21 ••• ;

Уединяемъ U21 тогда имѣемъ:
ПГа Cf С'Г',Т*7’ ТГАТТТГ'Т ЙЛІГІІАІК DilJfiJTArrfTOATlt fITITRTT гГѴПѴГІ 1

■ n2< r 2 +  72.
II і'!.! L сI L lI i+  U i H b  I J f i i i

Отсюда заключаемъ, что неравенство справедливо, такъ какъ мы 
доказали много ранее, что r 2-|-Z2 =  n2- f  ff2.

Такимъ образомъ мы цриходимъ къ выводу, что точка Q находится 
лѣвѣе точки P 1 иными словами, кривая,, определяющая собою геометри­
ческое мѣсто, должна, при враіцеиіи поляры по часовой стрѣлке, прохо­
дить внутри угла E P A 1 образуема™ предельными цоложеніями иоляръ.

Въ справедливости сказаннаго мы убѣждаемся еще и сдѣдующимъ 
образомъ.

Допустихмъ, что кривая, определяющая собою геометрическое место 
точекъ пересѣченій сопряженныхъ хордъ, начинаясь (при Ie=G) въ 
точкѣ Р , проходитъ внутри угла B P F .

Такъ какъ кривая эта должна придти (при Ie =  0) въ точку Q1nто, 
очевидно, она должна снова пройти черезъ точку P1 чтобы поместиться 
внутри угла Е Р А .

Такъ какъ мы доказали, что радикальный центръ — одна изъ вор- 
шинъ полярнаго треугольника—при измѣненіи Ie отъ ff до О непрерывно 
удаляется отъ середины пути' ползуна,, то ясно, что двойному прохожде- 
нію кривой геометрическаго мѣета черезъ точку P  должны соответство­
вать два ра зли ш ы хъ  ноложешя радикальнаго центра, а слѣдовательдо, 
мы должны заключить, что точка P  дважды является точкой вересѣче- 
нія сопряженныхъ хордъ»

*) Чертежъ Х-й выполненъ безъ соблюденія масштаба, для получеюя возможно 
большимъ угла E P A . А, У.
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Л.Л. )

Другими словами, при нашемъ допущеніи существовали кривой 
внутри угла B P F  въ точкѣ P  должны пересѣкаться три  линіи: хорда 
мертвыхъ точекъ и двѣ сопряженный хорды.

Посмотрим+, возможно ли это.
Намъ надо доказать, что три линіи, выражаемый уравненіями 

[47], [53] и [54], пересѣкаются въ одной точкѣ.
Необходимо, значит+, имѣть опредѣлитель, составленный изъ коэффи- 

ціентовъ этихъ уравненій равнымъ нулю.
Составляем+ опредѣлитель, опираясь на условный обозначенія урав- 

неній [53] и [54]:

При к произвольном+, т. е. меньшемъ а, этотъ опредѣлитель не 
равняется 0, при к равном+ а уравненія [47 ], [53] и [54] выражают+ 
собою одну и ту же прямую.

Итакъ, наше допуіценіе суіцествованія кривой внутри угла B P F  
противоречит+ истинѣ.

Для каждаго значенія к мы получаемъ соответственно вписанный 
въ кривошипную окружность четыреугольникъ, котораго точки пересѣченій 
діагоналей и противоположных+ сторонъ образуют+ собою полярный тре­
угольникъ. Двѣ изъ вершинъ этого треугольника, а именно, радикаль­
ный центр+ и точку пересѣченій сопряженныхъ хордъ, мы уже раз- 
сматривали.

Обратимся къ третьей верншнѣ.
Для полученія координатъ этой вершины намъ надо (см. черт. V) 

написать уравненія линій, проходящих+ черезъ точки (х{, у[), (хѵ у2) и 

(х і » Уі)? (#2» У2) и затѣмъ рѣшить совмѣстно два эти уравненія.
Легко видѣть, что въ результате мы получимъ сложныя уравненія, 

аналогичный уравненіямъ [53] и [54] съ входящими въ нихъ ирраціональ- 
ными величинами и, слѣдовательно, требующими надъ собою весьма 
сложныхъ манипуляцій.

Поэтому мы пойдем+ инымъ путемъ.•ѵ5Г *■
Докажем+, что при к неравном+ 0 и а (для этихъ значеній мы 

уже наподг |>анѣе третью вершину полярная треугольника) координаты 
третьей верішйш имѣютъ конечное значеніе, т. е. не безконечно велики.

Для того, чтобы абсцисса х  была безконечно большою, необходимо, 
чтобы стогны  вписанная четыреугольника были параллельны между

V- #

А  +  а, B N k  C N o

А  —  а, В — Ъ, С — с =  А  .

— г a s in  S ,  (In— r a c o s S ) ,  r a a c o s S 1
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Пусть мы нмѣемъ (см. черт. Х -й ) двѣ стороны H J  и K L  параллель­
ный между собою.

Двѣ другія стороны, являясь радикальными осями, пересѣкаются въ 
точкѣ G на линіи MS. Діаметръ круга, перпендикулярный къ хордамъ, 
дѣлитъ ихъ пополамъ и, очевидно, проходитъ черезъ точку G .

Итакъ, для безконечно большого значенія абсциссы х  необходимо, 
чтобы линія, соединяющая точку пересѣченія радикальныхъ осей съ 
центромъ кривошипной окружности, составляла бы равные углы съ ради­
кальными осями. Посмотримъ возможно ли это.

Точка пересѣченія радикальныхъ осей для произвольнаго к выра­
жается формулами [58]:

m24 - J2 А Q 2W2- W 2- - J 2
" -------- 5 — • » — “* * * ------------- 2 5 ---------------'

Уравненіе лйши, соединяющей эту точку съ центромъ, будетъ имѣть 
слѣдующій видъ:

Q 2w2 — т2 — J3 (т2+ J2) л
ctgD    X - - —  --------W =  О,

6 2п 2 п
что, но сокраіценіи и освобожденіи отъ знаменателя, даетъ:

[88] (2 п2 — W2 — J2) cosD# — (т2- j - J2) sinDy =  0.

Или, условно,
А X -j— B y  0 •

По формуламъ [28 ] и [38] выписываемъ сюда слегка преобразован­
ными уравненія радикальныхъ осей:

[89] (п-  W j * + к т Л у  -  ^

[90] (w+fecos4)a; — ftsinky— ” 8+ у2-
и

Тангенсъ угла между линіями [88] и [89] будетъ выражаться
такимъ образомъ:

AJsiqD— 5 (w -J c o s D )
' J t^ 1 H (w —  JcosD)- f - HJsinD ‘

Тангенсъ угла O3 между линіями [88] и [90], соответственно, бу­
детъ имѣть слѣдующій видъ:

Г99! te© =  - ^ i n k —
LibJ A (n + * c o s 4 )  -Asink

Такъ какъ мы допустили, что углы и ф2 равны между собою, то, 
елѣдовательно, должно существовать равенство:

HJsinD  —  S (n  - J  cosD) — HJsinD — В (п + к  cosD)
H(w — J cosD) -f- A k  sinD A ( n + k  cosD) — HJ'sinD
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Вычитаем+ изъ каждой части полученной пропорціи по единицѣ, 
тогда будемъ нмѣть:

— (п —- к cosS)(AL-|-j5) -  (w-f-Z; cosS)(v4-j-£)
А (п — Zj cos S) %  AZj sin S А(п  4~ Zj cos S') — AZj sin S

Сокращая полученный результат+ на имѣемъ:

yi —  ZjcosS   ггN к cos Si
гг — Zj(cosS' — sin S) w4-&(QosS> — sinS)

Беремъ произведенія среднихъ и крайнихъ членовъ пропорціи:

(?г— Zj cos S)[yy-[-Zj(cos S — sin S')] =  (гг-\-к cos S )[y i— к (cos S' — sin S)] .

Раскрывая скобки и дѣлая приведете подобных+ членовъ, получаемъ: 

гг2-— Zjyi cos Si N  wZj(cos S — sin S ) — Zj2 cos S (c o s  Si — sin S) =■

=  YY24 ~ Zjyy cos S — yyZ:(cos S — sin Si) -  Zj2 cos S (cos S —- sin S ) ,
или,

21m cos S — 2Zjyy(cos S' — sin S-) =  O .

Откуда: sin S =  O, или уголъ S =  90°.
При выводѣ условій возможности существованія прямолинейно- 

производная шатуннаго механизма мы доказали, что уголъ Si не можетъ 
равняться 90°.

Такимъ образомъ мы доказали, что абсцисса третьей вершины по­
лярная треугольника не можетъ принимать безконечно болынія значенія.

Разсуждая подобным+ же образомъ, мы докажем+, что и ордината 
третьей вершины не можетъ быть безконечно большой величиной.

Па оснораніи этого вывода мы убѣждаемся, что геометрическое 
мѣсто пересѣченій сопряженных+ хордъ можетъ быть только замкнутой 
кривой, и мы были правы, не изслѣдуя уравненіе [87], представляющее 
собою гиперболу.

Для рѣшенія вопроса: возможно ли допустить существованіе шатун­
н а я  полюса въ разбираемом+ механизмѣ,— мы все же предположим+, что 
третья вершина полярная треугольника йаходится на оси х  и удалилась 
на безконечно большое разстояйіе, такъ что полярой ея является ось 
у-овъ. Дѣлая подобное допуіценіе, мы сознательно увеличиваем+ ошибку 
въ невыгодную для насъ сторону, т. к. увеличиваем+ длину отрѣзка кри­
вой внутри угла E P A .

Примем+, что наиболѣе удаленная отъ точки P  точка кривой T  
будетъ находиться посерединѣ между точками t\ и % Найдемъ ея 
ординату, т. к. абсцисса равна нулю.

Для этого опредѣлимъ ординаты точекъ пересѣченій предѣльныхъ 
доляръ E F  ц A B  съ осью у-овъ.
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Какъ мы знаемъ, общее уравненіе поляры,: выражаемое форму­
лою [59], даетъ при J =  O и J =  G слѣдующія два уравненія:

D „ L  — Гллі
[47] —  FG sin D/E  +  (In — FG cos %)y+rnG  SHl D =  0 ,

[63] (I2 — F2 — w2)# -J- ctg D(Z2 — r2+ n 2) y + 2 n r 2 =  0 .

Мы уже показали ранѣе, что уравненіе [47] можетъ быть написано 
въ формѣ уравненія [62 bis]:

— 2 f 2 X -J- 2 ctg $  (Z2 — a2)y -J- 2 nr2 =  0 .

Находимъ точку встрѣчи этой линіи съ осью ординатъ; для этого 
приравниваемъ х  нулю.

Тогда получаемъ:

2 c t g D ( Z 2 — g 2)^ 1-J -2 w f2 =  0 •

Откуда:
tv) (і'2

Pt =  - J T Z A r M -

Такимъ же образомъ опредѣлимъ точку встрѣчи линіи [63] съ 
осью ординатъ,

2 WF2
ZZ2 -  —  У , т а  -j— 5 t g  D . 
J 1 V — F2 4 -  w2

tqn сгя ' . ■ . шонто
Ордината точки кривой T  по принятому будетъ равна долусуммѣ

найденныхъ ординадъ: .

1 nr-t I Г со

2 V  — <т3 I р _ г Ц и ' г
,ѴГГіП/ШЛІ 71/ОНО IV)Шт сПі НЭІПГПНч и) OrIOT

ГІреобразуемъ это выраженіе;

„ nr2 I2— F2 - | -w2-j- 2Z2 — 2 g 2 
r , . ! /=  — tg 4  • ~ Y  \ r 2+

L_ W 23 1 -  —  2  U - f - n 2  —  CT2

—  t g 4 -  >2 t P 1T A V 2WWU U  ‘ 
  4 J 1 ...........................

Мы имѣли ранѣе соотиошеніе:

' ' W2 —j— G2 =  Z2 —j— F2 .
I /

О гку да.

Tl2 — T2 =  I2 G2 И Z2— F2 -J- W2 =  2 Z2 — G2 .

Слѣдовательно, мы получимъ:

А n WF2 (4Z2 —  2 g 2)
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что, по сокращения, даетъ окончательно:

[93 ]

Такимъ образомъ, мы имѣемъ въ распоряженіи три точки кривой 
геометрическаго мѣста пересѣченій сопряженныхъ хордъ. Координаты 
этихъ точекъ выражаются формулами [61], [65] и [93]:

Покажемъ теперь, что для нормальныхъ отношеній размѣровъ прямо­
линейно-производнаго кривошипнаго механизма разстоянія между этими

эти три точки сливаются въ отрѣзокъ прямой линіи незначительной 
длины.

Для этого обратимся къ числовому примѣру.
Пусть мы имѣемъ нѣкій кулиссный механизмъ, въ которомъ, какъ 

это часто допускаютъ, крайнія точки кулиссы— мѣста прикрѣпленій экс- 
центриковыхъ тягъ —  движутся по прямымъ линіямъ (см. черт. X I). 
Дѣля мысленно кулиссу линіей, проходящей черезъ центръ вала О и сред­
нюю точку кулиссы В , на двѣ симметричныя части, мы получаемъ, оче­
видно, два одинаковые прямолинейно-производные кривошипные механизма.

Радіусъ эксцентрика O A = г примемъ за единицу, разстояніе отъ 
центра вала до середины кулиссы примемъ равнымъ, какъ это встрѣ- 
чается часто, 20г, длину половины кулиссы 2,5г.

Опредѣлимъ остальные размѣры, характеризуюіціе нашъ производный 
механизмъ.

Найдемъ длину отрѣзка OM  — основной линіи .
Изъ прямоугольнаго треугольника O M B  имѣемъ:

[б і]

[65]

тремя точками чрезвычайно незначительны, такъ что при вычерчиваніи

O M 2 =  U2 =  O B 2- V B M 21
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илн,
тг2 =  202 —[— 2,52,

=  400 +  6,25.

=  406,25,
откуда:

п=ѴЩ2 5  =
 20 15

Опредѣляемъ уголъ Si = / J N M O = / _ М О В . О ВНШДц

п п  9  п
co s « .= — = ^ + = 0 , 9 9 2 5 5 . 

OM  20,15
О .Этому значенію cosinus'a соответствует+ уголъ въ 7 .

По таблицам+ находим+ tg il =  0,12278.
Тогда

tg2S> =  0,015129 соО, 015.
.сГ< ГІІГ.ОП F КІіІНЭЖОЪи 11 ilI/ЧЛ і ul І.Д ;

Мы имѣли слѣдуюіцую зависимость между элементами производнаго 
механизма:

L r  =  W-CrcosSl И I2- G 2 =  U2- T 2.

Здѣсь I — длина эксцентриковой тяги, G— длина полупути верхняго 
конца кулиссы.

Подставляем+ извѣстныя намъ значенія въ первую формулу:

1. 1 =  20,15. 0,99255а.

Производя перемноженіе, получаемъ:

I =  19,9998825 асо20 а .
f 01 '  о ! it

Подставляя это значеніе I во вторую формулу, имѣемъ:

I2— (J2 =  W2 —- г2,

400а2- а 2 =  (20,15)2— 1,

или,
399а2 =  405,25.

Откуда:
*

гг‘2 . 405,25
399

MHUi'iibda .in;Iіь.. .одна <пші, VLtI l t  інлѵ л’гшнгоа кііг
=  1,0154,

и
<7 =  "j/1,0154, 

=  1,008.
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Теперь мы можемъ найти длину эксцентриковой тяги:

7 = 2  Ocj =

=  20,16 .

Такимъ образомъ, элементы нашего механизхма слѣдуюіціе: 

Радіусъ эксцентрика . . . . . . . .  г  =  1,

Длина эксцентриковой тяги , Л; . . . I =  20,16,

Длина основной лднід . . . . , ѵ . п =  20,15,• V*а. у ? ДіА f ± \ *—• ѵ/ <1 LA* я / С’ .
Длина пути конца кулиссы . . . . Zg =  2,016.

Уголъ + . . . . . . . . ........................= 7 ° ,

tg2<8* . . . * . - ; - * • • V - ; г - . = 0 ,0 1 5  .

г .

Опредѣлимъ теперь величину угла E P A  (см. черт. Х-й) между пре- 
дѣльными положеніями поляръ.

Для предѣльыыхъ значеній величины Tc ' мы опредѣлили координаты 
третьихъ вершинъ соотвѣтствуюіцихъ лолярныхъ треугольниковъ, при 
чемъ нашли, что обѣ эти вершины лежатъ на оси #-овъ.

Координаты точки M  будутъ, очевидно,
X ___ ff -......................т ~ ’(Mqocp or/nqon кй шнопшв сгмкп шнтэтасп «гмокглктогоП
У = 0 .

Координаты точки N — по формулѣ [66]:

х‘с - , Znr2 
Хп =  >2 _|_П2_  Jv

1 "  . .......................

Координаты точки Р — по формулѣ [61]:

«J/.2

X  = F = - T .  р Yl '
f2

Для опредѣленія cosirms’a угла AIPN  намъ надо знать величины 
сторонъ треугольника P M N .

Займемся ихъ опредѣленіемъ, зная координаты вершинъ треуголь­
ника.

PM2= (хт -  х /  Y ( y m-  VpY ,
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— / Y*2 \ 2 / Л-T2 \ 2Г М ] Р 1 П _ ( я - _ ) + ( ^ _ ) .

Yl4 — 2 Y lV 2- | - r 4( l - ^ t g 2S 1)

YY2

Переходим+ ко второй сторонѣ.

p T = ( x n - x vY + ( y n- y vf ,

2 п т 2 T 2 \ 2 / X4 Y*2 )2

втэдоІІ
BH IdUx

PNi =  ( N r  -  - )  +  ( tg& -  TI п J \
\ 2

+ * * » *
/  2 Y lV 2 —  YYiV2Al 2 

\ W 2Yl
4Г

Выносим+ -S  за скобки.
Yl2

_ _  Y*4 Г /2 /12 — m2 \ 2 "1
[95]

г \  4 п 2  (̂ п 2  —  ш ‘2 )  _ | _  ш  4  ( 1  _ ! _  t g 2  А )

Yl YH4

Длпна третьей стороны M N  опредѣляется легко разностью абсциссъ

Хп И Хт ">
  2пг2

M N = X  — X  ■ = — f — п  =п Ш уу̂ 2

Yl (2г2— W2)

YYY2
Откуда:

[96] M N 2
YY2 (2 V2 — YYl2)

YYl4

Называя M P E  буквою а имѣемъ:
ЭШМ

P M 2N P n 2- - M N 2 
cos а =S- — ^ — .

2 P M . P N

Вставляя въ эту формулу выраженія [94], [95] и [96], мы полу­
чаем+ для cosinus’a слѣдуютую величину:

Yl4 —  2 Y y V 2 _ | _ ? + 1  +  tg2S) 4 r 4YY2(YY2 —  YYY2) - j -  T 4 W 4  ( I  - f -  tg'S1) Yl2( 2 r 2 —  M' 
YY2 YYl 4YY2 Wl4

cos a

2 \/ YY4 — 2YYV12 +  Г4 ( I  -f- tg2S ) -j j  4Y-4Yl2(Yl2 — YYl2) +  Y'4YY4( I  +  tg2S') 

YY2 f  YYY4YY2
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Приводя къ одному знаменателю и сокращая подобные члены, мы 
придаемъ предыдущему выраженію слѣдующій видъ:

г2 т2 (I  +  tg2 + ) + W2 (2 W2 —  2 г2 — т2)
[97] cosa

и

]/ п к — 2гігг2+ г 1 (I +  tg2 +) у 4п 2(п2 — Wi2)+ т 4(I +  tg2+)

ГІодставляемъ вмѣсто буквъ ихъ числовыя значенія:
Мы назвали буквою Wi2 величину п2+  г2 — I2.
Опредѣлимъ ея значеніе.

w2 =  (20 ,15)2 =  406,0225 , 

г 2=  ( I ) 2 =  1,0000,

I2 =  (20,16)* =  406,4250.

Слѣдовательно, т 2= 0,5975.

Откуда

Wi4==O,35700625

Zn2- Z r 2- M 2=  809,4475.

Опредѣлимъ первый радикалъ знаменателя.

IZrit -  Zn2T2 4 - г \ 1  4" Ig2+) =  У г і \ п 2 — Zr2) 4 - гЦ I +  tg2+ ) . 

Подставляемъ числовыя значенія:

W2 —  2г2 =  404 ,0225 , 

w2(w2 -  2г2) =  164042,22550625 п 

r 4( l  +  tg2+) =  1,0.15 .

Такимъ образомъ мы получаемъ радикалъ:

|/1 6 4 0 4 3 ,24050625 =  405,0225 .

Займемся вторымъ радикаломъ знаменателя. 
Подставляемъ числовыя значенія:

п 2 —  щ2 =  405 ,4250,

4w2(w2 — Wi2) =  658446,68825

mV  +  tg2+ ) =  0,3623613.
ДСЖ] п

Откуда весь радикалъ:
% (+  щ + Г )  ш ч +  ( w

У'Агі\п2 — м 2) +  wi4( l  +  tg2+) =  J / 658447,0506113 . 

Извлекая корень изъ числа, получаемъ:

У  \ r i \ n 2 — Wi2) +  wi4( l  +  tg2+ ) =  811,44881.



Ш а т у н н ы й  п о л ю с ъ . 7 9

Для числового значенія codnus ’а пмѣемъ дробь:

0,5975. 1,015 +  406,0225. 809,4475
405,0225.811,448 L

Откуда получаемъ окончательно:

cosa =  0,9999981 ,

т. е. величина, чрезвычайно мало отличающаяся отъ единицы, и, слѣдова-

Если мы опредѣлимъ а съ точностью до секундъ, то получимъ: 
M P N  =  a =  0С6'20", т. е. около одной десятой доли градуса.

Такимъ образомъ мы имѣемъ право сказать, что уголъ M P N 1 въ 
которомъ помѣщается кривая геометрическаго мѣста точекъ пересѣченій 
сопряженныхъ хордъ, практически можетъ быть принять равнымъ нулю 
и, слѣдовательно, кривая обращается въ прямую линію.

Опредѣлимъ теперь величину отрѣзка гірямолинейнаго пути точекъ 
пересѣченій сопряженныхъ хордъ.

Начальная точка этого пути имѣетъ координаты, выражаемыя фор­
мулами [61]; конечная точка (при извѣстномъ допуіценіи) опредѣляется 
формулой [93].

Такимъ образомъ, весь путь опредѣлится, какъ разстояніе между 
этими двумя точками.

Называя это разстояніе буквою (7, получимъ слѣдующее выраженіе:

тельно, уголъ а почти равенъ нулю.

I) 1
■

Дѣлаемъ преобразованіе.

ог 1
Вынося пзъ-подъ знака радикала — , получаемъ: )Ч7СГ

Вставляемъ сюда числовыя значенія. 
Тогда

О

п OiOIHOX <1'
3 ІШ7БІОП
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Въ виду чрезвычайной малости численная значенія дроби въ ради- 

калѣ мы ее отбрасываем+ и получаемъ окончательно Д =  —  ̂ =

=  0,0496 с о  0,05 .
Итакъ, точка пересѣченія сопряженныхъ хордъ при сдѣланномъ 

нами допуіценіи движется прямолинейно но хордѣ мертвыхъ точекъ и 
совершает+ путь около пяти сотых+ радіуса.

Такимъ образомъ, если радіусъ эксцентрика равен+ 100m/ m, путь, 
проходимый этой точкой, равен+ 5m/ m.

Положимъ; что наше допуіценіе, по которому мы получили фор­
мулу [93], сильно увеличиваетъ показанный результат+.

Допустим+* что разбираемый путь ограничен+ лишь точками, опре­
деляемыми формулами [61] и [65].

Опредѣлимъ длину отрѣзка, при чемъ упростим+ нашъ подсчет+, 
предполагая, что хорда мертвыхъ точекъ параллельна основной линіи, т. е. 
ординаты формулъ [61] и [65] равны между собою.

Тогда искомый отрѣзокъ равен+ разности абсциссъ:
1 R Id  M 9  В Ж  В ItIH ,IdT  В Н Н Д ф  Г R ß H d U ß P B u

d =  х2 — Xi =

г 2 T2N n 2 — І 2
п 2 п

JO Ф

.2 W2+  Z2
2 п

Такъ какъ числовыя значенія п и I весьма мало отличаются другъ 
отъ друга, мы допустимъ что Z2 - W 2 равно нулю.

Тогда
T 2 1

d =  —  =  - N  оэ 0,025.
2 п  40,3

Итакъ, даже при грубом+ подсчете, мы получаемъ, что путь, прохо­
димый точкою пересѣченія сопряженныхъ хордъ по хордѣ мертвыхъ точекъ 
при величинѣ радіуса въ 100m/ m, равен+ 2,5m/ m.

Слѣдовательно, мы не въ правѣ допустить существованіе шатуннаго 
полюса въ пряхмолинейно-производномъ кривошипном+ механизме.

Съ другой стороны, непосредственное вычерчиваніе даже въ круп­
ном+ масштабе показывает+ намъ, что всѣ сопряженный хорды пересе­
каются приблизительно въ точкѣ пересѣченія между собою хорды мер­
твыхъ точекъ и средней хорды. (Cm. черт. У).

Это можетъ происходить отъ того, что, по мѣрѣ удаленія цолзуна 
отъ своего мертвая положенія даже на малыя разстоянія, точка дересѣ- 
ченія сопряженныхъ хордъ быстро достигает+ точки пересѣченія средней 
хорды съ хордою мертвыхъ точекъ и остается около этого места до при­
хода ползуна въ середину его пути.
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Г Л А В А  С Е Д Ь М А Я .

Крив олинейно-производный кривошипный механизмъ.  Условія возможности  
его существования.  Свойства с опряж енны хъ хордъ.

Возьмемъ кулиссный механизмъ съ прямолинейной кулиссою, качаю­
щейся около точки M  (черт. X II) .

Линія О Ж, соединяющая центръ враіпенія главнаго вала съ цен­
тромъ качанія кулиссы, дѣлитъ кулиссу на два криволинейно-производныхъ 
кривошипныхъ маХанизма.

Займемся изученіемъ механизмовъ этого рода.
Въ первой главѣ мы упоминали, что основной линіей шатунно- 

кривошипнаго механизма является линія, соединяющая центръ враіценія 
вала машины съ срёдней точкой пути ползуна; затѣмъ мы указали, что 
уголъ наклона Касательной въ средней точкѣ криволинейнаго пути пол­
зуна характеризуете собою данный механизм+

Положим+ кто мы имѣемъ (см. черт. X I I I )  криволинейно-производ­
ный кривошипный механизмъ. Путь ползуна происходить по дугѣ N M L
круга радіуса O1L =  Q1 пути этому соотвѣтствуетъ центральный уголъ
-00КЭ0 HOmnu Щ ВHqВГ.7ЯНДЙвІГfj9И ЦР/qOX АшПР'нр OTÜ ДЖЙ’Д MOTfüIt
N O 1L =  CD; тогда хорда, соответствующая этому углу N L  =  2 G  =  2 p s in  +

и
откуда, OTIr fiitöüvoit

■ \ ф
[98] G =  psin

Стрѣла дуги NML—лпнія M P = J i опредѣлится въ зависимости 
оѴь радіуса р и угла о такимъ образомъ:

1 illFiПГГС)НОО BH Мт ГІ і /П RblHTCĵ If H9iHi()lf)9S IRш .ІІОД
[99] 1г =  р [ I  COS-G-

24ІИІС.ГІІ11»А’,Г1П U1J Ii 11 LI M JItUtl If / IJ41II У) I jj frV.t Utl M И iVf Ii П I і ‘ j 1111 I
Основной линіей даннаго механизма является линія MO =  V 0 0 \ + ОХМ \

Опредѣлимъ величину радіуса кривошипа и длину шатуна.
Мертвыми точками пути ползуна служатъ точки N  и L. Разстоя- 

нія ихъ отъ центра О главнаго вала и опредѣляютъ, какъ мы уже знаемъ 
изъ первой главы, величины кривошипа и шатуна.

Такимъ образомъ мы приходимъ къ заключенію, что на величины 
радіуса кривошипа и длины шатуна криво линейность пут и ползуна 
при неизмѣняющемся положеніи мертвыхъ точекъ не оказываетъ 
никакого значенія, другими словами, положеніе мертвыхъ точекъ на криво­
шипной окружности зависитъ исключительно отъ положенія мертвыхъ 
точекъ пути ползуна. Отсюда мы выводимъ слѣдствіе: хорда мертвыхъ 
точекъ кривошипной окружности остается неизмѣнной при неизмѣнныхъ 
мертвыхъ точкахъ пути ползуна.

А. Угаровъ. 6
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Оставляя тѣ же мертвыя точки N  и L 1 придадимъ радіусу дуги 
N M L  —  р — безконечно большое значеніе. Тогда мы получимъ прямоли­
нейно-производный механизмъ съ путемъ ползуна N P L 1 гдѣ P  есть 
середина пути ползуна и линія OP  — основная линія полученнаго меха­
низма. Эту линію О Р = п { мы назовемъ, въ отличіе отъ линіи O Al= Yi1 
второй основной линіей разбираемаго механизма.

Для прямолинейно-производнаго механизма мы доказали, что хорда 
мертвыхъ точекъ своимъ продолженіемъ проходитъ черезъ середину пути 
ползуна.

На этомъ основаніи мы можемъ сказать, что въ криволинейно- 
ироизводномъ кривошиііномъ механизмѣ хорда мертвыхъ точекъ криво­
шипной окружности встречается со второй основной линіей на срединѣ 
хорды, стягивающей мертвыя точки кривого пути ползуна.

Опредѣливъ радіусъ кривошипа и длину шатуна, какъ полуразность 
и полусумму разстояній ON  и OL1 мы имѣемъ передъ собою вполнѣ 
законченный криволинейно-производный механизмъ.

Засѣкая изъ средней точки M  криволинейнаго пути ползуна криво­
шипную окружность радіусомъ, равнымъ длинѣ шатуна, мы получимъ 
среднюю хорду GD.

Ясное дѣло, что средняя хорда перпендикулярна къ первой основ­
ной л и н іи .

Изъ всего сказаннаго мы заключаемъ, что криволинейно-производ­
ный механизмъ вполнѣ опредѣляется двумя основными линіями, угломъ 
+  между касательной въ средней точкѣ пути ползуна и первой основной 
линіей и, наконецъ, радіусомъ р кругового пути ползуна.

Обозначая черезъ Ai уголъ между второй основной линіей и хор­
дой, стягивающей мертвыя точки пути ползуна, мы на основаніи фор­
мулъ [24] можемъ написать условія возможности существованія криво- 
линейно-производнаго шатунно-кривошипнаго механизма

L r = U lG cos +р

I —  г sin + t ,

p .  sin -2- =  CT^W1 COS fyv
и

p > r .

Если мы возьмемъ на кривой N A IL  двѣ точки т и Wit симметрич- 
ныя относительно точки M — середины пути ползуна— и засѣчемъ изъ 
этихъ точекъ кривошипную окружность радіусомъ, равнымъ длинѣ ша­
туна, то мы получимъ двѣ сопряженныя хорды H G n E F 1 которыя пере­
д а ю т с я  на чертеж! въ точкѣ \ — въ точкѣ пересѣченія средней хорды

[100]
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и хорды мертвыхъ точекъ. Иными словами, мы имѣемъ передъ собою 
шатунный полюсъ.

Покажем+, что точка X есть лишь видимый шатунный полюсъ и 
что, математически говоря, точка пересѣченій сопряженныхъ хордъ описы­
вает+ нѣкоторый путь.

Въ первой главѣ мы указали, что система сопряженныхъ точекъ 
образует+ собою вписанный въ кривошипную окружность четыреугольникъ.

ІІересѣченіе всѣхъ сопряженныхъ хордъ въ одной точкѣ означает+, 
что въ этой точкѣ пересѣкаются діагонали всѣхъ вписанных+ четыре- 
угольниковъ. Мы знаемъ, что точка пересѣченія діагоналей вписанная 
четыреугольника является одной изъ вершин+ соответственная поляр­
н а я  треугольника.

Свойство же полярных+ треугольников+ таково: каждая вершина 
есть полюсъ противоположной стороны.

Такимъ образомъ, если всѣ сопряженный хорды пересѣкаются въ 
одной точкѣ— слѣдовательно, одна изъ вершин+ полярных+ треугольни­
ковъ неподвижна— , необходимо, чтобы двѣ другія вершины этихъ тре­
угольниковъ при всѣхъ своихъ измѣнеціяхь  двигались по прямой линіи, 
являющейся полярой неподвижной вершины.

Вторая вершина полярная треугольника въ разбираемом+ меха­
низме будетъ представлять собою— аналогично разсмотрѣнному прямо­
линейно-производному механизму— радикальный центр+ системы трехъ 
кругов+: кривошипнаго и двухъ шатунных+.

Такъ какъ центры шатунных+ кругов+ въ нашем+ изслѣдованіи 
берутся всегда симметричными относительно средней точки пути ползуна, 
то мы заключаем+, что шатунная радикальная ось для всехъ шатунных+ 
кругов+ будетъ одна и та же, иными словами, радикальный центр+ 
системы трехъ кругов+— вторая вершина полярная треугольника— при 
всѣхъ перемѣщеніяхъ ползуна будетъ двигаться по прямой линіи.

Слѣдовательно, если мы докажем+, что для нѣкотораго иоложенія 
ползуна третья вершина полярная треугольника не находится на этой 
прямой, наше утвержденіе, что всѣ сопряженныя хорды пересѣкаются въ 
одной точкѣ,— неправильно.

Посчитаем+ (см. черт. X IV ) хорду N L,  стягивающую мертвыя точки 
пути ползуна, за прямолинейно-производный механизмъ. Для такого меха­
низма, при Jc =  G1 мы нашли уже, что третья вершина полярная тре­
угольника будетъ точка Р , лежащая на линіи Р Ж — шатунной ради­
кальной оси; соотвѣтственный радикальный центр+ будетъ находиться 
въ точкѣ G.

При к =  0, т .е . для средней точки пути ползуна, вписанный четыре­
угольникъ обращается въ среднюю хорду, какъ мы знаемъ уже, перпен­
дикулярную къ первой основной линіи.

6*
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Первая вершина полярнаго треугольника для разбираемаго случая 
будетъ находиться въ точкѣ E — точкѣ пересѣченія средней хорды съ 
ііолйрой еоотвѣтетвеннаго радикальнаго центра F —  второй вершины по­
лярнаго треугольника, лежащей, очевидно, на линіи НМ.

Полюсъ средней хорды C D — третья вершина полярнаго треуголь­
ника—‘Долженъ лежать ва линіи OAIi перпендикулярной къ QD и про­
ходящей черезъ Центръ О. quo

Съ другой стороны, мы знаемъ, что для возможности пересѣченій 
всѣхъ сопряженныхъ хордъ въ одной точкѣ необходимо, чтобы и третья 
вершина полярнаго треугольника находилась на линіи НМ.

Итакъ, полюсъ средней хорды долженъ находиться одновременно на 
линіи OAI и на лииіи R M i другими словами, долженъ совпадать съ; 
точкой Ж, находящейся на разстояніи п отъ центра кривошипной 
окружности.

Покажемъ, что это утвержденіе не соотвѣтствуетъ действительности.
Пусть ось #-овъ совпадаетъ съ линіей OMi ось г/-овъ перпеидику+ 

лярна къ этой линіи и проходитъ черезъ центръ кривошипной окружности.
Находимъ уравненіѳ средней хорды. Оно, очевидно, будетъ уравне- 

ніемъ радикальной оси для случая, когда ползунъ совпадаетъ съ точкой Ж.
Пишемъ уравненія круговъ крйвошипнаго и шатун наго, полагая 

радіусъ кривошипа равнымъ-— г, длину шатуна— Z и длину отрѣзка пер­
вой основной линіи п.

Тогда будемъ ммѣть:

х* +  г / — г2 =  О,

(ж— ?02+ + —  P =  O.

Вычитая одно уравненіе изъ другого, получаемъ уравненіе ради­
кальной оси-^средней хорды— такого вида:

2пх — (г2~Ѵп2— Z2) =  0 .

Это уравненіе, какъ представляющее собою среднюю хорду— предѣлъ 
вписаннаго четырехугольника при к =  0 — , должно представлять изъ Себя 
поляру третьей вершины полярнаго треугольника для разбираемаго случая. 
Легко видѣть, что полюсъ этой прямой будетъ имѣть координаты:

2 пг2
х= = ~Т~і— I— тг2 и у  =  0 .  ым -г2 -V n 1— Z2

Для того, чтобы третья вершина полярнаго треугольника совпала 
съ точкою Ж , координаты которой х  =  п  и у  =  Oi необходимо выпол- 
неніе слѣдуюіцаго условія:
-ОЦ !ИТОГ HiA !HihQufln' Fir A; .',:>T ITiHr4Oqr'') ПГТ A .T ,0 ==г’Д JJUI F

2 r2
7 =  1 ,H - j - F — I
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чтц даетъ въ свою очередь:
\«ивѵот «хывтцвж іА<\ох внво «тшшшгѵн '

Он(э0 # Г>\ЬШООО Ѵ>Щ»ДП\Ѵуѵ.":Ч. \Ш,0ИШШКѴоѴ.. / іч V ’-Vv'VfV'.vrA (<$
На основаніи изложеннаго много ранѣе мы можемъ написать, опи­

раясь на формулы [100], следующее:

г2 +  Z2 д а  W2. + G2 .

Вслѣдствіе чего имѣемъ:
ГД \ѴЩШ\

п 2 =  п 24 - с 2 .I •
Геометрическій смыслъ полученная выраженія будете таковъ: квадратъ 
•гипотенузы равенъ суммѣ квадратовъ катетов+.

Иными словами: вторая основная линія перпендикулярна къ хордѣ* 
связывающей мертвыя положенія ползуна, т. ѳ. + = 9 0 ° ,  а это, какъ мы 
знаемъ, невозможно.

Итакъ, соиряженныя хорды криволинейно-производная механизма 
не пересѣкаюгся въ одной точкѣ и математическая ш атунная полюса 
въ разбираемом+ механизмѣ не существуете.

Поступая аналогично тому, какъ мы дѣлали при изслѣдованіи пря­
молинейно-производная кривошипнаго механизма, мы можемъ доказать, 
что уголъ между нредѣльными положеніями поляръ радикальных+ центров+ 
т. е. тотъ уголъ, внутри которая помѣщается геометрическое мѣсто 
точекъ пересѣченій сопряженныхъ хордъ криволинейно-производная ме­
ханизма, настолько малъ, что мы имѣемъ право утверждать, что предѣль- 
ныя поляры совпадают+ другъ съ другомъ.

Отсюда является слѣдствіе, что точка пересѣченій сопряженныхъ 
хордъ двигается по прямой линіи (хордѣ мертвыхъ точекъ), описывая 
нѣкоторый путь.

Отрѣзокъ хорды мертвыхъ точекъ, по которому движется точка пе- 
ресѣченій сопряженныхъ хордъ, мы назовем+ ш атуипымъ полярпымъ  
отрѣзкомъ *),

.Лтшшлхэм сгмонпцигопндя-онігпліи «гмоняонэо ста 

Г Л А В А  В О С Ь М А Я .

О б щ і е  выводы.
.ун7»;г,он сПі OiіноглХ)фиш он нЪэонжтдяб Йбшінйіоандя Іатйэд «іто - == £ 

Разсмотрѣніе кривошипныхъ механизмовъ всѣхъ трехъ родовъ
позволяет+ намъ вывести слѣдующія заключенія:
ЛМЛгі*— Ц «Іпд.П Т+ Ц Ц .іІ 'I Г.ѵ) .ВПНШОЯНфЙ B ö y i& ß q  9ІБ.ОІ

*) Терминъ этотъ не особенно удаченъ, но мы все же удержимъ его, опираясь 
на то, что, при извѣстномъ взаимоотношеніи частей производныхъ кривошипныхъ 
механизмовъ, отрѣзокъ этотъ становится настолько малымъ, что его можно принять 
за видимую (не математическую) точку—а тогда этотъ отрѣзокъ становится шатун- 
нымъ полю сомъ.

А. У.
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a) каждому кривошипному механизму въ кривошипной окруж­
ности соотвгътствуетъ о д н а  опредгъленная х о р д а  м е р т в ы х ъ  т о ч е н ъ ;

b)  каждому кривошипному механизму соотвгътствуетъ о д н а  

определённая с р е д н я я  х о р д а ;
е) пересѣченіе двухъ опредѣленпыхъ хордъ— средней и  хорды 

мертвыхъ точекъ —даетъ для каоюдаго механизма о д н у  определенную  
т о н н у — ш а т у н н ы й  п о л ю с ъ  механизма;

d) положеніе шатуннаго полюса внутри кривошипной окружно­
сти зависитъ и с к л ю ч и т е л ь н о  отъ размеровъ и  взаимнаго расположе- 
нія  частей кривошипнаго механизма;

e) измепеніе  размеровъ и  взаимнаго расположенія частей кри­
вошипнаго механизма, вызывая за собою изм ененіе  его кинематиче- 
скихъ свойствъ, вм ест е съ т ем ъ и з м е н я е т ъ  и  положеніе шатуннаго 
полюса, а следовательно,

f)  положеніе шатуннаго полюса в п о л н е  о п р е д г ь л я е т ъ  кинемати- 
ческія свойства соответственнаго кривошипнаго механизма;

д) такъ какъ кинематическими свойствами основного и  секуп- 
дарпыхъ кривошиппыхъ механизмовъ определяются свойства и  уело- 
вія парораспределечія паровой машины, то изученіе свойствъ со- 
ответственныхъ ш ат уиныхъ полюсовъ влечетъ за собою уясненіе 
явленій, происходящихъ въ парораспределительныхъ органахъ при  
ихъ  перемещепіяхъ.

Г Л А В А  Д Е В Я Т А Я .

С в о й с т в а  ш а т у нн а го  п о л ю с а  о с н о в н о г о  к р и в о ш и п н а г о  м е х а н и з м а .

Оставляя въ сторонѣ разсмотрѣніе производиыхъ кривопшпныхъ 
механизмовъ*), покажемъ здѣсь нѣкоторыя свойства шатуннаго полюса 
въ основномъ шатунно-кривошипномъ механизмѣ.

Основное положеніе: все сопряэюенныя хорды пересекаются въ 
одной точке, лежащей на линіи мертвыхъ точекъ въ разстояніи

E =  ̂  отъ центра кривошипной окружности по направленію къ ползуну.

Здесь п — отвлеченное число, показывающее, во сколько разъ длина 
шатуна более радіуса кривошипа. Следовательно, при известномъ п намъ 
вполне точно известно положеніе шатуннаго полюса.

*) Этотъ вопросъ будетъ подробно изложенъ въ подготовляемой мною къ 
печати работѣ: „Изслѣдованіе кулиссныхъ механизмовъ по методу шатуннаго полюса“.

А. У.
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Положимъ, что намъ извѣстны (см. черт. I I )  двѣ сопряженныя 
точки (хѵ уу) и (рсѵ у2), найденныя графическимъ построеніемъ или ана­
литически.

Пусть эти точки будутъ точками В  и E  на чертежѣ ХѴ-мъ. Такъ 
какъ въ основномъ кривошигіномъ механизм! всѣ сопряженныя хорды 
пересѣкаются между собою на линіи мертвыхъ точекъ M M v  то мы 
легко находимъ по хордѣ B E  ей сопряженную хорду A F .

При положеніи кривошипа въ точкѣ В  поршень отошелъ отъ лѣ- 
вой мертвой точки M  при наличіи безконечно-болыиого шатуна на 
разстояніе МН.

Если мы хотимъ опредѣлить истинное положеніе поршня, принимая 
во вниманіе конечную длину шатуна, то мы должны, слѣдуя методу 
ScliorcKа, провести черезъ точку В  окружность радіуса, равнаго длин! 
шатуна, и тогда получимъ точку J 1 показывающую величину ошибки H J 1 
происшедшей отъ допуіценія безконечно-болыной длины шатуна.

Посмотримъ, не имѣетъ ли эта величина H J  какой-либо связи съ 
точкой перееѣченія сопряженныхъ хордъ Л для даннаго положенія криво­
шипа въ точкѣ В .

Такъ какъ точки А  и В  симметричны по отношенію къ линіи 
мертвыхъ точекъ M M v  то динія A B  перпендикулярна къ лиыіи M M v  
на томъ же основаніи линія E F  параллельна линіи А  В.

Линіи A F  и B E  пересѣкаются, какъ сопряженныя хорды, въ точкѣ X.
Соединимъ точки В  и J  прямой линіей и продолжимъ эту линію 

до пересѣченія съ кривошипной окружностью въ точкѣ С. Подобнымъ 
же образомъ мы найдемъ точку D 1 представляющую собою истинное поло- 
женіе поршня, соотвѣтствуюіцее положенію кривошипа въ точкѣ F.

Докажемъ, что линіи B C  и F G  мы можемъ считать параллель­
ными между собою.

Найдемъ координаты точки В.
Пусть начало координатъ совпадаетъ съ центромъ кривошипной 

окружности (см. черт. II) .
Тогда уравненіе этой окружности будетъ:

х 2-\-у2 — г2 =  0.

Для положенія ползуна, удаленнаго отъ середины его пути на 
величину Ic1 будемъ имѣть соотвѣтственно:

[х — (w -j-ft)]2- ] - +  — W2 =  0.

Р!шая совмѣстно эти уравненія, мы получимъ для точки В  (черт. 
X V ) слѣдующія значенія координатъ:

к2-V Znk-Vr2 V G 2 ~ * 2 )Т(2Н
^  Уь~  ;
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Координаты точки J  будутъ имѣть слѣдуюіцій видъ:
1 лх. =  к , г/. =  0.J ’ j J

* I i  f t  7  H  I i  JL 1 1  4 »

Пишемъ теперь уравненіе линіи B C 1 проходящей черезъ точки B n J .
Какъ не трудно видѣть, уравненіе этой линіи будетъ имѣть сле­

дующей видъ:
  I1Miiu,! . Vvи 'Li Dir4. )/ші жиоі,

l / (г2 — J2) [ (2w -J- Ic)2 —гг2] .X —  (г2 — к2).у — к. j / (F2— к2) [(2п -J-к)2 — F2] =  0.

Уравненіё линіи F G  получится изъ уравненія линіи B C 1 если мы 
въ немъ поставимъ вместо - J - J -  величину ( — к ).

Такимъ образомъ, мы получаемъ:

\/(F2 — J a) [(2п  — J)2— F2] . X—  (F2 —  к2) .у + к .] / ( г 2 — J 2)[(2w—-J)2 - F 2J =  O.

Найдемъ уголъ между линіями B C  и FG.
' * - 1 ' ; : ■ ; 1 • •. ■

Если мы имѣемъ двѣ линіи, выражаемый уравненіями:

A x + B y + C =  0 и 

A 1x + B iy +  Ct =  (),
* \ \ f \  T Y  Г T I  I T  Г  З Р З Т  Г* T T  Г Т  Т 7  I f  Г Т Г  T J A T T F f  і .1  T T  F і ь і т і г т г  л г г  T y f f  % ч І Г  г  .  r  fT ,  ч  .

fro тангенсъ угла между этими линіями будетъ иметь следующій видъ:
, H k  т т і я и і г .  j ü i d L e r j ’ £ ш ш  r A A  ш н н г  н і  ч ж  п / о т  с н

A B 1- B A 1
A T + + '

«гі̂ і тнгог оXx Хтігот га о* іто( 11*і * о * * I
Въ уравненіяхъ, выражающихъ собою линіи B C  и F G 1 коэффи-

ціенты при у одинаковы, следовательно, мы имеемъ:/

tg?

OO .RHIJ
В . ( А - А Х)
А . ( + +  B 1)

Подставляемъ въ это выраженіе значенія величинъ A 1 B 1 A 1 и B v  
тогда получимъ: д іі .Tqop .ка) нтоонж / ({Ho 

_  (F2- J 2). { j / (г2 — к2) [(2w-J- J)2 — г 2] — ]/(f* -4 Щ [ ( 2 ^  J f b - г2]  J
о ~ __________  ___________

у (г2-  к2)\(2 п + к )2— + ]  • { I /  — ) » -  W — Г2] -  (г2— к 2) }
BH Н Т 7 П  0 4 9  I J  Jl H Г О TI 9 0  гГТО (ГПіІПТОі • '/  гп г / р г а і т  гм n a v r n r . пт т * г Г
что, по сокращеніи на j/ f2 — J2, даетъ намъ;

(f2— J 2){ \ / ( 2 п +  к ) 2— г 2 —  ] / ( 2 п — к)2 — г 2 }
tg? =  —

У ( 2 п -J- к)2 —  F2 { | / (F2 —  J 2) [ ( 2 п —  к)2--- F2] —  (F2- J 2) }

Для машины нормальнаго типа длина шатуна равна пятерной длине 
радіуса кривошипа: если радіусъ кривошипа равенъ 1, то W =  5.

Величина J можетъ принимать значенія отъ пуля  до единицы.
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Вычислим+ для различныхъ значеній к величину tg ср.

Опредѣляя отдѣльно значенія членовъ алгебраической дроби, выра­
жающей собою tg<p, мы можемъ составить слѣдующую таблицу:

пе <гшгл;і.ог«<пі
г  =  1, п =  5

Ie = 0.8 0,6 0,4 0 9ui-

I  — к 1 = 0,36
I : [Tlr Ti

0,64 О OO ft 0,96

V l - I e i = 0,6 0,8 0,917H <I Ifi-j lit 0,98

2 п+= 10,8. 10,6 10,4 10,2

(2 w-j-Z:)2— г 2=
іЯІШН OIH

115,64 111,36L .KiiliIvJU■
107,16 103,04

V  (2п+ к)2— г 2= 10,75 10,55 10,35 10,15

IllI£CM 9,2 9,4 9,6 9,8

(2 п—к)2— г 2 = 83,64 87,36 91,16
1 ’ * f 11 Г i • I

95,04

\Ѵ( 2п г- к)2:— г 2= 9,145
■' I U  . j  l ' i i

9,346 9,55 9,75

tgcp = 0,010 0.010 0,008 0,005i

Разсматривая эту таблицу, мы видимъ, что tgcp измеряется очень 
малой величиной; ограничиваясь двумя знаками мы имѣемъ; tg<p =  0,01, что 
соответствует+ углу 0°34'.

На основаніи изложенная мы заключаем+, что линіи B C  и F G  
могутъ быть считаемы параллельными, а, слѣдовательно, линія C F  про­
ходит+ черезъ центр+ О кривошипной окружности.

Эдо приводит+ насъ къ важному заключенію, а именно: если для 
какого-либо произвольная иоложенія пальца кривошипа въ точкѣ В  на 
кривошипной окружности намъ известна какимъ-нибудь образомъ точка 
пересѣченія сопряженныхъ хордъ для даннаго случая, то мы, найдя 
точку А, симметричную В , легко находим+ точки F  и Е, сопряженный 
двумъ названным+ точкам+, найдя же точку F  и соединив+ ее прямой 
линіей съ центром+ окружности, мы находим+ точку С. Прямая CB  пере­
секает+ линію мертвыхъ точекъ M M i въ то.чкѣ J , показывающей истин­
ное положеніе поршня при конечной длинѣ шатуна.
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Такимъ образомъ, мы видимъ, что суіцествуетъ определенная геоме­
трическая связь между точкой пересѣченія сопряженныхъ хордъ и поло- 
женіемъ поршня.

Изслѣдуемъ эту связь далѣе.
Соединимъ точку В  съ центромъ О и продолжимъ эту прямую до 

пересѣченія съ окружностью въ точке G. Ясное дѣло, что линія FG  бу­
детъ параллельна линіи B C 1 какъ хорды, опирающіяся на діаметръ. Сле­
довательно, уголъ E F G  будетъ равенъ углу A BG 1 какъ углы съ парал­
лельными сторонами. Отсюда мы выводимъ заключеніе, что уголъ A B G  
равенъ углу E B G 1 какъ измеряемый тою же дугою EG.

Найденное свойство позволяетъ намъ формулировать связь между 
истиннымъ положеніемъ поршня и точкою пересѣченія сопряженныхъ 
хордъ слѣдующимъ образомъ:

Для произвольнаго положенія кривошипа на окружности уголъ, обра­
зуемый линіей, связывающей положеніе кривошипа съ соответственнымъ 
истиннымъ положеніемъ поршня, и перпендикуляромъ на' линію мер­
твыхъ точекъ, равенъ углу, образуемому съ радіусомъ кривошипа линіей, 
соединяющей палецъ кривошипа съ точкой пересеченія соответственныхъ 
сопряженныхъ хордъ.

Въ главѣ второй мы показали, что дѣлаемъ ошибку около одной 
тысячной доли радіуса—для отношенія длины шатуна къ длинѣ криво­
шипа равному 5, если допускаемъ, что въ основномъ механизме суіце- 
ствуетъ шатунный полюсъ.

Ошибкой этой мы можемъ пренебречь для окружностей діаметромъ 
до 500m/m *), каковая окружность является чрезвычайно крупной для из- 
слѣдованія парораспредѣленія проектируемой или изучаемой паровой 
машины.

Если въ изслѣдованіяхъ парораспределеній и иренебрегаютъ влія- 
ніемъ конечной длины эксцентриковыхъ тягъ, то ни въ коемъ случаѣ 
не приходится пренебрегать вліяніемъ конечной длины шатуна.

Методъ Schoreh'а, наиболѣе удобный и наичаще применяемый въ 
подобныхъ случаяхъ, въ самомъ себѣ носитъ пределы діаметра криво­
шипной окружности.

Действительно, при пятикратной длинѣ шатуна по отношенію къ 
радіусу кривошипа, для кривошипной окружности съ діаметромъ въ 
500m/m необходимо проводить по методу Schorch’a окружности радіусомъ 
въ 1250m/m, что является болынимъ иеудобствомъ, такъ какъ следить 
одновременно за обоими концами циркуля, раздвинутаго на подобное раз- 
стояніе, является прямо невозможнымъ.

*) Для такого діаметра допускаемая нами ошибка равна четверти миллиметра.
А. У.
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Методъ шатуннаго полюса позволяетъ принимать во вниманіе ко­
нечную длину шатуна сравнительно простыми способами.

Пусть дано положеніе кривошипа въ точкѣ В  (см. черт. XV) и поло- 
женіе шатуннаго полюса X

Изъ точки В  проводимъ три линіи: діаметръ O B1 векторъ L B  и 
перпендикуляръ къ линіи мертвыхъ точекъ; продолжаемъ всѣ эти линіи 
до пересѣченія съ окружностью.

Положеніе точки J — истиннаго *) разстоянія поршня отъ мертваго 
положенія— можетъ быть опредѣлено нисколькими способами.

Первый способъ, наиболѣе точный, какъ основанный на измѣреніи 
и отложеніи болыпихъ дугъ: измѣряемъ циркулемъ дугу E G  и отклады­
ваемъ ее отъ точки А  вправо (при указанному на чертежѣ направлевіи 
враіценія машины), получаемъ точку С.

Прямая B C  пересѣкаетъ линію мертвыхъ точекъ въ искомой 
точкѣ.-ТО04 Jlt. ) ■ JlTHБ!> .IH Jr .!«,О). ' JuilIHHJll ІЯІН JbULUll /IftUH.nJ»K ULl

Второй способъ —менѣе точный:
Проводимъ три линіи BH, ВО я B L1 не продолжая ихъ до пере- 

сѣченія съ окружностью. Затѣмъ радіусомъ, равнымъ B H 1 засѣкаемъ ли­
нию B L 1 получаемъ точку L. Въ точкѣ L  возстановляемъ перпендику­
ляръ къ B X  Очевидно, что этотъ перпендикуляръ равенъ по величин! 
отрѣзку H J.  Откладывая отъ точки H  вправо отрѣзокъ L N 1 находимъ
искомое положеніе поршня. f . . иаяшікгятО ХЯ сгаотнэа W т

Такъ какъ уголъ X В О вообще невеликъ **), то, вмѣсто отрѣзка пер­
пендикуляра IjN 1 мы можемъ взять чрезвычайно мдло отличающуюся отъ 
него длину хорды LP.  На этомъ основанъ еще болѣе простой, но менѣе 
точный третій способъ опредѣленія положенія поршня по данному поло­
женно шатуна:

Проводимъ три линіи: B H 1 BL я ВО; радіусомъ, равнымъ B H 1 
засѣкаемъ стороны угла LB O — полученную хорду откладываемъ вправо
ОТЪ ТОЧКИ Н. сГіШЖГШК «ГЯ9Р0Т

Истинное положеніе поршня можетъ быть найдено и четвертым+
чрезвычайно простым+ способомъ.

Если мы найдемъ, подобно изложенному на стр. 88-й, величину пере­
менна™ угла A B C  (т. черт. XV), то увидим+ что уголъ этотъ изме­
няется чрезвычайно, мало, а именно:

---------------- - f t — Ur , ■ TГ • • ’ I U ‘/ПШ <ГІТ. гГТО Ш Г  UHTl В ф -s 'VTOifO n?;)!

-Л  Г IV1I Т/П  T ГР Ci I: Л " /1. і И Ö h r  О IT RUTr Л" I/ 1 Vfi ТІ iZ I' ( >ТТ п і /  ArUQrtfffAATT лТС д 'я т 1 іг , ! г  ГУ
'

*) Подъ „истиннымъ“ разстояніемъ здѣсь понимается путь поршня, опредѣ- 
ляемыё графически болѣе или менѣе точно. А. У.

**) При пятикратномъ отношеніи длины шатуна къ кривошипу этотъ уголъ, 
какъ нетрудно видѣть, будетъ измѣняться отъ нуля (ори мертвомъ положеніи криво­
шипа) до максимальнаго своего значенія около 6° (при среднемъ положеніи ползуна) 
и затѣмъ опять уменьшаться до нуля (для другого мертваго иоложенія). А. У.



92 А . В . У г а р о в  ъ .

—■ FUi I! j TH rT"1 JTTrTTgFffe- и! Г ----------------1 ?"П"'1 '.!I1:
т =  I , w ==5

ЭР ЛО) 0
Zj =

KX і V -j

та ЛЯРот л 
0,8

м \ »jI : г *}]11 j 
0,6

Uiqn от®  
0,4;

KOlHin OKI 
0,2

- ■
tg ft * *

■

0,056 0,075 . 0,088 0,096

оі 7 it;

Y v I  f  * *' I  < 1 '  I  ?  і і  I  /  П Ѵ )  I  * j  * I  * j j ' i  7 \  I r  IJ  у f j  f I  > / ' » т .  11 p  I  /  . fr Vr T  Г л‘ t l  I l  I T  T l * )  I T  \  1 Г ' Ч ) / Ѵ Г  f  И  П  Г  7  H  ■

и мы, не дѣлая значительной погрешности, можёкъ принять Agcp1 =  0,1.
На этомъ основаніи истинныя положенія поршня находятся пере- 

сѣченіемъ линій, параллельных+ линіи B C  и проведённых+ изъ соответ­
ственных+ гіоложеній кривошипа, съ діаметромъ кривошипной окружности. 
Проще всего направление этйхъ линій находился но положенно крпво- 
шипа, соответствующему среднему положешю поршня. (Cm. черт. И).

Рѣшимъ обратную задачу.
По данному положенію поршня С (см. черт. X Y I) найти ему соот­

ветствующее истинное положеніе кривошипа.
Эту задачу мы мокемъ рѣшить тѣми же четырьмя способами 

различной точности.
Рѣшимъ здѣсь iToilbKo напболѣе точным+. Черезъ точку С про­

водим+ перпендикуляр+ A B  къ лйніи мертвыхъ точекъ. Изъ найденной 
такимъ образомъ точки В  провоДимъ діамётръ B G  и продолженный до 
точки H  вектор+ В \ . Откладывая дугу H G  влѣво отъ точки А , 
находим+ линію F B , дающую точку D — основаніе перпендикуляра, опу­
щенная на линію мертвыхъ точекъ изъ искомая положенія кривошипа.

Такимъ образомъ задача рѣшена.
Предлагаемый хметодъ, сводяіцій нахождение взаимныхъ положеній 

поршня и кривошипа къ линейке и простому циркулю, не можетъ быть 
прйзнанъ особенно сложным+, тѣмъ болѣе что при изслѣдованіи паро­
распределений ограничиваются обыкновенно отысканіемъ лишь главных+ 
точекъ діаграммъ.

Найдемъ теперь аналитически зависимость между ходом+ поршня, 
угломъ поворота кривошипа и разстояніемъ шатунная полюса до центра 
кривошипной окружности.

Назовем+ длину OX буквою [і (смотр, черт. XY). Опустим+ изъ 
точки X перпендикуляр+ на положеніе кривошипа OB , соответствующее 
повороту кривошипа отъ левая мертвая положенія на уголъ со.

Сделав+ это построеніе, мы получаемъ два подобных+ прямоуголь­
ныхъ треугольника H B  J  и А BK .  На этомъ основаніи мы можемъ 
написать слѣдующую процорцію:

и ншэжолоп сг;
.OD ЫШ9Ж0П0П

V  I (RrrK
до H J  _  А 

B H  B K
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Откуда имѣемъ:
Я  eiiHnioffHqH шнэікоіиш В Н М Й  Ш‘ІШГ* «шядоаоди Jt; + 1

H J  =

Разстойніе поршня отъ лѣвой мертвой точки, соотвѣтетвённо углу 
поворота кривошипа, выразится отрѣзкѳмъ M J =  M H j r H J .

Если радіусъ кривошинной окружности принять равнымъ единицѣ, 
то мы можехмъ каждый изъ разсматриваемыхъ отрѣзковъ выразить 
СЛѣдуюіцимъ образомъ:

.0 'JJIlUi/: .! І.о <\Ъй %!|.Iifj отб
B H = T .  Sin(O =  Sma),

L K =  ( A .  Sin(О, :ШГ!Г,9ТШІ0J+7)

B K = T —: UL COS CO =  I  — [A COS CO ,

M H  =  Г ( 1 — COS со) =  1 — COS CO .
ВД7НТ0

Такимъ образомъ, получаемъ:
-VV+ • ■*-*■ іл гт

B H . L K  (JLsin2CO
B K  1 —  Ukcosco г

Называя путь, пройденный поршнемъ, буквою х, мы пишемъ на 
основаніи сказаннаго слѣдуюіцую формулу:

M J =  M H j  E J =
. CiJ 800 JU---

X =  1  —  COSCO
(Jisin2CO

1 ------[A COS CO

Производихмъ алгебраическія дѣйствія:

_  ( I  COS CO) ( T - ( A  C O SC O )+  [A s i n 2 CO

Д  и/ГР от кг т. «rqcTMiiqi 1 —  a  c o s  со

Раскрывать скобки:

1  COSCO [A CO^ CO + [A COS2 CO+  [A S i n 2 CO

1  —  [ A  C O S  CO

Или окончательно: 1 : ; ^ + +
-пгохббон <tof{ ,(ЛОТ ЛHOfjH .TI (clZIclLiiI/: Ш+ѴНі) сГИОГ.Т/ іГП + ІШ І OtRII бн

^  BOSCO) ^

I  [A COS CO

Формула [101], выражающая искомую аналитическую связь между 
ходомъ поршня, угломъ поворота кривошипа и полюснымъ разстояніемъ, 
доказываетъ намъ, что путь, пройденный поршнемъ, есть четвертая про- 
иориіональная найденныхъ величинъ.

Отсюда мы получаемъ еще одинъ способъ опредѣленія истиннаго 
положенія поршня. Изъ центра О кривошипной окружности +м. черт. X V II)  
радіусомъ равнымъ величинѣ [а проводимъ концентрическую окружность.

[101] X
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Параллельно линіи мертвыхъ точекъ A A 1 на разетояніи отъ нея равномъ 
1 +  [л проводим+ линію MN. Для произвольная положенія кривошипа В  
соответственный ходъ поршня найдется такимъ образомъ: черезъ точку 
пересеченія радіуса кривошипа съ окружностью радіуса [л проводим+ 
линію, перпендикулярную къ A A v  и продолжаем+ ее до пересѣченія съ 
линіей Ж А  въ точкѣ Е. Точку E  соединяем+ прямой линіей съ точкой А. 
Эта прямая пересѣчетъ перпендикуляр+ изъ точки В  на линію A A i въ 
точкѣ R. Отрѣзокъ CR  по длинѣ своей представит+ искомый ходъ поршня. 

Это видно изъ следующая.
Прямоугольные треугольники A R  С и A E F  подобны между собою. 

Следовательно:

R C  E F  
А С ~  A F j

откуда

A C . E FR C
A F

Ho A C = I — cos со,

E F = I  + а ,

A F = A O - F O

1 [Л COS CO .

Следовательно:

д а = = 0 + [ 0 ( 1 - С О _ М д а ..
1 — [Л COS CO

Для угла поворота кривошипа больше 90°, напримѣръ для точки D, 
мы подобным+ же построеніемъ найдемъ:

X =  L J .

Изложенный последним+ способъ графическая опредѣленія пути, 
пройденная поршнем+, является самым+ точным+, такъ какъ при немъ 
не надо измѣрять угловъ (весьма малыхъ) и, кромѣ того, всѣ необходи­
мый для построенія точки получаются на чертеже резко обозначенными.

Пользуясь формулой [101], определим+ скорость поршня при ко­
нечной длинѣ шатуна. Назовем+ скорость поршня буквою с, угловая

ѵ *скорость w =  —r где ѵ, скорость кривошипа, считается постоянною вели-

ч Ъ.Г.П
чиною, равной — , зависящей отъ числа оборотовъ машины п въ минуту.
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Угловая скорость го =  .

Скорость поршня найдется, какъ первая производная пути по времени. 
Слѣдовательно:

dx dx dx  '
C =  - T 7 И Л И  C =  W r -  =  V -т ~ ,

dt aw aw

такъ какъ радіусъ кривошипа мы принимаемъ равнымъ единицѣ.
Беремъ производную отъ пути поршня по формулѣ [101]

dx  , N sin со ( I  — (icosto) — [i sin со( I — cos со) 
dw  ̂ ( I  — (JLCOSCO)2

Раскрывая скобки въ числителе, имѣемъ:

d x  (Л ,  ̂ sin со — [л sin со cosco — [xsmco-(-[i.smco cosco
Sco^C ( I  — jxcosco)2 ’

что даетъ по сокращеніи и разложенін на множителей:

dx  2 sin со
dw  ̂ ^  ( I  — [JLCOSCO)2*

Такимъ образомъ, скорость поршня выразится, при конечной длинѣ 
шатуна, окончательно слѣдующей формулой:

[102] с =  г ; ( 1 - [л2) 8Ш(°
L J Г -(I — fJLCOSCO)2

Найдемъ теперь уголъ поворота кривошипа, соотвѣтствующій макси­
мальной скорости поршня.

Для этого намъ надо взять производную отъ величины с въ фор­
муле [102] и приравнять ее нулю.

Иными словами, мы должны взять вторую производную отъ фор­
мулы (101), т. е. определить ускореніе поршня.

При положеніи кривошипа, соответствующемъ ускоренію, равному 
нулю, мы будемъ иметь, очевидно, максимальную скорость.

Называя ускореніе поршня буквою р , мы получаемъ такую формулу:

d2x  de 
^ dt2 dt '

dw
Такъ какъ w =  ѵ =  - Г7, то мы пишемъ:

dt
9 d2x

P = V W

Вторая производная пути по времени получится изъ первой про­
изводной.
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Мы имѣли ранѣе: о

dx  ̂ 0ч sin со- -  — ( I — а А — ....   .
асо r I -  uicosco)2V г  J

Откуда:
. . « =  о іш і u =•• Г)

d2x  ^ 2 COSCO (1 — [Л cos со)2 —2(1 — [Л COS CO) (Л sin2 CO
^C O 2 Р  ( 1 —  (XOO.SCO.)4

ГГЛ, ТТГГЛА,„TtmTrtiiiPMrT.'Производя сокраіценіе, получаемъ:

d2x  2 cosco(l — [л cos'со)— 2[Лsism-co
п  _ | | 2 \  vF  t---- — 7.........  ' ■ Г ' Г Т - ' Т - ...- л

cZcO2 Р (1 — [Л COS со)3
гг 
1
XD

. ( j u + l ) «

Преобразуем+ числитель полученной дроби, раскрывая скобки и 
выражая sinus черезъ cosinus:

(COd2x  п  |i2x cosco — [лcos2со — 2a +  2u.cos2co
Асо2==( т  + + + L c o s  со +  ’

с»)1 і> ',Viчто даетъ намъ: 7 cob) 800

[103] — ;л2)
оч [Л COS2CO+  COS CO — 2[Л ETT — 71 ..-2)Г--- V- . ;,4 - - .U . ■

(1 —  acosco)3V  •>■{:»
Ускореніе же поршня выразится слѣдующей формулой:

— - - •  LlX] ~г  ) 1 *  “  *'  ̂ [20 I ]п/ч-п 9/1 Оч W-COSl2CO +  COSCO — 2[Л[104] р =  W2(1 -  (л2) » ^ 7- - A- _ Г .
4 1  (I — ULCOSCOr

івм Шщш7атот<гатскх> >влш 1
Для рѣшенія вопроса о максимальной скорости приравниваем+ 

числитель формулы [103] нулю. Тогда имѣемъ сдѣдуюіцее уравненіе:
О I O Aи. cos со —j— cos со — 2[л =  0 .

-доф сгго orjHfcoasHoqn шудотя аткея ынжвд, йм лшяяогл іімыніі
Сокращая на [л, имѣемъ:

 ̂ KjH ІіІ ЯП Ли 11 I г Ш

cos2 со +  — cos со — 2 =  0.
:7В7м<кмі) оггявт ^мѳйР'/Гоп им д ‘öiomiyd RHum.ofl эішмганэѵ йяаиеяН

Откуда:

1 -ж /  I
COS CO =  —  —  +

.d 'M O Iu f lh  IdM  О Г ? -fr.■*
И Л И

COSCO

2 р . -  fV  1 ’

л

I  ± i / l F « F
2р.

Такъ какъ [л по отношенію къ радіусу кривошипа представляет+ 
правильную дробь и такъ какъ, съ другой стороны, абсолютное значеніе
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cosinus а. не можетъ быть больше единицы, мы изъ полученныхъ двухъ 
корней уравненія удерживаемъ только одинъ.

Тогда имѣемъ, что ускореніе равно нулю при поворот! кривошипа 
на уголъ, cosinus котораго опредѣляется слѣдующимъ выраженіемъ:

[105] c o s . o - f t f t U * 5 '

Пусть мы имѣемъ машину съ отношеніемъ длины шатуна къ ра­
диусу кривошипа равномъ 5, т. е. W =  5 .

Тогда

W n - 0' 1 ■

Опредѣлимъ величину cosinus\  угла, при которомъ ускореніе 
равно нулю.

Тогда будемъ имѣть:

— і  +  Г І + І Щ  
C0SW =  — + 2  =

— 1 +  1.03923 
“  ■ 0,2 ~

=  0,19615,

что соотвѣтствуетъ съ точностью до минутъ углу въ 78°41/.
Путь, пройденный поршнемъ, соотвѣтственно данному углу поворота 

кривошипа оиредѣляемъ по формул! [101].
Подставляемъ въ нее извѣстныя намъ величины:

(1 +  0,1) (1 -0 ,1 9 6 1 5 )
■ 1— 0,1 .0,19615 ‘

Произведя дѣйствія надъ числами, получаемъ:

# =  0,902.

На такую величину поршень отошелъ отъ своего лѣваго мертваго 
положенія.

Опредѣлимъ, подъ какимъ угломъ находится шатунъ по отношенію 
къ кривошипу при максимальной скорости поршня.

Для этого намъ надо знать разстояніе поршня отъ главнаго вала. 
Очевидно, что при л!вомъ мертвомъ положеніи поршень отстоитъ 

отъ вала на разстояніи, равномъ сумм! длинъ шатуна и радіуса криво­
шипа, т. е. (п-\-г).

Для нашего случая это разстояніе

S= (n -\-r )  =
=  (5 +  1 ) =  6 .

А. У гаровъ . 7
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Разстояніе поршня до вала при разбираемомъ положеніи криво­
шипа получится такъ:
глшшоашгл «1 топOHOiI Hqn оШ/н оннш оіігкіояэѵ отр ,«гмоаьш и іоГ

a =  s— X
іаѵ лш чж ваьш  «ѵмшиог/іагл ю тэ ш  ojboqno OrI iq  от< и- ѵ.' э \ ,<гііот/ вн

или
а =  6 — 0,902 =

=  5,098.
■

Такимъ образомъ, намъ извѣстны три стороны треугольника: w, г и а. 
Называя уголъ между шатунОхМЪ и кривошипохмъ буквою а , полу­

чимъ для cosinus’а этого угла слѣдуюіцее выраженіе:

W 2 - J - F 2 —  а 2
cos а = 2пг

Подставляемъ сюда числовыя значенія: 

С0І* ~  2 . 5 . 1
Ca  ̂V/

Числовыя передѣлки даютъ:

26 — 25,98960

И  H I j  /

Гсі ш і сгмегуб в,гл<

cos а
10т ' 1 Г-

=  0,00104.

Опредѣляя по таблице уголъ, соответствующей найденной величине
CosinuYn1 съ точностью до секундъ, мы получаемъ

:ГЛИНРНГ,9И «ГМВН ІПЛІПЖШЬН 99Н J H сГIf9RГ.<Іі>!»IO11
а =  89°56'20".

■

Такимъ образомъ, найденный результате подтверждаете всеми при­
нятое предположеніе, что поршень достигаете своей наибольшей скорости 
въ тотъ моментъ, когда інатунъ образуете съ кривошипомъ прямой уголъ.

Мы нашли, что для этого положенія поршня cosinus угла поворота 
кривошипа равенъ 0,19615.

Если мы примемъ въ круглыхъ числахъ величину cosinus1 а рав­
ной 0,20, то получимъ следующую, интересную для насъ, зависимость 
между положеніемъ кривошипа при максимальной скорости поршня и 
полюснымъ разстояніемъ разсматриваемаго кривошипнаго хмеханизма:

cosa =  0,20 =  2 . 0,1 =  2р..

Отсюда мы выводим» заключеніе, что перпендикуляръ, возстановлен- 
ный къ линіи мертвыхъ точекъ на разстояніи отъ центра, равномъ двой­
ному полюсному разстоянію, пересекаете кривошипную окружность въ 
точке, соответствующей максимальной скорости поршня, т. е. въ точке, 
для которой ускореніе поршня равно нулю.
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Зная эту точку, мы легко можемъ, извѣстнымъ уже *намъ постро- 
еніемъ, опредѣлить на діаметрѣ кривошипной окружности, представляющемъ 
собою линію мертвыхъ точекъ хода поршня, точку, въ которой такъ на­
зываемая кривая силъ инерціи пересѣкаетъ линію хода поршня.

Точка, удаленная отъ центра кривошипной окружности по направле- 
нію къ ползуну на удвоенное полюсное разстояніе, можетъ быть полезна 
при построеніи діаграммъ въ крупномъ масштаб! не только для кривой 
силъ инерціи, но и для построенія такъ называемой діаграммы касатель­
ныхъ силъ.

Для построенія діаграммы касательныхъ силъ необходимо, какъ 
изв!стно, силу, дѣйствуюіцую въ каждый данный моментъ на поршень, 
разложить на силы радіальныя и касательный, что возможно лишь при 
условіи двухъ данныхъ: величины и направленія разлагаемой силы.

Величину силы мы получаемъ изъ діаграммы рабочихъ давленій и 
силъ инерціи.

Эти діаграммы мы можемъ вычерчивать въ такомъ же крупномъ 
масштаб!, какъ и золотниковыя.

Что же касается направленія силы, то оно совпадаетъ съ направле- 
ніемъ шатуна, ноложенія котораго находятся построеніем+ засѣкая изъ 
соотвѣтственныхъ точекъ кривошипной окружности лииію хода поршня 
радіусомъ, равнымъ длин! шатуна въ опредѣленномъ масштабѣ.

Этимъ построеніемъ и обусловливается сравнительно очень неболь­
шой масштаб+ принимаемый при вычерчиваніи діаграммъ проектируемой 
машины.

При помощи точки L1 (см. черт. X V II I) ,  удаленной отъ центра 
окружности на двойное полюсное разстояніе, мы получаемъ возможность, 
сравнительно простымъ построеніемъ, определить для каждаго даннаго 
положенія кривошипа, соответственный уголъ наклона шатуна къ линіи 
мертвыхъ точек+ а сл!довательно, и определить нанравленіе силы, дей­
ствующей по шатуну.

Для произвольна™ положенія кривошипа, положимъ въ точкѣ В , мы 
имѣемъ изъ прямоугольнаго треугольника ABC:

B C = A B .  sinß,

гдѣ A B — длина шатуна, а ß—угол+ составляемый шатуномъ съ линіей 
хода поршня.

Съ другой стороны, изъ прямоугольнаго треугольника O B С мы 
имѣемъ:

B C =  OB  sin со, 
гдѣ OB — радіусъ и w — уголъ поворота кривошипа.

На основаніи этихъ двухъ формулъ имѣемъ:

A B . sinß =  OB  sin со.



1 0 0 А . В . У г а р о в  ъ .

Или
A B  sin со
OB  sinß *

тт . А В  п
Ho отношеніе 7) =  _UJd 1

sm oj

Съ другой стороны, мы имѣемъ:

1

Такимъ образомъ, мы имѣемъ пропорцію:

I  sin CO 
2 a  sinß

Такъ какъ во всякомъ треугольникѣ стороны относятся, какъ sinus и  
противолежащихъ угловъ, то мы, для опредѣленія угла ß, должны имѣть 
треугольникъ съ перемѣннымъ угломъ со, лежаіцимъ гіротивъ стороны, 
равной единицѣ, т. е. радіусу кривошипа.

На основаніи сказаннаго графическій методъ опредѣленія угла ß 
сводится къ слѣдуюіцему.

На линіи мертвыхъ точекъ кривошипной окружности по направле- 
нію къ ползуну откладываемъ отъ центра отрѣзокъ OL11 равный 2а; изъ 
точки L11 какъ изъ центра, описываемъ окружность радіусомъ, равнымъ 
длинѣ кривошипа. Эта окружность будетъ, очевидно, геометрическимъ мѣ- 
стомъ вершинъ треугольниковъ, у которыхъ основаніе равно 2[а и уголъ, 
прилежащій основанію, будетъ равенъ углу поворота кривошипа.

Такимъ образомъ, чтобы найти уголъ, составляемый шатуномъ съ 
линіей мертвыхъ точекъ для положены кривошипа въ точкѣ B 1 мы по- 
стуиаемъ слѣдующимъ образомъ.

Продолжаемъ радіусъ O B  до пересѣченія въ точкѣ D  съ вспомога­
тельной окружностью, затѣмъ соединяемъ точку D  съ точкою L r  Уголъ 
L xDO  будетъ искомый.

Действительно, изъ треугольника L1DO мы имѣемъ

L xD sin BO L1 
L1O sin L1D O '

Ho X1D  =  I  по построенію,
X10  =  2+  

/_ B O L  =  со.
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Слѣдовательно:

SinX1DO SinX1D O  I____ I___. -—  ___§__ _ „— —  Yl
sin DOX1 sinco 2(a

t. e. SinX1DO =  Sinp.

На чертежѣ показаны три положенія кривошипа и сдѣланы для 
нихъ соответственный построенія.

Для полученія искомаго направленія шатуна надо построить при 
соотвѣтственномъ положеніи кривошипа найденный уголъ такъ, чтобы 
одна сторона его была бы параллельна линіи направленія хода поршня.

Посмотрим+ не находится ли найденный нами шатунный полюсъ 
въ связи съ какими-нибудь извѣстными уже свойствами паровой машины.

Пусть мы имѣемъ (см. черт. X IX ) кривошипную окружность. Точка 
В  представляетъ собою произвольное положеніе кривошипа.

Находимъ какимъ-либо изъ извѣстныхъ намъ способовъ точку Д  
представляющую собою соответственное истинное положеніе поршня.

Возставляемъ въ точкѣ E  перпендикуляръ къ направленію хода 
поршня и продолжаемъ его до точки С—вс/грѣчи съ кривошипной окруж­
ностью. Черезъ точку С проводимъ двѣ линіи: центральную CO и 
параллельную даннОхМу ноложенію кривошипа CLv

Такъ какъ по ранѣе доказанному линія CO параллельна линіи DX, 
то мы имѣемъ передъ собою два подобньъхъ треугольника LO B  и COLv 
Пишемъ поэтому пропориію:

D X  XO  
CO X1O ‘

Откуда:

, ^  C O .LO
A' 0==~ m w

Ho, CO есть радіусъ кривошипа, равный единицѣ;
X O - полюсное разстояніе, равное [а;
D X - векторъ перемѣнной величины, зависящій отъ угла поворота 

кривошипа.
Называя этотъ векторъ буквою р, мы имѣемъ:

р2 =  1 +  [А2 — 2[A cos со.

При лѣвомъ мертвомъ положеніи кривошипа

C O = = O 0  И COSCO =  I  ,

слѣдовательяо:

Po =  1H-Ej-2- 2H- =  C1 - P - ) 2-



1 0 2 А . В . У  г  а  p  о в  ъ .

Откуда:

P o = I - [Л.
ШГП- »AÖSlB 

При правомъ мертвомъ положеніи со =  180° и cos со =  —  1.
Слѣдовательно:

Pisorr"  1 +  [*2 +  2[а =  ( I  +  + 2 •
.RiHOoqTooii кіанноятоіѵіаті юо

Откуда:

О --= I -U  а .Г180 1 Ч Г  #
UiHBiqoiI Я ДО X R!H9E.aeqilßH НІННЕ? UiHcILOl Л JHfKII IUO IUJUO 019 KHoq ОТО KHJ4O

Такимъ образомъ, для шатуна, равнаго пятерному радіусу, мы имѣемъ 
минимальную и максимальную величины векторовъ слѣдуюіцаго вида:

р min = 1  — [A =I — 0,1 =  0,9.

pmxm= I +  [A?*= I + 0 ,1  — 1,1 .
J J M  . - ' ' , • |  ч .

Такимъ образомъ, мы видимъ, что отрѣзокъ OX1 мѣняетъ свою 
величину въ предѣлахъ:

J +  и + _ .
0,9 1,1

Или, такъ какъ а  =  0,1, мы имѣемъ:
. + )  кгшшоішая ОІЩЭЖОДОН YMOHHßJL ОТ/HJLOLLKqKIvI

Среднее значеніе OX1 будетъ, очевидно, очень близко къ [а.
Если мы примемъ огрѣзокъ OX1=JA, то получимъ точку, впервые 

указанную инженеромъ-механикомъ Ф. А. Бриксомъ въ его статьѣ: 
„Усовершенствованы въ распредѣленіи пара въ паровыхъ машинахъ“ *).

Действительно, мы получили ранѣе, что =

Здѣсь 1— радіусъ кривошипа, п —отвлеченное число, показывающее 
отношеніе длины шатуна къ радіусу.

Называя радіусъ кривошипа буквою R  и длину шатуна буквою L 1 
мы получаемъ для п  следующее значеніе:

Откуда:

R  R 2

*) Морской Сборникъ—1890 г., №№ 1 и 2.
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Это и есть величина отрѣзка, положеннаго въ основаніе извѣстной, 
по достигаемой ею точности результатов+ діаграммы Ф. А. Брикса.

ынэдѳао JT Ыи JTYlОM RIH9i.J JV)q iIOfi(JO({ßIf RIJHHßHßlLH H RIJÖOHßCJ/l •
-ß>io онжом ічопс  ̂ jo ß fR f ffirßх4м щааояпцтнэдэне вн шпчрнфвгрі

Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я .
OiHRIlLe JTßHIJTH PY RREOlloÖll . ІІ1119 Г А'ЦЭ q П 0 »Q OÖ ß П cTXlJHHßH8ßIi HiHBÖOqHTHS

З а к л ю ч е н іе .
«гхнндІЕ,эоп (Ri oiBTYHÖqTBs шгЙЙаодДъоБН YMOHÜoqjion эЛъод <гН

Изъ всего вышеизложеннаго ясно, что каждый кривошипный ме­
ханизмъ характеризуется соотвѣтственнымъ шатуннымъ полюсомъ.

Обращаясь къ основному механизму, какъ наиболѣе подробно разо­
бранному въ предлагаемой статьѣ, мы видимъ, что шатунный полюсъ 
можетъ быть связанъ со всѣми извѣстными свойствами даннаго ме­
ханизма.

Такъ какъ графическій методъ расчета паровыхъ машин+ въ осо­
бенности съ многократнымъ расширеніемъ пара, является въ настоящее 
время общепринятымъ и такъ какъ отъ точности выиолненія діа- 
граммъ, входяіцихъ въ проектъ, зависитъ оцѣнка качествъ и размѣровъ 
строящейся машины, то ясное дѣло, что, чѣмъ болѣе крупныхъ размѣ- 
ровъ будутъ выполнены діаграммы, тѣмъ точнѣе будутъ полученные 
результаты.

Главнѣйшими діаграммами при проектированы являются: объемный 
индикаторныя и, какъ производныя отъ этихъ послѣднихъ, діаграммы 
рабочихъ давленій вмѣстѣ съ силами инерціи; далѣе— діаграммы касатель- 
ныхъ силъ и, наконец+ діаграммы парораспредѣленій.

Методъ шатуннаго полюса, давая возможность опредѣлить истинное 
положеніе поршня для любого угла поворота кривошипа, даетъ возмож­
ность получать въ крупномъ масштабѣ объемныя діаграммы.

Тѣмъ самымъ мы получаемъ возможность вести построеніе всѣхъ 
остальныхъ діаграммъ также въ болынихъ размѣрахъ.

Кривыя расширенія и сжатія пара, получаемый въ индикаторныхъ 
діаграммахъ графическимъ путемъ, получатся при такихъ условіяхъ бо- 
лѣе точными.

Въ діаграммахъ парораспредѣленій мы можемъ достигнуть очень 
точныхъ результатов+ учитывая вліяніе конечной длины тягъ шатуннаго 
и эксцентриковаго механизмовъ по способу, предложенному Ф. А. Бриксомъ, 
или же отдѣльнымъ построеніемъ ходовъ поршня и золотника, опираясь 
на извѣстныя свойства шатуннаго полюса.

Послѣднимъ методомъ получается возможность вычерчивать чрезвы­
чайно точно такъ называемый эллиптическія діаграммы движенія золот­
ников+
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Короче говоря, лримѣненіе шатуннаго полюса позволяет+ намъ уве­
личивать въ значительной степени точность графическая изслѣдованія 
паровыхъ машинъ.

Крановыя и клапанныя парораспредѣленія могутъ быть сведены 
графически на эксцентриковые механизмы, а потому а priori можно ска­
зать, что методъ шатуннаго полюса можетъ оказать пользу и при про­
ектированы названных+ парораспредѣленій, позволяя учитывать вліяніе 
конечной длины тягъ всего парораспредѣлительнаго механизма.

Къ болѣе подробному изслѣдованію затронутая въ послѣднихъ 
строках+ вопроса я надѣюсь перейти въ недалеком+ будущем+.
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