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О В І Ц Ш  В Ы Р А Ж Е Н Ы
для деформацій въ твердомъ однородиомъ тѣлѣ, вызванныхъ 

дѣйствіетъ внѣшнихъ силъ.

Если мы черезъ gx1 G 1 Gz обозначимъ сжимающія и вытягиваю
щая напряженія по направленіямъ произвольно выбранных+ прямо
угольных+ осей координатъ X, Y, Z7 черезъ т , Zz — срѣзываю- 
іція усилія, стремящіяся повернуть элементъ тѣла около оси, наирав- 
леніе которой параллельно одному изъ выше указанных+ X, Y, Z, то 
зависимость между этими величинами въ данной точкѣ тѣла дается 

-слѣдующими уравненіями:

д X +
д - у

d z

d - z

д у
+  X =  O,

д ѵу

д у +
J 1
д х +

д Lx 
d z + 1' JO 0 )

д а г

d z +
д~х
д у +

д - у

д х
+  Z =  O;

X, Y, Z обозначают+ въ этихъ уравненіяхъ суммы слагающих+ по 
направлен™ координатъ внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ непосредствен
но на данный элементъ: это такъ называемый массовый силы. Междѵ- 
частичныя напряженія связаны съ измѣненіями координатъ точки 
(деформаціями), вслѣдствіе дѣйствія внѣшнихъ силъ, при помощи 
слѣдующихъ равенств+, въ которыхъ S обозначает+ измѣненіе абциссы 
X1 г] абциссы у , С ординаты z:
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а также

(3)

П остоянная G, коеффиціентъ упругости взаимнаго передвиженія 
чаетицъ, а также постоянная т  зависятъ  отъ матеріала разематри- 
ваемаго тѣла, но не зависятъ  отъ прочихъ условій.

Эти ѵравненія въ такомъ общемъ видѣ, какъ  они приведены выше, 
конечно не могутъ быть интегрируемы, и потому всякіе выводы начи
наются отъ самыхъ простыхъ частныхъ случаевъ. Собственно имѣется 
только общая теорія брусьевъ, выведенная на основаніи уравненія 
(I) ,  (2) и (3). Вообще, если мы пожелаемъ воспользоватся этими урав- 
неніями примѣнительно къ какому-нибудь частному случаю, то прихо
дится ввести въ нихъ новыя дополнительныя условія и интегрировать 
новыя болѣе простыл уравненія. Въ связи съ указанными недостатками 
сопряжено и то, что многіе техническіе вопросы, касающіеся сопро- 
тивленія матеріаловъ, пока теоретически не вырѣшены.

Съ практической точки зрѣнія нѣтъ никакого повода считать 
силы X, Y, Z перемѣнными, функціями х , у , z; во всѣхъ технических+ 
вопросах+ пренебрегают+ силами, дѣйствующими непосредственно на 
частицы тѣла, или переносят+ точки приложенія ихъ на поверхность, 
какъ  напр .— силы тяжести. Однако для обобіценія мы будемъ считать 
X, Y, Z постоянными и назовем+ ихъ:

X =  GM, Y =  GN, Z =  GR.

Если мы въ уравненія (1) подставим+ выраженія (2) и (3), а такж е 
воспользуемся только что указанными обозначеніями, то послѣ при- 
веденія и сокращ ены  у насъ окажутся слѣдующія три уравненія:

гп — 1 д2 Z d2 z . д 2 £ м  —  1 д2г\ т  — I ^ 2C , _
т  — 2 д х 2 д у 2 d z 2 т  —  2 д х д у  гп — 2 d x d z  ’

ш  — 1 д2 г] д2 у  д2 Tj гп —  1 д2 Cs гп —  1 д2 ѣ ____
 ̂ гп — 2 д у 2 d z 2 д х 2 т  — 2 d y d z  гп —  2 д х д у  ' 9

т  — 1 д2 Cs д2 Cs д2 Cs гп — 1 д2 C6 гп —  1 д2 Yj _
т  — 2 д Z2 д X2 д у 2 т  — 2 д х  d z  т  — 2 d y d z  ^



В ы р а ж е н і я  д е ф о р м а ц ш  в ъ  т в е р д о м +  о д н о р о д н о м +  т ѣ л ѣ . 3

Напишемъ эти уравненія такъ:

” ‘ - 1 "  / < Н + ^  +  +  +  О Д  +  О Д  +  м  =  о, 

+  +  +  +  +  f t  +  f t  +  N =  0,

да — 2 ОД \ д х

да — 1 (Z ZdZ
да — 2 д у \ д х

да — 1 д I d Z
да — 2 d z \ д х

д у  d z

J  +  О Д  +

d2Z
ду-

+
O2Z
дZ2

д'2У\
Wz2 +

(Z2Y)
д х 2

д К  
д х 2 4-

(Z2C
д у 2д у  d z

Для облегченія дальнѣйшихъ дѣйствій обозначимъ

dZ I df] (ZC да — I 
+  О Д  +  =  =  % T  Ti =  Vi (5>д х  д у  d z  1 M — 2 

уравнѳнія наши примутъ вслѣдствіе этого нижеслѣдующій видъ:

дО . д і 2 , дЧ  , Л/Г_ А
Iх ~~л-Ь ОДОДГ H----Л—2 “Ь M‘ д х  д у 2 ' O z i

-  1,8 + Й  +  и  +  и  =  о. (6)1 d у  d z 2 дх-

ОД , (Z2C , (Z2C р „
! " + Т  +  ТОД +  7ОД +  К ~ ° -

Первое изъ этихъ уравненій мы продифференцируем+ по х  и»

замѣнивъ въ немъ равновеликим+ ему выраженіемъ изъ (5), полу

чим+

д 2 ff d2 ff d2 1) d3 у ]  d s r j  d 3  C d3 C __
^ d x 2 d y 2 d z 2 d y 3 d y d z 2 d y 2 d z  d z 3

Это уравненіе продифференцируем+ два раза по X1 а также два 
раза по z

д4 f) . д4 fy . д4 ff дът\ d 5 r j  дьС d5C
^ d # 4 Ъх2д у 2 д х 2д z 2 д х 2д у 3 d x 2d y d z 2 dx2d y 2dz  dx2dz 3

d4l) d4 ff , d41) d5rj d5C d5C
^ d # 2d^2 d y 2d z 2 d z 4' d z 2d y 3 d y d z 4 d y 2d z 3 d z 5

Эти два ѵравненія складываем+ и въ полученном+ выдѣляемъ
д3 / д 2Уі д2г}\ дя Ід2гі д2г\

двѣ группы: j - t  b  +  - f t  и ^  +  7)- въ которыхъ
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величину въ скобкахъ замѣняемъ равной ей, взятой изъ уравне*
д і)

нія 2 (6), то есть выраженіемъ — (|х П°лУченное такимъ

образомъ уравненіе дифференцируемъ еще разъ по и тогда у насъ 
будетъ

-І д Ь \  -  ( L L  dII д 'У\ A ( L i )
^ d x * \ d z )  dx2dy2 \ d z )  ^ д х 2дг  9 г/11

I SJ ( д Ь \  %  , , _ < % _  ( д Ц
дх2 dz2 \ д  z J ' д Zi\  д z  9 • dz2 \  д

д К  д К  С
J . . f t  1),д х2д у 2 d z 2 dy 2dz4 dx2dz4 dz*

и наконецъ, если мы при помощи уравненія третьяго изъ группы (6)/ 

замѣнимъ соотвѣтственнымъ выраженіемъ, то окончательно у насъ

окажется слѣдующее уравненіе

д К  , ( 4, 1 \  ( К  , / 0 , 2 )  д К  . , I \
=I +  1 +  ! Г  XRÄ72 + 3 4 - —  V 2 5 о . R f -  1 +

1 >I <?«С
+Ia )̂ Sxi Sy2

± ) S K
+

V-/ Sxi Sz2

1 )
I H-

дх 6 \  р. J Sxi Sy2\  р. \ |х

m  + ( і + ^ ) £ і Ь  +  ( і + 4 Ш т , +  ( < +  n[х / \  P J d x 2Sz i

—f— ( 1 — —  j — .r  -Q. dA+ +  — о^  \  G  JX  J dyî 1 T  d y 6 ~T d +  u -

Это дифференціальное уравненіе шестого порядка съ частными про
изводными есть симметрическое уравненіе функціи трехъ аргументов+ 
X, у , z. Уравненіе это удовлетворяется всякимъ алгебраическимъ мно- 
гочленомъ до пятой степени включительно, безъ условныхъ равен- 
ствъ. Вообще можно написать

п

(8) W  =  2  (A3 ж H- B3 у  +  C3 z f ,
О

гдѣ W —частный интегралъ уравненія (7), если принять, что показатель 
W указываете намъ только степень многочлена, а знакъ суммированія 
то, что въ него входятъ всякія значенія показателей отъ нуля до п. 
Само собой понятно, что, если п >  5, то необходимо соблюсти условныя 
равенства, получаемыя отъ подстановки W въ (7). Кромѣ того слѣдует+ 
замѣтить, что, если п какое угодно ничѣмъ не ограниченное цѣлов:
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число, то W есть символическое выраженіе разложенія какой угодно
функціи въ рядъ по способу неопрецѣленныхъ коеффиціентовъ.
Если W функція непрерывная, а такой должна быть функція, выра
жающая С 0X , у , z),  то вышеуказанный рядъ долженъ или имѣть
ограниченное число членовъ, т. е. быть алгебраическим+ многочле
ном+, или, при безконечномъ п , быть сходящимся рядомъ.

Пусть кромѣ того

С =  ф (йз X +  Ih у  +  =  ф (w3), (8 ) j

гдѣ 6 обозначает+ произвольную функцію трехчлена первой степе
ни. Если мы подставим+ вмѣсто С это его предполагаемое значеніе,
то уравненіе (7) перейдет+ въ слѣдуюіцее:

, Л  , M  4 72 , / о  , 2 \  2 7 2 , Л  , M  2 . 2 ^ 4 '  &з г  в +  I +  Ch Ih ~у  в 4 ( 3 +  - I а 3 Ъ3 Cs - -6 +  ( I +  I Ct3 h  - 6 
d ггз V (а /  d гтз \ д W3 \  [+ / д W3

, /г  , 1 \  4 , I 4 , t \  ,4 2 Ф , Л  , M  9 4 Г  F+  I I +  I «з Cs , в +  I I +  I h  C3 в + 1 I +  j а3 C3 в 
V [■*• / d гсз \  [л /  IX /  д гѵ3

/  I \ d6 Ф d6 Ф F  Ф 
+  1 +  — I Ь\ cl +  - +  6 +  +  4 =  =  0; 

\ [Jt /  d од . д Wl д W3

значитъ, чтобъ ф (гг3) могло быть частнымъ интеграломъ уравненія
(7), необходимо предположить или

= о
д W3

или удовлетворить условному уравненію

я.з +   ̂1 +  —  j  at bl +  /  з 4----- j  al bl Cl +   ̂ I +  —  j  al bl +   ̂ I +  —  j  a\ Cl
(A JA [A JA ^

+  ( I  +  —  j  />3 cl +   ̂ I +  —  j  аз ci +   ̂ I +  — )  bl ci +  bl +  C3 =  0.

Ho первое условіе не болѣе какъ частный случай интеграла, представ
ляема™ символомъ (8), а потому остается (9). Рѣшивъ его, скажемъ—

по отношенію къ с, найдемъ шесть корней: C13, C131, . . . . ,  Cy31; у насъ бу
детъ тогда шесть произвольныхъ функцій отъ трехчленовъ

«3 X +  Ъ3 у  +  C1S z, as X +  Ъг у  +  Cl z , --------, а3 х  +  Ьг у  +  Cx31 z,

которыя удовлетворяюсь уравненію (7), и будутъ елѣдовательно част
ными интегралами этого уравненія.
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Разсуждая вполнѣ аналогично, мы можемъ найти такія же выраже- 
нія для Y] и с, въ виду чего напишемъ:

6

С (ж, у,  f f  =  U + V  ср (а, ж +  &, */ 4~ C1 ff ,
T  W1

6

(10) yJ (ж> У» ff =  ѵ  Z (а 2 ж +  &2 +  CB f f .
1 W2-

6

С (#, If1 z)  =  W  -j- ф (а3 # %  Zz3 у  с3 z);

знакъ суммы поставлен+ здѣсь для того, чтобъ указать, что имѣется по> 
шести различныхъ трехчленов+, произвольный фуыкціи котораго— част
ные интегралы нѣкоторыхъ уравненій съ E и т], аналогичных+ (7).

Такъ какъ наши уравненія 6-го порядка, послужившія для опре- 
дѣленія Е, Tj, С, получаются при помощи дифференцированія ур.
2-го порядка, то можно предполагать, что не всѣ члены, удовлетворяю- 
іціе окончательному уравненію, удовлетворяют+ и первоначальным+. 
Для опредѣленія перемѣнъ, которыя надо ввести въ выраженія (10) для 
Е, г], С, подставим+ ихъ въ уравненія (4) и разсмотримъ результаты.

Такъ какъ  каждый изъ частныхъ интегралов+ долженъ удовлетво
рять уравненіямъ. то у насъ должно быть

д 2 ср д 2 у  д 2 ф
О  о?  +  Ц  +  c i Y j j r  +  P  а ,  Ь,Т ; - ,  +  |Л J w f  =  О ,

д2 " )2 6 д2 гг
( 1 1 )  (р. Ьі -J -  с 2 Y  a l )  d w \  +  р . Ь 3 с 3 -J - [>■ a ,  hi  J 2 —  О ,

( 2 I 2 I ,»л 0 т , I 7  у /- _  а+  C3 +  «3 +  йі) - о  +  P a 1 Ci «  0 .

Постоянный М, N, R отнесены къ уравненіямъ съ U, V, W въ 
виду того, что, если функціи ср, у,  ф—произвольны, то онѣ, равно какъ
и какія-нибудь изъ ихъ производныхъ, могутъ быть равны нулю; тогда
пришлось бы разсматривать.

д 2 ср д 2 у  ф
2 —  C o n s t . ,  CT— 2 —  C o n s t . ,  - г -  2 =  C o n s t .

д  w \ д  W2 ’ ’ д
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и разбить произвольныя функціи опять на двѣ группві, что услож
нило бы только выводъ, не сдѣлавъ его ничуть болѣе строгимъ.

Итакъ, если ср,  у, 6 — произвольныя функціи, то вторыя ихъ про- 
изводныя надо считать тоже произвольными функціями, и тогда урав- 
ненія (11) могутъ существовать безразлично для какихъ бы то ни было
д2 ср д2 у  д2 ф 

— - о- , -г— о- 4 %— 2~ » только если 
J w 2i 5 д IV2W  д w \

|х а\ +  Ь\ +  с2 —  0, |х а2 Ь-2 =  0, ja аъ C3 =  O5

F Ъ\ +  C22 -+- =  0, [а Ь3 с3 =  O5 p. ay Ьі =  O5

Сз +  Ct23 +  Ь\ =  O5 [Jv ct\ Cl —  O5 [А 02 0.

Эти девять условныхъ равенств+ мы сгруппируем+ такъ:

[а а] -J- Ь\ -f" с2 =  [а аі bL =  ja а { Ci =  O5 

а\ 4- [а Ъ\ -f C22 —  [а а2 Ъ2 — [+ Ъ2 C2 =  O5

at +  b\ +  [Jv C23 =  [а а3 C3 — [J- Ь3 C3 — 0 .

Удовлетворить этимъ равенствам+ можно или — положив+ всѣ по
стоянный равными нулю, но тогда сами функціи перестанут+ быть 
перемѣнными въ зависимости отъ X 1 у , Z1 или же принять

A?- M  =  O5 а і =  0; Co +  al=-- O5 ft2 =  0; a,2+  Ь\ =  O5 C3 - O 5

откуда

5j —— —  іС] 5 C2 — — Y а 25 а 3 — —L Y 68.

Тогда вмѣсто шести произвольных+ функцій для Е, у], С остаются 
только по двѣ:

? 1  (C l У  +  * C 1 £ г ), <р2 (C l  у   г C1 f t

Xi (« 2  Ж -J- г «2 я)? Хг («2  Ж — г а 2 / ) ,  ( 1 2 )

Фі Os ж -j- г 6з у),ф2 (й8 ж —  у ) .

Что касается постоянных® въ многочленах® U, V, W , то для
опредѣленія ихъ у насъ  имѣются слѣдушщія опредѣленія, получаемыя 
изъ  (4) замѣной ?, y], C соотвѣтственно U, V, W:
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да -  1 (Z2 U . д 2U , д 2U , да —  1 V  , да —  1 W  , „---------------------------------------------------------     CTM =  O
да — 2 д X 2д у 2 d z 2 да —  2 да — 2 (Z ж d я ’

д а — ! + У  (Z2 V | (Z2 V да — I (NU д а —  I (Z2YY
да — 2 д у 2 д Z2 ' д X2 т  — 2 да — 2 д у д  z  ’

да — I d 2W  , (Z2YY , (Z2W  , да — I ^  U ,д а  —  I (Z2 V , „
— -------  —— ---------- —J—  — — -----------------------   —1— -----------------  —I—
т  — 2 д Z2 д X2 д у 2 т  — 2 д х д  z  ' т  — 2 д у д  z

Каждое изъ этихъ уравненій сводится къ полному алгебраическому 
многочлену (п — 2) степени, а значить — при опредѣленіи постоянных+ 
по способу неопредѣленныхъ коеффиціентовъ каждое изъ нихъ рас
падется на (w— 2) однородных+ относительно X1 у , z  равенств+, кото
рый опять распадутся согласно степеням+ этихъ равенств+, умножен
ным+ на три. Въ виду того, что безъ дополнительныхъ условій нельзя 
опредѣлить ни степени п  этихъ равенств+, ни всѣхъ постоянных+, то 
мы не станем+ производить этихъ дѣйствій въ виду сложности ихъ 
и безцѣльности.

Т акъ  какъ  постоянный коеффиціентъ въ двучленах+ (12) мы мо
жемъ считать включенным+ въ знакъ функціи, то выраженія (10) можно 
представить окончательно такъ:

п

Z (ж, у ,f f  =  ^  (Al ж 4 -  B 1 у4- C1 z )n +  9і (у  + i f f  +  ? 2(у —  i f f ,  
о

П

(14) У] (ж, у ,  г)  —  2  (A2 ж F  Вг УЪ C2 z)n F  Ь  (ж +  i f f  +  Ъ  (® —  »*)>
О

п

С (#, ?/, z) —  (A 3 X +  B3 у  +  C3 z )n -f- фі (х  ~\~і У) 4“  Фз і #)•
о

Эти уравненія, вмѣстѣ съ условными уравненіями (13), даютъ намъ 
возможность свободно переходить къ частным+ случаям+, напр.— къ  
теоріи брусьевъ устойчивости и проч., изъ которыхъ каждый безъ  
этого требует+ выкладокъ не менѣе сложных+, чѣмъ выше приведен
ный *). Считаю нужнымъ замѣтить, что обозначенія суммъ—символи- 
ческія и выражают+ полный алгебраическій многочлен+ w-той степени.

*) Исходныя формулы и обозначенія почерпнуты мною изъ труда F. GrashoFa „Theorie 
der Elastic'tät und Festigkeit“.


