
3. Неголономные гиперповерхности двойного вращения,
для которых K1=0

Пусть для НПДВ K1=0.

Теорема 2.2. Если K1=0, то лишь одна из главных
кривизн 1�го рода НПДВ равна нулю.

В самом деле, если бы две главные кривизны 
1�го рода обращались в нуль, то в характеристиче�
ском уравнении 

свободный член и коэффициент при µ обращались
бы в нуль, то есть

Отсюда получаем

(18)

Это равенство не имеет места. Поэтому в случае ну�
левой полной кривизны 1�го рода только одна из глав�
ных кривизн 1�го рода равна нулю. Теорема доказана.

Итак, если K1=0, то для НПДВ выполняется ра�
венство (18).

Уравнения касательных к асимптотическим ли�
ниям (17) НПДВ при условии (18) примут вид

Это означает, что конус касательных к асимпто�
тическим [3] распадается на пару плоскостей (дей�
ствительных в случае signk2≠signk3 или мнимых,
если signk2=signk3).

Прямая пересечения этих плоскостей всегда бу�
дет действительной прямой. Она определяется ура�
внениями

(19)

Асимптотическая линия, касательный вектор

которой идет в направлении прямой (19), опреде�
ляется системой

(20)

Главное направление 1�го рода, соответствую�
щее нулевой главной кривизне 1�го рода, опреде�
ляется вектором

и является касательным к линии кривизны 1�го ро�
да, имеющей уравнения (20).

Таким образом, имеет место следующее утвер�
ждение.

Теорема 2.3. Пусть K1=0 и l – линия пересечения
плоскостей, на которые распадается конус каса�
тельных к асимптотическим линиям НПДВ. Тогда в
каждой точке M∈G линия кривизны 1�го рода, соот�
ветствующая нулевой главной кривизне 1�го рода,
совпадает с той асимптотической линией, которая
касается прямой l. 
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Получено операторное уравнение для плотности распределения решений системы линейных дифференциальных уравнений с
полумарковскими коэффициентами, на базе которого выведены зависимости для моментов решений, позволяющие исследо�
вать устойчивость решения рассматриваемой системы.

Исследованию устойчивости решений диффе�
ренциальных уравнений со случайными коэффи�
циентами посвящено много работ [1–5]. В извест�

ной литературе рассматриваются системы диффе�
ренциальных уравнений, коэффициенты которых
зависят от марковских цепей или марковских не�

Сатпаев и Томск. Когда мы слышим сочетание
этих слов, то представляем молодого Каныша кор�
пящим над учебниками по геологии в университет�
ской библиотеке, или же перед нами встает карти�
на лекционной аудитории, где статный и высокий
профессор М.А. Усов читает лекцию и среди за�
таившихся студентов мы замечаем черноволосого
казахского юношу, усердно записывающего куском
графита в тетрадь все слова лектора. 

Да, Томск город студенческий. Он был студен�
ческим во времена молодости Каныша, и такой же
студенческий и в наши дни. В этом я смог убедить�
ся, побывав там, в январе 2005 г. со своим коллегой
Еламаном Касеновым. Хотя основной целью на�
шей поездки был сбор материалов для издания
сборника сочинений Г.Н. Потанина, тем не менее,
мы смогли посетить сатпаевские места в Томске.

Главное место в Томске связанное с К.И. Сатпа�
евым, это разумеется Томский политехнический
университет (во времена учебы Каныша – Томский
технологический инситут). Медеу Сарсеке в своей
книге, посвященной Канышу Имантаевичу, пишет
следующее: “Технологический институт стоит на
пересечении улиц Почтамтной и Бульварной на
склоне круглой сопки, возвывающейся почти в
центре города. По соседству расположены здания
университета. В то время это были единственные
высшие учебные заведения Сибири. Поэтому
Томск издавна сравнивали с научной столицей
древнего мира, именуя город Сибирскими Афина�
ми. Не только университет, открытый ещё в девят�
надцатом веке, но и технологический институт, су�
ществующий с 1900 г., составляли славу Томска”.

А о горном факультете Томского технологическо�
го института М. Сарсеке пишет: “Здесь в 1921–1922
учебном году обучались 589 студентов. Горный фа�
культет готовил инженеров по четырем специально�
стям: геология, горное дело, металлургия и маркшей�
дерия. Факультет был основан в 1901 г. знаменитым
ученым�геологом В.А. Обручевым” [7. С. 117–121].

В предпоследний день нашего пребывания в
Томске, мы наконец�то смогли посетить корпус где
размещался горный факультет, а ныне Институт гео�
логии и нефтегазового дела Томского политехниче�
ского университета. В холле здания мы обратились к
мужчине, походившего на преподавателя, с вопро�
сом, есть ли здесь аудитория имени К.И. Сатпаева? 

“Каныша Имантаевича?! Да, конечно. Прой�
демте, я вас лучше проведу к заведующему кафе�

дрой геологии” – ответил он приветливо. Тем вре�
менем среди десятка барельефов расположенных в
фойе здания мы нашли мемориальную доску с над�
писью “Здесь с 1921 по 1926 год учился академик
Каныш Имантаевич Сатпаев – Президент Акаде�
мии Наук Казахской ССР, лауреат Ленинской и Го�
сударственной премий”.

Заведующий кафедрой геологии, минералогии
и разведки полезных ископаемых А.А. Поцелуев
узнав, что мы земляки Каныша Имантаевича,
очень тепло нас принял, и, несмотря на загружен�
ность по кафедре, сразу же повел нас на экскурсию
по факультету. Мы посетили уникальный геолого�
минералогический музей, мемориальный музей�
кабинет академика В.А. Обручева.

В геолого�минералогическом музее имеются эк�
спонаты со всех концов мира. Нам показали минера�
лы из Казахстана, и среди них находились образцы,
привезенные даже самим К.И. Сатпаевым. Кстати
мебель в минералогическом музее стоит еще с 1904 г.,
то есть та мебель, при которой учились Алимхан Ер�
меков, Каныш Сатпаев. Кроме того, мы заметили,
что в институте до сих пор используется старинная
учебная мебель, т.к. её отличает высокое качество.

Но самое большое и приятное впечатление оста�
вило посещение лекционной аудитории академика
К.И. Сатпаева. Аудитория была под номером 106. В
этот момент в аудитории проходило учебное заня�
тие. При входе в аудиторию висит большой портрет
Каныша Имантаевича, подаренный в 1999 г. Инсти�
тутом геологии НАН РК Томскому политехниче�
скому университету. В самой аудитории размещены
геологическая и тектоническая карты Казахстана, а
также портрет К.И. Сатпаева, рис. 1.

Рядом с аудиторией К.И. Сатпаева расположены
аудитории им. М.А. Усова, В.А. Обручева и др. Важ�
ный момент, который нам понравился, это то, что
преподаватели института прекрасно знали К.И. Сат�
паева, даже то, что он с Баянаула, и отзывались о нем
с большим уважением, называя его по имени и отче�
ству – Каныш Имантаевич. Мы убедились сами, что
К.И. Сатпаев ученый с мировым именем и, что его
вклад в геологическую науку огромен. К сведению
читателей стоит сказать, что Каныш Имантаевич
первый из казахов академик АН СССР.

Затем по совету А.А. Поцелуева, мы направились
в главный корпус ТПУ, где в музее истории универ�
ситета, к нашей гордости, обнаружили уголок
К.И. Сатпаева, рис 2. Здесь находятся его фотогра�
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Приведены страницы жизни выдающегося казахского ученого академика Каныша Имантаевича Сатпаева, который учился в Том�
ском технологическом институте в 1921–1926 гг.



фии, некоторые личные вещи, его домбра и другие
экспонаты. Нам сказали, что когда первокурсников
знакомят с жизнью и деятельностью выдающихся
выпускников, рассказывают и о К.И. Сатпаеве.

Рис. 1. Портрет К.И. Сатпаева, лекционная аудитория № 106
учебного корпуса № 1 ТПУ

С большим удовлетворением от впечатлений, с
каким уважением в городе студенческой молодости
хранят память о нашем знаменитом земляке, мы
покинули политехнический университет.

Сразу после возвращения из поездки я очень за�
интересовался томским периодом жизни Каныша
Имантаевича. Знакомство с литературой имеющей�
ся в библиотеках нашего города дало мне возмож�
ность примерно представить студенчество К.И.
Сатпаева, причины, побудившие поступать именно
в этот вуз, роль и значение студенческих лет в фор�
мировании мировоззрения будущего ученого. Здесь
хочу отметить что, жизнь и деятельность Каныша
Имантаевича является примером и образцом для
каждого современного культурного, образованного
человека, но в первую очередь для молодежи. Лич�
но для меня Каныш Имантаевич является неисчер�
паемым источником для вдохновения, а его жизнь и
деятельность ярким примером служения родному
народу, Отчизне, прогрессивному человечеству. На
меня оказали огромное влияние работы писателя
Медеу Сарсеке об академике. Поэтому, находясь в
апреле прошлого года в служебной командировке в
г. Семипалатинске я не мог не посетить самого из�
вестного сатпаеведа. Когда я пришел в дом старой
части города, Медеу ага был у себя на квартире. Он
только что прибыл из Алматы с мероприятий, по�
священных 105�летию К.И. Сатпаева, и выглядел 
уставшим с дороги. Тем не менее, он смог уделить

мне время. Мы долго беседовали о Сатпаеве, о Мар�
гулане, о других деятелях национальной казахской
интеллигенции. Мне особенно запомнился рассказ
писателя о его встрече с Алимханом Ермековым,
одним из лидеров движения “Алаш”, прошедшего
через сталинские лагеря. Покидая приветливый
дом Медеу ага, я тепло прижимал к сердцу подарен�
ную мне книгу “Кугындалган Сатбаев” (“Репресси�
рованный Сатпаев”) с автографом писателя. Теперь
эта книга стоит в моей домашней библиотеке на са�
мом почетном месте.

Рис. 2. Музей истории ТПУ, стенд К.И. Сатпаева. Экскурсию
проводит директор Музейного комплекса Р.А. Галанова

Немаловажным фактором является то, что Ка�
ныш Имантаевич мой земляк. И гордость от созна�
ния того, что я живу на земле, на которой родился
гений казахского народа, дышу воздухом степей,
которым дышал Сатпаев, вдохновляет и переполня�
ет меня самыми лучшими и благородными чувства�
ми. Я не в первый раз обращаюсь к наследию Сат�
паева. В 2003 г. в сборнике “Сатпаевских чтений”
издаваемом ежегодно в Павлодаре, была опублико�
вана статья “К деятельности К.И. Сатпаева на посту
народного судьи” написаная мною на основе уни�
кальных материалов Государственного архива Пав�
лодарской области. Причиной натолкнувшей меня
на написание той статьи были впечатления от кни�
ги “Наследие академика К.И. Сатпаева по обще�
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Значит, и главное направление (12) 1�го рода не
сопряжено главному направлению (11) 1�го рода.
Таким образом, главные направления (11) и (12) не
являются сопряженными в неголономном случае.
Теорема доказана.

II. Неголономные гиперповерхности двойного вращения
1. Меридианы и параллели

Рассмотрим теперь неголономные поверхности
двойного вращения (НПДВ). Направим вектор e61

по главному направлению 2�го рода. Тогда A1
1=–k1,

A1
2=A1

3=0. Кроме этого за счет выбора репера поло�
жим A3

2=0, и репер становится каноническим.

Теорема 2.1. Для НПДВ все три кривизны 2�го ро�
да вещественны и различны.

Действительно, при данном выборе репера ха�
рактеристическое уравнение имеет вид

Поскольку главные кривизны 2�го рода ki=−λi,
то ki=–Ai

i(i=1,3
⎯

). Отсюда видим, что все главные
кривизны 2�го различны и вещественны. 

Так как репер {M,e6α} (α=1,4
⎯

) – канонический, то все
функции в формулах (1) – инварианты. Вектор неголо�
номности [3] для НПДВ имеет вид ρ6=ρ1e

6
1+ρ2e

6
2+ρ3e

6
3,

где

Из требования того, что нормали НПДВ пере�
секают две неподвижные взаимноперпендикуляр�
ные плоскости (двумерные оси вращения), получа�
ем, что ρ1=0. Тогда линии кривизны 2�го рода
НПДВ – это линии, определяемые уравнениями

(14)

(15)

(16)

Для линий кривизны 2�го рода НПДВ справед�
ливы следующие утверждения:

1) Линии кривизны 2�го рода, соответствующие
главным кривизнам k2 и k3 2�го рода, лежат на
двумерных сферах, с центрами на плоскостях
вращения, а нормали НПДВ описывают вдоль
них конусы с вершинами, также лежащими на
этих плоскостях.

2) Линии кривизны 2�го рода, соответствующие
кривизне k1, лежат в двумерных плоскостях, про�
ходящих через нормаль и центр вращения НПДВ.

Определение 2.1. Линии НПДВ, лежащие на дву�
мерных сферах, называются параллелями НПДВ.

Определение 2.2. Плоские линии кривизны 2�го
рода НПДВ называются меридианами НПДВ.

Через каждую точку M∈G НПДВ проходит один
меридиан и две параллели. 

Угол между двумя параллелями (15) и (16), про�
ходящими через точку M∈G, находится из равенства

Выражения 

определяют углы соответственно между паралле�
лью (15) и меридианом (14) и второй параллелью
(16) и меридианом (14).

2. Главные кривизны 1�го рода НПДВ.
Асимптотические линии

Для неголономных поверхностей двойного враще�
ния в построенном нами репере матрица A* имеет вид

Разложив ее на сумму двух матриц, видим, что
симметричный оператор B имеет матрицу

Его характеристическое уравнение имеет вид

Обозначим через k1
(1), k2

(1), k3
(1), – главные кривиз�

ны 1�го рода НПДВ. 

Связь между полными кривизнами 1�го и 2�го
рода выражается следующим равенством

Находим дифференциальные уравнения асим�
птотических линий НПДВ:

Для НПДВ система уравнений

(17)

определяет совокупность касательных к асимпто�
тическим линиям в некоторой точке M∈G НПДВ.
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Теорема 1.2. Все три главные кривизны 1�го рода сфе�
рической неголономной поверхности вращения различны,
одна из них совпадает с кратной кривизной 2�го рода.

Полные кривизны 1�го и 2�го рода СНПВ свя�
заны следующим равенством

(6)

Так как k≠0, то из формулы (6) следует, что для
СНПВ полные кривизны 1�го и 2�го рода совпада�
ют тогда и только тогда, когда ω4=0 голономно, что
для произвольных неголономных гиперповерхно�
стей в пространстве размерности большей трех не�
верно [1, 3].

Из равенства �d 2r6,e61,e
6

2,e
6

3�, характеризующего
асимптотические линии [3], нетрудно найти диф�
ференциальные уравнения асимптотических ли�
ний СНПВ:

Совокупность всех касательных к ним в данной
точке представляет собой конус 2�го порядка (быть
может, вырожденный), который в выбранном ре�
пере определяется уравнениями

(7)

3. Сферические неголономные гиперповерхности 
вращения, для которых K1=0

Рассмотрим СНПВ, для которых K1=0. Так как
K1=detB(e), то

Отсюда в неголономном случае (ρ≠0) следует,
что k≠0, а k1=ρ2/k, т.е. ни одна из главных кривизн
2�го рода не равна нулю. Главные же кривизны 1�го
рода выражаются следующим образом через глав�
ные кривизны 2�го рода

(8)

Теорема 1.3. Если K1=0 то всего лишь одна из
главных кривизн 1�го рода обращается в нуль.

Действительно, если K1=0 то главные кривизны
2�го рода k≠0 и k1≠0. А из (7) видим, что кроме
k3

(1)=0 больше ни одна из главных кривизн 1�го ро�
да не может обращаться в нуль.

При K1=0 система (6), определяющая множе�
ство касательных к асимптотическим линиям, при�
нимает вид

т. е. конус асимптотических распадается на пару
мнимых плоскостей, пересекающихся по действи�
тельной прямой

(9)

Направляющий вектор этой прямой, вектор e62,
совпадает с направлением вектора неголономности
ρ6=ρe62.

Главными направлениями 1�го рода, соответ�
ствующими главным кривизнам 1�го рода (1.8), бу�
дут направления векторов

(10)

(11)

(12)

А линии кривизны 1�го рода – это линии, опре�
деляемые уравнениями

(13)

Теорема 1.4. Если K1=0, то через каждую точку
M∈G проходит лишь одна асимптотическая линия,
совпадающая с одной из линий кривизны 1�го рода и
являющаяся также линией кривизны 2�го рода, ле�
жащей на параллели.

Доказательство. В самом деле, поскольку конус
асимптотических касательных распадается на пару
мнимых плоскостей, пересекающихся по действи�
тельной прямой (9), то через каждую точку M∈G
проходит лишь одна асимптотическая линия с каса�
тельной прямой (9). Видим, что направляющий век�
тор e62 этой прямой совпадает с касательным векто�
ром к линии кривизны 1�го рода (13). Сравнивая
уравнения (13), определяющие линии кривизны 
1�го рода, с уравнениями (3), которые определяют
параллели, видим, что в каждой точке M∈G линия
кривизны 1�го рода (13) является также одной из ли�
ний кривизны 2�го рода, лежащей на параллели. Та�
ким образом, если K1=0, то единственная действи�
тельная асимптотическая линия, проходящая через
произвольную точку M∈G, совпадает с линией кри�
визны 1�го рода, а также является линией кривизны
2�го рода, лежащей на параллели. Теорема доказана.

Выясним теперь вопрос о сопряженности глав�
ных направлений 1�го рода относительно основно�
го линейного оператора A*. Нетрудно показать, что 

Отсюда видим, что главное направление 1�го
рода, являющееся направлением асимптотиче�
ской, взаимно сопряжено относительно оператора
A* с другими направлениями 1�го рода.

Теорема 1.5. Не являются сопряженными те глав�
ные направления 1�го рода, которые ортогональны
главному направлению 1�го рода, совпадающему с на�
правлением асимптотической (в неголономном случае).

Доказательство. Главные направления 1�го рода,
ортогональные направлению асимптотической, есть
направления векторов ρe61+ke63 и ρe61–ke63. Покажем,
что эти векторы являются сопряженными лишь при
ρ=0. Для этого вычислим скалярное произведение

Видим, что это выражение отлично от нуля, по�
скольку k≠0 и ρ≠0. Следовательно, главное направле�
ние (11) 1�го рода не сопряжено главному направле�
нию (12) 1�го рода. Аналогично можно показать, что
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ственным наукам”, которую я получил в подарок от
автора Газиза Оразаевича Батырбекова – внука
К.И. Сатпаева, сына Шамшиябану Сатпаевой, док�
тора исторических наук, ныне покойного. Я имел
прекрасную возможность посетить дом Батырбеко�
вых в марте 2002 г. в Алматы, когда находился там со
специальным заданием собрать материалы для кни�
ги “Ученые Павлодарского Прииртышья”. Это бы�
ло время, когда прошло только 40 дней со дня кон�
чины Шамшиябану Канышевны, и я смог отведать
ритуальную лепешку – шелпек, а зять Каныша
Имантаевича Оразай ага угостил меня чаем.

В вышеупомянутой статье можно найти описа�
ние тех обстоятельств, которые привели к тому, что
молодой Каныш поступил в Томский технологиче�
ский институт. Следует отметить, что Каныш
Имантаевич не был первым казахом, обучавшимся
в “Сибирских Афинах”, как тогда называли город
Томск. В этом городе в училище после Семипала�
тинской гимназии обучался Жакып Акпаев, полу�
чили высшее образование Амре Айтбакин, Асылбек
Сейтов, Мурат Сейтов, Алимхан Ермеков и многие
другие. Каныш был их последователем. По одной
версии молодого судью из Баянаула сагитировал
поступать в томский вуз Алимхан Ермеков, по дру�
гим сведениям Михаил Антонович Усов [8. С. 8].

Безусловно, что приход в геологию и геологиче�
скую науку Каныша Имантаевича связан с именем
выдающегося геолога первой половины XX столе�
тия академика Михаила Антоновича Усова, рабо�
тавшего тогда профессором Томского технологиче�
ского института, одного из лучших высших учеб�
ных заведений России горно�геологического про�
филя и первого в Сибири. Их встреча состоялась
летом 1921 г. в Баянауле, куда на отдых и лечение
приехал Михаил Антонович и где Каныш Иманта�
евич работал народным судьей.

Их встреча была неслучайной. По свидетель�
ству одних М.А. Усов приехал в Баянаул по реко�
мендации дяди Каныша – Абикея, других – по со�
вету А.А. Ермекова, известного политического дея�
теля и ученого, первого казаха – профессора мате�
матики, выпускника Томского политехнического
института 1923 г. Так или иначе встреча состоялась
и имела счастливое продолжение.

Забегая вперед, отметим, что трогательные от�
ношения с первых лет студенчества К.И. Сатпаева
и творческая связь между учителем и учеником
сохранялась все время и прервалась только в
1939 г., после ранней кончины в возрасте 56 лет
Михаила Антоновича. Нетрудно представить, ка�
ким плодотворным было бы их дальнейшее науч�
ное сотрудничество, не случись ранняя смерть учи�
теля, достигшего зенита научной славы, и ученика,
ставшего к тому времени крупным инженером и
ученым, усвоившим лучшие качества своего перво�
го научного наставника [3. С. 9–10].

В Томске Каныш поселился у Михаила Антоно�
вича, предоставившего ему комнату в своей про�
сторной квартире. Усовские дни были расписаны

по минутам. Еще в Баянауле Каныш удивлялся
умению ученого ценить время – делать даже в до�
роге записи в прихваченную на случай полевую
книжку и читать, ежедневно читать какой�то труд
на немецком языке, и вставать всегда на заре, ког�
да бы он ни лег накануне.

М.А. Усов притягивал к себе не только знания�
ми и преданностью геологии, но и способностью
передавать другим свою увлеченность. Ученый�
геолог, много сделавший для промышленного ра�
звития Сибири, он обладал незаурядным педагоги�
ческим талантом.

Лекции Михаила Антоновича Каныш начал
слушать с третьего курса, и они были для него, как
и для всех студентов, настоящим откровением.

В 1960 г. Каныш Имантаевич писал: “Его лек�
ции, продолжавшиеся обычно с небольшими пере�
рывами два или четыре часа, было легко записы�
вать, они очень хорошо воспринимались слушате�
лями. Все в них было прекрасно: и сама изящность
лектора, и чудесный дар красноречия, и способ�
ность увлекательно и просто излагать сущность са�
мых сложных научных истин. Ни одного лишнего
слова, ни одной потерянной минуты – таков был
стиль лекций. Так же строго и предельно экономно
был запланирован и распорядок всей его жизни”. 

В своем труде “Основные идеи М.А. Усова в гео�
логии” вышедшем в 1960 г. на русском языке в Алма�
ты, Сатпаев, высоко оценивая научный, педагогиче�
ский талант своего наставника, ставит его в один ряд
с выдающимися геологами страны и называет лич�
ностью, стоявшей у истоков формирования, разви�
тия и расцвета сибирской школы геологов [6. С. 136].

Жена Каныша Имантаевича Таисия Алексеев�
на, окончившая вместе с ним Томский технологи�
ческий институт, после смерти мужа говорила, что
никогда не забывал он ту землю, тот коллектив, ко�
торый дал ему крылья: “Его многолетняя дружба с
Михаилом Антоновичем Усовым и его семьей, его
письма томским профессорам, наконец, его отече�
ская забота о томских выпускниках, о которых он
был высокого мнения, – все говорит об этом” [см.
Шашкова Л. Казахстанская наука Сибирью прира�
стает // Казахстанская правда. – 26.08.2003].

Следует сказать что, Каныш никогда не был нелю�
димым. И в институте он приобрел многих друзей.
Очень сблизился с Михаилом Русаковым. Михаил Пе�
трович уже был горным инженером, окончил Петро�
градский институт. Он приехал в Томск работать, но
лекции Михаила Антоновича посещал вместе со сту�
дентами. Они часто сидели рядом на лекциях, россия�
нин с рыжеватыми волосами и черноволосый степняк.
Училась в это время в Томске и Таисия Алексеевна
Кошкина, поступившая в институт на два года раньше
Сатпаева. Также учился в Томске Адриан Цефт, сту�
дент�металлург, будущий академик АН КазССР, зе�
мляк Каныша, родом из Павлодара [4. С. 50–51].

О том как учился Каныш в Томске можно узнать
из воспоминаний А.Х.Маргулана: “В свободные от
занятий часы Каныш посвящал себя одному лишь
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делу – обогащению своих знаний. Потому он заси�
живался в читальном зале Томского университета, с
увлечением перечитывая труды по истории казахов...
О некоторых из них он пишет статьи для газет, а
иные готовит для издания. По инициативе Каныша
при Томском университете организуется научный
кружок по изучению культуры восточных народов, в
него записываются почти все студенты, обучавшиеся
в то время в Томске. На заседаниях кружка читаются
лекции о литературе и этнографии якутов, бурятов,
хакасов и других народов” [1. С. 124]. Сам Каныш
несколько раз делает доклады о песенном и литера�
турном творчестве казахского народа. Наряду с этим
кружковцы организуют вечера, где пропагандируют
искусство народов Востока. Разумеется, в каждом из
них Каныш принимает активное участие, зачастую
сам исполняя казахские песни.В этих мероприятиях
участвовали родственники Каныша, которых он
привез на учебу в Томск. По данным М. Сарсеке это
его двоюродные братья – Галимтай, Тармызи, Газа�
ли, Абдрахман Сатпаевы [7. С. 133–134].

У Г.О. Батырбекова мы находим дату проведе�
ния вечера национальностей Сибири в ТГУ – 10
апреля 1926 г. Об этом вечере 28 мая 1926 г. в семи�
палатинской газете “Казак тили” была опублико�
вана заметка К.И. Сатпаева под названием “Томск
каласындагы улттар кеши” (“Вечер национально�
стей в городе Томске”).

Это подтверждается записями самого академи�
ка: “Я в те годы (в студенческие – Р.Е.) со значи�
тельным интересом собирал и записывал образцы
устного народного творчества казахов. В эти же го�
ды я урывал время и для ознакомления с некоторы�
ми из выдающихся образцов народного фольклора
по материалам, хранящимся в старейшей в Сибири
и богатой библиотеке Томского государственного
университета. Среди них своим богатством языка,
образностью стихотворных форм и обилием исто�
рико�этнографического материала меня особенно
поразило сказание об Едиге” [2. С. 25–26].

О том что, Каныш Имантаевич возглавлял ка�
захское землячество в Томске мы узнаем из статьи
историка, “архивариуса” ТПУ Игоря Трофимовича
Лозовского. Он пишет: “При институте и при уни�
верситете были созданы землячества. Казахское зе�
млячество объединило около 40 студентов. Возгла�
влял его Каныш Сатпаев. Он пользовался у земля�
ков большим уважением и это потому, что по воз�
расту был старше всех, имел большой жизненный
опыт и в науках был подготовлен лучше своих това�
рищей” [5]. К сожалению, мы пока не можем вос�
становить персональный состав казахского земля�
чества в Томске во времена учебы Каныша. Извест�
но лишь, что в 1923 г. А. Ермеков окончил техноло�
гический институт, а с Канышем учился некто
Омар Толубаев. Чуть позже Томский технологиче�
ский институт оканчивает Арыктай Каюпов, буду�
щий академик АН КазССР, геолог�минералог.

В своих воспоминаниях “К.И. Сатпаев – сту�
дент” профессор В.А. Хахлов, работавший в те годы

в Томском технологическом институте на кафедре,
которую возглавлял М.А. Усов, кратко характеризуя
состояние подготовки кадров в этом учебном
учреждении, писал: “... Среди студентов появился
Каныш Имантаевич Сатпаев. Его внимание с пер�
вых дней привлекла геолого�разведочная специаль�
ность ... Это был тихий, скромный студент, горев�
ший желанием учиться. На занятиях по общей гео�
логии он с восторгом слушал прекрасные лекции
М.А. Усова ... Отличительной чертой его – со сту�
денчества и до последних лет жизни – были просто�
та, скромность, чуткость к людям и желание оказать
помощь всем, кто к нему обращался”.

Академик АН КазССР М.П. Русаков в своих вос�
поминаниях писал: “... Впервые я познакомился с
Канышем Имантаевичем в городе Томске, в 1921 го�
ду, когда он был студентом первого курса Томского
технологического института. Меня познакомил с
ним мой сотрудник и друг М.И. Ваганов, тоже учив�
шийся в институте и быстро по�студенчески сбли�
зившийся со своим однокурсником, который резко
выделялся из общего круга студентов и по своей на�
циональности (казахов тогда почти не было среди
студентов), и по своей наружности, и по неукроти�
мой жажде к науке, к знаниям о земле, о ее мине�
ральных богатствах, о ее истории.

В 1921 г. в мою память врезался высокий, строй�
ный и по своему росту даже худощавый юноша с
бледным, не обычным для жителя степей лицом, с
высоким лбом и копной курчавых, почти иссиня�
черных волос на большой голове. Это был молодой
Сатпаев. Зимой 1921/1922 гг. приходилось часто
видеть Каныша Имантаевича на лекциях профес�
сора Михаила Антоновича Усова (впоследствии
академика). Преклоняясь перед удивительным пе�
дагогическим и лекторским талантом М.А. Усова, я
повторно после Ленинградского горного института
слушал в Томске все его лекции, и надо было ви�
деть, с какой жадностью и сосредоточенностью
впитывал в себя Каныш Имантаевич поразительно
интересные, живые и изящно преподносимые лек�
ции М.А. Усова. Помню, после окончания двухча�
совой лекции по общей геологии, Каныш Иманта�
евич произнес: “Почему лекции так быстро окан�
чиваются; наверное рано звонок дали ...”

Также интересно воспоминание М.П. Русакова
о проведении студенческой практики К.И. Сатпа�
ева в его геологической партии: “... При совмест�
ных геологических маршрутах Каныш Имантаевич
всегда интересовался названием гор, урочищ, ре�
чек и логов, почему они названы так, а не иначе,
какие черты местности или исторических событий
отражены в этих названиях.

Только позднее я понял, насколько удачно, кра�
сочно и умело казахский народ отражает в геогра�
фических названиях особенности той или иной
местности, гор, холмов, урочищ и т.д.

Вспоминается сейчас, четверть века спустя, что
не только геология интересовала Каныша Иманта�
евича. После утомительного маршрута, после жар�
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I. Сферические неголономные 
гиперповерхности вращения
1. Меридианы и параллели 

Перейдем к рассмотрению сферических него�
лономных гиперповерхностей вращения (СНПВ).
Поместим вектор e61 в плоскость, проходящую через
нормаль и ось вращения l. Пусть F – точка пересе�
чения нормали неголономной поверхности враще�
ния с ее осью l, F

6
=r6+te64 – радиус�вектор точки F.

Т.к. F описывает прямую l при ω4=0, то dF
6

дол�
жен лежать в плоскости {M,e61,e

6
4} при условии ω4=0.

Потребовав это, получаем 

и характеристическое уравнение оператора A* име�
ет вид 

Так как главные кривизны 2�го рода ki=−λi

(i=1,3
⎯

), то k1=–A1
1, k2=k3=–A2

2. Таким образом, для
СНПВ справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.1. Для сферической неголономной гипер�
поверхности вращения все три кривизны 2�го рода ве�
щественны, при этом две из них, k2 и k3, совпадают,
а третья, k1, не равна им.

Для сферической неголономной гиперповерх�
ности вращения

Вектор e61 определяет главное направление 2�го
рода, соответствующее k1.

Главные направления 2�го рода, соответствую�
щие k, определяются уравнениями

и заполняют двумерную плоскость, лежащую в ка�
сательной гиперплоскости к ω4=0. Эта двумерная
плоскость пересекает плоскость, ортогональную
вектору e61, по прямой. Направим вектор e62 по этой
прямой, тогда A2

1, и репер становится каноническим.

Тогда все функции в формулах (1) – инварианты.
Величины –A1

1=k1, –A2
2=–A3

3=k – главные кривизны
2�го рода. Величины A4

1, A4
2, A4

3 – координаты вектора
A4

1e61+A4
2e62+A4

3e63, представляющего собой вектор кри�
визны линии тока векторного поля e64. И, наконец,
инвариантный вектор ρ6=ρe62, где ρ=–1–

2
A3

1 – вектор
неголономности [3], т.е. вектор, обращение в нуль
которого характеризует голономность ω4=0.

Система уравнений Пфаффа

определяет линии кривизны 2�го рода СНПВ, соот�
ветствующие некратной главной кривизне k1. Это
означает, что через каждую точку M∈G проходит од�
на линия кривизны 2�го рода, соответствующая k1.

Линии же кривизны 2�го рода, соответствующие
кратной главной кривизне k 2�го рода, определяются
вполне интегрируемой системой уравнений Пфаффа

(3)

Это означает, что через каждую точку   проходит
двумерная поверхность, состоящая из тех линий
кривизны 2�го рода, которые соответствуют глав�
ной кривизне k.

Линии кривизны 2�го рода обладают следую�
щими свойствами.

1) Двумерные поверхности, состоящие из тех ли�
ний кривизны 2�го рода, которые соответству�
ют кратной главной кривизне k, лежат на трех�
мерных сферах с центрами на оси вращения.

2) Линии кривизны, соответствующие некратной
главной кривизне k1, лежат в двумерных пло�
скостях, проходящих через ось вращения.

Определение 1.1. Двумерные поверхности, со�
стоящие из линий кривизны 2�го рода и лежащие на
трехмерной сфере, называются параллелями СНПВ.

Определение 1.2. Плоские линии кривизны 2�го
рода называются меридианами СНПВ.

Заметим, что нормали СНПВ во всех точках па�
раллели пересекаются в одной точке, лежащей на
оси вращения и являющейся центром трехмерной
сферы, на которой лежит данная параллель. 

2. Главные кривизны 1�го рода.
Асимптотические линии

Для СНПВ, в выбранном нами каноническом
репере матрица оператора A* имеет вид 

Разложим ее на сумму двух матриц:

Характеристическое уравнение симметричного
оператора B с матрицей

(4)

имеет вид

(5)

Корни уравнения (5), взятые с противополож�
ным знаком, – это главные кривизны 1�го рода ki

(1).
Пользуясь формулой (5), легко доказать следую�
щую теорему.

1 0
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0
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Введение

Неголономной гиперповерхностью в четырех�
мерном евклидовом пространстве E4 называют [1]
совокупность всех интегральных кривых не вполне
интегрируемого уравнения Пфаффа

где Pα – гладкие функции в некоторой области
G⊂E4, причем Pα не обращаются в нуль одновре�
менно ни в какой точке M∈G. Интегральные кри�
вые этого уравнения, проходящие через точку M,
касаются в этой точке одной гиперплоскости, на�
зываемой касательной плоскостью неголономной
поверхности в точке M. Прямая, проходящая через
точку M перпендикулярно касательной гиперпло�
скости, называется нормалью неголономной по�
верхности в точке M.

Подобно тому, как в четырехмерном евклидо�
вом пространстве различают два вида поверхно�
стей вращения (сферические поверхности враще�
ния и поверхности двойного вращения) [2], в него�
лономной геометрии также будем различать два
вида неголономных поверхностей вращения.

Сферической неголономной гиперповерхностью
вращения называется такая неголономная гиперпо�
верхность, все нормали которой пересекают непо�
движную прямую (ось вращения).

Неголономной гиперповерхностью двойного вра�
щения называется такая неголономная гиперповерх�
ность, нормали которой пересекают две неподвиж�
ные взаимноперпендикулярные плоскости (двумерные
оси вращения), пересекающиеся в одной точке (цен�
тре вращения).

Пусть {M,e6α} (α=1,4
⎯

)  – ортонормированный по�
движной репер, в котором M∈G, векторы {e61,e

6
2,e
6

3}
лежат в касательной плоскости неголономной по�
верхности, а вектор e64 по ее нормали в точке M.

Деривационные формулы репера {M,e6α} (α=1,4
⎯

)
имеют вид

где r6 – радиус�вектор точки M, ωα
β=−ωβ

α (α,β=1,4
⎯

).
Помимо этого имеем

где α,β,γ=1,4
⎯

.

Главными формами являются формы Пфаффа
ωα, ω4

α. Из них ωα – базисные формы, а потому

(1)

Неголономная поверхность при таком выборе по�
движного репера определяется уравнением Пфаффа

(2)

В каждой точке M области G определим линей�
ный оператор A формулой

Этот оператор переводит векторы касательной
плоскости неголономной гиперповерхности (2) в
векторы этой же плоскости. Таким образом, можно
сузить оператор A на касательную плоскость. Ма�
трица A* сужения оператора A имеет вид

Собственные значения оператора A*, взятые с
противоположным знаком, называются главными
кривизнами 2�го рода неголономной поверхности, а
направления собственных векторов оператора A*,
соответствующие им, – главными направлениями 
2�го рода в точке M. Линией кривизны 2�го рода на�
зывается линия неголономной поверхности, в каж�
дой точке которой касательный вектор идет по од�
ному из главных направлений 2�го рода [3].

Полной кривизной 2�го рода называется величина

Если ω4=0 не голономно, то оператор A* не сим�
метричен. Его можно разложить на сумму двух опе�
раторов [3]: симметричного B и кососимметрично�
го. Собственные значения оператора B, взятые с
противоположными знаками, называются главны�
ми кривизнами 1�го рода, а собственные векторы,
им соответствующие, – главными направлениями 
1�го рода [3].

Так как оператор B – симметричный, то глав�
ные кривизны 1�го рода в каждой точке M∈G явля�
ются действительными числами.

Определитель K1=detB матрицы оператора B на�
зывается полной кривизной 1�го рода. 

*
2 det .K A=

( )

1 1 1
1 2 3

2 2 2
1 2 3

3 3 3
1 2 3

.e

A A A

A A A A

A A A

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

4( ) .A dr de=

4 0.ω =

4 , , 1,4.Aα α β
βω ω α β= =

, ,D Dβ γ β α β α
α α γ βω ω ω ω ω ω= ∧ = ∧

, ,dr e de eα β
α α α βω ω= =

0 ( 1,4),P dxα
α α= =

Известия Томского политехнического университета. 2005. Т. 308. № 4

10

УДК 514.752

О НЕГОЛОНОМНЫХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ ВРАЩЕНИЯ 
В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ E4

О.В. Васильева

Томский государственный университет
E�mail: vov23@mail.ru

В четырехмерном евклидовом пространстве рассматриваются два класса неголономных поверхностей вращения (сферические
неголономные поверхности вращения и неголономные поверхности двойного вращения). С помощью построения подвижного
репера изучены их основные инварианты, исследованы свойства линий кривизны 1�го и 2�го рода и свойства асимптотических
линий неголономных поверхностей данного вида. 

кого дня во время ночевки в ауле, среди живопис�
ной природы Каныш Имантаевич находил в себе
силы подолгу вести разговоры с аксакалами при
свете костра в юрте, слушать их рассказы о старине,
о разных находках в степи, о казавшихся им таин�
ственными явлениях природы. Уже тогда зародил�
ся в Каныше Имантаевиче интерес к археологии и
фольклору родного казахского народа. Уже улег�
шись спать в юрте, я нередко слышал, как парни и
девушки по просьбе Каныша Имантаевича пели
ему незнакомые для него песни. И все это прерыва�
лось молодым смехом, шутками, загадками и т.д.
Так уже смолоду Сатпаев воспитал в себе любовь к
родной песне, искусству акынов, к старинным
легендам и ко всему тому, что разнообразит тяже�
лую жизнь кочевника в осеннюю и зимнюю пору.

Расстались мы в августе 1923 г. с лучшими чув�
ствами и интересом друг к другу, даже не догадыва�
ясь, что в будущем жизнь столкнет нас на совме�
стной работе”.

Известно, что в студенческие годы, кроме уче�
бы, К.И. Сатпаев занимался сбором и публикацией
народных произведений, эпосом “Ер Едиге”, про�
должал начатую еще в Баянауле работу над перево�
дом на казахский язык учебника алгебры, затем на�
чал переводить “Основы геологии”.

Ряд обстоятельств учебы К.И. Сатпаева в Том�
ске выясняется в публикации И.Т. Лозовского "На�
чало", где описываются взаимоотношения профес�
сора М.А. Усова и К.И. Сатпаева, посещение сту�
дентами факультативных лекций по физике, строе�
нию атомного ядра и авиации, сближение К.И.
Сатпаева со многими студентами, среди которых
был Александр Бричкин – “земляк” Сергея Есени�
на. “И не знали они тогда, что пройдут годы, и оба
вместе будут работать в Академии наук в Алма�Ате
(Алматы)”, – поясняет И.Т. Лозовский. Дополни�
тельно сообщим, что Александр Васильевич Брич�
кин (1900–1971), горный инженер, профессор,
член�корреспондент АН КазССР (1946), заслужен�
ный деятель науки КазССР, работал научным со�
трудником Института горного дела АН КазССР и
зав. кафедрой КазПТИ.

В статье И.Т. Лозовского перечисляется еще ряд
фамилий студентов, которые учились вместе с
К.И. Сатпаевым и затем стали крупными специа�
листами, учеными, государственными деятелями,
руководителями. Среди них Аркадий Иванов – бу�
дущий президент Уральского филиала АН СССР,
Николай Камов, ставший известным конструкто�
ром вертолетов, и др.

В статье сообщается о том, что в годы учебы Ка�
ныш Имантаевич принимал вместе со студентами
участие в строительстве первой в Сибири ра�
диостанции и электростанции в селе Горскино
Томской губернии. Эта электростанция положила
начало электрификации сел Сибири. Он слушал
лекции о плане ГОЭЛРО и принимал участие в раз�
ведке месторождений полезных ископаемых для
будущего гиганта промышленности Сибири – Куз�

нецкого металлургического комбината. И. Лозов�
ский пишет: “... Но в круговороте этих и многих
других событий Сатпаев никогда не забывал о сво�
ей родине. Поэтому он не только учился сам, но
старался всякими делами помочь своим землякам.
По заданию Наркомпросса Казахстана Каныш
Имантаевич Сатпаев переводил на казахский язык
ряд учебников для национальных школ. Как вели�
ка была потребность в таких учебниках, он знал хо�
рошо и работал не покладая рук. Своими перевода�
ми он в значительной мере помог обеспечить ка�
захские школы учебниками”.

По воспоминаниям современников о годах уче�
бы К.И. Сатпаева в Томском институте известно,
что он активно участвовал в работе научных круж�
ков города. И.Т. Лозовский пишет: “... Студент Ка�
ныш Сатпаев создал и возглавил казахскую секцию
археологического музея при Томском университете
... Блестяще окончив институт, Каныш Иманта�
евич вместе со своим однокашником Омаром Толу�
баевым отправился в родной Казахстан, где ему
предстояло много сделать для своей Отчизны, про�
славить казахстанскую школу геологии, свое имя”
[1. С. 125–129].

Все эти достижения студента Сатпаева совер�
шались при очень тяжелых бытовых условиях, о
которых вполне достоверно пишет М. Сарсеке
[7. С. 119–120].

... Один за другим летели студенческие годы.
Третий курс, четвертый. И вот на столе уже ди�
пломный проект – “Геологические исследования и
разведка на медь в Маинском месторождении Ми�
нусинского округа”. Сатпаев был несколько огор�
чен, что ему пришлось работать не на материале
родной степи. Но над дипломным проектом одно�
го из любимых своих учеников шефствовал непо�
средственно Михаил Антонович, лучший знаток
геологии Сибири. Он отлично знал Минусинский
округ, Абакан. Еще в 1918 г. завершил он работу по
геологическому строению Абаканского железоруд�
ного месторождения. М.А. Усов передавал Сатпа�
еву свою классическую методику комплексных ис�
следований, свое умение разбираться в конкретной
геологической обстановке. Каныш относился к
своему проекту очень серьезно.

Он представлял, как применит эту методику в
родной степи, и степь откроет ему свои богатства.
Защита прошла отлично.

Наступил день прощания с Томским институ�
том. Пройдет почти четверть века, и в Алма�Ату из
Томска поступит телеграмма:

“Гордимся Вами, воспитанником нашего инсти�
тута, верным сыном большевистской партии, госу�
дарственным деятелем, избранником народа ...”

А пока Канышу Сатпаеву исполнилось двадцать
семь лет.

Он еще сохранял прежнюю худощавость, но по�
смуглел, окреп. Ему была очень к лицу форменная
фуражка с молотками. “Умом и молотком” – вот
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международный девиз геологов. Правда, Канышу в
этом девизе не хватало слов о любви к родной зе�
мле [4. С. 55–56].

14 мая 1926 г. К.И. Сатпаеву присвоили квали�
фикацию горного инженера, в семипалатинской га�
зете "Кызыл дала" появилась статья с его портретом:
"Среди казахов очень немногие на сегодня получи�
ли сколько�нибудь солидное образование, а инже�
неров почти не было ... И вот наконец наша казах�
станская промышленность впервые получила в ли�
це товарища Каныша своего специалиста ... Верим,
что Каныш Сатпаев оправдает наше доверие и будет
неустанно трудиться, отдаст свои знания для про�
цветания молодой растущей индустрии Казахстана.
Доброго пути молодому инженеру ..." [1. С. 130].

Подводя итоги нашего небольшого исследова�
ния, следует заключить, что город Томск занимал в
судьбе Каныша Имантаевича Сатпаева огромное
значение, т.к. здесь начался путь в науку великого
казахского ученого, здесь он получил высшее спе�
циальное образование, и годы проведенные в Том�
ске стали основой для всей его остальной профес�
сиональной и научной деятельности. Таким обра�
зом, мы можем в полной мере заявить, что годы
учебы в Томске были исключительно плодотвор�
ными, и это вполне объяснимо. Ведь Томск в то
время был вторым после Петербурга геологиче�
ским центром России, здесь работали крупнейшие
русские геологи, в Томске функционировало Си�
бирское отделение Геолкома.

Добротной основой становления Каныша
Имантаевича как крупного исследователя�геолога,
наряду с учебным процессом в институте, стала и
хорошая полевая практика, проходившая под руко�
водством самого М.А. Усова, а также Н.Н. Горно�
стаева, М.П. Русакова, разнообразие геологиче�

ских регионов, где посчастливилось ему проводить
полевые работы. Он овладевает не только методами
полевых исследований, но и перенимает исключи�
тельную любовь и преданность нелегкой профес�
сии геолога, а также многие другие ценные каче�
ства, характерные для представителей сибирской
геологической школы, которая уже тогда пользова�
лась мировой известностью и авторитетом.

Именно благотворным влиянием лучших пред�
ставителей этой школы можно объяснитъ приход в
геологическую службу, а затем и науку подгото�
вленного к самостоятельной работе инженера Ка�
ныша Имантаевича Сатпаева. Глубокие знания и
хорошая полевая закалка, полученные в студенче�
ские годы, позволили Канышу Имантаевичу не
дрогнуть перед трудностями, возникшими в начале
его геологической деятельности, если учесть при
этом, что с первых дней он начал работать само�
стоятельно, заняв сразу пост руководителя геоло�
гической службы крупного треста [3. С. 10–11].

“Именно в эти студенческие годы – в период
жизни в Томске и постоянного общения с препода�
вателями и профессорами Томского технологиче�
ского института – формировалось мировоззрение
Каныша Имантаевича и складывался его характер”
отмечается в предисловии к собранию избранных
трудов академика [8. С. 280].

Учеба студента Каныша в Томске служит приме�
ром для современной учащейся молодежи. Совре�
менное студенчество должно воспитываться на иде�
алах К.И. Сатпаева, поэтому важно, чтобы моло�
дежь знала биографические сведения из насыщен�
ной и плодотворной деятельности Каныша Иман�
таевича, училась на них, вооружалась знаниями и
умениями на благо процветания Отечества.
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сти (XOY), т.е. это несобственная аффинная по�
верхность вращения, в то же время она является
аффинной резной поверхностью [2]. Плоские ли�
нии тени на ней образуют сопряженную сеть, одно
семейство которой состоит из парабол. Эти же па�
раболы являются аффинными параллелями.

Аффинные сферы эллиптического типа 
с постоянными инвариантами

Для аффинных сфер эллиптического типа (за
исключением поверхностей 2�го порядка) канони�
ческий репер выберем следующим образом. Вектор
e63, как и во всех предыдущих случаях, направим по
аффинной нормали. Для того, чтобы выбрать на�
правление векторов e61,e

6
2, заметим следующее. В

каждой точке M аффинной сферы существует един�
ственная квадрика, имеющая с поверхностью со�
прикосновение второго порядка и центр, совпа�
дающий с центром аффинной сферы. Характери�
стикой такой квадрики при смещении по любой ли�
нии является пара кривых второго порядка. Ни од�
на из касательных к кривым, на которые распалась
характеристика соприкасающейся квадрики, не
совпадает в общем случае с касательной к линии, по
которой происходит смещение. Однако существуют
две линии, проходящие через точку M, когда такое
совпадение имеет место. По касательным к таким
кривым и направим векторы e61,e

6
2. Нормируя подхо�

дящим образом векторы, найдем деривационные
формулы построенного канонического репера:

(15)

Условия полной интегрируемости системы (15)
имеют вид:

(16)

Пусть теперь инварианты аффинной сферы
L,µ,v постоянны. Тогда из (16) получаем µ=0,
a=1–

2
L2, v=1–

2
L. Т.к. в этом случае dω1=0, dω2=0, то,

положив ω1=du, ω2=dv, приходим к вполне инте�
грируемой системе уравнений Пфаффа:

Проинтегрировав данную систему, а затем ис�
ключив параметры, получаем уравнение

(17)

Центр этой аффинной сферы находится в нача�
ле координат. Данная сфера также является аф�
финной резной поверхностью с сопряженной
сетью плоских линий тени, одно из семейств кото�
рых суть гиперболы [2. Рис. 4].

Итак, если не считать поверхностей второго по�
рядка, существует только одна с точностью до аф�
финного преобразования сфера эллиптического
типа, все эквиаффинные инварианты которой по�
стоянны. Она определяется уравнением (17).
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