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ПЯТИУГОЛЬНИКА

Б. Ф. КРУТОЙ

При уравнивании геодезического пятиугольника по способу наименьших 
квадратов наиболее трудоемкой частью является составление и совместное 
решение 9 нормальных уравнений. Эта стадия вычислительной работы 
может быть сокращена или, по крайней мере, упрощена при выполнении 
2 условий:

1) совместное уравнивание всех 9 условных уравнений должно быть за
менено раздельным уравниванием по так называемому д в у х г р у п п о в о м у  
с п о с о б у  (У р ма е  в. О последовательном уравнивании тригонометриче
ских сетей);

2) система условных уравнений фигур должна быть составлена так, 
чтобы получающаяся из нее система нормальных уравнений допускала 
простое решение. Отсюда, как следствие, явилась бы возможность 
дать общие формулы для коррелат, выразив их через невязки.

Установив основные принципы рационализации уравнительных вычис
лений, вкратце изложим двухгрупповой способ уравнивания. Сущность 
его заключается в том,что все уравнения разбиваются на 2группы, причем 
в первую группу включаются уравнения, имеющие наиболее простой вид. 
желательно—с коэфициентами -+ 1. Решение уравнений первой группы дает 

-  первичные поправки. По исправлен-
ным за первичные поправки углам 
составляются условные уравнения 2 
группы. Чтобы сделать их независи
мыми от уравнений 1 группы, коэфк- 

“п циенты уравнений 2 группы преобра-
^  зуются по формулам, аналогичным для

первичных поправок. Решение преоб
разованных уравнений дает вторич
ные поправки. Как показывает теория, 
сумма первичных и вторичных поп
равок в точности равняется поправ
кам, получающимся при совместном 
уравнивании. Следовательно, двух- 

Ф i * групповой способ уравнивания экви
валентен по конечным результатам 
обычному способу Гаусса.

Приступая к выводу формул геодезического пятиугольника, заметим 
предварительно, что углы следует нумеровать в порядке, указанном на 
чертеже, так как формулы разработаны применительно к этой нумерации.

В соответствии с вышеизложенным все условные уравнения разбиваем 
на 2 группы, включив в 1-ю группу 6 уравнений фигур, как наиболее про
стых, и во 2-ю— 3 полюсных уравнения. Для достижения наибольшей про
стоты формул условные уравнения фигур пишем несколько своеобразно.
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а именно: 5 уравнений получим, исходя из равенства вертикальных углов 
в 5 внутренних точках пересечения диагоналей; 6-е уравнение получим, ис
ходя из суммы внутренних углов пятиугольника. Полюсные же уравнения 
пишутся из 3 геодезических четыреугольников, имеющих общий полюс 
А  и общую сторону A E : AAABCE9 ACDE  и A B D E  (хотя формула сочета
ний C34 =  4 указывает на возможность получения еще 4-го четыреугольника 
— AB CD 9 но мы его отбрасываем, как являющегося следствием первых 3). 
Общий вид условных уравнений фигур приводится ниже, составление же 
полюсных уравнений считаем общеизвестным, а потому их не помещаем. 
Кроме того» способ их составления ясен из прилагаемого формуляра. Co- 
ставив условные уравнения 1 группы, находим общие формулы первичных 
поправок. Дальнейшие вычисления располагаем в виде схем и соответ
ствующих формул.

С х е м а  
условных уравнений 

1 группы

*+ Урав- нения
\По- \  

правки

I И

■

I I I

i

i
I IV
I

I

V V I

i 1+1 + 1

2
3

+ I

- I - I

+ 1

+ 1

4
. -H + 1

5 + i + i

6 — I — I + i

7 +  1 + i.
8  ;

і
+  1 + i

9  ! — I - I + i

10 I +  1 + i

11 I +  1 + i

,2 j—I —I + i

13 I + 1 + i

14 і! +1 + i

15 j — I -  I + i

w i jWx Щ W3 W4t W5 W6

Условные уравнения 1 группы
а) 5 уравнений вида

(3і _  2 )  +  ( 3 î  — 1 ) -  (3/ +  3) — 
- ( 3 ^ 4 - 6 ) + ^  =  0 ,

где
Wi =  Зз; „1  Zoi

(см. формуляр);
б) 6-е уравнение вида

15

(1>

где

E1 =  

U2 =

k» =

kb

Izq

•V—I

2 ^ - 5 4 0 ° .
r=-A

(2>

Коррелаты I группы
1 9  -W1 — W i  +- 5 W3 4- 5 W 4 — W3

66
W 1 — 1 9  W 2 — ws -j- 5 W4 •+ 5 wn 

66
5 W 1 — w„ — 1 9  W 3 — W i +- 5 w n

66
+- 5 W 1 -}- 5 W 2 —  W 3 —  19  W 4 —  w n

66

-j- W1 +  5 w , -j- Ow3 -  Zci — 19 w,  _

W 6

15

(Составление и решение нормальных уравнений 1 группы см. на обороте).
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Н о р м а л ь н ы е  у р а в н е н и я  1 г р у п п ы  и р е ш е н и е  и х

Koppe-
алты !

h ; G h K I K Wi Множители

Уравне \чш \
t

I\
I ______

I +  4 I '
н 4 1 W1 +  1 + 4

H 4-4 I- и -r l Wi
m +  1 I * +  4 -'-I1 W3 —4

W
Y

Vl

+  1 I + 1
+ i

i
t

+ 1
+  4 I

- M 1

M IS

Wi
Wrt

—4

j h  '
i

*3 A4 h Множители

I —4 JlI I -15 'I-I —4 wL — 4 o*a
)•—4 IV ! - 4 +j — 15 Wi-Awi + i +  1

II 4-4 +  1 +  1
;
I W2 + t

V : -i i + i
’

+4 44

A3 K *5 0)w.i Множители

]-4  HI - .5 41 --4 W1--4 wt i
4-1

I j 11-4 IV 4-1' — 14 4-1 wy\-w2— 4w4
I ' 5

3—4 IV- I V +5 -15 +  10 Wi- 4да4+4и'Г) ! + i +3

h ЩWi j Множители

— 4 i—5 и ; 16 IV+ 4 V -055 + и —4 w +H a'-
I
j -1-4 — 4

д-4 3-4.111—12 ÏV +  12 V —44 +  44 +  4ze> 4wq—1 2^ + 12*0 I + 5
-j I

‘

И)Wi

4 I -  20 II - - 20 III - 4 IV -f- U V +264 4 W1 — 2 0  Wi — 20 ии 4  4 Wi -j- 76 w7i

Выразив к о р р е л а т ы  ч е р е з  с в о б о д н ы е -  ч л ен ы , д л я  п е р в и ч н ы х  поправок 
п о л у ч и м  н и ж е с л е д у ю щ и е  ф о р м у л ы :

(I)  =  (O) =  Ul Q k 0 ( 4 )  =  (5 )  =  кг Q k e (7 ) =  (8 )  =  Q Q  Q  I

ій'} == —  к л — к ;, -f- Iii (6 ) =  — ki  —  ki  +  A’ü ‘ (9 )  =  —  k2 — k- -j- ka

(1 0 )  =  (I  I )  =  ft* +  A0 (1 3 ) =  (1 4 )  =  Q Q k ti

■ ( U )  =  - I i l - I i i Q k 6 (1 5 ) =  — ft2 — f t * - f  ft,. *
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Двухгрупповое уравнивание геодезического пятиугольника
По Б. Ф. Крутому

Формулы и методические указания

Число условных уравнений—9 
„ 1  г р — 6

2 гр. —3

Условные уравнения 1 гр. и 3 вспомогат. систем а , ß,
5 уравнений вида: (Зі—2)-{-(Зі — 1)-(3/-(-3)-(3/^6)-1-^ =  0

6-е , 2  (< ,)  + а ,6 =  0 1
11

®6 = 2 ,;Г=/
-540е

Отсюда k • ■ 19 W1, - а>і+| + 5 W i4_2 + S wl+3 — wi+4 
66

15

и ( 3 ( - 2 )  =  ( 3 ( - 1 )  =  ¾ +  ¾

к = (3() = -¾.,.
Формулы цикличны

Здесь: (/) —поправка 1-я или вспомогательные приращения Да, Aß, A7; k i  •

2 + кв

коррелата
l-й группы уравнений или вспомогательных систем а , ß, у. Затем: (z —I, 2,..,5)^ (а=*1, 2,,.., 15); (г —1, 3, 5 ,..., 11). Кроме того:

Л )  если (3/-(-3) или (3/4*6) >  15, то нужно взять соответственно ( 3 /—6) и ( 3 /— 9);
^  если индексы ( г + 1) ,. . . ,  (Z +  4), a т ак ж е(г -І)  и ( / -2 )> 5 ,т о  их уменьшают на 5;
3) ур. 2 группы—полюсные—пишутся из геодезич. 4-угольников, имеющих общий полюс А  и общую сторону A E '. А В С Е ;  A C D E ',  A B D E . 
П р о ц есс  у р а в н о в е ш и в а н и я :  1) Нахождение поправок I; 2) составление полюсных условий по исправленным углам; 3) преобра

зование коэфициентов уравнений 2 гр.; 4) составление нормальных уравнений, решение их н нахождение поправок II. О к о н ч а т е л ь н ы е
поправки («,) =  ( у ,  +  ( у 2, причем [( (+ ]  =  [( y j j  +  [( (+ J =mm.

P fif Умы реду- 
; зщ ф тввы е

Попр.
I

Углы
исправленные

Попр.
U

Углы уравно
вешенные

i f ï'- я я а  -
_2«2
-2 .2

30^06^4^ 
14 42 32.9

+0*2
-1 .0

30"06'54"7 
14 42 31.9

Si 4І 49 3 t.8 -4 .4 44 49 27.4 -0 .8 44 49 26.6

6
12

19 14 34.9 
36 34 52.1

- 1 .5
+1.9

19 14 33.4 
25 34 54.0

— 1.8 
+  1.0

19 14 31.6 
25 34 55.0

O2 44 49 27.0 +0.4 44 49 27.4 -0 .8 ' 44 49 26.6

4
5

57 55 16.0 
28 25 39.0

- 1 .5
- 1 .5

57-¾¾ 14.5 
28 25 37.5

+0.3
-0 .1

57 55 14.8 
28 25 37.4

O3 86 20 55.0 - 3 .0 86 20 52.0 + 0 .2 86 20 52.2

9
15

50 30 42.2 
35 50 12.7

- 0 .6
-2 .3

50 30 41.6 - 
35 50 10.4

0.0
+0.2

50 30 41.6 
35 50 10.6

о* 86 20 54.9 -2 .9 86 20 52.0 +0.2 86 20 52.2

7
8

19 19 54.1 
55 04 41.7

-0 .6
-0 .6

19 19 53.5 
55 04 41.1

+ 1 .9
- 0 .3

19 19 55.4 
55 04 40.8

SÎ- 74 24 35.8 - 1 2 74 24 34.6 +  1.6 74 24 36.2

12
3

25 34 52.1. 
48 49 42.2

f l . 9 
-1 .6

25 34 54.0 
48 49 40.6

+  1.0 
+0.6

25 34 55.0 
43 49 41.2

Ofi 74 24 34.3 -)-0.3 74 24 34.6 + 1.6 74 24 36.2

Углы
исправлен. Iglg 8ІП ^ diff Углы ис

правлен. Iglg sin / diff

8
1+15

5

9.9137783,
9.9605658,
9.6776433«

14.7
9.4

38.9

9
5 + 6  +  7 

1

3.8874782, 
9.9640300, 
9 7004781,

IV.3 
8.9 

36.3

E Ig sin А  
SIgslnB

9.5519875,
9.5519864,

Ig sin В 9.5519864,

о/7 =  +  11.0

№
+  —

Углы
редуцированные

Попр.
1

Углы
исправленные

Попр.
Il

Углы уравно - 
вешенные

10
И

39°4Г00"5 
15 23 37.6

+2" 8 
+2.9

39°4Г03*3 
15 23 40.5

+1-1
-2 .7

39°4Г04"4 
15 23 37.8

U7 55 04 38.1 +5.7 55 04 43.8 -1 .6 55 04 42.2

15
6

35 50 12.7 
19 14 34.9

-2 .3
- 1 .5

35 50 10.4 
19 14 33.4

+0.2
-1 .8

35 50 10.6 
19 14 31.6

»8 55 04 47.6 -3 .8 55 04 43.8 -1 .6 55 04 42.2

13
14

16 52 11.5 
82 28 08.3

+  1.2
+1.2

16 52 12.7 
82 28 09.5

+  1.0 
—0.4

16 52 13.7 
82 28 09.1

3D 99 20 19.8 +2.4 99 20 22.2 +0.6 48 49 41.2

3
9

48 49 42.2 
50 30 42.2

-1 .6
- 0 .6

48 49 40.6 
50 31 41.6

+0.6
0.0

48 49 41.2 
50 30 41.6

3JO 99 20 24.4 -2 .2 99 20 22.2 +0.6 99 20 22.8

3
6
9

12
15

48 49 42.2 
19 14 34.9 
50 30 42.2 
25 34 52.1 
35 50 12.7

-1 .6  
-1 .5  
—0.6 
+  1.9 
-2 .3

48 49 40.6 
19 14 33.4 
50 30 41.6 
25 34 54.0 
35 50 10.4

+0.6
-1 .8

0.0
+1.0
+0.2

48 49 41.2 
19 14 31.6 
50 30 41.6 
25 34 55.0 
35 50 10.6

3H 180 00 04.1 -4 .1 180 00 00.0 0 180 00 00.0

W 1 =  о, — а. =  +4."8 W t  —  X3-X ) =  +  0."1 W3 =  3S - 3O =  +

W t - — Z8 -  — 9".5 Wg =  X9 — X10 =  — 4."6
11

aytf=  V o-M O 0==-М''6 
ішЛ/•=»1

Углы
исправлен. Ig Ig sin ^  А diff Углы

исправлен. Iglg sin A ^ dl»

11 +  12 
1+14+15 

9

9.8167357.
9.7190644,
9.8874782,

24.3 
—34.2

17.3

13
9+10
1+15

2.4627040. 
9.9999974, 
9.9605658,

69.4
—0.1

9.4

S Ig »In А  
S Ig sin В

9.4232788;
9.4232673,

Slgsin В 9.4232673,

и/«= +  115.6



Углы
исправлен. Ig ig sin L  1 , diff Углы

исправлен. Iglg Sin £ £ j diff

12
1 +  14+15 

5
9.63527980 
9.7190648-, 
9.6776433 g

44.0
-34.2
38.9

13
5+6

1

9.4б270404 
9.868806О3 
9.7001781g

69.4
19.2
36.3

£ ig sin А  
X Ig sin В

9.0319880-
9.0319881g

2 Ig sin В 9.0319881«)

W 0 ZT —1.6

ГА  A l [ А В \ [ A C ] I A S l

+19.05 +  1.41 +16.06 +36. S2

[В В ] [В С ] IB S ]

+  29.05 +  30.58 +61.04

A1 A2 A3

-0.937 —1.599 +1.184

I  L
O! Дз А P др В Y Ду С 5 Попр.

II

1
2

—2.69 +0.53
+0.53

-2 .16
+0.53

-4 .36 +3.26
+3.26

-1 .10
+3.26

—7.05 +  3.98
+3.98

—3.07
+3.98

—6.33
+7.77

+0М 5
-1.01

5I -2.69 +-I -Гб -1 .63 —4.36 +6.52 +2.16 -7 .05 +7.96 +0.91 +1.44 -0.86

4
5 +3.00

—0.90 
—0.89

-0.90
+2.11

- —0.18
-0 .19

-0.18
-0.19 +1.97

-0 .63
-0.63

-0 .63
+1.34

-1.71
+3.26

I '
! +0.38 
I -0 .09

«3 +3.00 -1 .79 +1.21 0 -0 .37 . -0.37 +1.97 —1 26 +0.71 +1.55
I
j +0.29

7
8

-0.89 
+  1.47

- 0 .  
—0.

18
17

-1.07
+1.30

— -0.04
—0.04

—0.04
—0.04

- +0.69
+0.69

+0.69
+0.69

-0,42
+1.95

+1.88
-0.34

+0.58 -0 .35 +0.23 0 -0 .08 -0 .08 0 +  1.38 +1.38 +  1.53 +  1.54

10
11

+0.18
+0.19

+0.18
+0.19

+0.01
+2.43

—1.23
-1 .22

-1 .22
+1.21

- —0.54
—0.53

—0.54
-0.53

—1.58
+0.87

+  1.14 
-2.74

Z- O +0.37 +0.37 +2.44 -2 .45 -0.01 0 -1.07 -1,07 -0.71 -1 .60

13
14

- —0.09
-0 .09

—0.09
-0 .0 9

—6.94
—3.42

+4.33
+4.33

-2.61
+0.91

—6.94
—3.42

+4.22
+4.21

-2.72
+0.79

—5.42
+1.61

+1.04
-0.43

*9 O - 0 . 18 -0.18 -10.36 +8 6 6 -1 .70 -10.36 +8.43 - І .9 І —3.81 +0.61

.3
6
9

12
15

-0 .89
—1.73

+0.94

+0.42 
-0,55 
+  1.13 
—0.19 
+0.87

+0.42 
—1.44 
-0.60 
-0.19 
+  1.81

+  1.74 
+2.43 
-4.36

— 1.79 
+0.45 
-1.65 
-0.72 
+3.90

-1.79
+0.45
+0.09
+1.71
-0 .46

-1 .92
+4.40
-3.42

—1.62
-0.17
—0.31
-1.41
+4.44

- -1.62 
—2.09 
—0.31 
+3.00 
+  1.02

—2.99 
—3.08 
-0.82 
+4.52 
—(-2.37

+0.56 
— 1.84 
+0.05 
-1-0.99 
+0.24

5U —1.68 +  1.68 0 -0 .19 -1-0.19 0 —0.94 +0.94 0 0 0

6
12

-0.89 —0.55
—0.19

-1.44
-0.19 +2.43

+0.45
—0.72

+0.45
+1.71

-1.92
+4.40

-0.17
—1.40

-2.09
+3.00

A1

S2 -0.89 —0. 74 -1.63 +2.43 —0.27 +2.16 +2.48 -1.57 +0.91 N1 +19.05

9
15

—1.73
+0.94

+1.13
+0.87

-0.60
4-1.81

+1.74 
-4 .36  •

-1 .65
+3.90

+0.09
—0.46 -3 .42

-0.31
+4.44

—0.31
+1.02 N2V

-0 .79 +2.00 +1.21 -2.62 +  1.25 -0 .37 -3 .42 + 4.13 +0.71

f
к12

3
- -0 .19

+0.42
—0.19
+0.42

+2.43 —0.72
—1.79

+1.71
—1.79

+4.40 - 1 .  
—1.

40
62

+3.00
—1.62

Sn O +0-23 +0.23 +2.43 -2.51 -0 .08 +4.40 —3.02 +1.38
А. -0.937

15
6

+0.94
—0.89

+0.87
-0 .55

+  1.81 
-1 .44

-4 .36 +3.90
+0.45

-0 .46
+0.45

—3.42
-1 .92

+4.44
-0.17

+1.02
-2 .09

' t +0.05 +0.32 +0.37 —4.36 +4.35 -0.01 -5.34 +4.27 -1.07

3
9 -1.73

+0.42 
+  1.13

+0.42
-0 .60 +1.74

-1 .79
—1.65

-1 .79
—0.09 Z -1.62

-0.31
—1.62 
—0.31

3IO —1.73 +  1. 55 -0 .18 +1.74 —3.44 -1.70 '0 -1.93 -1 .93

Wj (U, W3 W4 • -в W6

. —1.80 +3.79 +0.58 -0 .05 +1.73 -0,79

fi -6.79 +2.62 -2.43 +6.80 —12.10J -12.47

Y -9.53 +5.39 -4 .40 +5.34 -10.36 16.38

[С С \ [C S]

+54.13 +100.78

+  1.41 
-0.074

+-29.05
+28.95

-1.599

А;; W j Л

+  16.06 
—0.843

+  1.10 
-0.058

+37.62
-1.975

+30.58
+29.39
—1.0Д5

+11 56 
—11.48 
—0.397

+72.60
+69.82
-2.412

+54.13
+10.76

-0 .16
—12.73
+1.184

+  100.61
—1.97
+0.183

+  1.184

Контроль

(—1.975)

(+69.82)
(—2.412)

(—1.97)

(-0.16)



В общем же виде предыдущие формулы для коррелаг и первичных; 
поправок изобразятся так (ввиду их цикличности):

ГЗcJ
QJ
C L
C LО

kl

kr. --  —

19 Wi — Wi+1 +  5 Wi+% +  5 Wî+z - - Wi+ 
 66...................................

15

(3).

(3 i —- 2) =  (3 i — I) =  ki +  %
(3 І) =    ki --I  +  - 2 +  +

Во всех этих формулах (I) — ( 4 ) : /=  1,2, . . . ,  5;s =  1,2,. .,15; г =  1Д5, . .  •
. . . ,  11. Кроме того: 1) если в (1) поправки (З /ч -З ) или (3 / +  6 )+ 1 5 , то 
нужно взять соответственно ( 3 / —6) и (3 / — 9): 2) если в (3) индексы при Wi 
/ + 1 :, / +  2 , . . . /  +  4, а также в (4) индексы при А: /— 1 и / ч ~ 2 оказывают
ся больше 5, то их уменьшают на 5; 3) если в (4) индекс при і обращает
ся в 0, то его увеличивают на целый период, т. е. на 5. Указанные пра
вила вытекают из циклического характера формул (1), (3) и (4), имеющих 
циклы 5 и 15.

Получив общие формулы для коррелат и первичных поправок, мы мо
жем считать нашу задачу законченной, так как все дальнейшие вычисле
ния: составление полюсных уравнений, преобразование коэфициентов этих 
уравнений и нахождение вторичных поправок, — достаточно общеизвестны 
и изложены в общей теории двухгруппового уравнивания. Заметим толь
ко, что эти преобразования производятся по формулам (3 \ (4), причем щ 
получаются по формулам (1), (2), так как коэфициенты в уравнениях 1 
группы равны +  1.

Ниже приводится формуляр уравнительных вычислений геодезического 
пятиугольника.


