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1

В учебниках по курсу сопротивления материалов вопрос о расчете 
гибких нитей ограничивают рассмотрением деформации и натяжения нити 
под  действием равномерно-распределенной нагрузки (собственный вес). 
Большой интерес представляет расчет гибкой нити под действием с о ­
средоточенной силы, приложенной в каком-либо сечении по длине нити.

Представим себе гибкую нить конечной длины, закрепленную непод­
вижно в точках а и в таким образом, что нить располагается горизон­
тально. Естественно, при этом возникает начальное натяжение нити, ко­
торое мы обозначим через H0. Полагаем, что д о  приложения усилия H0 
нить имела длину L0 и соответственно I0.

Если теперь в сечении d нити приложить некоторое усилие, не выво­
дящее материал нити за пределы упругости, то нить располагается по 
треугольнику асе (фиг. 1.)

Обозначая увеличение длины гибкой нити через Al, получим

О

S

L

Ф и г .  1

Al =  ас -R св— ав.

Проводя отрезок cd±_ae и учтя, что ав=. ad-R-de, 
имеем

=  ас\ 1 — cos® 1 — cos ß

Обозначим отрезок cd =  h, тогда

— h — hhа с= -------- ; вс = --------- .
sin a sin Вsin ß

117



Таким образом
â / = A  J _ - c o s b + A  l - c o s ß

sin a sin ß

Простыми тригонометрическими преобразованиями можно показать, что

1 — cos a , a  I — cos ß , ß
------------- -  =  tg .

sin ß 2
tg

sin a 2

Следовательно, удлинение гибкой нити выразится в виде

Al — h tg —  +  h tg — .
2 2

Общ ее удлинение А/ можно разбить на две составляющие:

=  h• tg f  и M2 =  h. tg f

Al =  M1 +  M2 

2.

(I)

(2)

Покажем, что при изменении силы, приложенной к гибкой нити, а сле- 
дойательно, значения h точки с / ,  C2, с (фиг. 2) располагаются на гипер­
болах Tj и Г2.

В самом деле, проводя из точки С (фиг. 2) прямую |) ав, а из точек 
а и в  радиусами ас и вс дуги CC1 и CC2, получим:

Ctc1 =  OC — ad =  A Ii
de< ce — de =  AL

І

Очевидно, отрезок C2' CC1' =  Al, т. е. сумме значений

AI1 -j- Д/2.

Применяя этот метод для различных значений сил и высоты А, легка  
показать, что геометрическое место точек, вроде C1', CJ и т. д., пред­
ставляется гиперболой.

Обозначая
C 1C =  cd через у,



ad через U из треугольника acd имеем: ас2 =  ad2 +  cd- или х2= у 2 +  12> 
откуда

X2 V2-------------- W r= I  ( 3 >
I2 F У '

Мы получили уравнение равносторонней гиперболы с вершиной в точке 
d и началом координат в точке а. Аналогично точка CJ лежит на гипер­
боле с уравнением

JC2 V2— ± ------------------------- У --------=  1 .  ( 4 )
( L - I ) 2 ( L - I ) 2 7

Исследуем влияние высоты h на удлинение гибкой нити. Для этого
вместо гипербол с достаточной степенью точности можно взять параболы.

/т. . а , ß
Для этого в равенстве (I), вместо tg —  Htg-^-, нужно принять половин-

2 2,
ные значения функций целых углов. Пока углы а и р  лежат в пределах

а 1
малых значений, разница между tg —  и —  tg а не превышает (1 -ь- 1,о)°/0.

2 2
Произведя эту замену, мы получим

Si =  у  ^tg ß -f- tg a nJ ,

* h L q hно tg а =  —  и tg ß =
I  L - T

тогда
h I h h \ h.2 L

" = у ( т  +  D  = -  ^  ■ (5>
аб

параболу вида:

2 ‘ I ( L - I )  '

Считая SI абсциссой, a h ординатой кривой A l= / (h), мы получим

у 2 =  2рх.
Равенство (5) в этом случае представится в виде

L
A2 =  21.

L
причем параметр

. Al, (6)

I ( L - I )

Выясним влияние длин I и (L — I) на удлинение гибкой нити. Поставим 
условие: точка d приложения силы —  переменная; высота h и длина нити 
L —  постоянные величины _

АІ =  ас+Ьс  —  ab.
Ясно, что геометрическое место всех точек С, которые дают разные 

значения удлинений, есть эллипс с фокусами в точках а  и в. Рассмот­
рим фиг. 3.

\ \ 9



Основное свойство эллипса: „сумма расстояний всякой точки эллипса 
от фокусов есть величина постоянная“. Из фиг. 3 следует:

ас/ +  с/Ь =  ас/ - f  с/b  =  ас -R cb.
Это же равенство говорит, что удлинение Al =  const, так как мы всегда 

его можем найти, вычитая одну и ту же величину ab из каждой суммы.

e j  а  с /

Фиг. 3

Если считать Al =  const и так как Al =  ас - R c b  — L, то

ас -R cb =  Al +  L =  const.

Отметим средину длины a b  (фиг. 4) точкой т. В этом случае, так как 
ар Ar p b  =  L Ar  Al, но ар =  p b ,  следует

ар LA-Al
2

тр I
■ L

2

(7)

(8>

n л— — L +  AlЛегко показать, что отрезок Am — а р =  !------ . В самом деле дд:
2

точек С, р, А  на основании свойства эллипса имеем

ас-R be =  ар-Rpb =  Aa-R Ab.
Для средней точки эллипса

Aa +  Ab =  2 ар =  L +  Al =  2 am +  Al.
Из фиг. 4 следует

Ab — Aa =  2 am.
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Решая совместно два этих равенства, получаем
Al

Следовательно,

A m  =  A a  Ч- a m

Aa =

Y L
2

L L +  Al
2 2

Итак, для нашего эллипса полуосями являются
L +  Al

r - = W
2 ALL +  AL.

Уравнение эллипса будет:
л:2 У

L +  Al \2 2 A lL -+  Al2J
(9)

На основании уравнения (5)

Al IT L

2 l(L — I)
Если h и L постоянны, то Al зависит только от I и L — I. Назовем

I (L — /) =  iq и, диференцируя, получим:
L  I о/=  L — 21 или, рассматривая как производную,
dl

dri г= dl (L — I) f- Id (L — l) =  dl(L — I) — ldi.

Для L =  2 1 или I =  L  ; —Si
2 dl

O; V L  =  _  2.
dL

e

Значит вопрос идет о минимуме. В этом случае
м _ к2 21 _  h2 __ 2h2

тіп~ У '  1(21-1)  ~  ■ I ~~ L

Для всех других положений, когда I/q -L t значения Al будут возра
2

стать. На фиг. 5 показан график возрастания Al от L
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Выясним влияние закрепленной длины гибкой нити на удлинение. Для  
этого полагаем, что высота h не меняется, а меняется только длина гибкой 
нити L, т. е. соответственно этому возрастает или убывает приложенное 
усилие и Al.

Если при этом сохраняется расстояние /, то тогда Al зависит только 

о т  , которое всегда > 1  и тем ближе к единице, чем больше выбран-
Zv —  I

яая величина L.

Назовем
L - I

У ,  тогда
L —  I

=  1

Г T 1 л 1С увеличением L величина — уменьшается, а 1 — — увеличивается и у

уменьшается, и обратно, когда 1
I I

—  уменьшается с увеличением — 
L L

{уменьшается L), то у  увеличивается.
Если теперь величина I изменяется с изменением L, но так, что каждый 

раз ее отношение к длине L остается постоянным, то Al независимо от

---------------- причем / = —  для A =  Const и
l { L - l )  h

v
L h If

‘ - t )  1 O - T
h— I

Ф и г .  6

Мы видим, что также в этом случае с увеличением длины гибкой 
нити удлинение уменьшается. Можно сделать вывод, что если длина гибкой

нити L увеличивается или умень­
шается, то при постоянном значе­
нии /  или при пропорциональном 

  изменении /  и L удлинение умень­
шается или увеличивается.

На основании формулы (5) мож­
но сделать заключение, что при 
постоянном h удлинение растет, 

рсли точка приложения силы отодвигается к точкам закрепления гибкой 
нити, т. е.

Al1 >  Alcped 
Al2 >  Alcped

где Alcped —  удлинение для случая, когда сила приложена по средине длины 
гибкой нити, отсюда

Alсред. 2 L ( L - I 1)
AL

~2 I1( L - I 1)

h (L -  к)  
I ( L - I )

Если мы при одинаковой длине I будем  передвигать точку закрепления 
в в направлении ab вправо или влево, то изменяется величина L (фиг. 6).
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Переместим точку в на величину s.

Al I1 (L -  Z1)
Для L =  L + s,

Уі

M1
L(L + s — /,)
l(L +  s — Z)

I ( L - I )
h (L — Zi ) +  5
T  ( L - I )  + s

будет заменено

UВыражения для у  H jz1 содерж ат одинаковое величины (при сраене-
Z

нии их можно отбросить) и разные
L — I1 L — I1 ~j— s *_ и —  1 I которые и  надо
L - I  L - I  + s 

сравнивать.
Если s f  0, т. е. точка в отнесена вправо и L увеличивается, то отноше­

ние будет  увеличиваться и, наоборот, при т. <+ 0 —уменьшаться.

6

Исследуем влияние поднятия или опускания одной из точек закрепле­
ния гибкой нити на удлинение ее.

Если одну из точек закрепления гибкой нити, например Ь, поднять или 
опустить, то перпендикулярности линий ab и cd уж е  не будет.

Для того чтобы сделать в этом случае какие-либо выводы, придется 
рассмотреть некоторые свойства гиперболы.

Пусть в прямоугольной системе осей  координат построена гипербола

X 2

а2
У
Ь2

(10)

А и В—-фокусы двух ветвей гиперболы; s и S 1— вершины их.

Известно, что Ss1=  2а, где а =  os;
AB =  21;



И звестно также свойство гиперболы, а именно:

2а =  Ag — Bq.
Возьмем где-либо на ординате точки q новую точку р. Величина орди­

наты этой точки Ti, а абсцисса £ =  х. Через точку р проводим новую  
гиперболу II, фокусы которой совпадают с фокусами А и В гиперболы 1. 

Уравнение гиперболы II будет:

где ах и Ьх — большая и меньшая полуоси гиперболы, і и -q — текущие 
координаты ее.

Сравнивая обе гиперболы, получим

Сравнивая правые части выражений 11 и 12, можем сделать заключение

Отсюда можно сделать вообщ е следующее заключение: если имеем 
две закрепленные точки А и В в плоскости и возьмем в этой ж е плоско­
сти третью точку q, которую соединяем лучами с А и В, то при пер е­
мещении её в направлении _1_ AB, разность A p - B q  будет тем меньше, 
чем больше расстояние q от прямой AB; разность эта будет максимум, 
когда q лежит на AB, и будет равна нулю, когда q бесконечно удалена 
от AB7 ибо при этом будет Aq II Bq.

Рассмотрим вопрос об определении натяжения гибкой нити при при­
ложении к ней некоторой сосредоточенной нагрузки. Для этого необходимо  
напомнить, что до приложения нагрузки нить, находясь в горизонтальном 
положении ав, была уж е напряжена за счет натяжения концов, а при 
приложении новой силы получается дополнительное натяжение нити,

и

а с  +  Ьс  =  а 2 - f -  Ь2 =  / 2, так же S =  х
Tj2 X1 TJ2 X2 T)2

a j  bj  a j  be a j  I2 — a j

аналогично из равенства (10) получим

(H )

(12)

ад>ах y<frr( и обратно, когда

4^Уі ,  то a , g a ,

Если 0 1 ¾  а, то так же и 2 0 ! ¾  2 а, но

2йі = A p -  Bp,
2а =  Aq — Bq. 

Значит при i, ' ■ у  будет: Ap — BpC+Aq — Bq (13)

7
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Пусть до  приложения нагрузки натяжение нити было H0, пусть д о ­
полнительные натяжения концов нити P 1 и P 2, тогда общее натяжение  
будет:

S1 = P 1+ H 0; Si =  P2+ H 0

=  At g y К1 . Kt — и* ? h'—  A Io — h tßf —  ------------
2Г  ё  2 2( L - I )

ê

Ф и г .  8

Рассматривая задачу в области упругих деформаций, имеем

EFSi — H0 -f- P  !
/о

Al0бщ

где I0- длина нити до приложения нагрузки H0; Alo64 —общее удлинение  
под действием силы S1.

П од влиянием только одной силы H0 абсолютное удлинение нити будет:

L - L 0

поэтому

Aloбщ
L - L 0

• /о +  Al1 —
L — L0 . j

го TL 21
Тогда, соответственно

S1 = EF
I

L - L \ EF hr_ 
L  '  21

0  \  !  - О

С некоторым приближением можно считать, что

A A i EF—  =  —  =  tg а; тогда P 1 = -------
I0 I 2

hL
I-

и аналогично P 2 —
EF A-

Отсюда получим
2 ( L - I j 1 

P1 ;P2 =  (L—l)*:P

(14>

Дополнительные натяжения в нити прямо пропорциональны квадрату 
величины и обратно пропорциональны квадрату соответствующих длин 
нити.
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Д о приложения нагрузки натяжение в частях гибкой нити было оди ­
наково, поэтому отношение натяжений будет:

5 1  =  Н0 =  1
52 H0

После приложения нагрузки
EFh2H0 +

5 1 H 0 +  Pi  _  2 /2
~  ri i n ,r i EFh252 Ho +  P2 H0 +

2 (L-I)2
Чем больше величина 1г, тем большее значение имеют Pi и P 2 и тем ближе§ i j __ iÿ
отношение —  подходит к величине  ----------- .

f

8

Для изгиба гибкой нити, закрепленной между точками'*+ и в, необ­
ходимо выполнить механическую работу. Рассмотрим тот случай, когда 
точки нити а й в  закреплены и нить находится под натяжением H0

EF EF h2Si =  -HtU ( L - L )  +
L0 k ' 2 1 ’

EF EF k2
S 2 =  -UL-(L-L0) +

L0 L0- I 0 2 (L — l)
іг. 8 вертикальная сила Vi равная сумме проекций натяжений

Si ’л S2 на направление cd будет

IZ1 = S i  sin a +  +  .sin ß. (15)

Заменяя синусы углов тангенсами, имеем:

Ki =  S i tg  oc +  S 2tgß (16)
или

Vt = S i Q s l - E -
ж  I L  —  I 

Подставляя сюда значения Si и S 2, получаем

ѵ - і и  I EF h2\ № Î ( и  I EF h2
M " * + — ■ O  T  +  + + — T Q W l l Q lИЛИ

(y  + D  +  + ( y  + Ä )
или наконец

V1 =  H0 -----—  .h +  -UL-. At--- t U r Y .  h* (17)
I ( L - I )  ^  2 /3 (1  —  /)*

При увеличении величины подъема нити на dh мы получим прираще­
ние работы

собственно говоря, надо было бы написать

Si d (ас) +  S 2 d (be),

V i d h  =  S i d A l l U S t d A l 2, (18)
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Ho d (ас) =  d ( I +  A I1) =  d Ah
d (be) =  d(L  — I-R A I2) =  d A I2 

Деля уравнение (18) на dli, получим

v ,  =  s ,  dY i i  j_ s2 dY  . 
dfi dh

Из формулы 5 следует:
h2 h2Al, =  — ; A U
2 1 ' 2 ( L- I )

следовательно,
d A l\ h d AU h
dh I dh L - I

Таким образом,
Т7 _ С  ̂ I О k

г  v -Тт
Введем обозначение в формуле (1 7 )

HoL EF ( L - V f +  F
'  - — A i . --------------------------------------•  ------------------------------------------------------  — Д 9 ,

I ( L - I )  2 Is (L — If
тогда

Vi =  Kih-RK2LK
Величина работы

h  h  h

А , =  j  Vi dh=  J  Ki hdh +  J K 2Ki dh,
О О О

Ai =  fY h 2-Rî h K  (1 9 )
2 4

Окончательно
A 1 =  H0    A2 + L L  L  -  1У + - /3. . /,4 (20)

21 ( L - I )  ^  8 Z3 (L — If
Когда в значениях Si и S2 величины Pi и P2 преобладают над Ha, как 

это обычно бывает, то равнодействующая имеет направление, указанное  
на фиг. 8. Если ж е оба частичные натяжения равновелики и равны S0, то 
равнодействующая наклоняется в другую сторону.

При этом предположении очевидно P1 =  P2 =  P и

EFS0—H0 +  P =  —j — ( L - L 0 +  Alo)
L0

или
FF FF K1IS0 =  -  -  ( L ^ L 0)-R - L J -----  (21 )
L К L0 2 1(L- I )

Принимая во втором члене э т о г о  равенства L0 =  L, получим:

FF EF K2 EF K2£Г  (L -L 0)-R -tJ -  . — 1—  = H 0+  J J  "-----  (22)
La 21 ( L - I )  2 I ( L - I )

В этом случае
V2dh —  S0 (d Ah + d AI2) =  S0d AI



Соответственно уравнение (21) при

L dAl
4 / = '

2 I ( L - I ) ’ dh I ( L - I )
h

Ѵ* Н(> l(L — I) 
Работа в этом случае будет:

h  h

. h + EF
P (L — If

hl

A^ j n M = j H t + _ . hdh+j EF
P (L — If

h3dh

(23)

или

No 2 l ( L - l )
h2 + EF

8 P (L —  Vf
. hi (24)

Сравнивая 17 и 23, 20 и 24, мы видим, что силы будут функциями 
1-й и 3-й степени высоты h, а величины работы зависят от 2-й и 4-й сте­
пени той ж е высоты.

Ранее нами были введены обозначения:

H0L

K2 =  

K3 =

Ki = I ( L - I )
EF ( L - I f +  I
2 P ( L - I )  з

EF L
2 P ( L - I f

Исследуем влияние величины I при неизменной длине L на коэфициенты 
Ki; K i  K3.

Для коэфициента/G д р о б ь ------------ будет тем меньше, чем меньше I,
I (L I)

поэтому Ki будет  тем больше, чем меньше I, но это будет  только до

тех пор, пока / < ! —  максимум при Z = — .
2 2 

Для коэфициента Kt

K2_  EF (L -  If  +  Z3 _  EF 
2 ' Z3( L - Z ) 3 ~  2

Беря первую производную по Z, получим

1

dK2
dl

EF Г 3Z2 . — 3(L  —  /)2.( —  1)
И Z6 ‘ ( L - I f  

при Z- < L — Z будет P<C(L — If  и

1

P ( L - I f  

1EF
P + ( L - I f

/* (L— ly
И Л И

(L - i y
-—</0,  достигая 
Z4

при I =  - -  значения, равного нулю. 
2'
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Отсюда заключаем, что величина K2 с увеличением I уменьшается, до-  
/ Lстигая при * =  —  минимума,

ибо
dK2 2 d-K,  ̂ T l  , 1< 0 ;  а - '- =  6 ^ 7 4 -  +
dl dl- [ / 5 ' (Z. —If

> 0

Для коэфициента K3 величина его меняется так ж е, как и для случая 
/Cl, ибо он зависит от l ( L —  /).

Выясним натяжение гибкой нити при наличии прогиба в ней равного 
величине А. Для этого рассмотрим, например,

EF EF A2S1 =  ^ U - ( L - L 0) +  + + , +
Lq Iq ZL

Напряжение на единицу площади поперечного сечения гибкой нити

Si „ L - L 0 „ А2czl =  -~ = E  . - — UL= E
F L0 2ll0

Отбрасывая первоначальное напряжение в гибкой нити, мы получим

E A2 EOzl =  -— —  tS iat (если положить I0 =  I)
2 /  2

Значит напряжение зависит от угла а. Очевидно, по аналогии

S z ,=  y t g 2ß.

Так как а > |5 ,  то tg а >  tg ß; ozlj>ax2, поэтому при подсчете/напряжения  
целесообразно принимать наибольший угол.

С уменьшением величины It величина ог будет быстро повышаться. г 
Для случая, когда натяжение в обеих частях гибкой нити одинаково, 

очевидно, напряжение будет пропорционально общему удлинению Al  и мы 
имели бы

„Al E A2L E . .  аOz =  E —  = —  . ------------- или Oz =  —  tg a. tg ß.
L L 21 (L-I)  2. S

Заключение
Нами рассмотрен круг вопросов, связанных с теорией гибких нитей. 

Допущ ение горизонтального расположения нити до приложения усилия, 
вызывающего прогиб нити, а также постоянство провисания А, при рас­
смотрении явления в пределах упругих деформаций, дают результаты 
близкие к действительным, рассчитанным в предположении предваритель­
ного провисания нити. В задаче длина гибкой нити конечна. Это поз­
волило произвести исследование целого ряда частных случаев, интересных 
в практике расчета гибких нитей.


