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Abstract. In the present study, we perform a theoretical analysis and calculation of the effective Hamiltonian of 

a polyatomic molecule based on the perturbation theory of quantum mechanics and find the relationships 

between Hamiltonian’s constants and spectral constants, using asymmetric wavelength as an example. 

 

Введение. Современная теоретическая колебательно-вращательная спектроскопия молекул 

является важным источником информации о квантово-механических свойствах объектов микромира. 

Целью работы является разработка на основе операторной теории возмущений соотношений, 

позволяющих связать спектроскопические параметры молекулы типа асимметричного волчка с 

соответствующими параметрами внутримолекулярной потенциальной функции.  

Мы можем быстро получить гамильтониан молекулы в декартовой системе координат с помощью 

приближения Борна-Оппенгеймера, в то время как для лучшего описания состояния молекулы нам 

необходимо перевести гамильтониан в декартовой системе координат во внутренние координаты 

молекулы в следующий вид: 
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, α= x ,y ,z = три трансляционные координаты, описывающие движение центра масс молекулы; 

, ,    – углы Эйлера и K


 ( , ,   ) – элементы ортогональной матрицы направляющих косинусов, 

определяющей ориентацию осей МСК (Местная Система Координат) относительно ЛСК (Локальная 

Система Координат); 
0

N
r


– равновесные координаты ядер в МСК; 

N
l


– элементы матрицы форм 

колебаний; Q – колебательные координаты. 

Можно показать после ряда преобразований, что в результате гамильтониан молекулы принимает вид [1]. 
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  где первое слагаемое в (1) описывает кинетическую энергию гармонического движении, второе 

слагаемое в (1) является энергией вращательного движения и третье слагаемое в (1) описывает 

внутримолекулярный потенциал. 

Решить уравнение Шредингера с гамильтонианом молекулы в виде (1) оказывается невозможно. 

Поэтому, чтобы решить уравнение Шредингера, молекулярной спектроскопии вводится так называемый 

«эффективный» оператор с помощью унитарного преобразования [2], оператора (1). 

𝐻𝑒𝑓𝑓=𝑈+𝐻𝑈,                                                                 (2) 

Для определения оператора (2) и соответствующего унитарного оператора  𝑈  мы используем 

операторную теорию возмущений. Предположим, что оператор Гамильтона квантовой системы можно 

разбить на два слагаемы.  

𝐻 = 𝐻0 + ℎ=𝐻0 + 𝜆𝐻1 + 𝜆2𝐻2 + ⋯ ,                                                 (3) 

где  – малый параметр и 𝐻0 есть оператор нулевого приближения, для которого задача на собственные 

значения решена: 

𝐻0|𝑛 >=𝐸𝑛
0|𝑛 > ,                                                                 (4) 

Тогда, используя преобразование (2) в виде: 

𝐻𝑒𝑓𝑓 = 𝑒𝑥𝑝(−𝑖 ∑ 𝑔𝑛
∞
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∞
𝑛=1 ),                                         (5) 

можно показать, что эффективный оператор (5) можно представить в виде рекуррентной формулы: 
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где введено обозначение: 
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Операторы
n

ig x  должны выполнять условия: 
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В этом случае получаем: 
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Входящее в формулы (5)-(6) операторы имеют вид: 

ℎ = 
1

2
∑ 𝜇𝛼𝛽𝛼𝛽 (𝑄)(𝐽𝛼 − 𝐺𝛼)(𝐽𝛽 − 𝐺𝛽) + 𝑉потенциал,                                 (11) 

операторы J – это компоненты оператора полного углового момента, заданные относительно осей 

молекулярной координатной системы; операторы G - это компоненты колебательного момента, 

которые определяются соотношения 

 𝐺𝛼 = ∑ 𝜉𝑖𝑗
𝛼

𝑖𝑗 𝑄𝑖Р𝑗  ,                                                                             (12) 

где 
ij
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ji

 – это постоянные Кориолиса, определяемые следующем образом: 
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величины  (Q) являются элементами матрицы обратных моментов инерции, зависящими от 

колебательных координат Qi 
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;                                                                    (13) 
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Тензор обратных моментов инерции  (Q) определяется соотношениями (10)-(14), он учитывает 

не жёсткость молекулы, ее искажение центробежными силами.  

Величины  (Q) можно разложить в ряд Тейлора около равновесного положения: 

𝜇𝛼𝛽(Q)= 𝜇𝛼𝛽
𝑒 + ∑ 𝜇𝛼𝛽

𝜆
𝛼𝛽𝛾 𝑞𝜆+∑ 𝜇𝛼𝛽

𝜆𝛿
𝛼𝛽𝛾𝛿 𝑞𝜆𝑞𝛿 + ⋯ 

В случае, если все три момента не равны 
( ) ( ) ( )e e e

xx yy zz
    ,то молекула является асимметрическим 

волчком, и уровни энергии могут быть получены численно. 
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