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К ВОПРОСУ ОБ АНАЛИЗЕ КРИВЫХ СВОБОДНЫХ 
ЗАТУХАЮЩИХ КОЛЕБАНИЙ

В. К. НЕЧАЕВ

Как показано ранее1), последовательные амплитуды X  свободных зату­
хающих колебаний линейной механической системы, (с одной степенью сво­
боды), при наличии в ней сил вязкого и сухого трения, определяются выра­
жениями :

Х п+1 =  - е Р Х п J ( I J e X ) . а ,  • ( ! )

X n+2 =  - e - ? X „ +l —  (l J e + . а, (2)

Х„+з =  ■—  Xn+iJ ( I  +  TOi')■n, (3)

Х„лА =  — e~'>Xn+z — (I +  e - j . a, (4)

где

4 m 

Rra = — , 
с

n —номер четной (то есть положительной) амплитуды Xn ; 
k — так называемый коэффициент скоростного демпфирования, входящий 

в выражение
о  I d xR k ^ - k — —

dt
для силы вязкого (жидкостного) трения R* в системе, приведенной к той 
точке системы, колебания которой записаны на анализируемой виброграмме; 
Rr — сила сухого трения в системе, приведенная к этой же точке;
T — период свободных затухающих колебаний;
т и с— соответственно масса и жесткость колеблющейся системы, приведен­

ные к той же точке.
При q четном и удовлетворяющем условию q/>n  средние значения коэф­
фициента k и силы Rc на интервале колебаний от Xn до X q могут быть 
определены из выражений:

k  =, A j l  Jil (  — •+  Q  ), (5)
T V X n̂ - X q+ , '
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R c = c X n XqJtI   X n+]Xq
(Xn   X q ) — (Xn+] — X q+j)

(6)

З д есь  все четные амплитуды считаются положительными (Xnt X rt+ 2 ,..../>0)»  
а все нечетны е— отрицательными. H o применение этих формул возможно  
лишь при наличии на виброграмме точно проведенной средней (нулевой) 
линии, получить которую , однако, в условиях эксперимента не всегда  
удается . Это может привести к сущ ественным погреш ностям в результатах  
определения величин k и Re по формулам (5) и (6).

Ниже показана методика определения искомых величин k и по вибро­
грамме, б ез  использования средней (нулевой) линии, на основании соответ­
ствующ ей обработки результатов измерения на виброграмме последова-

- t

Фиг. 1

тельных „суммарных“ отклонений (или размахов] колеблющ ейся точки в
обе стороны Zn, п+1, ZnJrIy п+ 2    Z4t ч+\ (фиг. 1). З д е с ь  все Z  считаются
уж е положительными, то есть

X n — Л я-м — I X n j -j- j X n-J-II — Z rtt /7-м ,

A rt+!  —  A rt-LO =  — ! A rt-I-I I —  I A rt+  — — Z//+K п + 2

(7)

(H)

И з  в ы р а ж е н и й  (1) и ( 2 )

Х п + 2  — А л-)-і =  e " '(A rt+i — A rt ) — 2 (1  Re~~^).a 

или на основании соотнош ений (7) и (8):

Z n J - I f п +2  =  e~?Znt n + t — 2 ( I  -J- 

Аналогичным образом  из выражений (3) и (4)

A rt+2 -  A rt.j_3 -  е -?  (XnJrI -  A rt+  - 2 ( 1 +  e-ï ) . a 

или, учитывая, что

A rt+ 2  A rt+3 =  Z n  +  2, rt + 3 ] >  O, 

A rt+2 —  A rt+i =  Z rt+j, rt+2 >  O,

Z rt+2, n+z- C ^ Z nJrXi n+2 —  2(\ R e - R .a .
имеем

(9)

(10)
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Подобным же образом получим

Z n + +  п + 4  =  e ~ ? Z n + -2 , / ? + з  — 2 ( 1  +  e ~ ' j . c i (Ч)

Zq-Xi Q — в $Zq—2t q — \  2 ( 1  +  £ Q . Q (12а)

Z,, f f + 1  =  er*Zq-x, , - 2 ( 1 +  e~ î ) .a  ( 1 2 )

И з формул (12) и (9):

Zn +1, п + 2 Ztq, д+\ в ^{Zn> п + \ Zq -I1 q ).
Отсюда

£_ß =  Zn+), Tl + 2 Zg, д+1  ̂I
Zn, п + \ Zq-Ii q

ß =  In ( S «’J!±'^ l .?9zbJL— )  (14)
Zn + ), п + 2 Zqi ¢+1

и искомый коэффициент вязкого трения

4 fi m   4 т ]j| /  Z n, п+\ Zg-Xi ,  . (15)
T T \ Z n.+1. п + 2 — Zqt q+1

Принимая для упрощения записей

/1 = 0
(то есть обозначая через Z nl первый размах колебаний на исследуемом
участке виброграммы), получаем окончательно:

k = A l l  ( ( іб)
7 V Z]2 Zqi (; + 1 /

где q — четное, а все Z — положительны и определяются простым измере­
нием на виброграмме, без использования нулевой линии.

В общем случае формула (16) дает некоторое среднее значение коэф­

фициента k на интервале в —  циклов колебаний. Ho эта формула
2

может быть распространена и на целое число циклов. В самом деле, вы­
читая выражение (12а) из выражения (9), получаем (при qt как и ранее, 
четном):

Zn+Xt п+2 ~  Z q -11 q — 6 '(Zgi п + 1 Zq-2, 1 ).
О тсю да

_ . ч  Zn+1, п + 2 Zq-Ii q
Zn, n + 1 Zq-2, ,  — 1

k =  A ll  in 1 Zn-n+i z g-2, , - I  4
T  V Z n + \  n + 2 Z q - I i  q

или при n — O, окончательно:
4 771 л { Z 0 1 Zq—2, q — 'L - = I n  =  -  )• (17)

I \ Z 12 —  Aq-  \ _ q /

Ф ормула (17) дает среднее значение коэффициента ft на интервале в - це-
Z,
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лых периодов свободны х колебаний. Так, например, при q — 4 (два периода  
колебаний^):

4 т /  Z 01 — Z 23k =   In
T  \  Z n - Z 3f

Аналогичным путем могут быть найдены и средние (на обрабатываемом  
интервале) значения величины силы сухого трения Rr в рассматриваемой  
колеблющ ейся системе. Д ля получения необходимых при этом расчетных 
выражений суммируем соотнош ения (9) и (12):

Zn +i, п+2 +  Zqi ff+j =  e-fZn, п + х +  Z  ff_ b д) — 4 ( 1 +  e~'j а .
Отсюда

4 a (I +  e ~ j  — е~ ? (Z rtt я+1 +  Z ff..... ь £/) — (Zn+\ t rt+ 2 +  Zfff ff +  j)
или

Iа  = --------- £ '‘(Zn, r t+i+ Zff- lt о) (Zn+\, n + 2 +  -Zff- tf + l) 18)
4 ( 1  j T  к - )

H o ,  согласно зависимости (13):

с 7 (Z rtf rt +1 +  Z ff-J f ff) (Z rt-[. Jf rt-|-2 +  Z fff q +1)

=  2 (^л + 1 * + 2 * Z ff- j, Q Z rtf /г -f] ■ Z fff q +j)
Zrtf л-f i Zff-  j, q

и кроме того

I ? =  П+1-І^А+Ь ЯЧ-2 )  (Z ff- - j. g +  Z fff ff + 1)
Z rtf n + I -Zff-J, ff 

Теперь вместо выражения (18) получаем:

Д — t (Z rt5-Ji rt-f-2 . Z ff_j, д Z rtf rt + ] . Z fff g + j)
2 (Z rt, rt-j-j +  Z rt5-Jf rt-f2 ) (Z ff-J, q + Z fff ff-fi)

О тсю да величина силы сухого трения:

PJr £Д ~   ̂ с  ( Z n +  Jf Я + 2 . Z ff- J t д  Z rtf rt . Z ff, ff+ j) (191
2 ( Z rtf rt - f j +  Z rt.hlf n  + 2) — (Z ff- i ,  ff +  Z fff (/+i )

Аналогично, суммируя (9) и (12a), можно получить:

Rc — _L_ с  rt-f2 ■ Z ff- 2, <7—1 Z rtt rt + j . Z fff ff-)-i )
2 (Z rt)rt + j -f Zn+1, rt_f2 ) — (Z ff- 2, -1 + Z ff-Jfff)

(20)

B формулах (19) и (2 0 ), как и ранее, q — четное число. Ф ормула (19) дает  
средню ю  величину приведенной силы сухого трения Rc на интервале

в — периодов (циклов) колебаний, а формула (2 0 )— на интервале в 

целых циклов.
Принимая /7 =  0 вместо выражений (19) и (20), получаем соответственно:

о  — с   ( Z j 2- Z ff . Jtff Z 01. Z fff ff-fi )
.1с

2 (Z 01+  Z 12) —  (Z ff- j, ff+ Z fff ff+1)

R — с (Zj 2 - Z ff --2, ff— j Zp1- Z ff-Jfff)
2 ( Z 01+ Z j 2)— ( Z g  2fff L +  Z ff. i , ff)
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„  с _____(ZyiL20 Z oxZ 2a)
2 ( Z 01 +  Z 12) —  ( Z 23+  Z 84)

Таким образом, формулы (15), (16), (20), (21) дают возможность опре- 
делить средние величины коэффициента k и силы сухого трения Rc на 
любом (начиная с трех) числе полупериодов свободных затухающих коле­
баний рассматриваемой системы. Очевидно, что перед применением этих 
формул к сложной колеблющейся системе необходимо провести соответ­
ствующую расчетную работу по приведению действительной системы к 
простой системе с одной степенью свободы. Вся масса тп этой приведенной 
системы сосредоточена в точке, колебания которой записаны на анализи­
руемой виброграмме; масса m связана с условной пружиной, жесткость 
которой с равна приведенной к той же точке жесткости всех элементов 
действительной системы. Принципиальной основой для такого приведения 
является условие равенства в каждый момент времени потенциальной и 
кинетической энергии действительной системы соответственно потенциаль­
ной и кинетической энергии приведенной системы.

Теперь, например, для интервала в 2 Ty при # ” 4:


