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(Представлено научным семинаром электромеханического факультета)
В [1 ; 2) были подробно рассмотрены „разрывные“ колебания в нели

нейной электромеханической системе, состоящей из генератора с после
довательным возбуждением, и двигателя с независимым возбуждением 
(фиг. 1), включенного на этот генератор. Там было показано, что пред
ставление о „разрывных“ колебаниях в этой системе можно получить в 
результате идеализации этой системы, если пренебречь индуктивностью 
силового контура. Было показано, что механическая характеристика дви
гателя п =  /(I) этой автоколебательной системы в „разрывной“ трактовке 
дает представление о предельном цикле автоколебаний. Там же указано,.
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Фиг. 1.
что учет индуктивности исключает возможность „разрывных“ колебаний,, 
а автоколебания тока и скорости системы на фазовой плоскости характе
ризуются предельными циклами j  — J1(I) и -ĉn-= р (п )  значительно бо-

d t  d t
лее сложной формы.

Рассмотренная в [1 ;2] автоколебательная система фиг. 1 при отсутствии 
нагрузки на валу двигателя (Mcm = 0) описывается нелинейным дифферен
циальным уравнением второго порядка

L U L  Jr  [ + - + ( / ) ]  dI
d t2 dt +
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получаемым в результате совместного решения уравнений
e e - I . R  +  L d[  + е д, 

dt (2>

. .  GD2 dnM =  M j = ------------------ ,

375 dt
(3)

II (4)
е„ =  Cg. n, (5)'S'il-TD (6)

где:
ег,ед,І — э.д.с. генератора, противо э.д.с. и ток двигателя;

M,n,GD- — момент, развиваемый двигателем на валу, его скорость и ма
ховой момент;

L tR  — коэффициент самоиндукции и сопротивление силового контура; 
'см>се — коэффициенты пропорциональности между моментом и током 

' двигателя и между его противо э.д.с. и скоростью при номи
нальном магнитном потоке.

+(I)  — производная э.д.с. генератора по току, определяемая по кри
вой намагничивания генератора.

Трудность изучения автоколебаний этой или подобной системы обус
ловливается рядом причин, из которых укажем на основные.

1. He представляется возможным выразить нелинейную зависимость 
ег = f (I) аналитически тем более, что такая зависимость должна аппрокси
мировать гистерезисную петлю генератора, по которой происходит его 
перемагничивание в процессе автоколебаний.

2. Коэффициент самоиндукции L  зависит от тока, что вносит в си
стему дополнительную нелинейность и усложняет ее анализ.

3. В ряде случаев магнитный поток двигателя не остается постоян
ным и равным номинальному, а изменяется с изменением тока двигателя 
(например, при наличии у двигателя последовательной обмотки возбуж
дения, при сдвинутых с нейтрали щетках двигателя). Поэтому коэф
фициенты см и се в (1) становятся переменными и зависимыми от тока, 
что вносит в систему еще одну дополнительную нелинейность.

Задача изучения автоколебаний значительно упрощается, если в пер
вом приближении положить L =  Consi и Ф  = const и применить кусочно
линейную аппроксимацию к кривой намагничивания генератора (фиг. 2).

Заменим кривую намагничивания генератора ломаной линией, состоя
щей из т  отрезков прямых; тогда зависимость (6) э.д.с. генератора от 
тока для некоторого г—го отрезка (фиг. 2) выразится уравнением

вгі = ?/(+) = егіо +  fiiUèh (Z = 1,2,........m), (7)
справедливым внутри данного отрезка, где YiU) = const +  Решая теперь 
совместно (2), (3), (4), (5) и (7), получим:

L + Y  +  
dP

R-YAh) dli i 375се.см j л /оЧ
(8)

И сходя  из принятой аппроксимации для кривой намагничивания и из (8) 
выясним, каков будет характер переходного процесса тока и каким об- 

,разом будет аппроксимирован предельный цикл при автоколебаниях .

Q П ринятое обозначение h  характеризует мгновенное значение тока в пределах /-го 
участка. %



Необходимым условием возникновения автоколебаний является нали
чие критической точки К  смены устойчивости системы на кривой намаг
ничивания (фиг. 2), которая находится проведением касательной к кривой 
ег = ср(/), параллельной прямой I.R =  В свою очередь наличие точки К  
приводит к условиям:

Решение линейного дифференциального уравнения (8), как известно, 
имеет вид

Ац и А2і— постоянные интегрирования, которые должны определяться из

Pu и Pu—корни характеристического уравнения, которое на основании (8) 
может быть записано в виде:

Анализируя (9), (10), (11), (12) и (14), приходим к следующим возможным 
случаям.

І ( 1 )  > / ( / )  =  R  при /  <  xk p ;

m < m = R  при / > ѵ ,
+ ( I ) = +(I)  =  R при I  =  Ikp.

(9)
(10)

( H )

Li-Ijt tmRi IitaIiao, Lp
Фиг. 2.

Ii =  Ax+  +  АгіеРііІ, (12)
где:

(13)

Корни pu  и р2х в общем виде определяются как

[ R -Y i ( I i)] ± у й
(14)2 L



1 -й случай.  JHi)  настолько велика, что выполняются условия:
J H i ) > R ,  (15)

[ Ä - ? W > 4 i  37U u H  , (16)

Условие (15) определяет знак минус у второго члена в (8), что означает, 
что система фиг. 1 обладает „отрицательным* сопротивлением. Условие 
же (16) определяет корни Pli и р 2і по (14) как вещественные, положи
тельные и разные; в соответствии с этим переходный процесс тока по 
(12) в пределах рассматриваемого участка кривой намагничивания опреде
ляется как апериодический возрастающий.

2-й случай.  Имеет место условие (15) и

( R - J i(Ii)J =  4L U Y f r H . (17)
и и -

При этом система попрежнему обладает „отрицательным“ сопротивлением, 
но корни по (14) получаются вещественными, положительными и равными 
(рл = р 2і = P i). Переходный процесс тока попрежнему апериодический воз
растающий, но описывается он теперь не по (12), а уравнением

Ii = A u e put +  A2iePit. t  (18)
3-й случай.  Выполняется условие (15) и

[R—У t-(£)]2 <  4L 31bcpH    (19)

Система попрежнему обладает „отрицательным“ сопротивлением, корни же 
Pu и р  21 по (14) получаются сопряженными комплексными с положитель
ными вещественными частями. Переходный процесс в этом случае будет 
колебательным возрастающим и описывается уравнением ( 12), которое из
вестными приемами легко может быть преобразовано к тригонометриче
ской форме.

4-й случай.  Неравенство (15) превращается в равенство
Ji(Ii) =  R- (20)

Система в соответствии с (8) не обладает сопротивлением, корни по (14) 
получаются мнимыми сопряженными, а переходный процесс будет описы
ваться уравнением (12), которое для этого случая в тригонометрической 
,форме представит незатухающие гармонические колебания тока.

5-й случай.  Имеют место условия:
R > J H i ) ,  (21)

[R-JAIiW  < 4  L -U U Y u . (22)

Система при этих условиях будет обладать положительным сопротивле
нием, корни же будут сопряженными комплексными с отрицательными ве
щественными частями. Переходный процесс попрежнему описывается по
(12), которое в тригонометрической форме представит затухающие коле
бания.
6-й случай.  Соблюдается условие (21) и

[ D - ? + / / ) ] 2 =  4L 3 7 5 - c ^  . ( 2 3 )
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Сопротивление системы остается положительным, корни же получаются 
вещественными, отрицательными и равными. Подобно второму случаю 
этот переходный процесс является граничным между затухающим коле
бательным и затухающим апериодическим и описывается по (18).
7-й случай.  Выполняется (21) и

[%—CfZ(R)]2>  4L 375~â£n ... (24)
'  J G D 2

При положительном сопротивлении системы получим корни веществен
ными, отрицательными и разными, что характеризует апериодический за
тухающий переходный процесс, описываемый по (12).

Рассмотрим для определенности увеличение тока от нуля до + I макс 
в положительном полупериоде автоколебаний. Как это было выяснено в 
M  и согласно фиг. 3, при увеличении тока процесс перемагничивания 
генератора будет протекать по нижней ветви гистерезисной петли, а при 
-уменьшении его—по верхней, в направлениях, указанных стрелками.

Разобьем нижнюю ветвь на 7 участков так, чтобы для каждого из них 
выполнялись условия, соответствующие рассмотренным выше случаям, и 
в соответствии с этим пронумеруем участки цифрами 1,2___7. Сопостав
ляя с фиг. 3 фиг. 4, представляющую кривую переходного процесса I—F(t) 
на протяжении одного полупериода автоколебания, и разбивая последнюю
на одноименные участки 1,2----7 в пределах изменения тока от 0 до Imokc
точками, соответствующими значениям токов /і_.2, /2_з............... ft-ijuanc на
фиг. 3, можем сказать, чго эта часть кривой от 7 = 0 до I = ІмаКс может 
быть построена в следующей последовательности:
на участке 1 —как кривая апериодического возрастающего процесса; 
на участке 2 — как кривая переходного процесса, граничного между апе

риодическим возрастающим и колебательным возрастающим; 
на участке 3 — как кривая колебательного возрастающего процесса; 
на участке 4 — то же переходного процесса при незатухающих колебаниях; 
на участке 5 —то же колебательного затухающего процесса;
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на участке 6 — то же граничного между колебательным затухающим и
апериодическим затухающим; 

на участке 7 — как кривая апериодического затухающего переходного 
процесса.

То же можно сказать, рассматривая убывание тока от 1Макс- до 0, ког
да перемагничивание генератора происходит по верхней ветви гистерезис- 
ной петли, которая может быть разбита на соответствующие участки 
! ' , 2 1 . . 7 '  (фиг. 3), а также рассматривая изменения тока от 0 до I макс Ц 
OT— I м а к с  Д О  0.

Рассмотрим теперь переходный процесс на фазовой плоскости в пря

моугольной системе координат — = Ф(І). При изменении тока от 0 доdt
11 —2 , когда имеет место возрастающий апериодический режим, изображаю
щая точка на фазовой плоскости будет двигаться по участку 1 параболи
ческой кривой [3, 4] с состоянием равновесия типа неустойчивого узла в 
начале координат (фиг. 5а).

То же будет происходить и при изменении тока от /і_2 до / 2- з  при ре
жиме, граничном между апериодическим возрастающим и колебательным 
возрастающим переходными режимами; изображающая точка будет дви
гаться по участку 2 фазовой траектории типа параболы с неустойчивым 
узлом в начале координат (фиг. 56). При изменении тока от /2-з до / з - 4, 
когда переходный процесс колебательный возрастающий, изображающая 
точка будет двигаться по участку 3 фазовой траектории типа раскручи
вающейся спирали с состоянием равновесия типа неустойчивого фокуса в 
начале координат (фиг. 5в).

Изменению тока от /з_4 до L s  при незатухающем колебательном ре
жиме на фазовой плоскости будет соответствовать участок 4 эллипса с 
центром в начале координат (фиг. 5 г).

При колебательном затухающем режиме, когда ток изменяется в пре
делах участка 5 от L s  до /s-б, на фазовой плоскости получим участок
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5 фазовой траектории типа скручивающейся спирали с устойчивым фокусом в начале координат (фиг, 5д).Далее участку 6 изменения тока в пределах от /5_6 до h - - при граничном между затухающими колебательным и апериодическим режимами на фазовой плоскости будет соответствовать участок 6 параболической фазовой траектории с устойчивым узлом в начале координат (фиг. 5е).Наконец, участку 7, в пределах которого ток изменяется отіе-7 до I м а к с ,  при апериодическом затухающем режиме на фазовой плоскости также соответствует участок 7 параболической фазовой траектории с устойчивым узлом в начале координат (фиг. 5ж). Полученные таким образом участки 1,2....7 на фазовой плоскости в совокупности представляют собой часть предельного цикла автоколебания, соответствующую первому квадранту. Распространяя изложенное на случай уменьшения тока ОТ —j— I  макс ДО О И изменения его в отрицательный полупериод от 0 до I  м а к с  И О Т  ■ I  м а к с  до 0, можно получить весь предельный цикл (фиг. 5з). Таким образом, при линейно-кусочной аппроксимации кривой намагничивания предельный цикл аппроксимируется отрезками парабол, спиралей и эллипсов, являющихся фазовыми траекториями возможных линейных систем второго порядка, с последовательной сменой точек состояния равновесия от неустойчивого узла к неустойчивому фокусу, центру, устойчивому фокусу, устойчивому узлу и далее в обратном порядке для рассматриваемого полупе- риода колебаний. Части этих фазовых траекторий могут быть построены по уравнениям, приведенным в [3,4]. Исходя из того, что участок 1 предельного цикла (фиг. 5) является частью параболической фазовой траектории с неустойчивым узлом и является, таким образом, восходящим, можно сделать следующий существенный вывод: в автоколебательной системе, в которой возможен апериодический возрастающий (или граничный между апериодическим возрастающим и колебательным возрастающим) режим, точка предельного цикла, соответствующая максимальному зна-
d l  d l  " йчению , смещается от оси  в стооону движения изображающей
d t  d tточки: в соответствии с этим в кривой переходного автоколебательного процесса точка перегиба, лежащая на части кривой, соответствующей изменению / от 0 до I м а к с  и от 0 до — J' м а к с ,  не может располагаться на оси времени и смещается от нее в сторону соответствующего экстремального значения тока.
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