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Для описания движения одиночного электрона в цилиндрически сим
метричном поле бетатрона используется потенциальная функция

2~ (  А (Г, Z) 4- ~р~) , (Д
2 т с

получаемая из уравнений движения электрона [I, 2J. Здесь /»—масса 
покоя электрона, С—постоянная, определяющая начальные условия элек
трона. Из условия минимума V mc в некоторой точке (Rc , Z) постоянная

С — RA  (-4Д-Л . Радиѵс R c является равновесным радиусом для элек-
V dr J rc

тронов с данным С. Вектор-потенциал A (r, z) удовлетворяет уравнению

V2 A - - 4 - - = 0 ,  ( 2)
г-

причем А  совпадает с составляющей Zh , а две другие составляющие в 
силу цилиндрической симметрии поля равны нулю. Связь между вектором- 
потенциалом А  и напряженностью магнитного поля H

H  — rot Â
позволяет написать

2 А
H r =

0 г
где H z =  H z г dr  -  сре

г- J
реднее значение составляющей напряженности

магнитного поля H z в круге радиуса г.
Изучение фокусирующих свойств магнитного поля с помоіцыо потен

циальной фунции (1) приводит к тому, что H z должно удовлетворять 
следующим неравенствам:

о < - J L  ( 3 ,
H z d r  ^
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В е л и ч и н а   -  2 о б ы ч н о  о б о з н а ч а е т с я  ч е р е з  п. О д и н о ч н ы й  э л ек т р о н
Hz вг

с дан ны м  С ( С — э л е к т р о н )  в о б л а с т и  ф о к у с и р у ю щ и х  сил б у д е т  с о в е р ш а т ь  
к о л е б а н и я  в д о л ь  г о к о л о  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  Rc и в д о л ь  о си  z  о т н о 
с и т е л ь н о  п л о с к о с т и  с и м м ет р и и  z ~  0 .

Е сл и  ж е  в о б л а с т и  ф о к у с и р у ю щ и х  си л  и м е е т с я  б о л ь ш о е  ч и сл о  д в и 
ж у щ и х с я  э л е к т р о н о в ,  т о  к о л л е к т и в н о е  в з а и м о д е й с т в и е  и х  м е ж д у  с о б о й  
с у щ е с т в е н н ы м  о б р а з о м  м е н я е т  х а р а к т е р  д в и ж е н и я  к а ж д о г о  и з  э л е к т р о н о в .  
М а г н и т н о е  п о л е  с данными х а р а к т е р и с т и к а м и  м о ж е т  у д е р ж а т ь  в о б л а ст и  
ф о к у с и р у ю щ и х  сил в п о л н е  о п р е д е л е н н ы й  за р я д .  В р а б о т а х  [2, 3] д е л а е т с я  
п р е д п о л о ж е н и е  о б  о б р а з о в а н и и  р а в н о в е с н о г о  п у ч к а  в о б л а с т и  ф о к у с и р у ю 
щ и х сил. П л о т н о с т ь  за р я д а  о п р е д е л я е т с я  у р а в н е н и е м  П у а с с о н а

у '2 Ve =  — 4 T=J,
г д е  Ve — п о т е н ц и а л  э л е к т р и ч е с к о г о  за р я д а ,  о — п л о т н о с т ь  за р я д а .  П ри чем  
п о т е н ц и а л  V,, р ав ен  м а гн и т н о м у  п о т е н ц и а л у  Ѵмс, т о  ест ь

Ve = Y V mc. (4)
Таким  о б р а з о м ,  п о т е н ц и а л  Ѵж п о з в о л я е т  найти п л о т н о с т ь  р. 'Гак п р осто  
в ы ч и сл я ет ся  п л о т н о с т ь  за р я д а ,  е с л и  в о б л а с т и  ф о к у с и р у ю щ и х  сил и м е 
ю тся эл е к т р о н ы  т о л ь к о  с о д н и м  С.

О д н а к о  э т о т  с л у ч а й  я в л я е т с я  н е р е а л ь н ы м . Каким бы с п о с о б о м  ни 
в в о д и л и  э л е к т р о н ы , о б я з а т е л ь н о  в в о д и т ся  о п р е д е л е н н ы й  н а б о р  С.

Д л я  в ы ч и сл ен и я  п л о т н о с т и  р а в н о в е с н о г о  з а р я д а  р с л ю б ы м  н а б о р о м  
С м о ж н о  в м е с т о  VМс в в ест и  так  н азы в аем ы й  эф ф ек т и в н ы й  магнитный п о 
т е н ц и а л  Ѵ:нрф. В м е с т о  у с л о в и я  (4)  т е п е р ь  поя в и тся  у с л о в и е

Ve =  Y  Ѵэфср,
а п л о т н о с т ь  з а р я д а  б у д е т  о п р е д е л я т ь с я  ан ал оги ч ны м  п р е д ы д у щ е м у  с п о 
с о б о м  :

P =  - \— Ѵ1Ѵэфф. (5)
4 тс

Д л я  н а х о ж д е н и я  р и и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  п учк а  н е о б х о д и м о  
ВЫЧИСЛИТЬ Vэфф-

В к а ж д о й  т о ч к е  р а в н о в е с н о г о  п у ч к а  ф о к у с и р у ю щ а я  си ла  со  стороны  
м а гн и т н о г о  п ол я  Fm равна д е ф о к у с и р у ю щ е й  с и л е  со  с т о р о н ы  э л е к т р и ч е 
с к о г о  з а р я д а  пучка Fe. Ф о к у с и р у ю щ а я  си ла  о п р е д е л я е т с я  п о ст о я н н о й  С, 
к о т о р о й  о б л а д а е т  э л е к т р о н .

Е сл и  и м е е т с я  н а б о р  э л е к т р о н о в  с  разн ы м и  С, т о  к а ж д о м у  С с о о т в е т 
с т в у е т  св о я  ф у н к ц и я  Vmc ( г,  z ) . П р и  о т с у т с т в и и  в з а и м о д е й с т в и я  эл ек т р о н ы  
с о в е р ш а л и  бы  к о л е б а н и я  о к о л о  п о л о ж е н и й  р а в н о в е с и я  Rc, о п р е д е л я е м ы х  
м и н и м у м а м и  ф у н к ц и й  Ѵмс. Е сл и  ж е  взять  реальн ы й  с л у ч а й ,  т о  э л е к т р о 
с т а т и ч е с к о е  в з а и м о д е й с т в и е  э л е к т р о н о в  с м е с т и т  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  Rc в 
н е к о т о р ы е  т о ч к и  с к о о р д и н а т а м и  гс. П р и ч е м  с м е щ е н и е  хс-=гс —  Rc. о ч е 
ви д н о , б у д е т  т е м  б о л ь ш е ,  ч ем  д а л ь ш е  н а х о д и л о с ь  Rc о т  ц ен т р а  п уч к а .  
Е сли  з а ф и к с и р о в а т ь  п о л о ж е н и е  ц ен т р а  п у ч к а , то  хс б у д е т  о п р е д е л я т ь с я  
з н а ч е н и е м  Rc , или, ч то  т о  ж е ,  зн а ч е н и е м  С.

В ы б е р е м  за  о с н о в н у ю  ц е н т р а л ь н у ю  о р б и т у  с р а д и у с о м  R11 о р б и т у  д л я  
э л е к т р о н о в  с C =  0 .  В в е д е м  с и с т е м у  к о о р д и н а т  с ц е н т р о м  в т о ч к е  (R0 . z  0 ), 
с о с я м и  х0, z. Т о г д а  с м е щ е н и е  х с =  г с —  Rc б у д е т  с о о т в е т с т в о в а т ь  к о о р д и 
нате  х„ г — R 0 , и мы м о ж е м  вы разить  св я з ь  м е ж д у  Xc и X0 с л е д у ю щ и м  
о б р а зо м  :

X ,  - - / ( X 0 , г ) .

З д е с ь  / ( X 0 . z) —  пока н еи зв ест н а я  ф у н к ц и я .
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Сила Fe является функцией X 0 и z, a Fmc — функцией лц. и г, но Fmi 
следует брать в тех точках, где Fe= — Fmc, т. е. в точках х с= / ( х а,г).  
Этот факт мы можем записать следующим образом для составляющих сил 
вдоль X 0 и z-.

Сех,} — (  FMexjxc /  (.V0, Ц ,

С сг — ( Fmcz Xt / (Ч„ 9

Каждая из этих сил определяется соответствующим потенциалом: F1. —элект
рическим Ve , a (Fmc) xc /  и,, л)—-эффективным Ѵэфф .
Можно написать^ что

dVc   / ^  д Vmc \  ^  àVэфф
Qx0 ' дхс ' х с — /  (х0 a) Q x 0

Q Ve   /  _j_ д V m c  \  d V яфф
dz V dz Jxc ^f(XatZ) ”'г dz

Іравые равенства дают уравнения для Ѵвфф

_0ѴэФФ_ /  à V л
дх0 \  и л  с / X c  : - f  U o ,  Z )

/  о V мс \
\  д х с J x

/  д Ѵ мс \  
V dz J x

d V эфф /  d V  j.
dz \  их X хс f (xv, z)

Вместо Vmc м о ж н о  подставить его явное выражение через А и С. причет 
A (r, z ) заранее зависит только от X0 и z. Постоянная С определяете1', 
радиусом R c . R c можно выразить через X 0 следующим образом :

R c =  R 0 +  X0 - X c = R 0-Q X0 — /  (х0, z ) .
Итак, С окажется функцией X 0 и z, т. е. будет показывать распре целенщ 
электронов данных С в пространстве.

Уравнения для Ѵяфф примут вид:

d V эфф   ч
дХ0 тС2 I \  Г /  \  VГ Г- У Jxc = Z(XttZ)

d Vэфф
dz тс2 ! \  г /  uz i гс = / (.V0, z)

Разделив одно уравнение на другое, получим 

d V эфф dA  dV эфф /  à A Cx

(6а*. 

(С Fj

dr dz dz
F aA  (--v -  /  i-vo. z) V  ji
V à r  F - .... J

( n

Решение этого уравнения дает Ѵяфф ■
V Эфф зависит от внешнего поля, задаваемого вектором-потенциалом 

A (r , z ) .  Можно показать, что решение уравнения (2) записывается в виде

A = A 0 I 1 + ( 1 =- л о) ~ ~  +  ~ ~  Y +0 I ’ 2 R20 2 RQ ^

i по" +  2по — З H0Ro X0" , ,  , , р  . z - x 0 i ,
T----------------   ^ - ( Я а + ^ - M Y - ^ , ,  ( -

. л;



On
где .Д.  п., и «'„ — значение А, п и  на радиусе R n при 2 =П>.

дг

Пайле ( — )  1V дг /Rc L = /  (До, г)
> ! Dty'-*С =/(-*:,• А — ! П'С

0 с , а в м е с т о  Xc в о з ь м е м  р а з л о ж е н и е  ф у н к -Вы разим  Rc ч е р е з
R o

ции / (X0., z) в р я д  по с т е п е н я м  X0,

X0-/ ( X о, Z) ^®А'о - f  'Ф —  i Y1
2 -

Ro Y
где (f. у и Tj— б е з р а з м е р н ы е  п о с т о я н н ы е .  П о с л е  н е с л о ж н ы х  п р е о б р а з о в а 
ний С п о й м е т  вид:

C = A0RnI (\ — п0)( \  - - с р ) о 0 —  j ( 1  - я 0)Ф

/Z02 -Y 2  я 0 ■— 1 п о Rn
. (I -  ? ) 2

Пр2-+П0 — n0f R 0 
2

з д е с ь  о ,
Я.

П о д с т а н о в к а  С  в у р а в н е н и е  ( 7 )  п р и в о д и т  к с л е д у ю щ е м у :

a V5эфф
дх„ R

д Vэфф (1 - - я,,) © о,, -Y я 4 “ 4~ О - п0) T1 =  0 .

.CM' Cl

àz  Г   ..........  ” '   RA  J

я 02 +  2  я 0 —  3  —  я 0 ' / ? 0 , Яо2 +  6  я 0 — 7 —  я  ZR

( 1 0 )

2  ' 2  

4 *  ( I Zt0) (Ф -T- 2 ( 1  се)).

Э то  у р а в н е н и е  в ч астн ы х п р о и з в о д н ы х  п е р в о г о  п о р я д к а  с в о д и т с я  к р е ш е 
нию у р а в н е н и я

do,,
R 2 о

Л,. (Я,* + « о  n'0Rtl)L ( 1 —я0) ср O0 -Y (1 —я0) Tj —  +  а V
0 .

Яо2

Введя у

dy
AT

2 /?о
, п о л у ч и м  п о с л е  у п р о щ е н и й

W ~  ( Ѵ  +  А - А >  /?о)
(1  —  я 0) SQ0 +  я у _____

«О2—(«О2 -Y «о — Л'0 R o )  I ( 1 1
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Реш ение  последнего  уравнения можно записать в виде:

d %  ) ,  (12)

(1 -  пл ) T1
=  In («о — («о2 - f  nO — и'о ко ) S0] "* + я» -  *

C1 — постоянная интегрирования.
Окончательно интеграл уравнения (10) получится в виде

Z- \а +  ( 1  — я 0) ? ( 1  -M o 2 — К  #<,)] —̂ — =  const.
3

(1 3 )

Решение уравнения (ю) является произвольной функцией и, т. е.

Vэфф =  Ф (п (х 0, Z) .

Vэфф должно иметь минимум при z-= 0 ,о0 ==0, т. е. при д(0,0) =  0, Исходя 
из этого, разложим Ф (н) в ряд по и и ограничимся линейным членом 
разложения

Помимо постоянных ср, т], ф (или а) добавились постоянные Ф 0, Ф03 Фе' ха
рактеризует разлагаемую функцию. Следует отметить, что удобнее в 
дальнейшем определять постоянную a, a не 1

Постоянную Фо можно взять равной V0. Остается определить 4 постоян
ных ср, Tj, а и Ф'о, входящих в потенциал. Для определения некоторых 
из них воспользуемся условием Дб), в которое необходимо подставить 
С (л:0, z). Подстановка дает следующие значения постоянных:

Постоянные ср и а найдем, задав размеры пучка. Так как пучок является 
равновесным, то поверхность его является эквипотенциальной поверхно
стью, то есть на границе

К постоянным ср и а добавилась еще одна, G. Зададим три точки на гра
нице пучка координатами ( г ,  0), (г2, 0). (R0. Z 1).

(1 4 )

Фо' =  V0, Ч] =  п0 ( 1  — ср) — nO2 + гс0 — Ho' R0
(I - П о )

(1 5 )

ѵ зфф =  V0 j I - H I - /Z0 ) Cf V  +  - f



j .'ри п о д с т а н о в к е  эт и х  к о о р д и н а т  п о л у ч и м  д л я  у р а в н е н и я  г р а н и ч н о й  
т о в е р х н о с т и  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е :

(1 —  По) © O02 -4- а jO КО

3 R n
Г2 +

( 1  — По)
R J

г, Z2 So

.лроме того,  получаем

© - ■ 
' (1

Il0Z j

«о) R J

RJ

<4 л I > >N I 1N оOj Oj O-) —j— O0-

-  3
Il0 Z 2
RF

? 2 ? 2 О, 0.,

"1 —

(1 6 )

(1 7 )

(1 8 )

И с с л е д у е м  т е п е р ь  у с т о й ч и в о с т ь  р а в н о в е с н о г о  э л е к т р о н н о г о  п у ч к а .  
Э л е к т р о н  б у д е т  н а х о д и т ь с я  в с о с т о я н и и  у с т о й ч и в о г о  р а в н о в е с и я ,  е с л и  
тр и  в ы в е д е н и и  е г о  и з  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  он  с н о в а  в о з в р а т и т с я  к н е м у  
т б у д е т  с о в е р ш а т ь  к о л е б а н и я  о к о л о  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я .  В  т о ч к е  р а в н о 

в еси я  на э л е к т р о н  д е й с т в у ю т  д в е  силы  Fe и Fmc, у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о 

вию ' Fe z.-:— Fmc. Э ти  силы  и м е ю т  р азл и ч н ы й  в и д  и равны  т о л ь к о  в о д н о й  
i о ч к е .

Д л я  т о г о ,  ч тобы  у с т о й ч и в о е  р а в н о в е с и е  б ы л о  во  в с е й  о б л а с т и  ф о к у 
с и р у ю щ и х  си л  или в ч аст и  э т о й  о б л а с т и ,  н е о б х о д и м о ,  ч т о б ы  к р и в и зн а  
.р и в о й  V ur в т о ч к е  р а в н о в е с и я  бы ла б о л ь ш е  к р и в и зн ы  к р и в о й  Х̂ фф в той  ж е  
о ч к е .  т. е .  K mcY K c, г д е  AT— к р и визна .

шследнее неравенство можно переписать в виде

д 2 X mc ]
à X с2 Jxr -f (хе.:)

d X ' Y

à2 V,,фф
д х 2

По гак как

1 +  (  'л “ )\  OXc /  Xc =  f fv0.

/  д Xmc \  
(  дхс )

1 ■!

г) j
+ ( -

О Vэфф
дхп - ) г

д X я/Раэфф
дхі

г д'
i à x j

X c  =  f  ( X . - )  

>
f  i-ï„. Д

àxn
TO

d2 V,,ФФ
à x f

Э т о  и е с т ь  у с л о в и е  у с т о й ч и в о г о  р а в н о в е с и я .  Е с л и  п р о и з в е с т и  все  о п е р а 
ции в п о с л е д н е м  в ы р а ж е н и и ,  т о  п р и д е м  к с л е д у ю щ е м у  у с л о в и ю :

(1 - -  гц) (1 —  ©) +  \п02 +  '2 H0 3  —  п0 R0 +

+  (3  —  п0) (1 — п0) (1 — ©) а] о0 >  о  • (1 9 )

У с л о в и е  в ы п о л н я ет с я  д л я  н е к о т о р ы х  S0, р а с п о л о ж е н н ы х  в н у т р и  п у ч к а ,  
то е с т ь  S2 +  S0 + S 1. З а  к р а й н е е  з н а ч е н и е  о0 м о ж н о  в з я т ь  Sj . Т а к и м  о б р а з о м ,  
у с л о в и е  р а в н о в е с и я  с в я з ы в а е т  с л е д у ю щ и е  в ел и ч и н ы  п0, S1, S2 и г , .  В  ч а с т 
н о с т и ,  е с л и  S1 - -S 2. т о  п ри  з а д а н н о м  п0 п о л у ч а е м  и з  у с л о в и я  р а в н о в е с и я  
д о п у с т и м ы е  р а з м е р ы  п у ч к а  (т а б л .  1 ).
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T а б л и ц  а 1

п0 =  0,5 п0 =  0,75
X1 ч Ч X 1 zI 0---- Oi ss —- 1 • B1 _

X x R 0 R0 X 1 R0 Ro

0,5 0,46 0,23 0,37 0,3 0,05

0,6 0,33 0,2 0,44 0.2 0,09

0,7 0,23 0,16 0,45 0,15 0,10

Исследование МЭфф и условия устойчивости позволяют сделать целый 
ряд выводов:

а) в равновесном пучке с одним С каждый электрон является как бы 
„свободным“. На него не действуют силы (они уравновешаны). Отсюда 
вытекает возможность любых движений из-за малых внешних возмущений 
(например, рассеяние на остаточном газе), не нарушающих равновесный 
пучок в целом;

б) если равновесный пучок составлен из электронов различных С, то в этом случае электроны с данным С  совершают колебания около гс. 
Возможности произвольных движений ограничены. В этом смысле набор С в пучке является более выгодным;

в) существование равновесного пучка дает возможность захвата опре
деленной доли электронов с данным распределением по С из числа вводи
мых. Состав равновесного пучка по С будет отличаться от состава пучка, 
исходящего из пушки;

г) зная Ѵ3фф, можно рассчитать равновесный заряд, который может 
удержать поле с данными характеристиками;

д) условие устойчивости позволяет определить размеры области, в ко
торой может существовать равновесный заряд (при заданном R 0). С увели
чением п0 размеры пучка уменьшаются. Для п0 = 0,75 они оказались 
такими, какие выбираются у обычных бетатронов, исходя из экономиче
ских и инженерных соображений.

В статье рассматривается нерелятивистский случай, и результаты 
можно считать справедливыми в начале процесса ускорения электронов в бетатроне.
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