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(Представлено научным семинаром кафедр теоретической и прикладной механики)

Для получения минимальных габаритов и веса соосные механиз
мы (фиг. 1) выполняются обычно с несколькими сателлитами. При этом 
необходимо обеспечить так называемое „условие сборки“. Это усло
вие, как известно, требует, чтобы зубья сателлитов свободно входили 
в соответствующие впадины центральных зубчатых колес даже в слу
чае идеальных (плотных, беззазорных) зацеплений.
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Фиг. 1. Схемы наиболее часто встречающихся соосных многосателлитных механизмов.

Условие сборки в литературе выражают различными уравнениями. 
Так, например, в работе [1] получено уравнение сборки, которое 
можно привести к виду

Z1Zr ±  Z2Z з
k z 2

где Z1, Z2, Zt и Z3 — числа зубьев зубчатых колес в соответствии с
фиг. 1 ;

k — число равномерно расположенных взаимозаме
няемых сателлитов, т. е. таких сателлитов, у 
которых в аимное положение зубчатых колес 
2 и 2' одинаково;

7  — некоторое целое число.
Знак плюс соответствует схеме A l,  знак минус — схемам AA  и // .
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Ь  =  (2 )
k z r

которое отличается от уравнения (1) (в применении к схеме Al)  только 
тем, что в знаменателе левой части вместо числа Z2 поставлено чи
сло Zr.

В работе [3] для двухрядных соосных механизмов дается (без вы
вода) уравнение сборки, имеющее вид

Zi Z2' ±  Z2Zz =  дг
k M

Здесь кроме уже известных величин фигурируют:
M —общий наибольший делитель чисел зубьев зубчатых колес 2  и 2'\
N  — некоторое целое число.

Применительно к схеме A l , которую можно рассматривать как частный 
случай схемы A l  (Z2 =  Zr — М), все три уравнения дают один и тот 
же результат

- J - =L i  =  n . (4 )
k

При расчете двухрядных схем результаты получаются существенно 
разные. Так, например, для механизма A l  при Z1 =  24, Z2 =  36, Zr =  
=  27 и Zz =  87 возможные значения k представляются следующими 
рядами. По уравнению ( 1 ) получаем .k =  I 9 3, (5, 7,...)1); по уравне
нию (2) находим /с =  1 , 2, 4, (5, 7,...); из уравнения (3) следует, что 
к =  I 9 2, 3, 4, (5, 6 , 7,...). Если числа зубьев взять равными Z1 =  Ie f 
Z2 =  39, Zr — 21 и Z8 =  78, то согласно уравнениям (1) и (2) сборка 
механизма будет невозможна при любом k (даже при A =  I?!), тогда 
как в соответствии с (3) сборка оказывается возможной при A =  I, 2, 3, 
(4, 5,...). Результаты проверки собираемости механизма A A  по урав
нению (1 ) зависят от порядка нумерации зубчатых колес, т. е. от 
того, какое из центральных зубчатых колес принято за первое. При 
применении уравнения (3 ) порядок нумерации не имеет значения.

Уравнения (1), (2) и (3) недостаточны для полного расчета сборки, 
гак как ни одно из них не может дать ответ на ряд вопросов, инте
ресующих конструктора, например:

1 ) каким должно быть взаимное расположение зубчатых колес 2 
и 2' сателлитов, если, например, для достижения наибольшей ком
пактности механизма целесообразно сделать их невзаимозаменяемыми;

2 ) как проверить возможность сборки механизма, если сателлиты 
расположены неравномерно;

3) каким образом при монтаже следует располагать сателлит от
носительно центральных зубчатых колес.

Полный расчет сборки многосателлитных соосных механизмов 
можно произвести при помощи так называемых обобщенных уравне
ний сборки [4]. Эти уравнения на практике, однако, не совсем удоб
ны, так как для получения ответа на вопрос, возможна сборка меха
низма или нет, приходится исследовать иногда большое количество

В работе [2] для схемы A l  реком ендуется уравнение сборки вида

3) Здесь и далее в скобках указаны значения k , не удовлетворяющие условию 
,соседства“.

(3)
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решений одного из обобщенных уравнений. Между тем, при проекти
ровании механизма, конструктора в первую очередь интересует ответ 
именно на этот вопрос.

Ниже излагается вывод уравнений сборки, позволяющих в удоб
ной форме рассчитывать собираемость многосателлитных механизмов1).

Зубья каждого из зубчатых колес сателлитов нумеруются (фиг. 2. 
а и б) по ходу часовой стрелки цифрами 0 , 1 , 2 ,...,х,... (на зубча
том колесе 2) и О, I, 2 , . . . ,+ ,..., (на зубчатом колесе 2']. Зубья, обоз

Фиг. 2. Схемы координирования зубьев и зубчатых колёс сателлитов.

наченные цифрами 0, называются к о н т р о л ь н ы м и .  Контрольные 
зубья при ф =  0 располагаются _по разным сторонам от центра сател
лита (фиг. 2, а) в механизме Al  и по одну сторону (фиг. 2, б) — в 
механизмах AA и II. Взаимное положение зубчатых колес 2 и 2 ' к о 
ординируется углом б между осями симметрии выбранных контроль
ных зубьев (фиг. 2, а  и б). Взаимное расположение зубьев с номерами 
x  я х г определяется углом Ѳ (фиг. 2, а и б) между их осями сим
метрии, который, очевидно, равен

м , - 3 6 0  3 6 0  'H =  б -} X  X . (о)
Z2 Z2'

На фиг. 3 показана схема механизма A l  с одним сателлитом А. 
Угол ф у сателлита А  взят равным нулю (при одном сателлите сборка 
возможна при любом значении б).

Далее, пусть требуется установить второй сателлит В  под углом 
ср градусов по отношению к первому.

Обозначим полюса зацеплений буквами а, Ь, а' и V . Пусть на дуге 
ab укладывается наибольшее целое число шагов е г и еще остается оста
ток Su а на дуге а'Ь' — ег целых шагов и остаток S3. Остатки дуг равны:

s = { ^ ~  
\360

я
360

eIj Zj 2’ (6 )-

- е Л і у ь .  (7)

*) Доложено на научном семинаре кафедр теоретической и прикладной механики 
ТГ1И 4 декабря Î958 г.



Здесь Z12 и tra — шаги зацепления соответствующих пар зубчатых ко
лес, измеряемые по  н а ч а л ь н ы м  окружностям.

Далее, на начальных окружностях зубчатых колес 2 и 2' сателли
та В  от полюсов b и bf отложим дугу b d —.S 1 и дугу Udf =  S3.

Чтобы сателлит В  вошел в зацепления с центральными зубчаты
ми колесами, на нем должна быть пара зубьев с номерами х  и x f ,

острый угол H между осями симметрии которых равен сумме углов 
dBb и d ' B b т. е. необходимо равенство

Ѳ =  L_ d B b + \_ d 'B b

Определив углы dBb и d 'Bbf через отношения соответствующих длин 
дуг к их радиусам, выраженным согласно общей формуле

R
2 Ti

с учетом зависимостей (6 ) и (7) получим

iY
H =  360 360

-F
+і-сс
360

e .

Zr (8 >

Соединив (5) и (8 ), найдем:

360 360
«р —

Z2 360 ! Z5 Z2'

При обратном порядке нумерации зубчатых колес правую часть 
(9) следует умножить на минус единицу.

Легко показать, что уравнение (9) будет справедливо и для ме
ханизмов AAи II, если в левой части его знак плюс заменить знаком 
минус и, кроме того, при расчете механизма умножить правую часть 
на минус единицу.
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Таким образом, общее уравнение сборки, пригодное для всех по
казанных на фиг. 1 схем при любом порядке нумерации зубчатых ко
лес, можно представить в виде:

Tl— ср — ех — е9
360 4 , 360

“  Z2''

Здесь и далее а =  15 если центральное зубчатое колесо, обозна
ченное цифрой /, имеет внешние зубья, и а =  — Q если оно имеет 
внутренние зубья.

Верхний знак (плюс) берется при расчете схем A l  и A l ;  нижний 
(минус)— при расчете схем A A  и IL

Из уравнения (10), между прочим, видно, что при заданных 
числах зубьев всех зубчатых колес и угле ср установку сателлита В  
можно осуществить всегда. Для этого достаточно выбрать какие-либо 
нохмера зубьев х  и х 7 на сателлите В  (например, X = Q  и X7=O), а
затем по уравнению (10) вычислить необходимый угол ф. При этом
сателлиты А и В в общем случае будут невзаимозаменяемыми.

Для случая взаимозаменяемых сателлитов в уравнении (10) следует 
принять ф =  0.

Тогда получим:

360
X ( 1 0 )

Z1Z2f N Z o Z 3 . /ч“ e — a (zr  X — X ) +  Z2' е х ±  Z2 еъ.
360

Правая часть этого уравнения есть целое число. Это целое число 
имеет ту особенность, что оно делится нацело на общий наибольший 
делитель M  чисел зубьев зубчатых колес 2  и 2 Г. Значит и левая часть 
уравнения также должна нацело делиться ка число М .  Таким обра
зом, вместо одного уравнения сборки можно теперь записать два сле
дующих:

Z1Z2. ±  + + L i= N t  (U )
360 , ,—— /И

g (zr  X — Z2 х г) +  Zr ех +  Z2 е3 =  M N .  (12)

Здесь N —  некоторое целое число.
Уравнения (11) и (12) справедливы для механизмов как с некор- 

ригированными, так и с корригированными зубчатыми колесами, по
скольку при их выводе на этот счет не вводилось каких-либо ограни
чений.

Уравнение (11) позволяет наикратчайшим путем проверить воз
можность установки взаимозаменяемого сателлита В  под заданным 
номинальным углом <р к сателлиту А  и в случае необходимости опре
делить потребное значение угла ср, наименее отклоняющееся от но
минального. Это отклонение, как показывают расчеты, обычно укла
дывается в пределах нескольких минут и лишь в худшем случае до
стигает нескольких градусов.

Уравнение (12) служит для определения номеров х  и х 7 зубьев 
двойного сателлита В, которые при монтаже механизма должны рас
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полагаться против соответствующих им впадин ех и ег центральных 
зубчатых колес. Количество неповторяющихся вариантов установки 
сателлита, очевидно, равно числу М .  Для схемы A l  решать уравне
ние (12) не имеет смысла, так как количество возможных вариантов 
установки одинарного сателлита равно числу зубьев Z2 [если, конеч
но, удовлетворено уравнение ( I l ) ] .

Порядок расчета по уравнениям (11) и (12) покажем на конкрет
ном примере.

П р и м е р . В механизме A l  при Z1 =  16, Z2 — 39, Zy =  21 и Z3 =  76 
проверить возможность установки двух взаимозаменяемых сателлитов 
А  и В  при номинальном значении угла ср =  срясш =  120°. Если такая 
установка невозможна, то определить насколько надо изменить угол <р, 
чтобы механизм можно было собрать. Определить номера „соби
рающихся“ зубьев сателлита В.

1) Проверяем возможность сборки механизма при ср =  у НОм по 
уравнению (11).

+  Zy  +  Z2 Za 16 • 21 -+- 39 • 76 _  g g g  2__ д г

360 Л/, 360 3
Ь Г  І 2 0

Так как получилось число дробное, то при ср =  120° сборка механиз
ма невозможна.

2) Определяем потребный угол установки сателлитов, приняв чи
сло N  =  367.

? =  — 3 6 0 M N  —  3 6 0 - 3 - 367 . =  120,109°( 120с6'32").
Z1 Z2' +  г, z S 16 • 21 -j- 39 • 76

Как видим, потребный угол ср отличается от номинального всего на 
-f-6'32".

3) Определяем номера „собирающихся“ зубьев сателлита В.

Z 16
=  CP =  • =  120,109 Q=C 5,3, <?, =  5;
360 360

j U 9 =  —  120 ,109^25,4 , 25.
360 ‘ 360

Подставив все величины в уравнение (12), получаем

« i  13 г x  — 1 —J x  .
7

Отсюда видно, что целые значения X =  I 9 14, 27 соответствуют зна
чениям х 7 = 0 ,  7, 14. Получается три возможных варианта ( M =  3) 
установки сателлита В: против впадины е3 должен быть либо зу б  0, 
либо зуб 7, либо зуб 14 зубчатого колеса 2 7 (фиг. 3), тогда против 
впадины ех будет располагаться либо зуб 1, либо зуб 14, либо зуб 27 
зубчатого колеса 2 .

При проектировании механизмов с несколькими сателлитами A y 
В, С, D,... необходимо в общем случае рассчитать установку каждо
го сателлита в отдельности (за исключением сателлита А).  При этом 
угол ср, координирующий положения сателлитов В, С, Д .. , ,  всегда 
должен отсчитываться от сателлита А.
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Расчет собираемости при невзаимозаменяемых сателлитах следу
ет вести по уравнению (10). При взаимозаменяемых сателлитах расчет 
должен производиться по уравнениям (1 1 ) и ( 1 2 ).

Из уравнения (11) легко получить частные уравнения сборки, из
вестные по литературе. Так, например, для случая равномерного рас
положения k взаимозаменяемых сателлитов 9  =  360:k и уравнение (1 1 ) 
переходит в уравнение (3).

fЕсли в уравнение (11) подставить ср =  360:£, N  =  —  и опустить
M

знак минус, то получим уравнение (2). Наконец, при подстановке в
Z-уравнение (11) ® =  360:/г и N  =  4  —3- приходим к уравнению (і).

Взяв значение N  по уравнению (12), найдем, что в уравнении (2)

Z2 / , , Z 2у — X --------- X -j— Ci + *  cz,
Z2' Z2'

а в уравнении (1 )
Z2' А  , Zr

 J C -X  +  F1 го то-
0 2  / Z2

Из выражений (13) и (14) видно, что число 7  в уравнениях (1 ) и
2 ) может быть целым только в некоторых частных случаях, когда, 
например, отношения соответствующих чисел зубьев сателлитов яв
ляются числами целыми. Требование, чтобы 7  было только числом це
лым [ 1 ], [2 ] и др., сильнейшим образом ограничивает возможности 
синтеза механизмов и окупается во многих случаях либо значитель
ным отклонением от требуемых кинематических соотношений, либо 
неоправданным увеличением габаритов, а нередко тем и другим вме
сте. В этом отношении уравнение (3), несомненно, имеет большое пре
имущество, так как оно значительно расширяет возможности конструк
тора. Однако уравнение (3) недостаточно для полного расчета сборки 
даже при равномерном расположении взаимозаменяемых сателлитов.

Выведенные выше уравнения (10)+-(12) позволяют легко и быстро 
производить полный расчет сборки любого из показанных на фиг. 1 

механизмов при каком угодно расположении взаимозаменяемых и не
взаимозаменяемых сателлитов.

Они могут быть использованы для расчета сборки не только» 
двухрядных, но и многорядных плоских механизмов, а также прост
ранственных механизмов, составленных из конических зубчатых колес.
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