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В в е д е н и е

В последнее время в Томском политехническом институте по 
инициативе профессора доктора А. А. Воробьева ведутся экспери
ментальные и теоретические исследования свойств изогнутых и замк
нутых волноводов, которые могут найти применение в циклических 
ускорителях электронов с управляющим магнитным полем [1].  В каме
ре такого ускорителя электромагнитная волна, имеющая продольную  
составляющую электрического поля, должна распространяться в ази
мутальном направлении с фазовой скоростью, равной скорости света.

Одним из способов замедления волн является диафрагмирование 
волновода периодической структурой. Ниже рассмотрены два ва
рианта диафрагмирования изогнутого волновода прямоугольного се
чения. Выбор варианта может диктоваться конструктивными особен
ностями волноводного циклического ускорителя, а также величиной 
затухания и сопротивления связи.

В ы в о д  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  д л я  в о л н о в о д а ,  
д и а ф р а г м и р о в а н н о г о  по и з о г н у т ы м  с т е н к а м

На рис. 1 изображена волноводная система, являющаяся пред
метом исследований, и указаны принятые обозначения. Волновод счи
тается идеально проводящим, а пространство взаимодействия (разме
ром 2 а в радиальном направлении) и пространство резонаторов (о б 
ласть между металлическими ребрами) заполнены идеальным диэлект
риком.

В цилиндрической системе координат г, ср, г  целесообразно клас
сифицировать электромагнитные волны вдоль прямолинейной коорди
наты г [2 ], т. е. рассматривать „электрические“ волны (Hz =  0 ), либо 
„магнитные“ (Ez =  0), либо, наконец, гибридные — совокупность тех и 
других. В настоящем разделе рассматриваются волны „магнитного“ 
типа, для которых компоненты электромагнитного поля выражаются 
через магнитный вектор Герца соотношениями:
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с  . к d ï lH „ . сШн
Er= - J  D ’  e V=JK  .  Et = O ,

Г О/ or

H  =  B W l  h « -  T L  LILи  -  д т » кщ  m
r  А  Л  ’ ‘ г, J E I 2— К  I l rt, (1)ôroz г dydz  dz2

причем функция ІІЯ является частным решением скалярного волно
вого уравнения

дпя+**пя= 0 . (2 )
При граничных условиях

Hh=O при Z=O  и (3)

U  2где b— высота волновода, к = - — .

Рис. 1. Изогнутый волновод, диафрагмированный по боковым стенкам.

В пространстве взаимодействия будем рассматривать волны, рас
пространяющиеся в положительном азимутальном направлении. Вви
ду  периодичности структуры по <р волновой характер процесса в ази
мутальном направлении представляем множителем где ns—n0 +

+  -^~в  и 5 = 0 ,  +  1, +  2 - число, характеризующее прямые и обратные

пространственные гармоники. Рассмотрим лишь случай, когда в на
правлении г  укладывается одна полуволна, что не повлияет на о б щ 
ность окончательного результата. Тогда выражения для компонент 
поля запишутся в виде: OO

D9 =  j•/ sin KzZ E  КІАS Tns О N nsO n ]  е ~insV,
S =  -O O

fl
H f =  - J c o s K 2 Z E  + +  [AsI,tsO r ) + B sN nsOr)]e-Jnsv, (4)

S = - O O

CO
Hz= Y 2 SiriKzZ 2  И  .ç %  (*r) jTBsN tls (Yr)]e-jnsv .

S= — GO
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Здесь, как и в дальнейшем, множитель опущен; In (хг), 
Nn(y.r), /„(-/-г), + ( х г ) —функции Бесселя и Неймана и их производ
ные по аргументу; ns —  угловая постоянная распространения;

О О Ôот=*;-— к2 ; Kz- - -  .
b

Пространство резонаторов удобно рассматривать как клиновид
ную линию передачи, короткозамкнутую на конце. Применяя гра
ничные условия Fcp=O при T = R 1 и Y = R 2 и учитывая, что в азиму
тальном направлении будут образовываться стоячие волны, получим 
для области II ( г < ? і )

оо

Ef =jnN /.C , [Â(xr) р  Pu AR(Xr)Jcos a cpsin/cz ;
I=O

I 00
/Lp=  V  O-K1C1 [R(xr)pR„ZVa(xr)] sinacpcos/pz; (5)

OO
H z =  2 Сг[ La(xr)f-Rii(xr)]cos<*<psinA:zz,

I=О

a для области III ( т > г 2) нужно заменить C1 и Рц на D 1 и Fm, где

P 11= - A M i l ,  P iii= - M ^ 2L ,  а = —  ,
+ ( R i )  + ( - / R 3) Ф

/ = 0 ,1,2 ... —число полуволн в направлении ср.
Проведем сшивание компонент поля (4) и (5) на границе 

r = r x= R x+ h u а затем на границе Y=T2- R 1— A2. В результате полу
чим систему 6 уравнений с 4 последовательностями неизвестных
A i , Ri , Cl  И D 1.

1 , +  И Л + + + + + ,  (Xr1)]- е / » * =

=  2  C f  R(Xrl)-PRii(Xr1)] COS а?,
Z=O

оо

п - J  2 + Ъ ITbOrl) + B sN as (Xr1)Ie-/"*?=
J = -OO 

OO
=  2  aC JR  (Xr1)-P-RiiAra(Xr1)] Sina ср,

1=1

HI- 2  H i + ( X r 1)PLRARi (Xr1) J e - ^ =  (6 )
S±—QО 

OO
— 2  CfLa(Xr1)P-Ri1 Ara(Xr1)] cos аср,

Z=O
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IV. V  (A J ns O r J M B sN nsJ r J ] e ~ M  =
S — QO

KJU

=  [/,(•/.г2) +  Dm Л+ ('/. Г 2 ) ] COS а ср.
Z-O

V. У л  « ,[ + /„ , ( -/ /+ + D vA +  ( -//+ J e --+ ?  =

VI

Z = I

оо
V
AUS — QO

а Dz(ZaRr2) +  Аці/Ѵа (*r2)]sinacp.

И ,  Df, Y r J M B sN  (V.гJJe -M '?=

2  С, [/, ('/.rL,) -1 -Di 11 (•/г2)] cos а®.
Z=O

Воспользуемся свойством ортогональности функций sin acp if 
cos acp в пределах одного периода структуры. Для этого умножим

q~ q-
уравнение Il и V системы (6 ) на sin ~ I, III, IV и VI на c o s——  ?

и проинтегрируем 1 и IV от О до 1Г, а оставшиеся уравнения от О до % 
Вводя обозначения

Jl= L O r J  J P

f  і ~  / Mai'ï ) +-Du NaO r ï )

Fl= L O r J M P m N aO М),

F i = L O rJ  Dm

Q siM
1_ е -ЛяЛ+«)Ф I —e-Jd's-m -j

(n.M a) ' ( + —a) J

sZ

Ег=У

I — g—Jwj +«)Ф I  e~J(ns "j

(я*—®) J

I —g-'«* -«)Фп

получим из (6 , II) 

1.
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OO
II. j  2  ns[A J nsQ r Q + B sN nP r Q X S sl= I  -  f r, I 1 Qt

S  =  -  0 0

OO
III. y,[AJJxr i ) + B J f n (*rt) ]Mel=4 ,f ly (8)'s

-S = -OO

IV. Al ('/ r 2 Qr.,) ] =  F1,
S =  - O O

OO
V. j  Al W n s [•"•+>] +B[xr2] I + , - / + ;  1Ф0У

S = - O O

CO

VI. 2 И Л . ("D) + 4 ,  (Xr1)JAfri= ^ l.'5
.S =  -OO

Однако оказывается, что уразнениг II систзмы (8 ) является сл ед 
ствием уравнения IlI (это касается и уравнений V и VI), и, пос
кольку последовательность IIl является более полной относительно  
/ ,  то система (8) тождестве нна системе

А  У JnsQ r i T B sN nsQ r 1)] Qsl= C l / , ,
S=-OO

(хгі)~rBsNns (*r i)\MSi=^Cifb (9)
-S “= OO

OO t
2  R +  (*r2) + + A q  (*D)] Qi l= D 1+
-OO

[ А / .  N r A - B sN ny (Xr2)JAfri= ^ D lF,.

S =  - O O

О С

V
- S - H = - Q 0

Таким образом, отсутствует кажущаяся неоднозначность реше 
ния, поскольку система (9) содержит четыре последовательности не - 
известных Л ,  + ,  C1, D 1 и четыре последовательности уравнений. 
Систему последовательностей (9) легко свести к двум бесконечным 
системам линейных однородных уравнений относительно амплитудных 
коэффициентов

CO OO
s ŝi~Y В sbsi 0 , ^ ^ \ scsiJ-Bsdsi = 0 ,  (Ю)

-S =  — оо S = —оо

где введены обозначения

aS i= A  A s Q r 1 )Qsl — Q r1 ) M sl.

г si =  в iAs QrAQsi — AiAs QrA M sl,

а для bsl и d sl In и In заменить на N n и N n.
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Решение системы (10), отличное от нуля, будет в том случае, 
когда определитель системы будет равен нулю. Следовательно, дис
персионное уравнение рассматриваемого волновода, характеризую
щее связь между радиусом изгиба, геометрическими параметрами 
волновода и длиной волны, записывается в виде бесконечного опре
делителя

. . . а _ 10 Ь- 10 ^oo оо #10 Ь\о • • •

. . . #—10 üL-io c OO

оо #10 +  о - • = 0

• • • #-11 b-  и #01 &оі #11 Ьп . . .

. « « • • • •

Представляет интерес более подробно остановиться на анализе 
решения в первом приближении, которому соответствует определитель  
с нулевыми индексами (5 = 0 , 1=0)

aOO ôo

с dc OO u OO

или в развернутом виде
T J no[ ^ R + a ) ] - i M R + a ) ]  _

L N M R + a ] ] - N no M R + a ] ]

— F2Ino\'t-{R a)] ІПо [*(/?—#)]  ̂ ( 11 )
F2N no[*{R—a)]—N no[*{R—a) ]

t x —  U
где Tij2 =  т г  и

1 A

L = /q [x ( /?  ±  a)]N0[ v J R ± a ± h 2д)],

L = Z n tyJ Z ? +  а  +  /?2,і ]/V0[x (Z ? + a )] , 

L = ’/ 0[y(Z ?± a)] TV0 [*(Z? ±  a  ±  A2,i)]. 

U = f 0[ * ( R ± a ± h 2,x) ] N 0[ * ( R ± a ) l

Величина, характеризующая замедление электромагнитной волны,

входит в индекс цилиндрических функций ( v =  -JL- =  JhrX
\  ѵф kR )

Первое приближение соответствует тому случаю, когда расстоя
ние между соседними диафрагмами много меньше длины волны в 
волноводе, толщина диафрагм значительно меньше расстояния м еж 
ду ними, а в резонаторах существует только основной тип колеба
ний, поле которого не зависит от азимутальной координаты. Р езул ь 
таты анализа подобного рода задач для различных типов диафраг
мированных волноводов [3, 4] дают основание считать, что теор ети 
ческое исследование в первом приближении является достаточным
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для выяснения основных свойств рассматриваемой системы. С ледую 
щие приближения, учитывающие высшие гармоники, лишь количест
венно могут изменить результат (порядок поправок— 15— 20 % к 
первому приближению), не изменив качественную картину.

Заметим, что при сравнительно слабом изгибе (* /?> 1)  и сим
метрично диафрагмированном волноводе (Ai =  A2), уравнение ( 11) пе
реходит в

tgtt/У о К / ? —а)] [*(/?— а ) ] ___=
tg  -Ah N no [•/[/?— а]]+ V 0 [/.(/?—а)]

=  tgxÆ / я„-[х(/?+а)]— /р [* (А + )д ]  (
tg Hi N nn[•/-(/?+а)] — V j -x (Æ + a ) ]

которое, будучи квадратным относительно tgxA, одновременно опи
сывает дисперсионные свойства синфазных и противофазных волн, 
первые из которых являются симметричными, а вторые антисиммет
ричными в радиальном направлении относительно центра пространст
ва взаимодействия. В этом легко убедиться, если сделать предель

ный переход при ѵ # / ? + ] /  k R  к  неизогнутому волноводу. Если вол
новод диафрагмирован вдоль одной стенки (A2=O  или A1=O) или не
симметрично (A1QA2), то в нем могут существовать лишь противо
фазные б о л ны рассматриваемого типа.

Kh

Рис. 2. Кривые, иллюстрирующие влияние изгиба на свой
ства диафрагмированного волновода: 1) синфазные волны;

2) противофазные волны.

На рис. 2 изображена зависимость относительной высоты диа
фрагм кк  от относительного радиуса изгиба при ѵф—с, ка  =  2 и двух  
различных значениях высоты b волновода. Проведенные расчеты по
казывают, что изогнутый волновод, диафрагмированный вдоль изо
гнутых стенок, обеспечивает ѵ= 1  на среднем радиусе R  при геомет
рических размерах, которые позволяют использовать его в качестве 
ускоряющей камеры волноводного циклического ускорителя с управ
ляющим магнитным полем.
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В ы в о д  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  д л я  в о л н о в о д а ,  диафрагмирован
ного по т о р ц е в ы м  с т е н к а м

Изогнутый волновод, диафрагмированный по торцевым стенкам, 
изображен на рис. 3. Первоначальные предположения будут такими 
же, как и выше. Существенным отличием в данном случае от пре

дыдущей задачи будет тот факт, что в вол
новоде, нагруженном по торцевым стенкам, 
возможно существование лишь гибридных 
волн, поскольку граничные условия на гра
нице раздела области взаимодействия и об
ласти резонаторов не удовлетворяются волной 
одного типа. Поле в резонаторе может рас
сматриваться как сумма полей „электричес
кой“ и „магнитной“ волн:

Kc
к. д_Ег 

дг  " +J
к дН.

дѵ

Рис. 3. Изогнутый волновод, 
диафрагмированный по тор

цевым стенкам.

H t

K 1c

K 7 дЕ,  , . дН,
_± _  ----   + J K  — -
г дѵ дг

H y =

, дН,  . к дЕ  ̂
K2A  К* e r  1 '

кг \  г дѵ дг j

где K2c= K 2- K z2, Kz— постоянная распростране
ния волн вдоль оси г  * K z может быть д ей 
ствительной или мнимои в зависимости от от
ношения K2J k2, которое, в свою очередь, оп
ределяется длиной волны и расстоянием м еж 

ду диафрагмами. Продольные составляющие поля Ez и Hz опреде
ляются соотношениями:

OO OO
Ez-  2  TJifico s a ? — 2  sin a cp ch

Л-1,3,5... I,= 2,4,6...

OO
Mz= - B t0FlSink 'z0 (z  +  — X] B tlF tls in  а cp—

I1=1,3,5...

оо
— 2  BiF'+os а cpsh Kzl( z + h ) .
L1=2,4,6...

Ha границе (пространство резонаторов— пространство взаимо 
действия) поперечные составляющие поля будут равны

OO
Frt= J  2  (

I1 = I, 3,5...
Cl К

ко. Ffco s  я ср+
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J E  (Al Kzl f\Kcl— A\ sin ар;
I1=ZAfi. .V Г

Ef = J A 0K KcoF0J jE  (AlKzl - J 1J X 1 к KclFl ) sin а ср
+ = 1,3,5...

оо

JjE (AiKiD  f i J A f  COS а ср;
I1=ZAfi - Г

OO
H r- = - A 0Kz0KcoE 0CigK20HJE ( - A l  X

Z1 = IAS... Г

PO
X  c t h  к'2 A  s i n  а с р +  2  ( — Л ,  D  к'2 И * c o s  аср;

Z =-2,4,6... Г

P O

я 9 =  2  D  — -  к  C th  Kzl  c o s  а  с р +
Z1 = I,3,5... Г

оо

+  2  (A rl 1FfflFl-  A 1 к KclI l )cthA% h'  sin а ср,
Za=2,4,6 . - Г

где A'0= B 0 s\x\ kz0 H9 A l - B rl Sh Kz lh9 A l - B lShK2lH.

f l9 Fl9 F 1 и / '  совпадают с их значениями из [7] с заменой у- на к€ 
W г І9 г 2 на г.

Если ширина канавки т0 можно предположить, что в ре
зонаторе распространяется только волна основного типа H ou и поле- 

границе резонатора имеет две составляющие:

L , = /А '0к ксо F0 , H r= - A 0 Kz0 кс0 F0 ctg H 0 H. ( 13

Поле в пространстве взаимодействия также может быть пред
ставлено суммой двух волн: „электрической“ и „магнитной“. Для по
лучения гибридной волны вводятся две потенциальные функции,
IІя (г, ср, г) и IIя(г, о, z )9 представляющие собой составляющие элект
рического и магнитного векторов Герца по оси £. Обе эти функции 
удовлетворяют волновому уравнению в пространстве взаимодействия 
волновода. Уравнения поля для пространства взаимодействия запи
сываются в виде

QO
Е г ~  E  e ~ jr i j ( D ' j <  J L  F ns- D s K zs v.s / J c t g  K2J g - Z ) ;

S = - C C  у

OO
E r = j  2  e ~J'n 's - H D s K 2s J f f ns- D f i  +  F  f i )  C tg  Kzs ( g - z )  :

S оо Г
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QO ti
Я _  V  e-J"sV-D'sK:sosFn - D sK - ß -  / J ;

S = - C C

H - J  2  D s K y J n r r D SKZS
n

Us)- (14)

. Здесь
S =  - C C

P =  -

D = C  sin Z K . ,  D '= C '  C m K 1Z;

I n = I J r ) + P N J r ) ;

J z = I J r ) + P N J r ) ;

F = I  J r ) + P ' N J r ) ;

Fn= I J r ) + P'NJr);

InO-J p , _ _  I J r 2)
,  !     •

Arn(Xr2) K J r

* ~ j / /+ — является поперечным волновым числом; /+—постоянная 
распространения волн вдоль оси 2  может быть мнимой, если ѵ? <  к2. 
В этом случае тригонометрические функции, определяющие характер 
изменения поля по оси г, становятся гиперболическими. Для значи
тельных замедлений K z всегда мнимо.

Сшивание касательных составляющих из ( 12) и (14) на границе 
областей приводят к уравнениям:

CC
V

S = -CC

D s к rJ  Flis- D s Kis y.sf ns \ cth g  Bsh =

л '-F' V I л ' Х j:
A ,  Kz i f і ка ~2 ~2

CO

S  =  - O о

П.
2  I D 'sк у ‘Fns — D s K is  -As f ns ) cth g  Csh = (15)

-S-Ф л '+  A J z i f  ItcCi у - А , , у  у  F,.

GO ' 

2S=-CC

HstcZi yfnsA-Ds K -AFns ] cth Kls  g  Csn =

A0KKcnF J ;

S=-CC

У,  ( D sKis -ßZns+D'sк -As Fns ] cth g  Bsl = (16)
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V  ( о + , ,  J  у „  +D-,+ C t h  к., с;, _
•У — - O O

= A , ,  kJ L 1- J  F  А\KKclE r  
г  2  3 2 г

OO

S = - Q O

- л , ,*  « ,,л  - j  -м ; ,  j  g ,  i ль /г.

^  /
У  - D sK*sf„s +  D

' Uzs П$ р  \ R'
s  „  J  n s  l j S  I

S = - O O
Г

I =  — ( A l l KKcJ l + F A J kJ L - 1L  f \  cth к), h .

(17).

V  / d C T V
S =  - O O

OO

Л , + V  NXСso

V  ID LkLa

=  lW o K o  k CO F g t g  K'zoh-,

fns-\D X-s-'-sFns)  Cni =

n

=  I Ль у  bfi+A L Kl 'Ы F\ Icth KihI

OO Ktl

=  ( Лг- / * + +  +-I «Cl F1 ) Cth

Здесь C5/6, Сл'/2, Bsili B'sl — постоянные сомножители, зависящие от 
геометрических размеров структуры [4].

Из уравнений (15,16, 17 и 18) следует, что для того, чтобы выпол
нялось условие равенства нулю составляющих Er и H 9 в простран
стве резонатора для полей с индексами Z =  0 , необходимо, чтобы вы
полнялось равенство нулю этих составляющих в пространстве 
взаимодействия.

Анализируя характер функций / ' ,  Fr и / ,  Fi можно показать, что 
составляющие Eri H 9 поля гибридной волны вычитаются, a E9 п
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H r—складываются. На основании сказанного Er можно положить 
равным нулю. Для неизогнутого диафрагмированного волновода ана
логичное положение выполняется точно. В данном случае оно вы
полняется приближенно

- D s K :s  * ,  f ns +  D ;  %  O,

откуда
гу   ry TCG5, Ens

l j S  l j S

K s Kzsfns

Тогда уравнения (1 5 )— (18) можно записать

OO
2  о;

S  =  - Q C

- J V f  nI f nsFns+ +  F f nsFns Т О  cth K ltJ g
Y  ' h  f n s  \  )

= K k k CoN f

%  D s N J r U f ns F ns+ -+  F f nsF n V y t h K zsg =
-«О Г 7SJ nS\

OO
V  D  -Jm4 s r

=  — C O

= K . -

K i
r

OO

2 D s
5= — OO

к' I
= K . Z

о
+ ! , + F k f I +  <19>

к

F 4 / : ns

f i + К  К  K clF l

У.  Ц . , 1 >Т  ( * S » Щ , / „  +  r'-K%;?J,„FJ C „ =
>- Kzs-Asf n

S  —  — о о  6  -7  /25

=  K K okCOf 0tK t e T O ;

У  P -  z — Ц — O 2 Ч / Т О  +  *2 А  ^ ) С Л =
г- F-S -+ fn

S J  TlS- па I - Z s  S J  n s

S  =  - O C  '  n s

=  ( л /г —  L -  / / + а ;  Ч  V z F + )  C th  Kn  h- (20)
г 2 ■ 2 /

2  D ; г ѵ  ! г  N s f nsFns+ F K f K ù F; , ] B sh=
N 00 ZS SJ ns

I K Itz , Ф \
^ ( Au Y  у / / +  h Kzl КСІ Cl 2 / c^  Kzl
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Используя уравнения (19, 20 и 21), можно составить бесконеч
ную систему уравнений относительно D sf исключая неизвестные 
A 0, A 1, A u , А \ ,  A u. Дисперсионное уравнение может быть записано 
в виде бесконечного определителя, из которого могут быть полу
чены решения в любом приближении. Ввиду большой сложности 
полученного решения и учитывая также, что вывод носит прибли
женный характер, целесообразно ограничиться решением в первом 
приближении, которое после ряда преобразований записывается сл е 
дующим образом

X:K2ZnFnT  'Th (с 
4 Q 2K f n

T f n K
_ м _ г  
  A ] 2 ttJ

%  +  +  Q 2K f n

i —
A k

( г2 — +  )2+ I г2 — г, ) 2 я

V  1 (г2 — г, ] 2-іг
• cth —  Ѳ

V
I

A l

>2 — Гі)2тс.

(2 2 )

Здесь Ѳ == Kh электрическая глубина канавки,

А =  X  (г2 —  T1), СЕ = *01 (#2 “ Г J

Уравнение (22 ) позволяет произвести сшивание полей в средней  
точке волновода. Расчеты показывают, что геометрические размеры 
волновода, диафрагмированного по торцевым стенкам, оказываются 
весьма близкими к размерам волновода, рассмотренного в предыду
щем параграфе.
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