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(Представлена кафедрой инженерной и вычислительной математики)

Л е м м а  1. Д а н а  Si =  ( а ,  Ь, с, d}. В ел и ч и н а

. с (а ;  », с) с (а ,  b, d) с (с, d,a)  с (с, ,

равна + 1  или — 1, в зави си м ости  от  то го ,  б у д е т  ли C (S 4) =  I или 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а м е т и м ,  что  ф у н к ц и я

9 (а, Ь, с, d) =  ; (a, b, с ) ;  (a, b, d) d, а) с (c,’d ,  b)
не м ен я е т с я  при п е р е с т а н о в к е  а р г у м е н т о в .

В сам ом  д е л е ;

9 (Ь,а, с, d) =  с(», а, с ) ? (», a, ) с(с, d, b) -,(с, d, а) =
Ч

=  C (а, Ь, с) Z(a, b , d )  с (с, d ,  а )  с (с, d ,  ») =  9  ( а ,  » , с, d ) .
Т а к  ж е

<Р ( а ,  с, » , d )  =  ср ( а ,  », d ,  с) =  <р ( а ,  », с, d ) .

a) П у с т ь  S 4 - в ы п у к л а я .  В с и л у  п р е д ы д у щ е г о  м о ж н о  счи тать ,
что  то ч к и  а ,  », с, d  р а с п о л о ж е н ы  в е с те с т в е н н о м  п о р я д к е  [1]. Т о гд а

с ( а ,  », с) =  с (и, », d )  =  с (с, d ,  а )  =  с (с, d ,  ») =  +  1 . 

С л е д о в а т е л ь н о ,
9  ( а ,  », с, d ) =  +  1 .

в)  П у с т ь  S 4 — н е в ы п у к л а я .  П у с т ь  а, Ь, с — в н е ш н и е  т о ч к и ,  р а с 
п о л о ж е н н ы е  в ес те ст в е н н о м  п о р я д к е ,  и т о ч к а  d —в н у т р е н н я я .  Т о гд а

; ( а ,  », с) = с  ( а ,  », d ) =  +  l ,

с (с, d ,  а )  с (с ,  d ,  » ) =  — 1 .
С л е д о в а т е л ь н о ,

9  ( а ,  », с, d )  =  -  1 .

Л е м м а  2. П у с т ь  S 5 =  {а, », X1, х 2, х 3}. Т о г д а

С (S 5\ { a } ) - C ( S 5\ { » } )  = J -  2 ]  с ( х , у , 2 ) с ( х , у ,  » ) с ( а , » , х ) с ( а , » , у ) .
А X, у, Z^S5

X, У |с (* , у, а) с(х ,  у , » ) < 0 .«
Д о к а з а т е л ь с т в о :  В с и л у  л е м м ы  1.4 из [2]:

с (», X1, х 2) с  (Ь, х2, х3) с (» , х3, X1) +  с (», X1, х 2) с ( а ,  », * , ) с ( а ,  », *2) +



+  ;  ( b ,  x 2, x 3) ç ( a , b , x 2) ç ( a ,  b,  x 3)  +  лг3, X 1) ; b,  x 3) ; ( a ,

=  ; ( a , x b  л-2) ç ( л ,  x 2, x 3) ; ( a , x 3, X 1)  +  ; ( a ,  x , , x 2) ; ( a ,  6 ,  X 1) ;  ( a ,  ô ,  X 2)  +  

+  ; ( a ,  x 2, x 3) ç  ( a ,  ft, x 2) ; ( a ,  6 ,  x 3) +  ; ( a ,  x 3, X 1) ; ( a ,  ô ,  x 3) c ( a ,  M 1) .  

П р о и зв е д е м  п е р е гр у п п и р о в к у  слагаем ы х:
—  ; ( & ,  X 1, x 2) ; ( ô ,  x 2, x 3) ; ( ô , x 3, X 1)  +  ; ^ ,  X b X 2) ; ^ ,  x 2, x 3) ; ( a ,  X 3, X 1)  = i

=  ; ( & ,  X 1, x 2) ; ( a ,  M i M +  b,  X 2) —  ;  ( a ,  x b x 2) ; ( a ,  ô, X j ) ; ( a ,  M 2)  +

+  ; ( 6 ,  x 2, x 3) ;  ( a ,  ô ,  x 2) ; ( a ,  b,  X 3) -  ; ( д ,  x 2, x 3) ; ( a ,  ô, X 3)  +

+  ; ( 6 ,  x 3) X 1M +  6 ,  X 3) ;  ( a ,  6 ,  X 1) -  ; ( a ,  x 3, X 1) c ( a ,  6 ,  x 3) ; ( a ,  b ,  X 1) .

У м н о ж а я  все сл ага е м ы е  на с>(хи X2, х 3) и п р о и зв о д я  ,просты е п р е о б 
разован и я :

;  ( b , X 1, х 2) ;  (£>, X 1, х 3) ;  ( х 2, X 3, Ь ) ;  (х2, х 3, X 1)  —

— ; ( a ,  х ь  X 2) ;  ( a ,  X 1, х 3) ; ( х 2, х 3, а )  ;  ( х 2, х 3, X 1) =

=  [ 1 — ; ( х 1, х 2, a ) ; ( x t , х 2, 6)] ; ( X 1, х2, х3) ; ( х ь  х 2, & ) ; ( +  х х) ; ( + 6 , X2) +
+  [1— ; ( х 2, х 3, а ) ; ( х 2, х 3, 6 ) ] ; ( х 2, х 3, х , ) ;  (х2, х 3, £ ) ; ( +  b,  х2) ; ( а ,  X3) +

+  [1— ; ( х 3, X 1, а )  С (х 3, X 1, 6)]с (х 3, X 1, х2)с (х 3, X 1, * ) ; ( +  Ь,  * 3) ; ( +  b,  X 1)  =

< =  у |  [ 1 — ; ( х ь  х 2, а ) ; ( х ь  X 2, & ) ] ; ( х ь  х 2, х 3) ;(х ь  х 2, 6 )  ; ( а ,  6, х х);(а ,  6, X 2) +

+  [ I — ¢(-^2, X 1, û ) ç ( x Ê , X 1, & ) ] ; ( х 2, X 1, x 3) ç ( x 2, х 1, 6 ) ; ( а ,  ô ,  х21 ;(+  ft, X 1) +

+  [1 —  с (х 2, х 3, а )  ;  ( х 2, х 3, Ь )]с .(х 2, х 3, X 1M x 2, х3, 6 )с (+  6, х 2) ;(а ,  Ъ,  X 3) +

+  [ 1 — с(лг3. * 2, а )  с  ( х 3, х 2, b )] ;  ( х 3, х 2, X 1) ; ( х 3, х 2, &) ; ( +  Ь,  х 3) ; ( а ,  b,  X 2)  +  

+  [ 1 — ; ( х 3, X 1, а ) ; ( х 3, X 1, 6 ) ] с ( х 3, X 1, х 2) ; ( х 3, X 1, ô ) ; ( a , ô , X 3^ a j A j X 1)  +

+  [ 1 — с ( Х ) , х 3, й ) ; ( + , х 3, £ ) ] ; ( х ь х 3, х 2) ; ( х х, х 3, ; ( а , Ь, х / Ц а ,  M 3)] )

1
=  —  Z j  [1—;  (х ,  у , а ) ;(х ,  у, b)]; ( х ,  у , z);  (х , b)<,(a, Ь,х) ;  у) =

2  X ,  у ,  ZL1S bI ( а ,  Ь }

=  2 ç (■*• У’ z )ç (*- +  6) U a , Л  х) ;
х , у ,2 £.S6\ { a ,  Ь j

+  У И +  У. а )  9 ( +  У, Ь) < 0.

H o  в ы р а ж е н и е  в л евой  части п р е д ы д у щ е г о  равенства , в си л у  л е м -
ѵіц I PPTK

2 [ C ( S 5\ { a } - C ( S 5\ { 6 } ) ] .

П о э т о м у

C (S 6\ { a } — C (S5) \ | 6 ) )  =  f V  ;  (х , у z) ;  (х , у, b )  ;  ( a ,  Ь, х) ;  (а, Ь, у).
х ,  у ,  Z t S 5

Х,У|« ( х ,  У, а);  (х , у, 0,

ч то  и тр е б о в а л о с ь  д о к а за т ь .
Т е о р е м а  3. П у с т ь  a, b £ S .Т о гд а

C ( S \ { a } ) — C ( S \ { b )  ) =  V J  T i*; ( b , x i> « ( +  ^ ( +  , X 7) .

+ ,  a :7-! ;  ( X / ,  Xj,à) ;  (хг, x 7-, 6) <  O.
4



Д о к а з а т е л ь с т в о :
C(S\{a})-C(S\{6}) = У -  })=

sTs
a, b , £ S s

= F v  ç (•*> y> zM*, Ç (a, b, x)ç(a, =
X, y k u , y,  a)C(x, y,  b ) < 0

1 V y> b) b- <ia> V ç У’ z)=2 _
a:» y|C(*, y,  a)L(x, y,  b)< 0 zi=xt у

=  -L -^ i 7 л + ( * >  У- b)c.(a, b, x)c(a, b, y )  =

x,  yJC(N, y,  a)C(N,y, ^ < 0

=  2  W  ( G ,  G -  AO■< ( a ,  Y  * i)  ;  ( a ,  b,
Kj

XiXjIÇ (Xi, Xj,a)  ç ( x f , x y, ô )  <  0 ,

гд е  q t j  =  |L (* ;,* /)!  — |/? (¾, * , ) ,  
что и т р е б о в а л о с ь  д о к а зат ь .

Н е к о т о р ы е  с л е д с т в и я
П усть

S n+ 7 - \ S „  =  { а , ,  a 2,.

Т о гд а ,  по т е о р е м е  3:

C(5nU (+ +.})-C(S„U {« i}) =
( * / с ,  X i , 0 + j )  Ç (Zf , X/ç) Ç ( tZ i+ i , (Zj , Xf ) .

K<kl
XK, X1 1 ç ( x K, X1,ai) ;  (x* ,  x f, <  O. 

С у м м и р у я  no C имеем:

c (Swu { r̂}) —C  (S« U {^i}) ==
T— I

=  Лк,1<.(Хк, X1, ai+OJai+i,  a i ai,  x (). ■ •
/=1 AT N ІС(ЛС N Cl M x  , x , a . , t )<.0 Ky /I AC, Ir г  AC ; / +  l '^

B частности , если  аг =  а ь  п олучим :
/■—1

] ÿ ]  Titrt (* * . •*/> ai+i)i(ai+i,  ai, a t, = 0 .
/-I V xIlet**-G'eIwV */*ei+i)<0
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