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В  рабо те  а вто р а  [9 ], где д аны  те о р е ти ч е ск и е  об осн ован и я м е то ­
да, у к а з ы в а л о с ь , ч то  в со в р е м е н н ы х к о н с т р у к ц и я х  и с о о р у ж е н и я х  
во зм о ж н о  во зн и кн о вен и е  зон п л а с ти ч н о с ти , о б у сл о в л е н н ы х  п о я в л е ­
нием с в е р х к р и т и ч е с к и х  н а гр у з о к .

Ч л е н -к о р р е сп о н д е н т  А ка д е м и и  н а у к  И . М . Р а б и н о в и ч  [4] у к а з ы ­
вал, ч то  п р о д о л ж ен и е  д и н а м и ч е ско го  р а сч е та  за п ред елы  у п р у го с т и  
н ео б хо д и м о  д аж е  то гд а , к о гд а  н а п р я ж е н и я , в о зн и к аю щ и е  при к о л е ­
бании с о о р у ж е н и я , и м ею т ум ер ен н ы е зн аче н и я  и л е ж а т  н и ж е п р е д е ­
ла у п р у г о с т и . И  особенно б о л ь ш а я  н е о б хо д и м о сть  п о я в л я е тс я  в т а ­
к и х  р а с ч е та х  при п р о екти р о ван и и  з а щ и тн ы х  с о о р у ж е н и й , п р е д н а зн а ­
ч е н н ы х  д л я  в о сп р и я ти я  уд ар а  сн ар яд а , авиабом бы  или в о з д у ш н о й  
волн ы  взр ы ва. В  т а к и х  с л у ч а я х  м о ж но м и р и ться  с рабочи м и  н а п р я ­
ж е н и я м и , п р е в о схо д я щ и м и  предел у п р у го с т и .

П р и  оп р ед ел ен и и  ч а с то т  д о п у с к а е тс я , ч то  при нали чи и  п л а с ти ­
ч е с к и х  зон в б ал ке  п л а с ти ч е с к и  д еф о р м и р о ван н ы й  м атери ал  о к а з ы ­
ва е т свое вл и ян и е  главн ы м  образом  на изм енение а м п л и туд ы  к о л е ­
б ан и я  и весьм а слаб о  на изм енение ч а сто т . Э т о  та к ж е  с о гл а с у е тс я  
с тем  о б с то я те л ь с тв о м , что  р ассе ян и е  эн ер ги и  при к о л е б а н и я х  д ля  н е ­
к о то р о го  д и ап азо н а  ч а с то т  м о ж но с ч и та ть  не зав и сящ и м  о т ч а сто ты  
к о л е б а н и й , а зави сящ и м  о т а м п л и туд ы  д еф ор м аци и  и те м п е р а ту р ы .

С  ц е л ью  п о п ул я р и зи р о в а ть  м етод в ы ч и сл е н и я  ч а с то т  за пределом  
у п р у г о с т и  среди и н ж е н е р н о -те х н и ч е с к и х  р а б о тн и ко в, котор ы м  по р о ­
д у  сво ей  д е я те л ь н о сти  п р и х о д и тся  в с тр е ч а ть с я  с таки м и  или а н а л о ­
ги ч н ы м и  им р асче там и , а в то р  д а е т с х е м у  п о сл е д о в а те л ь н о сти  в ы ч и с ­
лени й.

Р а ссм о тр и м  та к о й  с л у ч а й , к о гд а  взр ы вн ая  волна или д р у ги е  п о ­
добны е ф а к то р ы  в ы зы в аю т (и м и ти р у ю т) д е й ств и я , а н а л о ги ч н ы е  р а в ­
н ом ерно р асп р ед елен н ой  н а гр у з к е  и н те н си вн о сти  р  на б а л к у  д л и ­
ной 2/ л е ж а щ е й  на д в у х  о п о р а х  ш а р н и р н о -за кр е п л е н н о й  или св о б о д ­
но оп ер то й  ко н ц ам и . Т а к  к а к  р а ссм а тр и в аю тся  ч а сто ты  со б ств е н н ы х  
ко л е б ан и й , то  зд е сь  им еется в в и д у  у ка за н н а я  н а гр у з к а , к а к  и м ­
п у л ь с , вы зы в аю щ и й  ко л е б ан и я б ал ки . И т а к , мы наблю даем  и в ы ч и с ­
ляем  ч а сто ты  н е п о ср е д ств е н н о — то тч а с  по сле и м итации взр ы ва. И з  с р а в ­
нения и з ги б а ю щ и х  м ом ентов в н е ш н и х  н а гр у з о к  р  и в н у т р е н н и х  сил
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у п р у го с т и  м атериала б ал ки  д ля п о п е р е ч н о го  се ч е н и я  ее у п р у г о -п л а с ­
ти ч е ск о й  зон ы  [3 ], [5 ], н ахо д и м  ур ав н е н и е  в сл е д у ю щ е м  вид е:

( О

гд е  h  и Ь —  разм еры  п р о ф и л я  б ал ки  (р и с. 1 ), а
з0 — предел т е к у ч е с т и  на р а стя ж е н и и  (п л а с ти ч е с к а я  п о сто я н н а я ).
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Р и с .  1 .  О с е в о й  р а з р е з  б а л к и  с  у к а з а н и е м  п р и л о ж е н н о й  р а в н о м е р н о  
р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к и .

П л а с ти ч е с к а я  д еф о р м ац и я вп ер вы е в о зн и к а е т в б ал ке  в к р а й н и х  
ее в о л о к н а х  z  = +  h  о п а сн о го  се че н и я  у  =  0  при к р и ти ч е ск о й  н а ­
г р у з к е  р 0, к о то р а я  в ы р а зи тся  из ф о р м ул ы  (1 )  и б у д е т  равной

8 Ь
Po =  —

3
(2 )

У р а в н е н и е  гр а н и ц  м е ж д у  у п р у ги м и  и п л а сти ч е ск и м и  зонам и в с е ч е ­
нии у O z ,  то  е сть  ф о р м у л а  (1 ;, п р е о б р а з у е т с я ^  к а н о н и ч е с к о м у  в и д у

W

3 + ( 1  - Р )  I - P
=  1 ;(з )

гд е  и  — j - ( — I С  и < [  +  1),р  — ( —
I  4

У р а в н е н и е  (3 )  в ы р а ж а е т сем е й ств о  ги п е р б о л  с п о л у о ся м и  h Ц 3 ( 1 — р)
і — р

1 Vі
, где р — парам етр.

Н а  рис. 2 п л а сти ч е ск и е  зоны  з а ш тр и х о в а н ы . Т а к  к а к  —  =  -L
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Р и с .  2 .  О с е в о й  р а з р е з  б а л к и  с  у к а з а н и е м  п л а с т и ч е с к и х  з о н . '

3а в ы р аж ен и е  в к в а д р а тн ы х  с к о б к а х  е сть  р, то  то гд а  х = — р
2

х

(4 )

где x =  —  .
Po
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Д л я  у г ір у го -п л а с т и ч е с к о го  со сто я н и я  п о п е р е ч н о го  сечен и я  б ал ки  и н ­
те н си в н о сть  н а гр у з к и  р  д о л ж н а  и зм е н я ть ся  в н еко то р о м  и н те р вал е  
O T j P = F m in A O F = F m a x ,  т .  e. F m i n < F < / 7max. Н е т р у д н о  о п р е д е л и ть  
эти  кр ай н и е  зн аче н и я  Fmin и Fmax- В  сам ом  д еле, д л я  о п а сн о го  с е ч е ­
н ия и  =  0  при z  = + h  (н а ч а л о  т е к у ч е с т и )  из ур ав н е н и я  зон (3 )  сл е - 

2
д у е т , что  р =  —  .Т о гд а  из (4 ) * =  1 , сл е д о в а те л ь н о , Fmin =  Po (р и с . 3 ) .

3 .

I  —

Рис. 3. О севой разр ез балки с указанием  границ м еж ду  упругой и упруго- 
* пластической зонам и.

Для г оп ред елен и я р тях в * опасном  сечен и и  ( и  =  0 ) н у ж н о  п о л о ­
ж и ть  2 =  0, ч то  б у д е т  с о о тв е тств о в а ть  п л а с ти ч е с к о м у  ш а р н и р у ,

3
а из ур ав н е н и я  зон (3) найдем  р — 1. За те м  из (4) — * =  — , сл е д о в а -

2
3 2 3

т е л ь н о ,р тах =  Po- И т а к , к о гд а  —  < р < 1 ,  то гд а  1 <  х <  — , т . е . р  мо-
2 о * 2

3
ж е т  п р и н и м ать  зн аче н и я л и ш ь  о т р 0 до — р0.. Д л я  с л у ч а я  р =  1 или

i 2
3 3

у =  —  /  ч то  с о о тв е т с т в у е т  /Jmax =  —  Po, т . е. к о гд а  в сечен и и  и =  О 
2 2

в о зн и к ае т /п л а сти че ски й  ш ар н и р . В  этом  с л у ч а е  ур авн е н и е  зон (3 ) 
п р е в р а щ а е тся  в* у р а в н е н и я  а си м п то т ги п е р б о л ы  z  == *± h  ] / 3 а.  
Н а  р и с. 4 зо н ы  д ля п л а с ти ч е с к о го  ш арн и ра п о казан ы  ш тр и х о в к о й .

Рис. Ч. О севой разрез балки с указанием  зоны при пластическом
ш арнире.

Уравнение (3) выражает две ветви гиперболы, которые являются 
границами м еж ду пластическими и упругими зонами в балке, причем 
внутри их содержится пластическая, а вне — упругая область (рис. 2).

Так как в дальнейшем будем пользоваться только параметром *, 
который будет выполнять роль независимого переменного при изме­
нении значений его через интервал 0,05, то установим зависимость 
м еж ду  X и и0, где а 0 — граница по пролету внешней части осевого  
сечения балки м еж ду упругой и упруго-пластической зонами.
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Полагая в уравнение (3) z =  ±  h, и  =  и 0, тогда будем иметь

Im0I =  1 + 1 — Г -

Уравнению зон (3) можно придать более удобную относительно Z 
явную форму

-  - - 1/2
(6 )=  h (2к )1'2 Г

3 — 2/ '
------------- \- и 2

2*

Как известно, для произвольного поперечного сечения балки уп­
руго-пластической роны жесткость на изгиб и погонная единичная 
масса выразятся так:

EI x ( U ) = - E b z  

т  ( и)  =  A b 3 z,(J)
где Е —  модуль Юнга,

a z  — аппликата для упругой области поперечного сечения балки,
причем — h < z + h- 

Формулы (7) с учетом уравнения зон (6) преобразуются к следую­
щему виду:

3 —  2у 13/2
E I x (U) =  ( E I x)0 ( I k) ^  z

т  (и) =  т 0 (2х)1/2

где

2*

3  —  2 х  

2 х

T 3/2

+ . « Ч  ,

+  M2J k  (8)

( E I x )0 =  b h 3, т 0 г  4д M .
О

Пользуясь аппроксимирующей функцией1)
Z  ( и)  =  и 4 —  6 и 2 +  5,

которая ранее была вычислена [9], и при наличии (8), формула для 
собственных частот изгибных колебаний преобразуется к следующе­
му виду:

/  щ  г і

-  I 8 / 1 7 Д Г )  I  /  (2х)3/!  ^  +  и2)3/2 ( и 2 -  I
I 2 у  т  ( к )  I, “р 1 ’ 1 1

7 (2x)h2 J (X2 +  и2) P  (и) d u  +  J
,  О  M 0

Q ___ O r
где Р ( и )  =  и 8-  12м6 +  4 6 +  -  60м2 +  25, X2 =  - — —  .

2х •

Этой формуле (9) можно придать более удобный для вычислений 
частот вид 'г

V =  - I  G Z r (х )  / ф  (х )  4 - ср (Mo)
I 2

где
1

I  / ~ Р]_х( х) i Ф  (х ) cP (м0) ПО )
V  / M ( X )  | /  G ( x )  +  ф (Mo) ’ ;

9 (M0)  =  (' (м2 -  I)2 du =  +  U  — L  ,
«7 Ib  A h
U0 15

:1)) Метод вычисления аппроксимирующей функции и вывод формулы частот ука­
зан в [7] и [8].
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3968
25ио +  2 0  о —г—  +  ~ а0 w  а0 >? ( « о )  =  f P ( U )  d u

I  315
U0 - U0

ф  (x) =  (2х)3/2 j  (P  +  «2)3/2 ( M2 _  !)2 da t F  (x) =  (2x)'/2J>2 +  И2)'/2 («) du

П о сл е д н и е  д ве  к в а д р а ту р ы  б е р у тс я  зам еной перем енной = X t g t .  
П о с л е  в зя ти я  к в а д р а ту р  и д р у г и х  н е к о то р ы х  п р о м е ж у то ч н ы х  в ы ч и с ­
л е н и й  со ста в л е н ы  та б л . 1 и 2 д л я

O1 (X )  =  Ф ( х )  +  <р(«0) , (1 1 )

аг(* )  = F ( x )  + < K u o ). (12)
T а б л и ц а  1

X “ о ? («о) Ф ( х ) з ,(х )

1 ,0 0 0 0 ,5 3 3 3 3 3 0 0 ,5 3 3 3 3 3

1 ,0 5 0 ,2 1 8 2 1 8 0 ,3 2 1 9 4 0 0 ,190421 0 ,512361

1 ,1 0 0 ,301511 0 ,249601 0 ,2 2 8 0 1 2 0 ,4 7 7 6 1 3

1 ,1 5 0 ,3 3 1 1 5 8 0 ,2 0 2 3 5 0 0 ,2 3 4 6 9 1 0,437041

1 ,2 0 0 ,4 0 8 2 4 8 0 ,1 6 8 1 7 0 0 ,2 2 5 6 6 0 0 ,3 9 3 8 3 0

1 ,2 5 0 ,4 4 7 2 1 5 0 ,1 4 3 9 6 2 0 ,2 0 7 6 7 2 0 ,3 5 1 6 3 4

1 ,3 0 0 ,4 8 0 3 8 6 0 ,1 2 1 7 3 0 0 ,1 8 4 6 8 1 0 ,306411

1 ,3 5 0 ,5 0 9 1 7 5 0 ,1 0 5 3 1 9 0 ,1 5 9 2 8 5 0 ,2 6 4 6 0 4

1 ,4 0 0 ,5 3 4 5 2 3 0 ,0 9 1 9 0 1 0 ,1 3 3 5 0 1 0 ,2 2 5 4 0 2

1 ,4 5 0 ,5 5 7 0 8 6 0 ,0 8 0 7 8 2 0 ,1 0 9 0 7 2 . 0 ,1 8 9 8 5 4

1 ,5 0
•

0 ,5 7 7 3 5 0 0 ,0 7 1 4 5 0 0 ,0 8 8 2 1 0 0 ,1 5 9 6 6 0

T a б л и ц а  2

% «о. V ( U 0) F ( x ) S2 (х )

1 ,0 0 0 1 2 ,59683 0 1 2 ,5 9 6 8 3

1 ,0 5 0 ,2 1 8 2 1 8 7 ,3 4 4 6 4 5 ,0 7 0 6 9 12 ,4 1 5 3 3

1 ,1 0 0 ,301511 5 ,5 8 4 7 4 6 ,5 0  72 12 ,09446

1 ,1 5 0 ,3 6 1 1 5 8 4 ,4 5 4 8 8 7 ,2 3 3 2 5 11 ,6 8 8 0 8

1 ,2 3 0 ,4 0 8 2 4 8 3 ,6 5 0 3 2 7 ,5 6 2 3 0 1 1 ,21292

1 ,2 5 0 + 4 7 2 1 5 3 ,0 4 6 9 0 7 ,6 2 6 0 6 10 ,67296

1 ,3 0 0 ,4 8 9 3 8 6 2 ,5 7 8 8 8 7 ,4 8 6 2 2 10 ,0 6 5 1 0

1 ,3 5 0 ,5 0 9 1 7 5 2 ,2 ,)771 7 ,1 7  2 0 9 ,3 7 9 9 1

1 ,4 0 0 ,5 3 4 5 2 3 1 ,90787 6 ,6 8 4 8 2 8 ,5 7 2 6 9

1 ,4 5 0 ,5 5 7 0 8 6 1 .6 6 1 8 9 5 ,9 8 4 8 9 7 ,6 4 6 7 8

1 ,5 0 0 ,5 7 7 3 5 0 1 ,4 5 7 7 7 4 ,7 9 0 6 0 6 ,2 4 8 3 7

Формула частот (10) при наличии (11) и (12) упростится и при­
мет такой вид:

‘ ѵ = Ѵі  
Li
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где

48 i / Л Ё
V °2 (*

(14)

Д л я  безр азм ер н ой  вел и чи н ы  ѵ0, со гл а с н о  ф о р м ул е  (14), со ста в л е н  
гр а ф и к  (р и с. 5 ) , а ее зн ач е н и я  зан е се н ы  в та б л . 3. Т а к  к а к  в ф о р м у ­

л е  (13) E I x (у.) =  —  E b z 3 и т (у) =  Aybz  с о о тв е т - 
3

с т в у ю т  ср е д н е м у  п о п е р е ч н о м у с е ч е н и ю  б а л к и , 
т о  б у д е т

" - T z V k  (1 5 )
гд е  z  та к ж е  с о о т в е т с т в у е т  се р е д и н н о м у п о п е ­
р е чн о м у с е ч е н и ю  б ал к и . H o  то гд а  z  из ф о р м у ­
л ы  (6 ) при и  =  0, то  е сть  д л я  о п а сн о го  се ч е н и я  
п о серед и н е б а л к и , в ы р а зи тся  в та к о м  виде:

z =  A ) / 3  — 2*. (16)
Е с л и  н ай д ен н ое зн аче н и е  (16) д л я  z  п о д стави м  
в (1 5 ), то  буд ем  и м е ть  с л е д у ю щ е е :

- W З т
X , (1 7 )

U  1.2 1.5 JA X

Р ис. 5 . Граф ик  
ф ункции V0 =

48
где

1 / Si (У) 
Y  C2 (X) *

Vx =  V0 1 /3  —  2* • (1 8 )

В  ф о р м у л е  (1 7 ) д л я  д ан н о й  б а л к и  м н о ж и те л ь А і / + =  
/2 V3-г

=  con st,

a і х — б езр азм ер н ая м а ж о р и р у ю щ а я  ф у н к ц и я , п р о и зв о д я щ а я  ч а сто ты  
за п р ед елом  у п р у го с т и .

С о гл а с н о  ф о р м ул е  (18) со ста в л е н а  та б л . 3  и гр а ф и к  (р и с. 6 ) .
З д е с ь  п о гр е ш н о с ть  п е р в о го  п р и б л и ж е н и я  

с о с т а в л я е т  0 ,0 7 % , а в то р о го  — 0,01 % .  А н а л о ­
ги ч н о  р е ш а е тс я  зад ача  в ы ч и сл е н и я  с о б ств е н н ы х  
ч а с т о т , к о гд а  б а л к а  з а гр у ж е н а  равном ерно р а с­
пр ед елен н о й  н а гр у з к о й  л и ш ь  по н еко то р о й  
ч а сти  п р о л ета.

В  з а к л ю ч е н и е  с л е д у е т  о тм е ти ть , ч то  п р а к ­
ти ч е с к и  в ы ч и сл е н и е  ч а с т о т  за  пределом  у п р у -

г~2в~

-X

А E -
A

Рис. 6. График  
произролящ ей  ма- 
ж о п ц у к щ е й  Фун­
кции Vx= V 0^  J Z g t.

Рис. 7. О севой разрез балки с выточками, соответствую  
щимй удалению  пластической массы.

го сти  (со гл а сн о  ги п о те зе ) с в о д и тся  к о ты с к а н и ю  ч а с то т  б ал ки  с 
в ы т о ч к г м и  (р и с . 7 ).
3 Заказ 6064 33



Т а б л и ц а  3

ос.
Gi (* )

G2 (%) V0

Vс! / Ч  W 
V SaM

> 3 — 2* П ри бли ж ение  

п ер в ое  I втор ое

1 ,0 0 0 ,0 4 2 3 3 8 5 0 ,2 0 5 7 6 3 9 ,8 7 6 6 1 9 ,8 7 6 6 9 ,8 7 0 9
1 ,0 5 0 ,0 4 1 2 6 8 4 0 ,2 0 3 1 4 6 9 ,7 5 1 0 0 ,9 4 8 6 8 9 ,2 5 0 6 9 ,2 4 6 1

1 ,10 0 ,0 3 9 4 8 9 9 0,198721 9 ,5 3 8 6 0 ,8 9 4 4 3 8 ,5 3 1 6 8 ,5 2 8 3

1 ,1 5 0 ,0 3 7 3 9 1 9 0 ,1 9 3 3 7 0 9 ,2 8 1 8 0 ,8 3 6 6 6 7 ,7 6 5 7 7 ,7 6 4 7

1 ,2 0 0 ,0 3 5 1 2 2 9 0 ,187411 8 ,9 9 5 7 0 ,7 7 4 6 0 6 ,9 6 8 1 6 ,9 6 7 1

1 ,2 5 0 ,0 3 2 9 4 5 7 0 ,1 8 1 5 1 0 8 ,7 1 2 5 0 ,7 0 7 1 1 6 ,1 6 0 7 6 ,1 5 9 9

1 ,3 0 0 ,0 3 0 4 4 2 8 0 ,1 7 4 4 7 9 8 ,3 7 5 0  » 0 ,6 3 2 4 6 5 ,2 9 6 9 5 ,2 9 6 1

1 ,3 5 0 ,0 2 8 2 0 9 6 0 ,1 6 7 9 5 7 8 ,0 6 2 0 0 ,5 4 7 7 2 4 ,4 1 5 7 4 ,4 1 5 0

1 ,4 0 0 ,0 2 6 2 3 1 6 0 ,1 6 1 9 6 2 7 ,7 7 4 2 0 ,4 4 7 2 1 3 ,4 7 6 7 3 ,4 7 6 1

1 ,4 5 0 ,0 2 1 8 2 7 5 0 ,1 5 7 5 6 7 7 ,5 6 3 2 0 ,3 1 6 2 3 2 ,3 9 1 7 2 ,3 9 1 2

1 ,5 0 0 ,0 2 5 5 5 2 3 ' 0 ,159851 7 ,6 7 2 8 0 0 0

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. И. В. А  н а н ь е в. Справочник по расчету собственны х колебаний упругих систем .
О Г И З Г ортехиздат, М ., І946.

2. И. М. Б а б а к о в .  Теория колебаний. Гос. и зд-во  ТТЛ , М ., 1958.
3. A. H а д  а н. Пластичность (м еханика пластического состояния вещ еств). П ерев од  

с английского. И зд-во  иностр. лиг-ры, М ., 1936.
4. И. М. Р а б и н о в и ч .  К динамическом у расчету сооруж ений за  пределом у п р у ­

гости. И сследования по динам ике сооруж ений , Сборник статей. С тройиздат, Л ., 1947.
5. В. В. С о к о л о в с к и й .  Теория пластичности. И зд-во  АН С СС Р, М., 1946. ♦
6. А. П. Ф и л и п п о в .  К олебания упругих систем. И зд -в о  АН УС С Р, Киев, 1956. %
7. Н. К- В и т в и ц к и й. П риближенны й м етод определения частот собственны х из- 

гибных, крутильных и совместны х колебаний балок переменного сечения. Труды  
Т ЭМ И И Т, т. X X V , изд-во  ТГУ, Томск, 1958.

8. Н. К. В и т в и ц к и й. О пределение собственны х частот крутильных колебаний  
балок переменного сечения. Труды ТЭМ И И Т, т. X X V III, и зд-во  ТГУ, Томск, 1959.

9. Н. К. В и т в и ц к и й .  О пределение частот собственны х изгибных колебаний б а ­
лок  за  пределом  упругости при наличии пластических зон . Труды  Т ЭМ И И Т, т. X X X IV , 
изд-во ТГУ, Томск, 1962.


