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конференции А ВТ Ф , посвящ енной 70-летию  Т П И )

В  ста ть е  [1] бы ли у к а з а н ы , а в с та ть е  [2] п о л у ч е н ы  сл е д ую щ и е  
з а м к н у ты е  вы р а ж е н и я  п р и м ен и тел ьн о  к зем н о м у сф е р о и д у  д л я  р а с 
с то я н и я  S i.2 м е ж д у  то ч к а м и  1 ,2  и д ля р азн о сти  д о л го т  A L ll2 т е х  ж е 
т о ч е к  1 ,2 :
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З д е с ь  A li2, A 2ll — а зи м уты  вы р авн ен н о й  кр и в о й  Г 1і2 в т о ч к а х  1, 2; 
a 2 и £2 —  б о л ь ш а я  п о л у о сь  и э к с ц е н тр и с и те т  зе м н о го  сф ер ои д а; 
A ; ,  = A 2 ll+  180°. Ч т о  к а са е тся  перем енной и н те гр и р о в ан и я  <р, п р е д е 
л о в  и н те гр и р о в ан и я  Cpb Cp2 и п ар ам е тр о в  ѵ1і2, р ,і2, т \ 2 и K22, то  они 
я в л я ю тс я  ф ун к ц и я м и  ш и р о ты  В ,  ее пр ед елов B 1, B 2 и а зи м ута  A h2, 
в ы р а Е к е н і сй  кри вой  Л . 2 в то ч к е  1 сф е р о и д а. Н а к о н е ц , ßi.2 =  зн а к  
ce s  A ll2 =  зн ак  ( B 2 —  B i ) =  зн а к  (<», — ср,) =  ±  1.

П у іе м  р азл о ж ен и я  з а м к н у ты х  вы р аж ен и й  ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 )  в р яд  по 
сте п е н я м  м ал о го  парам етра к 2 < е 2 в с та ть е  [2] бы ли п о л у ч е н ы  рабо - 
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чи е  в ы р а ж ен и я  д ля  р е ш е н и я  прям ой и об р атн о й  зад ач  о тн о си те л ь н о  
вы равн ен н ой  кр и вой  Г \,2 л ю б о й  п р о тя ж е н н о сти , д а ж е  если кр и вая  А 2 
о п и сы в а е т р яд  в и тко в  в о к р у г  зем н о го  сф е р о и д а. В  это й  ж е  с та ть е  
п утем  и сп о л ьзо ван и я  у к а з а н н ы х  р а зл о ж ен и й  д ля ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 )  в ряд  
по сте п ен ям  к 2 бы ли п р е д л о ж ен ы  2 о б щ и х  способ а р е ш ен и я прям о й  
сф е р о и д и ч е ск о й  за се ч к и  оп р ед еляем ой  то ч к и  3 с за д а н н ы х  т о ч е к  1,2:
1) ко гд а  в ы ч и сл я ю тс я  то л ь к о  ко о р д и н а ты  B 31L 3 т о ч к и  3; 2) ко гд а  
од н оврем ен н о с коо рд и натам и  B 31L 3 н а х о д я тс я  д ли н ы  s b3, s 2.3 з а с е 
к а ю щ и х  сто р о н  1.3, 2 .3 . Р е ш е н и е  в се х  э т и х  зад ач  с у щ е с тв е н н о  о б 
л е гч а е тс я , если  и сп о л ь зо в а ть  со ста в л е н н ы е  асп. Л е сн я к о м  А .  Г .  
та б л и ц ы  [3] й сп о м о га те л ь н ы х  в е л и чи н , в х о д я щ и х  в р а сче тн ы е  в ы р а 
ж е н и я . В п р о че м  сам и р а сч е тн ы е  вы р а ж е н и я  им ею т та к о е  стр о е н и е , 
ч то  они ср ав н и те л ь н о  п р о сто  м о гу т  б ы ть  зап р о гр ам м и р о ван ы  д л я  
н е п о ср е д ств е н н о го  р е ш е н и я  на Ц В М  у к а з а н н ы х  зад а ч  без прим енени я 
воо б щ е к а к и х  бы то  ни бы ло та б л и ц .

В  п р о ти в о п о л о ж н о сть  рассм отрен н ы м  вы ш е  за м к н у ты м  в ы р а ж е 
ниям  ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 )  д л я  51.2 и A L  1.2 в ы р а ж ен и я  (1 .3 ) и (1 .4 ) э ти х  в е л и 
чин м о гу т  б ы ть  и сп о л ьзо ван ы  при реш ен и и  прям ой и о б р атн о й  зад ач  
то л ь к о  в к а ч е ств е  п о в е р о ч н ы х , т а к  к а к  и х  н еп о ср ед ствен н о е  п р и м е 
нение д л я  у к а з а н н о й  цели о к а зы в а е тся  н еуд об н ы м . Б о л е е  п р и го д ны м и  
я в л я ю тс я  в ы р а ж е н и я  ( 1 . 3 ) - ( 1 . 4 )  д л я  р е ш е н и я  прям ой  сф е р о и д и ч е 
ск о й  з а с е ч к и , т а к  к а к  эти  в ы р а ж е н и я  с о д е р ж а т то л ь к о  один л е гк о  
в ы ч и сл я е м ы й  п ар ам етр  Vb2, а в е р хн и й  предел A r2 l м о ж е т б ы ть  найден 
то ч н о  и п р о сто  по п р и б л и ж е н н о й  ш и р о те  ß (30) оп р ед ел яем ой  т о ч к и  3. 
С а м о  ж е  реш ен и е  прям ой  сф е р о и д и ч е ск о й  за се ч к и  п р о и зв о д и тся , к а к  
о б ы ч н о , п у те м  п о сл е д о в а те л ь н ы х  п р и б л и ж ен и й . В о  в с е х  э т и х  с л у 
ч а я х  тр е б у е тс я  р азр аб о тка  д е й ств е н н ы х  сп о со б о в  вы чи сл е н и я  S b2 
и A L b2 с о гл а сн о  (1 .3 ) —  (1 .4 ), ч то  и я в л я е тс я  ц е л ью  д анной  с та ть и .

Ра ссм атр и в а ем ы е  з а м к н у ты е  в ы р а ж е н и я  ( 1 . 3 ) - ( 1 . 4 )  д ля  р а сс то я 
ния S b2 и р азн о сти  д о л го т  AL b2 я в л я ю тс я  э л л и п ти ч е ск и м и  и н те гр а 
лам и о б щ е го  ви д а. Р а с ч е т  э т и х  и н те гр а л о в  м о ж е т б ы ть  вы полн ен  
н е ско л ь ки м и  способам и и в п е р в у ю  о че р ед ь  — п у те м  и х  п р е д ста в л е 
ния чер ез п р и вед ен н ы е по Л е ж а н д р у  э л л и п ти ч е ск и е  и н те гр а л ы  F 1 E  
и /7, д л я  к о то р ы х  и м ею тся  то ч н ы е  и д о ста то ч н о  подробны е та б л и ц ы . 
О д н а к о  с о о тв е тс тв у ю щ и е  вы р а ж е н и я  о б щ и х  и н те гр а л о в  ( 1 . 3 ) - ( 1 . 4 )  
чер е з у ка за н н ы е  при веден н ы е и н те гр а л ы  F 1 E n n  о к а зы в а ю тся  д о 
вол ьн о  сл о ж н ы м и . К р ом е то го , в ы чи сл е н и е  сам и х п р и ве д е н н ы х и н т е г 
р ал ов по таб л и ц ам  я в л я е тс я  д ал е к о  не пр о сты м  д елом , особенно д л я  
и н те гр а л о в  /7, т а к  к а к  тр е б у е т  и н те р п о л и р о в а н и я  с р азн о стям и  4 — 6 
п о р я д к а , если  п о л у ч а ть  зн аче н и я  и н те гр а л о в  F 1 E  и 77 с 8 д е с я т и ч 
ным и зн акам и .

Б о л е е  прием лем ы м  я в л я е тс я  р а сч е т э л л и п ти ч е с к и х  и н те гр а л о в  
о б щ е го  вида (1 .3 )— (1 .4 ) с п о м о щ ью  о д н о го  из с у щ е с т в у ю щ и х  сп о со б о в  
ч и сл е н н о го  и н те гр и р о в а н и я , н ап р и м ер — по Г а у с с у .  О д н а к о  и зд есь  
вы ч и сл е н и я  о к а зы в а ю тся  д о в о л ь н о -та к и  сл о ж н ы м и , если и х  в ести  
с  то ч н о с ть ю  до 8 д е с я ти ч н ы х  зн ак о в.

П о э т о м у , если у ч е с т ь , ч то  е2 = 0 ,0 0 6 6 9 3 4 2 1 6  д л я  сф ерои д а K p a - 
с о в с к о го  и ч т о  со гл а сн о  [1]

p- f______
V1.2 =  —  s in  Л 1.2 =  I +  

а

— co s B 1 s in  Л  1.2 
V i

V l + e ' 2
COS B 1 s in  Л 1.2 С  I , (2)

V l  + e ' 2 C O b t B
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то более выгодным будет вычисление интегралов ( 1 . 3 ) - ( 1 . 4 )  путем 
разложения их подынтегральных выражений в ряд по степеням е2ѵ22 .. 
Выполняя такое разложение, получим:

А2.1

»  ™ s f f )

^ 1.2
(3 )

Л2.1

(4)

• А / і / 2 \  С
2) ѵ (  « ) ( — «*»;.,)• J  (  > Ь : : ѵ  ^

х= *0  а 1.2

где со гл а сн о  [1] *

Л 1 [ т \ _ т ( т  1 ) ... [/га — (х — 1)] ,
1 ) ( Ч  ’ ( О  J =  ) =  h

о \  1 — е2
у  I  —  V2 2

В ы ч и сл и м  и н те гр а л ы , в х о д я щ и е  в р а зл о ж е н и я  (3).
П о д с ч и та е м  сн ачал а  п ер вы й  чл ен  р а зл о ж е н и я  (3 .2 ), ко то р ы й  п о 

л у ч а е т с я  при у. =  0 . В в о д я  п о д с та н о в к у  x  =  c o s J ,  найдем:

^ 2.1
., f  CSC- M d J  . cos J h2 co s J V

=  I - j= = = = = = = = -  =  arc sin  - , — arc s in  », - =
J  V S in 2J  -  V2 2 Y  I -  V2 2 У  I _  V2 ,

(5)
A 1.2

. COS J  1.2 . co s J 21=  arc  s m ------------------- arc s i n + ------- —  ,
C o s J f 2 C o s J l 2

гд е  J f  2 е сть  а зи м у т  вы р авн ен н о й  кр и во й  / V 2 на э к в а то р е , т а к  к а к
с о гл а с н о  (2) п ар ам е тр  Vh2 =  S i n J f  2 при S j =  O.

П о д с ч и та е м  те п е р ь  д р у ги е  и н те гр а л ы , в х о д я щ и е  в (3). В вод я 
в  эти  и н те гр а л ы  п о д с та н о в к у  S in 2J  =  X и о б о зн ачая  2у — 1, 2у + 1 
чер е з 2 s + 1, гд е  S =  O, 1 ,2 , ... , п о л у ч и м  п р е ж д е  в се го :

+  . 1  X2
j_  р  C s Y + M d J  _  1 р     d x

* ~  J  U s i n 2J  -  V22 ~  ~2I X 8+ 1 U ( 1  +  Х ) ( х —  V212) ’
Л 1.2 ■*! 

гд е  X 1 =  S in 2J h2, X 2 =  S in 2J ^ 1. В ы п о л н и м  те п е р ь  в то р у ю  п о д с та н о в к у  
X  =  / - 1 ; то гд а

j  =  _  J _  Г  U d t _____________

'  ~  2 J  U ^ v f  2 /2 +  ( I  +  vI 2) / — I “

1 f  , Ж  1 С  *"“ ■ (7)
2 I  V  a t ‘  +  b t f c  2  J

гд е
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С о гл а с н о  [4] д ля  и н те гр а л о в  I s буд ем  им еть сл е д у ю щ и е  вы р а ж е н и я : 
#А

(8 )
4) a =  -V22, 5 ) 5 = 1  +  V22, 6) с = - 1 ,  7)

2 Л

1) / 0 =
c s c A d A

У  Sin2A — V
=  =  S ( t )
1.2

о , . ,  1 • ( H - v y - 2 v 22L
, S  (Z) =  — — arc sin-

2vL I  -  v:
a 1.2

2.1
.__ f* Csc3A d A  I

'  J  l / s i n 2A - V22 2 ѵ , . 2
V R ( t )  +  (1 + Y 2) S  (Z)

л 1.2

Л2Л

3) I 2
C s c yA d A  

У  Sin M  — ' 1.2 4 ѵ і 2 I
3 ( 1 + ѵ ? л ) 

t  +  — тгъ--------2v 1.2
V R  ( t )

Al.2

+ 3 ( 1 + ¾ ) 2 - ,  9
2v,22

S  (O

(9)

2.1

4 )  Z3 =
Г  esc7

J  j / i l n 2
Л1.2

A d A

S i n 2 A - V 2 1 2 v , . 2

V  5 ( 1  +  V2 2) t5 ( I +  V212) 2
3 Ь  - г г  +

з !  ]
V  R  ( t ) -

(1 +  ¾ )

2 ¾

12 4.2 

■ 5 (1  + V 2 2)2

8 vJ.2

4 v L
s  (O

З а м ети м  е щ е , ч то  и н те гр а л  AE, о п р ед ел яем ы й  с о гл а сн о  (5), м о
ж е т  б ы ть  п р е д ста в л е н  т а к ж е  в виде (8), если в AE ввести  п о д с та н о в к у  
S in M  =  х и  затем  в (6 ) п о л о ж и ть  s =  — 1. Т о гд а  мы п о л у ч и м :

2Л
AE =

гд е

I

0 
'

LD О
L F & I р  d x _  S ( X )

j  VS in 2A  — Vj 2 2 J  U ( I - X ) ( X - V 212) 2

N2

=  / - ! ,  ( Ю )

а \.2

I )  AT1 =  S in M b2, 2 ) AT2 =  S in M g 1 , (11)
О п и р а я с ь  на п о л у ч е н н ы е  в ы ш е  р або чи е  в ы р а ж е н и я  (5), (9 ) ,  мы

м ож ем  те п е р ь  п р е д ста в и ть  в сл е д ую щ е м  о к о н ча те л ь н о м  виде р а зл о 
ж ен и я  (3) д л я  р а ссто я н и я  S b2 и р азн о сти  д о л го т  A L b2 т о ч е к  1, 2 с ф е 
роида:



Р а з л о ж е н и я  (12) я в л я ю т с я  новы м и, и они с у с п е х о м  м о гу т  б ы ть  и с 
по л ьзо ван ы  д л я  п р о ве р ки  зн аче н и й  Sy2 и A L b2, н ай д ен н ы х с о гл а сн о  
( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 ) .  С л е д у е т  однако, за м е ти ть , ч то  вы р аж ен и е  (1 2 .) не п р и 
го д н о  д л я  п о д сч е та  Sy2 вд о л ь  м еридиана, т . е. при A y 2 = A 2A -  О, 
а в ы р а ж е н и я  (1 2 ) и (.13) не го д я тс я  д л я  гГОдсчета Sy2 и A L b2 вд о л ь 
э к в а то р а , т . е. при A y 2 =  A r2 l =  90 °. Е с те с тв е н н о , ч то  и д л я  к о р о тк и х  
д у г  А Г Ь2, б л и з к и х  по н ап р авл ен и ю  к  м ер и д и ан у или экватору,* р а зл о 
ж е н и я  (12) д а ю т т а к ж е  н е д о с т а т о ч н у ю  то ч н о с ть .

Ч т о  к а са е тся  прим енени я р а зл о ж ен и й  (12) д ля  р еш ен и я прям ой  
сф е р о и д и ч е ск о й  з а се ч к и , то  оно ничем  сущ е ств е н н ы м  не о тл и ч а е тся  
о т  и сп о л ьзо в а н и я  д л я  это й  цели р а зл о ж е н и й , п о л у ч е н н ы х  на о с н о 
вании з а м к н у ты х  в ы р аж ен и й  ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 ) .  М о ж н о  л и ш ь  о тм е ти ть , ч то  
в ы чи сл е н и е  по засека ю щ и м  стор он ам  I 3 зн ачен и й  S i3 и A L /з с о 
гл а сн о  (12) тр е б у е т  м еньш е р аботы , чем при и сп о л ьзо ван и и  р а зл о 
ж е н и й , п о л у ч е н н ы х  из ( 1 . 1 ) - ( 1 . 2 ) .
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