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Одним из положений теории малых упруго-пластических деф орм а
ций является предположение о совпадении главных осей тензоров н а 
пряжений и деформаций. Это положение различно трактуется в учебной 
и научной литературе. В одних случаях оно рассматривается как необ
ходим ая  исходная гипотеза, в других — как  приближенное следствие 
экспериментальных наблюдений; чаще всего это положение приводится 
вообще без каких-либо обоснований. В то ж е время можно показать, 
что совпадение главных направлений для напряжений и деформаций 
(в частности, для условий простого нагружения изотропного тела) 
является проявлением известной физической закономерности, опреде
ляющ ей условия естественного протекания равновесного процесса, 
а именно, что совпадение главных напряжений и деформаций является 
необходимым условием минимума работы процесса упруго-пластической 
деформации.

К ак  известно из теории деформаций, деформированное состояние 
элемента может быть определено тремя взаимно ортогональными гл ав 
ными компонентами деформации: ех, е2, е3. Точно такж е напряженное 
состояние определяется тремя главными напряжениями: о i, O 2 , G3.

Соотношения меж ду напряж ениями в различных площ адках, а т а к 
ж е соотношения меж ду компонентами деформации в различных н а 
правлениях не зависят от свойства материалов, а всецело определяются 
статикой или геометрией.

Д л я  некоторого состояния тела, претерпевающего деформацию и 
характеризуемого значением парам етра нагружения К, выделим элемен
тарный кубик с гранями, перпендикулярными главным направлениям 
деформации в этом состоянии. Совместим направление deі с осью х, 
de2 — с осью у, de3 — с осью z . Допустим, что в этот произвольно взятый 
момент направления главных напряжений не совпадают с главными 
направлениями деформации и повернутые оси cri, G2, сг3 образую т с осью 
X  углы, косинусы которых соответственно равны: <ц, ßi, Ti; с осью 
У — O2f ß2, Т2; с осью z — а 3, ß3, T3 (рис. 1). Тогда по граням указан н о
го кубика можно показать  напряж ения:

°дг =  3I-*? +  °2+1 + 3S-Tl.
зу = 3I-Oi2 + a 2.ß!  + < ѵ 7 2,

3Z =  3I - a S +  °2 * ß з + 3S-Ts-

26



Кроме того, по граням будут и касательные напряж ения, но так 
как грани кубика перпендикулярны главным направлениям деформации 
на данной стадии и, следовательно, не перекаш иваются, то п р и ращ е
ние работы деформации определится лиш ь выражением

dA  =  ox*de1 -+- ay'de2 +  az*des.
Работа деформации при изменении параметра нагруж ения от 0 до к

x
A = J  [Oj-af +  O2-Pl - f  O35J] е[ +  (O1.CC8 +  O2 +  8 +O3-Vi) J  +

О

+  (Ol -Ol + ° 2-Рз +  аз 'Т з)  dx,

где все входящ ие величины предполагаются монотонно изменяю щ ими
ся с изменением параметра нагруж ения X.

Косинусы углов, определяю щ их взаимную ориентацию осей глав
ных напряжений и деформаций, будут  связаны м еж ду  собой о п р еде
ленными соотношениями. П оэтому приходим к следую щ ей задаче ва
риационного исчисления — определить функции:

U1 (к), U2 (X), .... ип(к),

обращ аю щ ие в минимум интеграл

/  =  J  F IX; U1(X); U2(

причем искомые функции, кроме граничных условий и условий не
прерывности, долж ны  удовлетворять  некоторым дополнительным тр е 
бованиям относительно всего промеж утка интегрирования. Если допол
нительные условия представляю тся системой т уравнений связей (т<.п)

Ф; [X; Ui (X); U2 (X); ...... ип (X)] = 0 ,  =  1 н-
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то искомые функции (то есть условия, дающ ие минимум интегралу / )  
определяю тся системой уравнений

d.
Jx

AF1
. да,(X)'

A F 1

Aft i (X)
где

О, ( i  =  1 я ) ,

(і =  1 -г- т)

( i ,k  =  1 , 2 ,3 ) .

и т уравнений связей.
Уравнения связей в данном случае представляются системой у р ав 

нений, определяю щ их направленность и ортогональность осей главных 
напряжений:

*1L  ßi L 1 ? =  J (і =  b)
V  +  L ß r ß *  +  Ti-Tft  = 0  ( i  +  k )

Вспомогательная функция F 1 в развернутой форме имеет вид 

F 1 =  (o j .a 2 +  a2.ß 2 - f  O3-Y2) ^  +  (O1-«І +  o2.ß 2 - f o 3-7 | )  ¢2 +

+  D i - a I +  °2-ßl +  <VYi)*3 L  cPi («i +  ß? +  Ti D L

L  ■?* ( a i  + ß 2 +  T 2 —  D  +  ? з  ( а з L ß l  L t I D  L  ? 4  ( a i  • a 2 L  ß i  • ß2 + T i  • T 2) +

L  cP5 (<*2 • a 3 +  ß2 • ßs L  T2 • Т з )  +  <Рб ( a I • a 3 L  ß l  • ßs L  Tl  • T s ) .

где (X) — неопределенные функциональные множители Лагранжа.
В активном процессе простого нагружения для  лю бого характера 

деформации (упругой или пластической) условия, определяю щ ие ми
нимум работы деформации, приведутся к следую щ ей системе уравнений:

1. d  I A F 1

AX

2 +
AX

3.

4.

5.

6. 

7.

d
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d_

AX

d

d X

A
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8. —  
d X
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di.\ 
AFl  
Aß I

i + ,
A7I

с т
Aa2

<5p;

C T
A72

c t
Aa3

C T l
Aß;
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AX V А7з

C T l
A a 1

A F 1

Ар,
A F 1

Ati

A F 1

A a 2

A F 1

AP2

C T l

AT2

C T l

A a 3

A F 1

A p 3

C T l

At3
1 0 .  a ?  L ß ?  + T Î  =  I .

1 1 .  a 2 + p 2 + y ]  =  I .

12.  a |  +  ß l  +  Y 3 =  I .

■ —  2 o ,  - * \ - в \  +  2 ? i  - a ,  +  ®4 - a 2 +  Y e ' a3 —  O.

■ =  2 o 2 - Pj  - e \  +  2  Yi  L i  +  ? 4 + 2  +  ? 6 ' ß 3 =  O.

=  2 o3 - Y i - £ i +  2 y i - Y i +  Y4-T2 L  lPe-Ts  = 0 .

f

=  2 o 4 - a 2 - ¢2 +  2 ? 2 ‘ а 2 L  ? 4 - “ t L  cPsa 3 = 0 .

=  2 o 2 - ß 2 - e 2 +  2  Y2 * ß 2 +  ? 4 ' ß i  L *  9 5 + 3 = =  O.

=  2 o 3 * Y2' ¢2 +  2 ? 2 * Т г  +  Y i - T i  L  cP s - T s  =  O.

t
=  2 o t - a 3 • в з  +  2 ? з • a 3 +  ? 5 • a2 L  cP e - a I = 0 .  

=  2 o 2 • P3 • e s  +  2 ? 3 • P3 +  ? 5  - P2 L  cPe • ßi =  O.

=  2 а 3 . 7 з - е ;  +  2 ? з - Т з  L  cP s - T 2 +  cP e - T i  =  O.

1 3 .  a t -IX2 +  P 1 - ß 2 +  Ti  + 2  =  O.

1 4 .  a 2 - a 3 + ß2 . ß 3 + Y 2 - T 3 =  O.

1 5 .  a 4 - a 3 +  P 1 - P 3 +  Y i - Тз  =  O-
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У к а ж е м  о с н о в н ы е  э т а п ы  р е ш е н и я .  И с к л ю ч а я  и з  у р а в н е н и й  ( 1 = 9 )  
cPi- ? 2 - cP3- п о л у ч и м  с и с т е м у :

т. I А  -  I r )  +  Т .  ( F  -  è r  I -  «. <«, -  « . ) .2®і 2ßt /  \2*і 2ßt

*  (â ~ t ) +*  (è '_ й ) =4 (‘ s ~ 0,)'
CL

w -) +  ?e ( F  — Wl )
2*з 2 ß 3/  V 2* j 2 ß 3

“ г _  I l  \_u m D 1 _ +  — n \
2*3 2-fa )  ' \ 2 a s 2 t J  3 3  '

которая с помощью соотношений 10 =  15 может быть упрощена:

cP4 -Ta — cPe-Ts =  2 * i - ß 1- d i ( a i  — 32) cP4-P3 - cPs-Pi =  2 * 2- T r  d î ( e i — °з)>

cP4• Рз — cPe • Pa =  2*і  • Ti • dî (*з — Оі) cPs• Ti — cPe• Ï 2 =  2 * 3 • ß3 -th (о2 — о,) ,

cP4- T a - cPe-Ti =2*2-P2-d2(*2 — аі) cPe-Pi — cPe * Pa =  2*s-T3-^ O 31 — о3).
И з этой системы уравнений можно выразить значения: <р4, ср5, ср*,

cP4 =  —2 е !  (*і-*і-а2 + * 2-Рі-Р2 +  *з-Ті-Т2).
Cp5 =  — 2*¾ (or  *2-*j +  о2. P2-ß3 +  O3 -T2-Tj ),

CB6 =  - 2 * ¾  O v a 8 -Ct1 +  o2 - ß 3 -ß ,  - f  O3 -Y3 --P1) ,  

а последовательное исключение <р4, ср5, ср6 приводит к уравнениям типа.

(O1 • * , • *2 +  O2 • ßj • ß2 +  O3 - Y1 • Y2K d i —  d 2) =  О,

(dl • *1 -ßj +  W ß 2 +  d3-*3- ß3)(°l   °2) = 0 .
Оставляя в стороне частные решения a, == о2 =  о3 и =  =  е3,

не соответствующие общ ему случаю  O1 Ф о2 о3, находим:
<р4 =  0 , cPs =  O, cPe =  O.

П одставляя значения <р4, ср5, ср6 в уравнения ( 1 = 9 ) ,  получим:

*і ( o i - d i  +  Cp1) =  0 , a 2 (O1 -C2 +  cP2) = 0 ,  *з ( a f d 3  +  Cp3) =  0 .

Pi (o 2 -d! +  Cp1) =  0 ,  ß 2 (о2 - е 2 +  ср2) =  0 ,  Рз (о 2 - е 3 +  ? 3) =  0 .

Ti ( lV d i  +  cPi) = 0 ,  Т& ( ° з *d2 +  cP2) =  0 ,  Тз (o3 -d3 +  <?з) = 0 .

Д о б авл я я  сюда систему уравнений связей (10 =  15) и реш ая сов
местно, для  общ его случая O1 Фо2 ф о3 находим:

Oi1 =  I, а2 =  0 ,  а3 =  0 .

P1 =  O, P 2 = I ,  P3 =  O.
Ti =  O, Ta =  0, T a = 1-

Полученное решение указывает на то, что совпадение главных напра
влении напряжений и деформаций является необходимым условием 
минимума работы процесса деформации.


